Université de Paris XI M1 — Distributions
Mathématiques ler semestre 10/11

Corrigé du Devoir D1

Exercice D1.1.— 1. Supposons qu’il existe une telle fonction g. On doit avoir, pour x > 0,
g(x) = f(y/z). Cette fonction est C* sur |0, +o0[, et pour > 0, on a

1 I
g'(x) = BN "(Vr) = 2\/5/0 f"(tVx)V/xdt,

compte tenu du fait que les dérivées de f d’ordre impair sont nulles en 0 (ce sont des fonctions
impaires). Ce qui montre que la propriété

2172k

P(k) : vz >0, ¢¥(z) = ] /01(1 — 2)E=1 R (/7)) dt,

est vraie pour k = 1. Supposons alors que P(k) est vraie pour un certain k. On a alors, par
dérivation sous le signe somme (fonction C* et on intégre sur un compact),

2172k

@) = g | (1 2O ),
i /,

En intégrant par parties

1-2k 2\ 11 _ 42\k
91-2(k+1)

1
_k'/o (1—t2)kf(2k+2)(t\/§)dt,

ce qui montre que P(k + 1) est vraie.

Ainsi, pour tout k > 0, ¢*)(z) admet une limite a; quand z — 0F. La fonction g est donc
C sur [0, +0o0l.

Soit alors g_ une fonction C*° a support compact autour de 0 dont les dérivées successives en
0 sont les ag. Une telle fonction g_ peut étre construite a I'aide du procédé de Borel. D’aprés
ce qui précede, la fonction g définie sur R par

g(az):{ f(y/x) pour z >0,

g—(x) pour z <0,

est C*° sur R, et répond a la question.
2. Soit f € C*(R), et f4, f— les fonctions définies par

flx) + f(==)
2

flx) = f(==z)

f+(x) = 5

, f-(x) =

Ona f=fi+f_,et fi, f- sont des fonctions C*°, respectivement paire et impaire. Puisque
f=(0) = 0, on peut aussi écrire f_(z) = xg_(z), avec g € C*> fonction paire. D’apres la



question 1/, il existe des fonctions C*® g1 et go telles que fy(z) = g1(2?) et g_(z) = g2(2?),
et 'on a bien

f(@) = g1(a®) + 2ga(2?).

Exercice D1.2.— 1. Pour x < 0, on a 0 < e* < 1, donc 0 < ¢(x) < 1. Pour z > 0, on a
e® > x, donc également 0 < ¢(z) < 1, ce qui montre que ¢ est bornée sur R. Quand x — —oo0,
on a ¢(x) ~ e, et pour x > 0 assez grand, ¢(x) < e~ %, ce qui montre que la fonction continue

¢ appartient & L'(R). D’ailleurs, puisque (e~¢") = —e%e™*", on a

/¢($)dﬂf = EE =1
2. Puisque f € L'(R) et ¢ € L™ le produit de convolution f * ¢ definit une fonction de

L™
+oo
f* () = /0 f(s)Z@ D= s,

k!
k>0

no Nk
Posons ¢y, (z,s) = f(s) Z (=1) eF D@ F (5). On a ¢y (z,s) — H(s)f(s)p(z — s) quand

k!
k=0

n — 400, et aussi :

(e, o) < 1) Y et H(s) < [F(s)lere H(s),

k>0
< |f(s)|e%e H(s) € L} (Ry).
Le théoreme de convergence dominée entraine donc bien
+o0o

lim f(s) Z (_kl!)ke(kﬂ)(sx)ds = f*xo(x).

n—-+o0o 0 —on

3. On va montrer que ¢, * f tend vers f dans L'. Par conséquent il existe une suite extraite
®n,, * [ qui tend vers f presque partout. On peut montrer facilement, en remplagant ¢ par ¢,
dans le raisonnement de la question 2, que ¢, * f = 0 pour tout n. On aura donc obtenu le
résultat demandé.

On a d’abord
£ron(o) — F@] < [ 1@ =)= F@lon()ds < [ 17— u/n)  fa)ofu)du
Donc
[1556uta) = st@ldo < [([ 1@ = w/m) = s@)nlotdu = [ runf = flsdtu)du

On utilise alors le théoreme de convergence dominée : puisque les translations sont continues
dans L', | Tu/mf — fllzr — 0 quand n — +oc. De plus

ITusnf = Fllzrd(w) < 2 fll1¢(u) € LY,



ce qui donne bien [ |f * ¢, () — f(x)|dz — 0 quand n — +oc.

Exercice D1.3.— 1. Soit N € N*, et ¢ € C5°([—N, N]). On a

N N
(T @) <D 18 < D 16 oo,

donc T définit bien une distribution.
2. 0n a

(* (T,60) = po(ET0 70,

«
k>0

On choisit alors ¢ € C§°(] — 1,1]) telle que p(n 1) ( ) = 1. On peut par exemple prendre ¢ de

n+1

la forme ¢(z) = D) e (x), avec ¢ € Cg°(] — 1,1]) telle que i) = 1 pres de 0.

Pour cette fonction ¢, (*) devient

1 |
<T’¢O‘>: n+1¢ +1( ): an—‘rl.

Supposons que T est d’ordre n. Puisque les ¢, ont toutes leur support dans [—1,1] pour
a < 1, on doit avoir, pour une certaine constante C > 0, et pour tout 0 < a < 1.

1 n n 1 C n
W = ‘<T7 (ba)’ < CZ H‘b((xk)Hoo < CZ JHQb(k)Hoo < J Z H(b(k)”oo;

k>0 k>0 k>0

ce qui est absurde.

3. La distribution 7' n’a donc pas d’ordre : D'(R) # U p'™
k>0

Exercice D1.4.— 1. Soit ¢ € Cj°(R). On a

=13 (60C) o) =13 /¢ )it < 10 S
n>1

n>1 n>1

ce qui montre que 71" est une distribution d’ordre 1.

Le support de T clairement inclus dans K = {0} U{%, n € N*}. Réciproquement, pour
n # 0, et tout voisinage V de 1/n, on peut construire une fonction plateau on € CP(R)
telle que supp ¢ C]n+1, — 1[ﬁV et qﬁn( ) = 1. On a alors (T, ¢,) = =, ce qui montre que

L' n € N*} C suppT. Puisque supp7' est un fermé, K = {%, n € N*} C suppT, et

n?’

finalement K = supp 7.

n?

2. Soit ¢, une fonction plateau telle que supp ¢, ] g 2[, 0 < ¢, < 1, et ¢p(z) = 1 pour
tout € [1,1]. On a

"1
(T, on) = Z % — 400 quand n — +oo,
k=0
bien que
9l (k) = lDlleory + 16 llcogrey = 1,



puisque ¢, = 0 sur K.
3. Soit g la fonction définie sur R~ par g(x) = f(0) + f/(0)1%- On a g(0) = f(0) et ¢'(z) =
f/(O)ﬁ, donc ¢'(0) = f'(0). La fonction f définie par

f(ac) B { f(z) pour z € [0,1],

| g(z) pourx <0,

est donc C! sur | — oo, 1]. De plus, pour z < 0, on a

lg(@)] < [£O)+ [F/(0)] et ()] < aal,

dott [f(2)] < |£(0)] + 2|£(0)] < 2||f|lc. On peut faire la méme construction en 1, et on
obtient une fonction Pf ayant les propriétés demandées.

4. On pose ¥ = ¢ — P(¢), ;). Ona ¢ € Ci(R), et ¥(x) = ¢/'(x) = 0 pour tout = € [0,1]. On
peut, quitte a écrire ¥ = x1 + (1 — x)v avec x € C*(R) telle que 0 < x < 1, x(z) = 0 pour
x < 1/4 et x(x) =1 pour z > 1/2, supposer que ¥ = 0 sur [0, 4o00[. Le probleme en 1 (i.e.
pour (1 — x)% se traite de la méme maniere.

Soit x € C§°([—1, 1]) une fonction plateau, avec 0 < x < 1, et x = 1 sur [—1/2,1/2]. On pose,
pour n € N*, xp,(z) = x(nx). On a

<T7¢> = (Tv an>| + <T7 (1 - Xn)w”

Puisque supp T N supp(l — x,,)¢ = 0, le second terme du membre de droite est nul. On va
montrer que le premier terme peut étre rendu aussi petit que 'on veut.

Les x,, ayant toutes leur support inclus dans [—1, 1], et puisque T" est d’ordre 1, il existe une
constante C' > 0 telle que

(T, xn?)| < CIxn?lloo + X0t lloo + X% [loo)-
Puisque X, est continue, il existe x,, € [—1/n, 0] tel que

IXn¥lloc = sup  |xn(2)9(2)| = [Xn(2a)d(@n)] < [¢(20)]

TESUPP Xnt

Puisque 1 est continue et z, — 0, on voit que ||xn¥|oc — 0 quand n — +o00. On montre de
la méme maniere que ||x,?’||co — 0. Enfin, en utilisant la formule de Taylor, on a

X0 ¥l = [Xn(@n) ¥ (@n)| = [X (n@n)np(zn)] = X' (nzn)n(¥(0) + znw(@n))l,

pour une fonction continue w, et 'on voit également que ||x},?|cc — 0 quand n — +o00. On
en déduit que (T, 1) = 0, et donc que

(T, ¢) = (T, P(d),,,)-

Finalement, on a

(T, #)| < ClP (¢, ) ller oy < 2C 19 ller(jo,1))-



