
Université de Paris XI M1 – Distributions
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Feuille d’Exercices 5
Distributions tempérées - Transformée de Fourier

Exercice 5.1.— Soit Tn la distribution donnée par la fonction fn(x) =
1
n

n∑
k=0

x2k

k!
.

1. Montrer que Tn → 0 dans D′(R).

2. Montrer que Tn ∈ S ′(R), mais que (Tn) ne converge pas dans S ′(R). On pourra utiliser la
fonction test φ(x) = e−x

2/2.

Exercice 5.2.— Calculer la transformée de Fourier des distributions tempérées sur R définies
par les fonctions suivantes :

1. eiax (a ∈ R), cosx, cosk x (k ∈ N), x sinx,
sin(ax)
x

(a > 0).

2. e−a|x| (a > 0),
x

1 + x2
.

Exercice 5.3.— On note Hε la fonction donnée par Hε(x) = e−εxH(x), où H est la fonction de
Heaviside. On note aussi G(x) = H(−x) et Gε(x) = Hε(−x).

1. Montrer que toutes ces fonctions définissent des distributions de S ′(R), et calculer leur

transformée de Fourier. Retrouver la transformée de Fourier de
sinx
x

.

2. En déduire que (cf. Exercice 2.3) δ0 =
1

2iπ
lim
ε→0+

(
1

x− iε
− 1
x+ iε

).

3. Utiliser ce qui précède pour calculer la transformée de Fourier de chacune des distributions
suivantes, après avoir montré qu’il s’agit de distributions tempérées :

vp(
1
x

) Pf(
1
x2

) Pf(
H(x)
x

)
1

(x+ i0)2

Exercice 5.4.—Pour ε > 0 on pose Pε = εD2 + iD + 1, où D est l’opérateur différentiel sur R
défini par D = 1

i
d
dx .

1. Résoudre dans D′(R) l’équation P0u = δ. Quelles sont les solutions tempérées ?

2. Quelles sont les solutions tempérées uε de l’équation Pεu = δ ?

3. Déterminer la limite dans D′(R) de la suite uε.

Exercice 5.5.— Soit ω un nombre réel strictement positif. On considère l’équation différentielle
sur la droite réelle,

x
d2u

dx2
+ (1− ω2x)u = 0. (E)

1. On désigne par ∆ω l’espace vectoriel des solutions de l’équation (E) qui sont des distributions
tempérées sur R. Montrer que les transformées de Fourier des éléments de ∆ω vérifient une
équation différentielle linéaire sur R. Résoudre cette équation. Quelle est la dimension de
∆ω ?



2. Soit f un élément de ∆ω.
a) Montrer que f est une fonction continue et de carré intégrable sur R.
b) Montrer en outre que la fonction x 7→ xf(x) est de carré intégrable, et en déduire que f
est intégrable.

c) On donne
∫ +∞

−∞

dt

(t2 + 1)2
=
π

2
. Calculer, pour f 6= 0, q(ω) =

∣∣∣∫ +∞
−∞ f(x) dx

∣∣∣2∫ +∞
−∞ |f(x)|2 dx

.

Exercice 5.6.— Dans C, on note ∂z = 1
2 (∂x + i∂y), et on dit qu’une distribution T ∈ D′(C) est

holomorphe si ∂z T = 0.

1. Montrer que les seules distributions holomorphes et tempérées sont les polynômes en z.

2. Soit f définie sur C∗ par f(z) =
1
z

. Montrer que f définit une distribution tempérée sur C

et calculer ∂z f̂ .

3. On rappelle que
1
πz

est une solution élémentaire de ∂z. Déduire de ce qui précède un calcul

de f̂ .

Exercice 5.7.— Pour φ ∈ S(R2) on pose 〈T, φ〉 =
∫
φ(x, x)dx.

1. Montrer que T ∈ S ′(R2).

2. On se propose de calculer T̂ .

a) Soit ψ ∈ S(R2
ξ). Montrer que l’on a 〈T̂ , ψ〉 = lim

ε→0
Iε, Iε =

∫
R
e−εx

2
ψ̂(x, x)dx .

b) En exprimant ψ̂(x, x) montrer que l’on a Iε = 2
√
π
∫ ∫

e−ζ
2
ψ(ξ, 2

√
εζ − ξ) dξ dζ.

c) En déduire T̂ .

Exercice 5.8.— Soit f ∈ L1(R3) une fonction à support compact telle que
∫

R3
f(x) dx = 0.

1. Établir que f̂(ξ) = O(‖ξ‖) au voisinage de ξ = 0.

2. En déduire qu’il existe une unique solution u ∈ L2(R3) de l’équation −∆u = f .

3. Ceci reste-t-il vrai sans l’hypothèse
∫

R3
f(x) dx = 0 ?

4. Que peut-on dire de la régularité de u à l’extérieur du support de f ?

Exercice 5.9.— Soit λ > 0. On note Wλ ∈ S ′(R) la distribution définie par Wλ =
∑
k∈Z

δλk.

1. Montrer que les ditributions tempérées u vérifiant

(δλ − δ0) ∗ u = 0 et (e2iπx/λ − 1)u = 0

sont exactement les multiples de Wλ.

2. En déduire que Ŵλ = C(λ)W2π/λ pour une certaine constante C(λ).

3. Calculer C(λ) en utilisant une fonction test bien choisie.

4. En déduire la formule de Poisson : pour f ∈ S(R),∑
n∈Z

f(2πn) =
1

2π

∑
n∈Z

f̂(n).



Exercice 5.10.— Paramétrixe des opérateurs elliptiques à coefficients constants.
On considère l’opérateur différentiel d’ordre m sur Rn

P =
∑
|α|≤m

aα∂
α

un opérateur différentiel sur Rnà coefficients constants aα ∈ C. Pour ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn et
α ∈ Nn, on note ξα = ξα1

1 ξα2
2 · · · ξαn

n , et on considère les polynômes

p(ξ) =
∑
|α|≤m

aα(iξ)α et pm(ξ) =
∑
|α|=m

aα(iξ)α.

1. Vérifier que pour toute T ∈ S ′(Rn), on a F(P (T )) = pF(T ).

2. On dit que P est elliptique si son symbole principal pm(ξ) ne s’annule qu’en ξ = 0.
a) Les opérateurs suivants sont-ils elliptiques :
∆ =

∑n
i=1 ∂

2
i et ∆k sur Rn , ∂z = 1

2 (∂x + i∂y) sur C ' R2,

Q = ∂2

∂t2 −∆x et C = ∂
∂t −∆x agissant dans Rt × Rnx ?

b) Soit P =
∑

1≤i,j≤n

ai,j
∂2

∂xi∂xj
+
∑

1≤i≤n

bi
∂

∂xi
+c un opérateur d’ordre 2, avec ai,j = aj,i ∈ R.

À quelle condition sur la matrice A = (ai,j), P est-il elliptique ?

On suppose désormais que P est un opérateur elliptique.

3. Montrer qu’il existe C0 > 0 tel que |pm(ξ)| ≥ C0‖ξ‖m pour tout ξ ∈ Rn. En déduire qu’il
existe C1 > 0 et R > 0 tels que |p(ξ)| ≥ C1‖ξ‖m pour tout ‖ξ‖ ≥ R.

4. Soit χ ∈ C∞0 (Rn) vérifiant χ(ξ) = 1 pour ‖ξ‖ ≤ R. On note q =
1− χ
p

.

Montrer que q ∈ S ′(Rn). En déduire qu’il existe une distribution E ∈ S ′(Rn) et r ∈ S(Rn)
telles que PE = δ0 + r. (E s’appelle une paramétrix de P .)

5. a) Soit β ∈ Nn. Montrer qu’il existe k ∈ N tel que ∂β(xαE) soit continue si |α| ≥ k.
On pourra montrer que la transformée de Fourier de ∂β(xαE) ∈ L1(Rn) pour |α| assez grand.
b) En déduire que E ∈ C∞(Rn \ {0}).

6. Soit U un ouvert de Rn. Montrer que si une distribution T ∈ D′(U) satisfait PT = f avec
f ∈ C∞(U), alors T ∈ C∞(U).

Exercice 5.11.— Pour f ∈ S ′(Rx) et t ≥ 0 on pose u(t) = F(e−tξ
2
f̂).

1. Montrer que u(t) est bien définie dans S ′(Rx).

2. Montrer que si f ∈ Hs(Rx) alors, pour tout t ≥ 0 on a u(t) ∈ Hs(Rx) et

‖u(t)‖Hs ≤ ‖f‖Hs

3. On suppose que f ∈ L2(Rx).
Montrer que pour tout t > 0 et tout k ∈ N on a Dk

xu(t) ∈ L2(Rx) et il existe une constante
C > 0 telle que ‖Dk

xu(t)‖ ≤ C

t
k
2
‖f‖L2 .

4. a) On suppose que f ∈ L1(Rx).
Montrer que pour tout t > 0 on a

u(t) =
1

(4πt)
1
2

∫
e−
|x−y|2

4t f(y) dy.

b) En déduire une majoration de u(t) dans L∞(Rx) pour t > 0.



5. On suppose f ∈ L1(Rx) et xf ∈ L1(Rx).
a) Montrer que f̂ ∈ C1(Rξ) ∩ L∞(Rξ).
b) Montrer qu’il existe C > 0 telle que

|f̂(ξ)− f̂(0)| ≤ C|ξ| ‖xf‖L1

pour tout ξ ∈ R.
c) On pose v(t, ξ) = (f̂(ξ)− f̂(0)) e−tξ

2
. Montrer qu’il existe C > 0 telle que

|v(t, ξ)| ≤ C

t
‖xf‖L1 .

d) En déduire que l’on peut ecrire

u(t) =
( ∫

f(x) dx
) 1

(4πt)
1
2
e−
|x|2
4t +R(t)

oú R(t) ∈ L∞(Rx) et il existe une constante C > 0 telle que

‖R(t)‖L∞ ≤
C

t
‖xf‖L1 .

Exercice 5.12.— Pour A ∈ GLn(R) et T ∈ D′(Rn), on note T ◦ A la forme linéaire définie sur

C∞0 (Rn) par 〈T ◦A, φ〉 =
1

detA
〈T, φ ◦A−1〉.

1. Montrer que T ◦A est une distribution.

2. Montrer que, pour T ∈ S ′(Rn), T̂ ◦A = 1
detA T̂ ◦ (tA)−1.

3. Montrer que la transformée de Fourier d’une distribution homogène de degré λ est homogène
de degré −n− λ.

4. On veut calculer la transformée de Fourier T de la distribution x
−1/2
+ .

(a) Montrer que T doit vérifier l’équation différentielle ξT ′ + 1
2T = 0.

(b) Résoudre cette équation, et en déduire que T = C+ξ
−1/2
+ + C−ξ

−1/2
− .

(c) Montrer que C+ − C− =
√
π.

Exercice 5.13.—(Méthode de la phase stationnaire pour les phases quadratiques) Soit A une
matrice n× n symétrique et inversible.

1. On veut calculer la transformée de Fourier de la distribution tempérée définie par la fonction
f(x) = eiλ〈Ax,x〉, où λ > 0.

(a) On pose I(z) =
∫ +∞

0

e−zx
2/2dx pour z ∈ C. Calculer I(λ) pour λ ∈ R∗+. En déduire

I(z) pour Re z ≥ 0.

(b) Soit a ∈ R∗. Montrer que la fonction g(x) = eiax
2/2 définit un élément de S ′(R). Former

une équation différentielle simple satisfaite par g.
(c) Montrer que ĝ(ξ) = Ce−iξ

2/2a pour un certain C ∈ C. Déterminer C en calculant
〈ĝ, e−x2/2〉.

(d) Calculer f̂ dans le cas où A est diagonale.
(e) Dans le cas général, en déduire que

f̂(ξ) =
1

(2πλ)−n/2
ei sign(A)π/4

|detA|1/2
e−i〈A

−1ξ,ξ〉/2λ.



2. Soit φ ∈ C∞0 (Rn). On considère l’intégrale I(λ) =
∫

Rn

eiλ〈Ax,x〉/2φ(x)dx, λ > 0. Justifier

l’égalité

I(λ) = Bnλ
−n/2

∫
Rn

e−i(2λ)−1〈A−1ξ,ξ〉φ̂(ξ)dξ ,

où Bn ∈ C est un coefficient que l’on précisera.

3. Soit θ ∈ R. Montrer que pour tout N ∈ N on a
∣∣∣eiθ −∑N

k=0
(iθ)k

k!

∣∣∣ ≤ |θ|N+1

(N+1)! .

4. En déduire que pour tout N ∈ N on a

I(λ) =
N∑
k=0

λ−n/2−k(Pkφ)(0) +RN,λ(φ) , λ > 0 ,

où Pk est un opérateur différentiel à coefficients constants d’ordre 2k et RN,λ(φ) un reste
qui vérifie

|RN,λ(φ)| ≤ CN (φ)λ−n/2−(N+1) , λ > 0 ,

avec CN (φ) une constante qui dépend de φ.

Exercice 5.14.— On dit qu’une distribution T ∈ S ′(R) est une pseudo-mesure lorsque T̂ ∈
L∞.

1. Montrer que si f ∈ L1(R), alors f est une pseudo-mesure.

2. Montrer que toute distribution T d’ordre 0 à support compact est une pseudo-mesure.

3. Former une équation différentielle satisfaite par la transformée de Fourier de u : x 7→ eix
2
.

En déduire que u est une pseudo-mesure.

4. Soit T ∈ D′(R) telle que xT = 1. Montrer que T est une pseudo-mesure.

5. (a) Soit h ∈ C∞0 (R), telle que 0 ≤ h ≤ 1 et h(x) = 1 pour x ∈ [−1, 1]. Pour ε > 0, on pose
hε(x) = h(εx). Montrer que si T est une pseudo-mesure, hεT aussi, et que, pour une
certaine constante C > 0,

‖ĥεT‖L∞ ≤ C‖T̂‖L∞

(b) Soit (an) une suite de réels positifs tels que
∑
n≥0 an = +∞, et T =

∑
anδn. Montrer

que T ∈ S ′(R), mais, en utilisant ce qui précède, que T n’est pas une pseudo-mesure.


