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Chapitre 1

Systémes linéaires

Les systémes d’équations linéaires sont présents partout, en tous cas dés que I’on veut modéliser
des phénoménes du monde réel ol plusieurs paramétres entrent en jeu, éventuellement apreés
linéarisation. Par exemple, les prévisions météorologiques sont obtenues par la résolution a
I’aide d’ordinateurs d’énormes systémes d’équations ou les inconnues sont la température, la
pression, etc, en différents endroits du territoire que I'on considére.

Les mathématiques elles-mémes regorgent de situations ou 1’on doit résoudre de tels systémes.
On commence modestement par des exemples issus de la géométrie, dans le plan ou dans
I'espace. On trouvera dans l'appendice [A] un exposé rapide des notions essentielles sur les
droites du plan et les droites et plans de I’espace.

1.1 Exemples de systémes d’équations

1.1.1 En géométrie plane

Soit (0,7,7) un repére du plan, et A = (0,1), B = (1,0), C = (1,2) et D = (3,1) quatre
points. On cherche l'intersection des d&it}es (AB) et (CD). Un point M = (x,y) appartient
a (AB) si et seulement si les vecteurs AM et ﬁ sont colinéaires, c’est-a dire si et seulement
si il existe t; € R tel que AM = t1AB (cf. ) En termes de coordonnées, cela s’écrit

r—0 = t1><1,
y—1 = t1><(—1).

Il s’agit d’un systéme de deux équations a trois inconnues (z, y et ¢1). De méme un point
M = (x,y) appartient a (C'D) si et seulement si il existe t5 € R tel que

r—1 = t2><2,
y—2 tQX(—l).
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Donc les droites (AB) et (CD) se coupent si et seulement si il existe z,y,t1,t2 € R tels que

X —tl =

y + t
(1.1) . _ oot =

Y + ta =

|
I

Il s’agit donc déterminer si le systéme de quatre équations a quatre inconnues ci-dessus admet
des solutions, et, pour une réponse compléte, donner les solutions s’il y en a. D’ailleurs on
sait (c’est notre bon sens qui le dit, mais on va le prouver un peu plus loin) qu’il y a trois
possibilités :
— ou bien (AB) et (CD) sont égales, et dans ce cas le systéme a une infinité de
solutions,
— ou bien (AB) et (C'D) se coupent en un point, et le systéme a une unique solution,
— ou bien (AB) et (CD) ne se coupent pas (elles sont distinctes et paralléles), et le
systéme (1.1]) n’a aucune solution.
On peut aussi partir des équations cartésiennes de (AB) et (C'D) respectivement. On sait que
(AB) admet une équation de la forme az + by = ¢, et que A et B appartiennent a (AB). On
doit donc avoir

a.xa+bya =c,
a.xp +b.yp = c,

a0+bl=c,
a.l+b0=c,

< a=b=c

On est en présence d’un systéme de deux équations linéaires & trois inconnues qui a une infinité
de solutions. On pouvait s’y attendre puisqu’une droite a une infinité d’équations cartésiennes,
toutes multiples les unes des autres (cf. la proposition . On peut choisira=b=c=1
et donc (AB) a pour équation cartésienne

(AB):z+y=1.

On notera que cette équation cartésienne est un systéme de une équation & deux inconnues,
dont 'ensemble des solutions est par définition la droite (AB). De la méme maniére on voit
que la droite (CD) a pour équation cartésienne

(CD):x+2y=>5.

Un point M (z,y) appartient donc & I'intersection de (AB) et (C'D) si et seulement si

Tty L,

x + 2y = 5.
La encore, ce systéme de deux équations & deux inconnues peut avoir une infinité de solutions,
ou bien une unique solution, ou bien pas de solution du tout.
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1.1.2 En géométrie dans ’espace

-,

Soit (O,7,7, k) un repére de lespace, et A = (0,1,1), B = (1,0,1). Un point M(x,y, z)
appartient a la droite (AB) si et seulement si AM et E sont colinéaires, c’est-a-dire si et

seulement si il existe t; € R tel que AM = tﬁ. En coordonnées, cela donne le systéme de
trois équations a quatre inconnues

r—0 = tl.l,
y_l = tl(_l)a
z—1 = t1.0.

Autrement dit, la droite (AB) est ’ensemble des points de coordonnées (z,y, z) correspondant
aux solutions (x,y, z,t1) du systéme linéaire de trois équations & quatre inconnues

T - tl == 0,
Yy + t1 = 17
z = 1.

Soit aussi C' = (1,2,2) et D = (3,1,0). On s’intéresse maintenant a 'intersection des droites
(AB) et (C'D). On peut voir comme ci-dessus qu’un point M (x,y, z) appartient & (CD) si et
seulement si il existe 9 € R tel que

r—1 = 2o,
y_2 = _t27
z—2 = —2t2.

Ainsi, le point M(x,y, z) appartient & (AB) N (CD) si et seulement si il existe t1,t2 € R tels
que

(z - tl = 0,
Y + 4 = 1,

z = 1,

x — 2ty = 1,

y + t2 = 2

Z + 2t = 2.

On arrive donc & un systéme linéaire de six équations a cing inconnues. Sans donner de
méthode générale pour résoudre ce genre de systéme (ce sera 'objet des sections suivantes!),
on peut remarquer que la 3éme et la 6éme équation ensemble donnent ty = 1/2, puis que la
4éme équation donne x = 0, que la premiére équation donne alors t; = 0, la deuxiéme y =1
et la cinquiéme y = 3/2, ce qui est impossible. Donc (AB) et (C'D) ne se coupent pas.

Ces droites sont-elles paralléles? C’est le cas si et seulement si ﬁ et (ﬁ sont colinéaires,
c’est-a dire si et seulement si il existe s € R tel que

AB = 5.CD.

En coordonnées, cela donne encore un systéme linéaire, de trois équations & une inconnue :
= 5.2,
-1 = s.(-1),
= s.(-2).
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Ce systéme n’a pas de solution, donc AB et CD ne sont pas colinéaires et (AB) et (C'D) ne
sont pas non plus paralléles : elles sont non-coplanaires.

En particulier les points A,B et C' ne sont pas alignés, et on peut chercher I’équation carté-
sienne du plan (ABC') qu’ils définissent. On sait (cf. la section que ’équation cartésienne
d’un plan dans 'espace est de la forme ax + by 4+ cz = d, et que les coordonnées de A,B et C
vérifient cette équation. On arrive donc au systéme de trois équations & quatre inconnues

a.0+b.1+cl=d,
al+b0+4+cl=d,
al+b2+c2=d.

Comme pour une droite du plan, un plan dans I'espace admet une infinité d’équation carté-
siennes, toutes multiples les unes des autres. On peut vérifier que (a,b,c,d) = (1,1,-2,—1)
est une solution du systéme ci-dessus, donc que le plan (ABC') a pour équation cartésienne

(ABC) : x4y —2z=—1.

Il s’agit d’un systéme de une équation & trois inconnues.
Pour finir, on veut déterminer l'intersection du plan (ABC') avec la droite (C'D). On reprend

les résultats ci-dessus : un point M = (z,y, z) appartient & (ABC) N (CD) si et seulement si
il existe to € R tel que

T — 2t2 = 1,
Yy + 1o = 27

z + 2ty = 2,

r + y — 2z = -1,

ce qui est cette fois un systéme linéaire de quatre équations & quatre inconnues. Il n’est pas
difficile de résoudre ce systéme : les trois premiéres équations donnent x, y et z en fonction
de to, et la derniére équation donne la valeur de to si I'on y reporte ces expressions : on doit
avoir

(2tg + 1) + (2 — tg) — 2(2 — 2t) = —1,

c’est-a-dire to = 0. Ce systéme a au plus une solution, et le plan (ABC) et la droite (C'D) au
plus un point commun. Comme C appartient aux deux, c¢’est leur intersection :

(ABC)N (CD) = {C}.

1.2 Solutions des systémes linéaires

On formalise les exemples vu dans la section précédente. Il s’agit de pouvoir écrire des résultats
généraux sur les systémes linéaires et leurs solutions. On commence par quelques

1.2.1 Définitions

Notes de cours, printemps 2018, Version 1.03 Guy Henniart - Thierry Ramond
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Définition 1.2.1 Une équation linéaire & p inconnues est une expression de la forme
(12) a1X1—|—a2X2+~--—|—apo:b

ol ay, ag, ..., ap et b sont des réels fixés et X, Xs, ..., X, des symboles.

Un solution de cette équation est un p-uplet (z1,22,...2,) de réels tel que, si I'on rem-
place les symboles X, X5, ..., X, dans I'équation (1.2 par les valeurs 1, o, ...z, |'égalité
correspondante est vraie.

Définition 1.2.2 Un systéme de n équations linéaires & p inconnues est une expression de
la forme

a11X1 + aoXo + -+ alep = bl

an X1+ axnXo+--+apX, = b

(1.3) . . .
an,le + an2Xo + -+ an,po = by

ou les a;; et les b; pour i € {1,...n} et j € {1,...p} sont des réels fixés.

Une solution de ce systéme est un p-uplet (x1,x2,...x,) de réels tel que, si I'on remplace les
symboles X1, X5, ..., X, dans chacune des équations du systéme par les valeurs 1, xo, ... xy,
les égalités correspondantes sont toutes vraies.

Les nombres by, bo, ..., b, sont les seconds membres du systéme (1.3). Lorsqu’ils sont tous
nuls, on dit que le systéme (1.3) est homogeéne. Dans ce cas, le p-uplet (0,0,...,0) est une
solution du systéme.

Remarque 1.2.3 Chose un peu troublante au début, mais qui se révéle trés pratique, on note la
plupart du temps les symboles X, Xo,..., X, de la méme maniére que les solutions, c'est-a-dire
1,22, ..., Tp.

Définition 1.2.4 On dit que le systéme (|1.3) est compatible (ou plutét que les équations du
systéme sont compatibles) lorsqu'il a au moins une solution. Sinon, on dit que le systéme (ou
I'ensemble de ses équations) est incompatible.

Notes de cours, printemps 2018, Version 1.03 Guy Henniart - Thierry Ramond
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1.2.2 Systéme homogéne associé

Définition 1.2.5 On appelle systéme homogeéne associé au systéme ([1.3)), le systéme obtenu
en remplacant tous les second membres by, bs, ... b, par 0, c'est a dire

a1 X1 +apXo+---+apX, = 0

a21 X1+ axXo +---+axX, = 0
(1.4) . .

an1 X1+ an2Xo + -+ anpX, = 0

ou les a;; sont ceux de ([1.3]).

Proposition 1.2.6 Soit (z1,z2,...xp) une solution du systéme (1.3). Le p-uplet
(x1,x2,...2p) + (t1,t2,...,tp) est aussi une solution de (|1.3)) si et seulement si (t1,%2,...,1p)
est une solution du systéme homogéne associé.

Preuve.— On rappelle d’abord que
(1'1,1'2,. . .(Ep) + (tl,tg,. . .,tp) = (.%‘1 + 11,2 —l—tg,...,.%'p—i-tp),

est le p-uplet obtenu en ajoutant les deux p-uplets composante par composante.

Or pour k € {1,...n}, on a, puisque ap1x1 + agaxa + - - - + arpp = by,
ak1 (xl + tl) + ak2(332 + tz) + -+ Clkp(ﬂip + tp) =br + a1t + apoto + - - - + Agptp

Donc (z1,2,...xp) + (t1,t2,...,tp) est une solution de (1.3 si et seulement si, pour tout
ke{l,...n},
ag1ti + agata + -+ -+ agpty, = 0.

O

On en déduit par exemple le résultat suivant, qui raméne le probléme de la détermination de
toutes les solutions d’un systéme linéaire a celui de la détermination

— de toutes les solutions du systéme homogéne associé,

— et d’une solution du systéme complet.

Corollaire 1.2.7 L'ensemble des solutions du systéme ([1.3)) s'obtient en ajoutant chacune des
solutions du systéme homogeéne (|1.4)) associé a une solution fixée de (|1.3)).

Notes de cours, printemps 2018, Version 1.03 Guy Henniart - Thierry Ramond
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1.2.3 Systémes équivalents

Définition 1.2.8 On dit que deux systémes linéaires a p inconnues sont équivalents lorsqu'ils
ont le méme ensemble de solutions.

Remarque 1.2.9 Attention! De cette définition il découle que tous les systémes incompatibles
sont équivalents entre eux.

Bien entendu, 'ordre des lignes d’un systéme n’a pas d’importance : une solution du systéme
n’est rien d’autre qu’une solution de toutes les lignes. Autrement dit, si ’on permute les lignes
d’un systéme, on obtient un systéme équivalent.

Voici plusieurs moyens de transformer un systéme en un autre qui lui est équivalent mais, on
I’espére, plus simple & résoudre. On adopte les notations suivantes : L; désigne la i-iéme ligne
du systéme (|1.3]). D’autre part 'écriture L; +— e signifie qu’on considére désormais le systéme
obtenu en remplacant la i-iéme ligne par ’équation e.

Proposition 1.2.10 Les opérations suivantes transforment un systéme en un autre qui lui est
équivalent :
— Echange de deux lignes : L; <+ L;j, i # j.
— Multiplication des coefficients d'une ligne par un réel non-nul : L; + aL;, a # 0.
— Remplacement d'une ligne par sa somme avec la multiple d'une autre : L; < L; + aL;,
i#j, acR

Preuve.— Le premier point est un cas particulier de permutation de lignes, et le second est
vraiment simple. On prouve le troisiéme.

Soit (z1,22,...,2p) un p-uplet. S’il est solution du systéme (1.3]), on a pour tout ¢ et tout j,

{ apnrr + apre + ...+ apTy, = b
a1+ ajipra + ...+ apry = b
donc aussi
apnrr  +  apres 4+ ...+ apry, = b
{ aaj1ry + aajipry + ...+ aajpr, = abj,

En sommant membre & membre ces deux égalités, on obtient
(ai1 + aajr)xy + (ae + aajo)we + - - + (aip + aajp)z, = b + abj,

ce qui montre que (z1,2,...,Tp) est aussi solution de L; + aL;. C’est donc bien une solution
du systéme modifié.

Réciproquement, si (z1,x2,...,xp) est une solution du systéme modifié, on a
a;j1T1 + 2T + ...+ AjpTp = b
(@i + aaj)zr + (a2 +aap)zs + ...+ (ap+aajp)z, = b+ ab;.

Notes de cours, printemps 2018, Version 1.03 Guy Henniart - Thierry Ramond
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En multipliant la premiére égalité par « et en la retranchant a la seconde, on trouve
a1 T1 + a2 + -+ apTy = by,

ce qui montre que (1,2, ...,Zp) est une solution du systéme original. O

1.3 Cas des systémes échelonnés

1.3.1 Définitions

On considére & nouveau le systéme
an X1 +apXo+ - +apX, = b
a1 X1 +axXo+ - +apX, = b
(1.5) ) .

alel + apoXo + -+ an,po = by

Définition 1.3.1 On dit qu'une ligne de ([1.5)) est nulle lorsque tous les coefficients de son
membre de gauche sont nuls. Lorsqu’une ligne n'est pas nulle, son coefficient non-nul le plus
a gauche est appelé pivot de la ligne.

Exemple 1.3.2 Dans le systéme

2X; + Xo + 3Xy = 1,
an = 0,
Xo + X3 - Xy = -1,

le pivot de la premiére ligne est a1 = 2, et le pivot de la troisiéme ligne est ago = 1. La deuxiéme
ligne est nulle si et seulement si @ = 0. Pour a # 0, son pivot est as3 = a.

Définition 1.3.3 On dit qu'un systéme est échelonné lorsque
— il n'y a pas de ligne non-nulle en dessous d'une ligne nulle, et
— le pivot d'une ligne non-nulle est strictement plus a droite que celui de la ligne précédente
(s'il y en a une).

Le systéme de exemple [1.3.2] n’est pas échelonné : si a = 0, la deuxiéme ligne est nulle mais
la troisieme ne l'est pas, et si a # 0 le pivot de la troisiéme ligne est az 2 = 1 qui se trouve a
gauche du pivot de la seconde ligne az 3 = a.

Notes de cours, printemps 2018, Version 1.03 Guy Henniart - Thierry Ramond
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Définition 1.3.4 Le rang d'un systéme échelonné est le nombre de pivots du systéme, au-
trement dit le nombre de lignes non-nulles. On dit qu'une inconnue d'un systéme échelonné
est principale lorsque |'un de ses coefficients dans le systéme est un pivot. Les autres inconnues
sont dites secondaires.

Remarque 1.3.5 On a bien siir r < n : il y a au plus un pivot par ligne. Dans un systéme
échelonné, on a aussi r < p puisque le numero de colonne des pivots est strictement croissant, et
qu'il y a p colonnes.

1.3.2 Solutions d’un systéme échelonné

Lorsqu’'un systéme est échelonné, il est trés simple de décrire I’ensemble de ses solutions. On
commence par des exemples.

Exemple 1.3.6 Le systéme a deux équations et trois inconnues

r1 + 3x2 + x3 = 3,
$3:1.

est échelonné, de rang 2. Le pivot de la premiére ligne est son premier coefficient a; ; =1 et celui
de la deuxiéme ligne est son troisiéme coefficient az 3 = 1. Les inconnues principales sont donc z;
et x3, et w9 est une inconnue secondaire. La deuxiéme ligne fixe la valeur de I'inconnue principale
x3 = 1, et compte tenu de ce fait, la premiére équation s'écrit 1 = 3 — 329 — 1 = 2 — 9.
Autrement dit le systéme admet une solution pour chaque valeur de I'inconnue secondaire 5.
Appelons s cette valeur. Le systéme s'écrit

g = 2 — 3s,
xro = S,
r3 = 1.

L'ensemble des solutions est donc ((2 — 3s,s,1), s € R), ou encore I'ensemble ((2,0,1) +
s(—3,1,0),s € R). On reconnait dans cette derniére écriture le contenu du corollaire ;
une solution du systéme complet s'écrit comme somme de la solution (2,0, 1) du systéme complet,
et d'une solution quelconque du systéme homogéne associé : s(—3,1,0) pour un s dans R.

Exemple 1.3.7 Le systéme

r1 + 3x2 + x3 — xy = 3,
T3 = 2,
0.%’4 = 1.

est un systéme échelonné de 3 équations a quatre inconnues, de rang 2. Ses deux inconnues
principales sont 1 et x3, et xo9, x4 sont des inconnues secondaires. La troisiéme ligne est nulle,
mais pas son second membre : cette équation n'a pas de solution, et par conséquent le systéme
non plus. Il est incompatible.
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Ces deux exemples sont des cas particuliers du résultat totalement général suivant, qui est le
résultat central de ce chapitre.

Proposition 1.3.8 Soit un systéme échelonné de n équations a p inconnues, de rang r.

Compatibilité : les n — r > 0 derniéres lignes sont nulles, et on examine les seconds
membres de ces lignes b,41, ..., b,. Si I'un d’entre eux est non nul, le systéme est incom-
patible. Sinon il est compatible.

Solutions : Si le systéme est compatible, on peut attribuer des valeurs arbitraires aux
p —r > 0 inconnues secondaires, et les r inconnues principales sont alors uniquement
déterminées. On les trouve en résolvant la r-éme équation, puis la r — 1-éme, etc.

Dans le cas r = n, il n’y a pas de ligne nulle, et pas de second membre & examiner : le systéme
est compatible. Si de plus p = r = n, il n’y a pas d’inconnue secondaire et le systéme admet
une unique solution. Pour prouver cette proposition, on va transformer un systéme échelonné
en un systéme équivalent pour lequel I’énoncé est presque évident.

1.3.3 Systéme échelonné réduit

Définition 1.3.9 On dit qu'un systéme échelonné est réduit lorsque
i) Tous les pivots du systéme sont égaux a 1,

ii) Dans sa colonne, un pivot est le seul élément non-nul.

Exemple 1.3.10 Voici un exemple de systéme échelonné réduit,

T + 3562 = 3,
xr3 = 1.

et d'un systéme échelonné qui n'est pas réduit :

r1 + 3x2 + 2x3 = 3,
3.1‘3 = 1.

En effet dans ce dernier systéme, les pivots sont aj; = 1 et az 3 = 3 ce qui contredit le point 7) de
la définition. De plus, dans la colonne de ce pivot, donc la 3éme, il y a un autre élément non-nul :
a3 = 2, ce qui contredit aussi le point 7).

Sur ce systéme, on peut effectuer I'opération
1
La < -Lo».
2 ¢ gl

On obtient le systéme équivalent :

r1 + 3x2 + 2x3 =
T3 =

W= W
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pour lequel la premiére objection ci-dessus a disparu. On peut alors faire
L1 < L1 — 2L2,

et on obtient le systéme :

)
r3 =

)

{:Ul + 31’2 =

ol —o|~1

qui est échelonné réduit et équivalent au systéme dont on est parti.

La méthode utilisée dans cet exemple est tout & fait générale, et permet de montrer la

Proposition 1.3.11 Pour un systéme échelonné donné, il existe un systéme échelonné réduit
qui lui est équivalent.

Preuve.— Un systéme échelonné de n équations a p inconnues, de rang r, s’écrit nécessaire-
ment

a1 X1 + a1eXe + a13Xs + ... 4+ a X, + ... + alep = b
axXe + axXs + ... 4+ axX, + ... + angp = by

a3z X3 + ... + a3X, + + angp = b3

arr Xy + ..+ apX, = b

0 = b'r—l—l

0 = by

ou certains des a;; peuvent étre nuls, mais pas tous ceux qui se trouvent sur une méme ligne.
Pour ¢ € {1,...,r}, on note k(i) le numéro de colonne du pivot de la ligne i. On sait que
1< k(i) <k(i+1) <r.On aussi, sur la ligne i,

(1.6) aij =0 pour j < k(i), et a; @) # 0.
Comme le systéme est échelonné, on sait aussi que, pour chaque i, sur la colonne k(7),
(1.7) ag (i) = 0 pour £ > .

Etape 1 : Pour tout 1 <i < r, on effectue 'opération

Li — Li.

a; k(i)

On obtient un systéme équivalent, dont tous les pivots valent 1, et dont on note a les
coefﬁments et L les lignes. Il faut aussi noter que 'on a toujours (1.6) et pour les

a; ], et de plus
a; k(i) = 1 pour tout i € {1,...,7}.
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Etape 2 : Pour chaque colonne k(i) de chaque pivot, avec i = r,r — 1,...,1 (dans cet
ordre), on "nettoie" la colonne : pour toutes les lignes au dessus de la ligne i dont
le coefficient dans la colonne k(i) n’est pas nul, c’est a dire pour tout ¢ < i tel que
a’&k(i) = 0 on effectue 'opération

Ly« Ly — ale,k(i)Lga

ce qui donne un nouveau systéme équivalent dont on note aj; les coefficients et L
les lignes. Sur les nouvelles lignes Ly avec ¢ < i, le coefficient sur la colonne k(i) est,
. / B
puisque a; ;v = 1,
" / / !/
Ay k(i) = Qo k(i) — Qo k(i) Qik() = 0-
De plus les coefficients a;’ ; de la ligne L’ sont tous nuls avant la colonne j = k(i), donc
on a, pour £ < i et j < k(i),
" / / / !/ !/ !/
gy = Gpj = Qpp)-Gij = g5 — Q)0 = ag,;.
Autrement dit, cette opération n’a pas changé la ligne £ jusqu’a la colonne qui précéde
la k(i)-iéme.
Par contre, les coefficients des colonnes qui suivent peuvent avoir changé sur la ligne
¢ <i:pour j > k(i) on a aussi

"o /

O, = A — Qo k(i)

a;
mais rien ne dit cette fois que a;’j = 0 pour ces valeurs de j... sauf si la colonne j
correspond & un pivot, pour lequel on a déja fait le nettoyage nécessaire puisqu’on
prend les colonnes dans 'ordre décroissant : cette opération ne modifie pas les colonnes
des pivots & droite de celle que 1'on considére, et donc les laisse avec pour seul élément
non nul le pivot qui vaut 1.

Exemple 1.3.12 On considére le systéme échelonné

T + X2 - X3 = 07
2090 — x3 — x4 = 4,
T3 + x4 = 1.

C'est un systéme de trois équations a 4 inconnues, de rang trois. Les pivots sont a1 = 1, az 2 = 2,
et az3 = 1, les inconnues principales z1, x2 et x3, et 24 est une inconnue secondaire. On applique
la procédure ci-dessus.

1. Comme le pivot de la seconde ligne ne vaut pas 1 on effectue I'opération Lo <+ %Lz. On
obtient le systéme équivalent

Ty + x2 — z3 = 07
Ty — T3 — 3T4 = 2,
r3 + x4y = 1
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2. On consideére le pivot de la derniére ligne a3 3 = 1. Dans sa colonne, il y a deux coefficients
non-nuls a3 = —% et a3 = —1. On effectue donc les opérations Ly < Lo + %L3 et
L1 < Lj + L3. On obtient le systéme

r1 + X2 + x4 =
T2

Il
t—‘l\')‘cﬂ —

r3 + T4 =

3. On considére le pivot de la deuxiéme ligne az2 = 1. Dans sa colonne, il y a un coefficient
non-nul a; 2 = 1. On effectue I'opération Ly - Ly — L2, et on obtient le systéme

T + x4 = —%,
€2 = 37
T3 + T4 = 1.
On peut maintenant facilement prouver la proposition [1.3.8
Preuve de la Proposition [1.3.8,— Le systéme échelonné réduit associé a un systéme

échelonné de n équations a p inconnues de rang r s’écrit, notant k(i) le numéro de colonne du
pivot de la ligne 1,

Xk(1) + g1 Xkye1 + o+ oapXy = b1,
Xi(2) + a1 Xk T+ oapX, = by,
Xk:(r) + ar,k(r)+1Xk(r)+1 + ...+ aT,po = b'ra
0 - b7‘+17
0 = by
Les r inconnues principales sont les Xy, ;) pour i € {1,...7r}, alors que les X k(r)+1s - - - » Xp sont

les p — r inconnues secondaires. Si I'un des seconds membres b1, ...b, des n — r derniéres
équations n’est pas nul, alors le systéme est incompatible. Sinon, il n’y a aucune condition sur
les inconnues secondaires, et chacun d’entre elles peut donc prendre n’importe quelle valeur.
Aprés avoir fixées la valeur des inconnues secondaires, les r premiéres équations ont exactement
une solution pour 'inconnue principale qu’elle contient. O

1.4 Cas général : la méthode du pivot

On s’attaque maintenant a la résolution d’un systéme linéaire quelconque de n équations a p
inconnues, qu’on ne suppose donc plus échelonné. Pour ce faire, on dispose de la méthode du
pivot, souvent attribuée au mathématicien K.F. Gauss. Il s’agit d’un algorithme qui permet
de transformer un systéme quelconque en un systéme échelonné réduit qui lui est équivalent.
Compte tenu de ce qui précéde, c’est donc bien un moyen d’obtenir ’ensemble des solutions
de n’importe quel systéme linéaire.

Puisque I'on sait déja transformer un systéme échelonné en un systéme échelonné réduit équi-
valent, il reste a prouver la
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Proposition 1.4.1 Pour tout systéme linéaire de n équations a p inconnues, il existe un sys-
téme échelonné qui lui est équivalent.

Preuve.— Algorithme du Pivot

On considére le systéme linéaire général

anXi+apXo+---+apX, = b,

a1 X1 +anXeo+---+apX, = b,
(1.8) . o

an,1X1 + a0 X9+ + an’po = b,.

Etape 1 : On cherche la premiére colonne non-nulle. S’il n’y en pas, toutes les équations
sont nulles, et le systéme est déja échelonné. Sinon, dans cette colonne ji, on cherche
le premier (en partant du haut) élément non-nul, c’est-a dire le pivot de la colonne.
Notant i(j1) le numéro de sa ligne, on effectue ’échange

L1 < Li(jl)'

On obtient un systéme équivalent dont on note a j les coefficients, b, les seconds
membres et L; les lignes. On sait que a} ; # 0. Pour chaque ligne L; du systeéme
avec 1 > 2, on effectue 'opération

!
Aijy

/ / /
L)« Lj— Mg
17j1
On obtient un nouveau systéme équivalent dont on note a;; les coefficients, b} les

seconds membres et L! les lignes. On sait que pour ¢ > 2,

/

a- .
no_ 0 g
Qij = g = 9L
17]1

donc en particulier, pour tout ¢ > 2,

!/

as .

Y e & U A

@ijr = i a. . 15 = 0,
17]1

autrement dit tous les coefficients de la ji-iéme colonne sont nuls sauf le premier, et le
systéme est de la forme

0X; + ... + all,-,hle + a,1/7j1+1Xj1+1 + ...+ alll,po = /1,7
0Xy + ...+ 0., + al?l,j1+1Xj1+1 + ...+ a/2/7pX:D = /2/’
0X1 + ... + 0Xj  + ap;qXp+ + o0+ ap,Xp, = b

Etape 2 : On oublie la j;-iéme colonne et la premiére ligne, et on applique ’étape 1 au
sous-sytéme obtenu (en bleu ci-dessus), tant qu’il reste des colonnes.
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Le systéme qu’on obtient en appliquant cet algorithme est échelonné. O

On trouvera sur le web a I’adresse http://www.math.u-psud.fr/ “ramond/docs/codes/pivot.
py une implémentation en python de l'algorithme du pivot, qui se veut étre trés proche de
la description mathématiques de 'algorithme. Elle n’est donc pas la plus rapide possible,
mais donne un autre éclairage sur ce chapitre. Chose peut-étre utile, le programme permet de
résoudre n’importe quel systéme linéaire.

Pour un systéme quelconque, on a finalement aussi une notion de rang :

Définition 1.4.2 Le rang d'un systéme linéaire est le rang du systéme échelonné qu’on ob-
tient en appliquant I'algorithme du pivot.

On verra plus loin (cf. la remarque ?7) que cette notion ne dépend en fait pas de la méthode
qu’on utilise pour trouver un systéme échelonné équivalent.

Exemple 1.4.3 On veut résoudre le systéme linéaire de 3 équations a 3 inconnues

2 — y + 3z = 9,
dr + 2y + =z = 9,
-6z — y + 2z = 12

1. On examine la premiére colonne. Elle nest pas nulle, et son pivot est aj 1 = 2. On effectue
donc les opérations

4 —6
Lo < Lo — §L1 et L3+ Lg— 7111,

ce qui donne le systéme équivalent

2.’1: — y —+ 32 = 97
49y - Sz = -9
-4y + 11z = 39.

2. On applique la méme procédure au sous-systéme obtenu en oubliant la premiére ligne et la
premiére colonne (en bleu ci-dessus). Sa premiére colonne n'est pas nulle, et son pivot est
az2 = 4. On effectue donc I'opération

—4
L3 < L3z — —Lo,

4
ce qui donne le systéme équivalent
22 — y + 3z = 9,
4y — bz = -9,
62 = 30,

et ce systéme est échelonné.

Exercice 1.4.4 Donner la forme échelonnée réduite de ce systéme.
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Chapitre 2

Espaces vectoriels

2.1 Définition et exemples

Soit £ un ensemble. On suppose que l'on sait additionner les éléments de E entre eux, et
qu’on obtient alors un élément de £. On note

a+b

la somme des éléments a et b de E. On suppose aussi que 1'on sait multiplier un élément de
FE quelconque par un réel, et que 'on obtient ainsi un élément de £. On note

A.a

le produit du réel X et de a € E. Dans ces conditions, on dit que "+" est une loi de composition
interne sur F, et que "." est une loi de composition externe sur R x F.

Exemple 2.1.1 Soit £ = R. On sait ajouter deux éléments de R, et multiplier un élément de R
par un élément de R.

Exemple 2.1.2 Soit £ = R", c'est-a-dire |'ensemble des n-uplets (z1, za,. .., x,) d'éléments de
R. Les réels z1, x3, ..., x, sont appelés composantes du n-uplet (z1,z2,...,zy).

On sait ajouter deux n-uplets, suivant la définition
(1,22, @) + (Y1,Y2, -, Yn) = (@1 + Y1, T2+ Y2, -, T + ),
Cc'est-a-dire composante par composante. On sait aussi multiplier un n-uplets par un réel :
A(z1, 22, ..., xy) = (Az1, A2, ..., ATy).
Il s'agit & encore de multiplier chacune des composantes par A.

Exemple 2.1.3 Soit V |'ensemble des vecteurs du plan ou de I'espace. On se rappelle qu'un
vecteur non-nul est la donnée d'une direction, d'un sens et d'une longueur. Si ¥ est le vecteur nul,
A.U est le vecteur nul pour tout réel X\. Pour A € R et ¥ € V non-nul, le vecteur \.7 est le vecteur
nul si A =0, et pour A # 0,



CHAPITRE 2. ESPACES VECTORIELS 20

— le vecteur de méme direction que 7,

— de méme sens que ¥'si A > 0 et de sens opposé si A < 0

— de longueur |\| fois la longueur de ¥.
On sait aussi ajouter deux vecteurs @ et ¥ de V : on trace un représentant de ¥ en partant de
I'extrémité d'un représentant de .

Exemple 2.1.4 Soit X un ensemble quelconque, et (X, R) I'ensemble des fonctions de X dans
R. La somme h = f + g de deux fonctions f et g est la fonction définie par

h:xw— f(z)+ g(z).
Le produit k = X.f de la fonction f par un réel X est la fonction définie par
k:x— Af(x).

Ces définitions sont les définitions usuelles dans le cas de X = R.

Définition 2.1.5 Soit (E,+,.) un triplet constitué d'un ensemble E, d'une loi de composi-
tion interne "+" sur E et d'une loi de composition externe "." sur E. On dit que (E, +,.) est
un espace vectoriel lorsque les lois "+" et "." vérifient les huit propriétés suivantes :
1 Pourtousa, bde E, a+b=>5b+a.
2 Pourtousa, betcde E, a+ (b+c¢)=(a+b)+ec
3 Il existe un élément e de F tel que pourtout ade E, a+e=e+a =a.
4 Pour tout a de F, il existe un élément b de F tel quea+b=b+a =ce.
N Pour tout a de E, 1.a = a.
A Pour tous réels A et i, et tout a € E, \.(p.a) = (Ap).a.
D, Pour tous réels X et u, et tout a € E, (A+ p).a = \.a+ p.a.
Dy Pour tous a, b de E et tout réel A\, A.(a +b) = A.a+ \.b.

Lorsque la propriété (1) est vérifiée, on dit que la loi "+’ est commutative. Si la propriété (2)
est vérifiée, on dit que la loi '+’ est associative. L’élément e de la propriété (3) est appelé
élément neutre pour la loi ’+’. On le note la plupart du temps Og ott méme 0.

Remarque 2.1.6 |l ne peut y avoir qu'un seul élément neutre pour une loi interne : si e7 et e
sont élément neutre, on a e; = €1 + e9 = e3.

L'élément b de la propriété (4) s'il existe est lui aussi nécessairement unique : by = by + e =
by + (a + b1) = (ba + a) + by = b;. Le cas échéant, on I'appelle symétrique de a, et on le note
b= —a.

Définition 2.1.7 Lorsque les propriétés (1) a (4) sont vérifiées, on dit que (E,+) est un
groupe commutatif.
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Lorsque la propriété (N) est vérifiée, on dit que le réel 1 est I’élement neutre pour la loi externe.
On dit que la loi externe est associative lorsque (A) est vraie. Les deux derniéres propriétés
(D1) et (D) sont des propriétés de distributivité.

On reprend les exemples précédents, et on montre que 'on a bien affaire & des espaces vecto-
riels.

Exemple 2.1.8 Dans £ = R, |'addition et a multiplication usuelles possédent bien les huit
propriétés de la définition : (R, +,.) est un espace vectoriel.

Exemple 2.1.9 Dans E = R", les deux lois de compositions définies ci-dessus ont aussi les
huit propriétés de la définition. En effet les opérations sont définies composante par composante,
donc il suffit de vérifier leurs propriétés composante par composante, et |'on se retrouve alors dans
(R, +,.). On notera que I'élément neutre pour I'addition dans R™ est (0,0,...,0).

Exemple 2.1.10 L'ensemble 7 (X, R) muni des deux opérations définies dans 'exemple[2.1.4] est
un espace vectoriel. La encore on se raméne aux propriétés équivalentes dans (R, +, .) qui est cette
fois I'espace d'arrivée des fonctions de F(X,RR). L'élément neutre pour |'addition dans F(X,R)
est la fonction nulle 0 : = — 0.

Si F' est un espace vectoriel, on peut aussi définir sur I'ensemble F (X, F') des fonctions de X dans
F' les deux opérations de somme et de produit par un réel en utilisant les opérations dans F. On
montre facilement, comme dans le cas de F(X,R), que muni de ces opérations, F (X, F') est un
espace vectoriel. L'élément neutre pour I'addition dans F (X, F') est la fonction nulle 0 :  — 0.

Exemple 2.1.11 Soit S I'ensemble des suites de nombres réels. On définit la somme (uy,) + (vy,)
de (uy) et (v,) comme étant la suite (u, + vy,), et le produit A.(u,,) de la suite (u,) par le réel
A comme étant la suite (A.uy). Comme dans les deux exemples ci-dessus, il est facile de voir que
(S,+,.) est un espace vectoriel en se ramenant aux propriétés de |'addition et de la multiplication
dans R. Son élément neutre pour |'addition est la suite nulle (0,0,...).

2.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 2.2.1 Soit (E, +,.) un espace vectoriel, et V' une partie de E. On dit que V est
un sous-espace vectoriel de E lorsque les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

— Le vecteur nul Og de F appartient 3 V.

— Pour tout réel X et tout élément v de V', A.v est aussi un élément de V.

— Pour tous éléments a et b de V', a + b est aussi un élément de V.

Exemple 2.2.2 i) Dans (R, +,.), il n'y a pas beaucoup de sous-espaces vectoriels différents.
Soit en effet un sous-espace vectoriel F' de R. Si F' contient un élément non nul a, alors
pour tout A € R, on sait que Aa appartient a F'. Comme n'importe quel élément = de R
peut s'écrire Aa (prendre A = x/a), on voit que F' contient R tout entier, donc F' = R.
D'autre part le singleton (F' = {0}, +,.) est un sous-espace vectoriel de R : les propriétés
de la définition sont trés faciles & prouver !
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ii) L'ensemble F' = {(z,y) € R?, x +y = 0} est un sous-espace vectoriel de R?. En effet :
— (0,0) € F.
— SideRet (x,y) € Fonaldr+ Ay = \(x+y) =0 cequi prouve que \.(x,y) =
(Ax + \y) € F.
— Si (z,y) et (2/,y') appartiennent & F alors (x+2')+ (y+ ') = (z+y) + (&' +¢) =
0+ 0 =0, ce qui prouve que (z,y) + (2/,y') = (x + 2',y + ¢/) appartient a F.
iii) Attention, I'ensemble G' = {(z,y) € R?, x +y = 1} n’est pas un sous-espace vectoriel de
R2. En fait cet ensemble ne vérifie aucune des propriétés de la définition [2.2.1]

iv) L'ensemble C° des fonctions continues de R dans R est un sous-espace vectoriel de F (R, R).
En effet la fonction nulle est continue (comme toutes les fonctions constantes). De plus la
somme de deux fonctions continues est continue, et le produit d’une fonction continue par
un réel est encore une fonction continue.

v) L'ensemble Sy des suites de nombres réels qui convergent est un sous-espace vectoriel de
S. En effet la suite nulle est une suite qui converge (vers 0!), la somme de deux suites
convergentes est convergente (vers la somme des limites de chacune des suites), et le
produit d'une suite convergente par un réel A est encore une suite convergente (vers le
produit de A par la limite de la suite).

vi) L'ensemble S, des suites de réels qui divergent n'est pas un sous-espace vectoriel de S. Non
seulement il ne contient pas la suite nulle, mais en plus la somme de deux suites divergentes
peut étre convergente.

Remarque 2.2.3 L'ensemble F' = {0} est un sous-espace vectoriel de n'importe quel espace
vectoriel E. En effet 0g + 0g = Og et A\.0Og = Og pour tout A € R. On parle du sous-espace
vectoriel nul.

Exercice 2.2.4 Montrer que I'ensemble des solutions d'une équation linéaire homogéne a n in-
connues est un sous-espace vectoriel de R™.

Remarque 2.2.5 Pour montrer qu'un ensemble muni de deux lois est un espace vectoriel, on a
toujours intérét 3 démontrer que c'est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu qui le
contient. Il n'y a alors que trois propriétés & démontrer, au lieu des huit propriétés de la définition
2.1.5]

2.3 Combinaisons linéaires

Définition 2.3.1 Soit uy,ug, ... u, des vecteurs d'un espace vectoriel (E,+,.). On dit que
v € E est une combinaison linéaire de uq, us, . .. uy, lorsqu'il existe des réels A1, Ao, ... A\, tels
que

U= AUl + Ao + - - - + Apuy.

Il est parfois commode d’utiliser une notation plus compacte pour écrire les combinaisons
linéaires, ou de maniére plus générale, les sommes. Pour des vecteurs (ou des réels) uy, us, . ..,
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Un, ON écrit
n
E Uj =up +uz + -+ Up.
Jj=1

Le symbole ) est la lettre majuscule grecque sigma (voir 'appendice qui a donné le "S"
de "Somme" en alphabet latin. Avec cette notation la combinaison linéaire ci-dessus s’écrit

n
v = E /\juj.
j=1

Exemple 2.3.2 Dans R3, le vecteur u = (3,3, 1) est-il combinaison linéaire de v; = (1,1,0)
vy = (1,1,1) 7 Il s'agit de savoir s'il existe deux réels A\j et Ay tels que A\1.(1,1,0) + Xa.(1,1,1)
(3,3,1). On est donc amené a résoudre le systéme

et

A1+ A = 3,
A+ A = 3,
Ay = 1.

Ce systéme a une (unique) solution (A1, A2) = (2,1), donc u = 2v; + vy est bien combinaison
linéaire de v et va.

Exemple 2.3.3 A quelle condition le vecteur w = (a,b,c) est-il une combinaison linéaire de
u=(1,2,-1) et v = (6,4,2)7 Cest le cas si et seulement si il existe deux réels \; et Ao tels
que A1.(1,2,—1) + X2.(6,4,2) = (a,b,c). Il s'agit donc de savoir a quelle condition sur a,b et ¢ le
systéme

A1+ 6l = a,

2\1 + 44Xy = b,

—)\1 + 2)\2 = C,

admet des solutions. On applique la méthode du pivot a ce systéme (Lg < Lo — 2Lq,
Ls « L3+ Ly, Lg < L3 + L1), et on obtient le systéme équivalent

)\1 + 6)\2 = a,
—8)\2 = b-— 2a,
0 = c—a-+b

La proposition dit que ce systéme a une solution si et seulement si le dernier second membre
est nul, c'est-a-dire ¢ — a + b = 0. On vient de trouver une équation cartésienne de |'ensemble des
solutions du systéme.

2.4 Familles génératrices

Proposition 2.4.1 Soit uj,us, ... u, des vecteurs d'un espace vectoriel (E,+,.). L'ensemble
de toutes les combinaisons linéaires de uy, us, . . . u, est un sous-espace vectoriel de E. On le note
Vect(uy,ug, ... uy,) et on parle du sous-espace vectoriel engendré par la famille (uy,ug, ... uy).

Notes de cours, printemps 2018, Version 1.03 Guy Henniart - Thierry Ramond



CHAPITRE 2. ESPACES VECTORIELS 24

Preuve.— D’abord le vecteur nul de E peut s’écrire
O =0.u; +0.ug + - -+ 4+ O.up,

donc appartient & Vect(uy, ug, ... uy). Soit ensuite v et w des vecteurs de Vect(uy, ua, . .. uy).
On peut écrire

v=a1.u] + as.uo + -+ ap.u, et w=br.u; +bous + -+ by.up,
donc
v+w=aju;+ -+ apty +brug + -+ bpuy = (a1 +b1)ur + -+ (an + b)) un,
ce qui prouve que v + w € Vect(uy, ug, ... uy). Enfin pour A € R, on a

Av=A(ar.ug + -+ ap.up) = (Aar).up + - -+ (Aap) Uy,

donc A\.v appartient aussi a Vect(uy, ug, ... uy). O
Remarque 2.4.2 Le sous-espace vectoriel Vect(uy,us, ..., u,) est le plus petit (pour l'inclusion)
des sous-espaces vectoriels de E qui contient ug,. . ., u,. En effet si F' est un tel sous-espace vectoriel

de FE, comme il est stable par combinaison linéaire, il contient toutes les combinaisons linéaires de
U1,. . ., Up, donc Vect(uy, ug, ..., up).

Définition 2.4.3 Soit (E,+,.) un espace vectoriel et G un sous-espace vectoriel de E. On
dit que la famille de vecteurs (uy,us, ..., u,) engendre G, ou encore est une famille génératrice
de G, lorsque G = Vect(uy, ug, ..., uy).

Exemple 2.4.4 Soit n € N et R,[X] I'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a n. C'est un sous-ensemble de F, et méme un sous-espace vectoriel pour |'addition
des fonctions et la multiplication d'une fonction par un réel. En effet la fonction nulle est par
convention un polyndme de degré —oo, donc (par abus de langage) inférieur ou égal a n, et une
combinaison linéaire de polynémes de degré inférieur ou égal a n est bien un polyndme de degré
inférieur ou égal a n.

Mais au fait qu'est-ce qu'un polynéme de degré inférieur ou égal 3 n? C'est une combinaison
linéaire des monémes 1, X, X2 ... X™. Autrement dit R,,[X] est le sous-espace vectoriel de F
engendré par la famille (1, X,... X™) :

R, [X] = Vect(1,X,... X").

Exemple 2.4.5 Soit a € R. Dans R?, la famille ((1,1,2),(—1,0,1),(2,1/3,—1)) est-elle géné-
ratrice ? Pour le savoir, on se donne un vecteur (z,y,z) de R3, et on cherche a I'écrire comme
combinaison linéaire des trois vecteurs de la famille. Autrement dit on cherche trois réels A, Ao et
A3 tels que

A(1,1,2) + A2.(—1,0,1) + A3.(2,1/3, -1) = (2,4, 2).
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Il s’agit donc de savoir si le systéme

Al — X+ 2\3 = =,
A1 + A =y,
2 + X — A3 = =z

d'inconnues A1, Ao et A3 admet une solution.

Pour cela on utilise I'algorithme du pivot : les opérations Lg < Lo — Ly et Lg < L3 — 2L
donnent le systéme équivalent

A — X 4+ 2\3 = z,
Ao = I = y-—u,
3/\2 — 5)\3 z —2x.

Enfin |'opération L3 < L3 — 3L2 donne le systéme échelonné

Al — Ay 4+ 2X3 =
A2 — A3 = y-—ux,
0 = z—-3y—+u=

Ce systéme n'est compatible que si z—3y+x = 0. Donc la famille ((1,1,2), (—-1,0,1),(2,1/3,-1))
n'est pas génératrice de R3 : si z — 3y + x # 0, le vecteur (x,7,2) de R? ne s'écrit pas comme
combinaison linéaire des vecteurs de cette famille.

Au passage, on récupére une équation cartésienne de F' = Vect((1,1,2),(—1,0,1),(2,1/3,-1)) :
(r,y,2) € F <= z—-3y+z=0.

2.5 Familles libres

Définition 2.5.1 On dit que la famille (uy,us9,...,u,) de vecteurs d'un espace vectoriel
(E,+,.) est libre lorsque :

MU +Xo+ -+ Au, =0pg= XA\ =X=---= )\, =0.

Exemple 2.5.2 Dans R"[X], la famille (1, X,...X™) est libre. En effet supposons que

Cela signifie que le polynéme P(X) = A\g + A1 X + - -+ + A, X" est la fonction nulle, donc a une
infinité de racines. Ce n'est possible que si tous les coefficients sont nuls, i.e.

MM=A= ==X\, =0.
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Exemple 2.5.3 Dans |'espace vectoriel F des fonction de R dans R, on considére la famille
(cos,sin) constituée des deux fonctions trigonométriques cosinus et sinus bien connues, et on se
demande si elle est libre. On suppose donc que pour deux réels A1, Ao, on a

(2.1) A1.cos+MAg.sin = 0.

Attention ! cette égalité est une égalité dans F, autrement dit entre fonctions; en particulier le
"0" qui figure dans le membre de droite est la fonction nulle, pas le nombre 0. L'équation ([2.1))
signifie :

Vz € R, Ajcos(z)+ Agsin(z) = 0.
En particulier en prenant = 0, on trouve A\; = 0, et pour z = 7/2, on trouve A2 = 0. Donc la
famille (cos, sin) est libre dans F.

Exemple 2.5.4 Soit @ € R. Dans R3, la famille ((1,1,2),(—1,0,1),(2,a,—1)) est-elle libre?
Pour le savoir, on suppose qu'il existe trois réels A1, Ao et A3 tels que

A.(1,1,2) + Xo.(—=1,0,1) + A3.(2,a, —1) = 0.

Cela signifie que (A1, A2, A3) est une solution du systéme

Al — X 4+ 2X3 = 0,
(22) Al + a3 = 0,
201 + X — A3 = 0.

Il s'agit donc de connaitre I'ensemble des solutions de ([2.2)). Pour cela on utilise I'algorithme du
pivot : les opérations Lo < Lo — Ly et Lg + L3z — 2L4 donnent le systéme équivalent

A — A+ 23 = 0,
Ao+ (a — 2))\3 = 0,
3 — 53 = 0.

Enfin I'opération L3 < L3 — 3Ls donne le systéme échelonné

A1 — Ao+ 23 = 0,
Ao+ (CL — 2))\3
(1 — 30,))\3 = 0.

Il
o

Ou bien a # 1/3 et le systéme a pour unique solution (A1, A2, A3) = (0,0,0), ou bien a = 1/3 et
le sytéme a une infinité de solutions autres que (0,0, 0).

Conclusion : la famille ((1,1,2),(—1,0,1),(2,a,—1)) est libre si et seulement si a # 1/3.

Remarque 2.5.5 |l est important de noter que pour déterminer si une famille est génératrice, on
s'est posé la question de I'existence de solutions pour un systéme linéaire, et que d'autre part
pour savoir si une famille est génératrice, il s'est agit de savoir si un systéme linéaire admet une
unique solution ou bien plusieurs solutions.
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2.6 Bases d’un espace vectoriel

2.6.1 Définition, exemples

Définition 2.6.1 On dit que la famille finie B = (uj,u2,...,u,) de vecteurs d'un espace
vectoriel (E,+,.) est une base de F lorsque B est libre et génératrice.

Exemple 2.6.2 DansR", on notee; = (1,0,...,0),ea = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).
La famille (eq,. .., e,) est une base, qu'on appelle base canonique de R™. Prouvons que cette famille
est génératrice. Soit (z1,2,...,xy,) un vecteur de R™. On cherche Aq,..., A\, dans R tels que

Arer+ -4 Apep = (21,22, ..., Ty).

Puisque Aj.e; + -+ Ap.en = (A1, ..., Ap), il suffit de prendre A\; = x; pour tout j € {1,...,n}.
On montre maintenant que (e, ..., e,) est une famille libre. Supposons que

)\1.€1+--~+/\n.en=0=(0,...,0).

Encore une fois puisque Aj.e; + -+ A\p.en = (A1,..., \p), cette égalité entraine A\ = --- =
An = 0.

Exemple 2.6.3 Dans R"[X], on a dé&ja vu que la famille (1, X,... X™) est génératrice (c'est la
définition de R"[X]), et libre. C'est donc une base de R"[X], appelée elle aussi base canonique,
de R™[X] cette fois.

2.6.2 Dimension d’un espace vectoriel

On commence par un résultat dont la preuve est un peu longue, mais qui a beaucoup de
conséquences importantes.

Proposition 2.6.4 Soit (E,+,.) un espace vectoriel. On suppose que E admet

— une famille génératrice (uy,ua, ..., uy),

— une famille libre (vy, v, ... vp).
Alors nécessairement p < n. De plus, si p = n, alors (u1,us, ..., uy,) et (vi,v2,...vp) sont des
bases de E.

Preuve.— On veut savoir quels vecteurs de ¥ peuvent s’écrire comme combinaison linéaire

des vecteurs de (v, vg, . .. vp). Il ’agit donc de déterminer pour quels vecteurs v de E I’équation
d’inconnues A1, A2 ..., Ap,
(2.3) AU1 + Aovg + - )\pvp = .
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a des solutions.

Puisque (u1,us,...,u,) une famille génératrice de E, il existe des réels a; 5, ¢ € {1,...,p},
je{l,...,n} et des réels z1, ...z, tels que

vl = a11u1 +aipuz + -+ appln,

Vg = a21U] + ag2uU2 + -+ a2 pln,

Vp = Qp1Ul + ApoUg + -+ Gpplnp.
et

V= T1Ul + TaUz + - + TpUn.
Donc I’équation s’écrit
Tiul + x2ug + - -+ TpUuy =V

= Av1 + Agv2 + -+ Apvp

p
= E )\i(ai,lul +ajuz +--- + ai,nun)
=1

p p p
= (Z )\iaiyl)ul + (Z )\Z‘aiyg)UQ + -+ (Z )\iai’n)un
i=1 i=1 i=1

On note alors que si le systéme

a1\ + a2 + - Far Ay = 71,
az1u1 + a22U2 + -+ A2 pUn = T2,
(2.4) .
Qp1U1 + Ap2uz + -+ Apnln = Tnp,
admet une solution (Aq, ..., \y), c’est aussi une solution de I’équation ([2.3)). Puisque (v1, va, ... vp)

est une famille libre, I’équation (2.3) a au plus une solution : s’il y en avait deux distinctes,
disons A1,...,Ap et p1,..., 1y, on aurait

Op =v—v= (A1 —p1)vi + -+ (Ap — tip)Vp,
donc \; = p; pour tout i € {1,...,p}, ce qui serait absurde.

Ainsi le systéme (2.4]) a-t-il au plus une solution. D’aprés la proposition cela signifie
qu’il n’y a pas d’inconnues secondaires, donc le rang de ce systéme est p. Comme le rang d’un
systéme est inférieur ou égal au nombre d’équations, on obtient bien

p<n.
Enfin si n = p, le systéme a une unique solution pour tout (z1, e, ...x,), ce qui signifie que

(vi,v2,...vp) est une famille génératrice, donc une base. De plus la famille (uy, us, ..., uy) est
alors libre : §’il existait x1,. .., £, non tous nuls tels que

T1ul + -+ TRu, = 0,

alors la solution (A1, ..., A,) correspondante du systéme ([2.4]) donnerait une solution non-nulle
a I'équation ([2.3)), ce qui n’est pas possible puisque la famille vy, ..., v, est libre. O
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Proposition 2.6.5 Si F admet une base, alors toutes les bases de F ont le méme nombre
d'éléments.

Preuve.— Soit (uy,ug, ..., u,) une base de F; c’est donc une partie génératrice a n éléménts,
et une partie libre a n éléménts. Si (vq,vg,...,v,) est une autre base de E, c’est une partie
libre donc, d’aprés la proposition p < n, et c’est une partie génératrice, donc, encore
avec la proposition 2.6.4 p > n. O

Définition 2.6.6 Soit (E,+,.) un espace vectoriel non nul. S'il existe une base de E, on
appelle dimension de E, et on note dim E, le nombre commun d’éléments de toutes les bases
de E. Sinon on dit que E est de dimension infinie, et on note dim F = +o0.

Remarque 2.6.7 L'espace vectoriel E = {Og} n'admet pas de famille libre puisque toute famille
de E contient 0. Par convention, on dit pourtant que E a pour dimension 0.

Par analogie avec la situation dans E = R?, les sous-espaces vectoriels de dimension 1 sont appelés
"droites", et les les sous-espaces vectoriels de dimension 2 sont appelés "plans". Les sous-espaces
vectoriels de dimension n — 1 d'un espace de dimension n sont appelés hyperplans.

Proposition 2.6.8 (Dimension et inclusion) Soit E un espace vectoriel de dimension fi-
nie. Soit V' et W deux sous-espaces vectoriels de F, tels que V- C W. Alors V et W sont de
dimension finie et dim V' < dim W. De plus V' = W si et seulement si dim V' = dim W.

Preuve.— On montre d’abord qu’un sous-espace vectoriel V' d’un espace E de dimension finie
est de dimension finie. Si V' = {0g}, V est bien de dimension finie. Sinon V' admet des familles
libres. Comme V' C E, ce sont aussi des familles libres de E, donc, d’apreés la proposition[2.6.4]
elles ont au plus n = dim E éléments. Soit alors k < n le plus grand nombre d’éléments des
familles libres de V, et (v1,...,vx) une famille libre de V' a k éléments. Si (vi,...,vx) n'est
pas génératrice pour V, il existe v € V qui ne s’écrit pas comme combinaison linéaire des v;,
j€{1,...,k}. Autrement dit (vy,...,v,v) est une famille libre d’éléments de v, ce qui est
absurde. Donc (v1,...,v;) est une base de V', et V' est de dimension finie k£ < n.

Supposons maintenant que V' C W soient des sous-espaces vectoriels de E. On vient de

prouver qu’ils sont de dimension finie, donc ils admettent des bases (vy, ... vg) et (w1, ..., wp).
Comme (v1, ... vg) est une partie libre de V', c’est une partie libre de W. Puisque (w1, ..., wy)
est une partie génératrice de W, la proposition donne £ < £. Si k = {, c’est-a-dire
dim V' = dim W, la proposition donne aussi V = W. O

2.6.3 Comment extraire une base d’une famille génératrice ?

Exemple 2.6.9 Soit v; = (1,2,3,0), vo = (0,2,2,4) et v3 = (—1,a,2a — 3,4a) trois vecteurs
de R?*, et F' = Vect(vy,v9,v3). Par définition, la famille (v1,v2,v3) est une famille génératrice de
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F', et on veut trouver une base de F.

Si la famille (v1, vg, v3) est libre, c'est une base. Or I'équation
A1v1 + Ag2v2 + Azvg = 0,

équivaut au systéme

A1 — A3 = 0,
2\ + 2o + als = 0,
30 + 22X + (2a - 3))\3 = 0,

4 + 4alg = 0.

Avec I'algorithme du pivot, on obtient le systéme échelonné équivalent :

Al — A3 = 0,
20 + (a+2)A3 = 0,
(CL — 2)/\3 = 0.

Donc si a # 2, le systéme est de rang 3, et admet une unique solution (0,0,0). Donc (v1,v2,v3)
est une base dans ce cas.

Si a = 2, le systéme est de rang 2 et admet une infinité de solutions, donc (v1,v2,v3) n'est pas
une famille libre. Mais on peut dire plus : A3 est la seule inconnue secondaire, et le systéme peut
s'écrire
)\1 = S,
)\2 = —28,
)\3 = S.

L'ensemble des solutions est Vect((1,—2,1)), et en particulier v; — v2 4+ v3 = 0, ou encore v3 =
—v1 + 2v9. Donc (v1,v2) est une famille génératrice de F' : si v € F, il existe A1, A3, A3 tels que
v = A101 + Aovo + A3v3. Mais alors

V= A1 + Aovg + A3v3 = Aqv1 + Ao + /\3(—111 + 2212) = (/\1 — 3)\3)1)1 + ()\2 + 2/\3)1)2,

ce qui prouve que v s'écrit comme combinaison linéaire de vy et ve. Enfin (v1,vy) est une famille
libre de F' : dans le cas s = 0, la seule solution du systéme ci-dessus est A1 = Ay = 0.

Dans cet exemple, on a obtenu une base en gardant les vecteurs correspondants aux inconnues
principales. C’est un fait général :

Proposition 2.6.10 Soit V' = Vect(vy,...v,) un sous-espace vectoriel de RP. Pour extraire
de la famille génératrice (v1, ... v, ) une base de V, il suffit d'échelonner le systéme correspondant
a I'équation

r1v1 + -+ v, = 0.
Les vecteurs v;,,...,v;, correspondant aux inconnues principales constituent alors une base de
V. En particulier la dimension de V' est égale au rang r du systéme.
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Preuve.— Si I'on donne la valeur —1 & I'une des inconnues secondaires \j), et la valeur 0 &
toutes les autres, on trouve une solution Aj,, Aj,,...,A;, du systéme, de sorte que

Vjo = Ajy Uy o A,

Donc la famille (vj,,...v;.), obtenue en retirant les vecteurs correspondants aux inconnues
secondaires reste une famille génératrice.

Ensuite, si I'on donne la valeur 0 & toutes les inconnues secondaires, le systéme restant admet
(0,...,0) comme seule solution : la famille (vj,,...v;,) est libre. O

Proposition 2.6.11 (Théoréme de la base incompléte) Soit (E,+,.) un espace vecto-
riel de dimension finie. Toute famille libre de E peut &tre complétée en une base de E en lui
adjoignant des vecteurs d'une base de E.

Preuve.— Soit (v1,v2,...v;) une famille libre de E, et (wi,...,w,) une base de E. On
considére la famille F = (vq,ve, ... vk, w1,...,w,). Elle est génératrice puisqu’elle contient la
sous-famille génératrice (wy,...,wy). On considére alors le systéme homogeéne de n équations
a k + n inconnues dont les coeflicients sont les vecteurs de F :

a:lvl+a:2v2+---+ackvk+y1w1+---+ynwn:OE,

et on ’échelonne avec la méthode du pivot, de maniére & obtenir une base de E. Comme les
v; sont libres, les inconnues correspondantes sont principales, donc la base obtenue contient
les v;. O

2.6.4 Comment trouver une base d’un espace vectoriel donné par un sys-
téme d’équations ?

On sait que 'ensemble des solutions d’un systéme homogéne de n équations a p inconnues est
un sous-espace vectoriel de RP. On se pose la question d’en trouver une base, et de déterminer
sa dimension.

Exemple 2.6.12 Soit V = {(ml,xg,mg) S R?’, 221 + 32 = 0,21 + 29 + 23 = 0} V est
I'ensemble des solutions du systéme

2¢1 4+ 3xo = 0,
gy + x3 + x3 = 0.
On I'échelonne avec la méthode du pivot. On obtient (Lg < Lo — %Ll) le systéme équivalent
2r1 4+ 3xo = 0,
— %:172 + x3 = 0.

Les inconnues principales sont x1 et x5. On peut les exprimer en fonction de I'inconnue secondaire
x3 en écrivant le systéme sous forme échelonnée réduite (L; < L; + 6Lg, L1 « %Ll, Ly
—2L2) .
1 + 3.753 = 0,
{ Tro — 2$3 = 0.

Autrement dit, V = {(—3s,2s,s), s € R}, ou encore V' = Vect((—3,2,1))
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De maniére générale, on a la

Proposition 2.6.13 Soit V' un sous-espace vectoriel de RP donné comme |'ensemble des so-
lutions d'un systéme homogeéne a p inconnues. Les vecteurs dont les coordonnées sont les coeffi-
cients des inconnues secondaires dans la forme échelonnée réduite du systéme forment une base
de V. En particulier, la dimension de V est p — r, ou r est le rang du systéme.

2.7 Intersection et somme de sous espaces vectoriels

2.7.1 Intersection

On sait que I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne & p inconnues est un sous-
espace vectoriel de RP. Cela vaut quel que soit le nombre d’équations : en particulier ’ensemble
des solutions d’une équation linéaire homogéne & p inconnues est un sous-espace vectoriel de
RP. La résolution d’un systéme de plusieurs équations consiste donc a trouver l'intersection
des espaces vectoriels définis par chacune. Dans le cas de RP, on a donc pratiquement déja
prouvé la

Proposition 2.7.1 Soit (F,+,.) un espace vectoriel, et V, W deux sous-espaces vectoriels
de E. Leur intersection de V N W est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve.— Voici une preuve directe. Puisque V est un sous-espace vectoriel, O € V. De
méme O € W, donc 0 € V N W. Il reste & montrer que V NW est stable par combinaison
linéaire. Soit donc uq et us deux vecteurs de VN W, et A1, Ao deux réels. Puisque uq et uo
appartiennent & V', Aju; + Agug appartient & V. De méme Ajuj + Aoue appartient & W, donc
finalement A\ju; + Aoug appartient & VN W. O

Proposition 2.7.2 Soit (E,+,.) un espace vectoriel, et V', W deux sous-espaces vectoriels
de E. On a
dim(V N W) < min(dim V, dim W).

De plus s'il y a égalité, c'est que |'un des sous-espaces est inclus dans |'autre.

Preuve.— Puisque VNW C Vet VNW C W, I'inégalité découle directement de la proposi-
tion [2.6.8, Supposons que dim(V NW) = min(dim V, dim W), par exemple que dim(V W) =
dim V. Comme on a V NW C V| la proposition donne aussi VW =V, donc V C W.
O
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2.7.2 Somme

Définition 2.7.3 Soit (E, +,.) un espace vectoriel, et V, W deux sous-espaces vectoriels de
E. On appelle somme de V' et W, et on note V + W le sous-ensemble de E défini par

V4+W={z+yxecV,yc W}

Proposition 2.7.4 Si V, W deux sous-espaces vectoriels de F, alors V + W est aussi un
sous-espace vectoriel de E. De plus si F' est un sous-espace vectoriel qui contient V' et W, alors
F contient V + .

Preuve.— Puisque Og € V, 0 € W et 0 = 0 + 0g, le vecteur nul Og s’écrit bien comme
somme d’un élément de V et d’un élément de W, donc appartient & V + W. Soit ensuite uq
et ug deux éléments de V + W. 1l existe x1, 22 dans V et y1,y2 dans W tels que

Uy :$1+y17
U = T2 + Y2.

Ainsi
ur +u2 =21 +y1 + 22+ y2 = (1 +22) + (1 + y2)

et up +us € V+W. Enfin pour A e Retu=z+y € V+W,onalu= Ax+ Ay donc
Au €V 4+ W. Donc V + W est bien un sous-espace vectoriel de E.

Supposons maintenant que F' soit un un sous-espace vectoriel qui contient V' et W. Puisque
F est stable pour 'addition, pour n’importe quel x € V' et n’importe quel y € W, on a x € F
et y € F' donc x + y € F. Cela signifie que V4+ W C F. O

Exemple 2.7.5 Dans £ = R3, on note a = (0,1,2), b = (1,0,1) et ¢ = (1,1,1). Soit aussi
V = Vect(a,b) et W = Vect(c). L'espace vectoriel V' + W est constitué des vecteurs v qui
s'écrivent

v = (Aa+ ub) + ve = Xa + ub + ve.
Donc V + W est engendré par la famille (a, b, ¢). D'ailleurs puisque cette famille est libre, V+W =
R3 : I'espace R? s'écrit comme somme du plan V et de la droite .

Proposition 2.7.6 Si V = Vect(vy,va,...v;) et W = Vect(wy, wa,...wy), alors V+ W =
Vect(vy, v, . .. U, w1, ws, . .. we). En particulier, dim(V 4+ W) < dim V + dim W.

Preuve.— Notons Y = Vect(vy,ve, ... vk, w1, ws,...wr). On va montrer successivement les
deux inclusions V4+W CY et Y CV + W.
— V4+W CY :en effet Y contient vy, ve,... v, donc contient V. De méme Y contient
W, et donc Y contient V + W d’apreés la proposition [2.7.4]
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— Y CV+W:eneffet V+ W contient V donc les v;, et contient W donc les w;.
Donc E + F contient la famille (v1,vg, ... vg, w1, ws, ... wy), donc le sous-espace qu’elle
engendre, c’est & dire Y.

O

2.7.3 Somme directe

Proposition 2.7.7 Soit (E,+,.) un espace vectoriel, et V', W deux sous-espaces vectoriels
de E. Tout vecteur y de V + W s'écrit de maniére unique y = v+ w avecv € V et w € W si
et seulement si VNW = {0g}.

Preuve.— Soit y € V + W. Supposons qu’il existe vi,v2 € V et wy,ws € W tels que
y = v, +wi et y = xo + we. On soustrayant ces deux égalités on obtient

0 = (v1 +w1) — (v2 +w2) = (v1 — v2) + (w1 — w2)

et donc v; — v9 = wo — wi. Dans cette égalité, le membre de gauche appartient a V', et le
membre de droite & W. Donc les deux vecteurs appartiennent & VW = {0g}. Ainsi v = v9
et wy = we. On a bien montré que la décomposition d’un élément de V + W en somme d’un
élément de V et d’un élément de W est unique.

Réciproquement, supposons que x € V NW. Par hypothése, on peut écrire de maniére unique
r=v+wavecvEVetweW. Commex €V et 0 € W, cette écriture est nécessairement
x = x + Og, c’est-a dire que w = 0. De méme on a aussi + = Og + x donc v = O et
r=0p+0p =0g. O

Définition 2.7.8 Soit (F,+,.) un espace vectoriel de dimension finie, et V', W deux sous-
espaces vectoriels de E.

i) On dit que V et W sont en somme directe lorsque VN W = {0g}. Dans ce cas on
note F =V ®W l'espace FF =V + W.

ii) Side plus V& W = E, on dit que V et W sont supplémentaires dans E.

2.7.4 Formule de la dimension

Proposition 2.7.9 Soit (E,+,.) un espace vectoriel de dimension finie, et V', W deux sous-
espaces vectoriels de . On a toujours

dim(V+W)=dimV +dimW —dimV N W.
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Preuve.— Soit By = (uq,ug, ... uy) une base de I’espace vectoriel VNW. On note au passage
que dim VNW = k. Les vecteurs de By forment un systéme libre de V. D’aprés le théoréme de
la base incompléte, il existe des vecteurs vy, ...,vp de V tels que By = (uy, ua, ... ug, v1, ... vp)
soit une base de V. Encore une fois, au passage, on a dimV =k + /.

De méme, il existe des vecteurs wi, ..., w,, de W tels que By = (uy,ug, ... ug, w,...wn)
soit une base de W. On a encore dim W = k + m.

D’apres la proposition [2.7.6] la famille
(Ugy Uy e o e Uy ULy e e e Uy Uy Uy e o e Uy Wy - e oy Wiy

engendre V' + W. Bien sir, c’est aussi le cas de B = (u1, ug, ... Uk, V1, ... Vg, Wi, ..., Wn).

Montrons que B est libre. Pour cela on suppose que
(2.5) AUt + AU+ v 4 v + viwn + - v, = 0g,

et on note v = A\juy + ... A\gug + pv1 + -+ pevg € Vet w = —(rqwy + -+ F vpwp,) € W
On a v = w, donc les deux sont dans V N W. Comme By est une base de V N W, il existe
1y, A tels que
v=w=MNuj + -+ N\u.

Du coup v — (Nju1 + - - - + Nug) = Op, c’est-a-dire
(A1 = ADur + - (A — A Jue + pavr + -+ + peve = O,

et comme By est une base de V', tous les coefficients sont nuls, en particulier 1 = --- = p; = 0.
De la méme maniére, en partant de w—(Xjui+-- -+ X, u;) = Op, on obtient vy = -+ = v, = 0.

Du coup ([2.5)) devient

Aut + ... \gup = 0g,
ce qui entraine A\j = --- = A = 0.

On a donc prouvé que B est une base de V + W, et

dim(V+W)=k+Ll+m=(k+0)+(k+m)—k=dimV +dimW — dim(V N W).
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Chapitre 3

Matrices

3.1 L’espace vectoriel des matrices

Définition 3.1.1 Une matrice a n lignes et p colonnes est un tableau de nombres de la forme

air  a12 A1p

az1  a22 a2p
A= )

Gp1 Ap2 ... Gpp

Les nombres a;; sont appelés coefficients de la matrice A, et on note souvent A =
(aij)1<i<n,1<j<p ou méme A = (a;;) quand il n'y a pas de confusion possible. Les nombres n
et p sont appelés dimensions de la matrice.

On note M, ,(R) I'ensemble des matrices & n lignes et p colonnes de nombres réels. Si les
dimensions d’une matrice sont égales, i.e. s’il y a autant de lignes que de colonnes, on dit que
la matrice est carrée, et on note simplement M,,(R) I’ensemble des matrices a n lignes et n
colonnes.

Exemple 3.1.2 i) On appelle matrice nulle la matrice dont tous les coefficients sont nuls :
00 ... 0
00 ... 0

0 == . . b
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ii)

i)

La matrice d'un systéme linéaire & n équations et p inconnues

anXi+aXo+ - +apX, = bh
anXi+axnXo+---+apX, = b
an,le +ap2Xo + -+ an,po = by

est le tableau a n lignes et p colonnes dont les coefficients sont les a;; :

aiyp a2 a1p

a1 a2 a2p
A=

an,1 Aan2 ... dpp

La matrice compléte du systéme est la matrice a n lignes et p + 1 colonnes définie par

all alg ... aip b1
as1 az2 ... agp | by
p1 Gp2 ... Gnp | bp

On notera la présence de la barre verticale pour séparer les seconds membres du reste de la
matrice. Celle-ci n'est pas obligatoire, mais souvent pratique.

On appelle matrice élémentaire toute matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf I'un
d’entre eux qui vaut 1. On note

la matrice élémentaire dont I'élément non nul est sur la ligne i et la colonne j.

Lorsqu’'une matrice n'a qu'une ligne, on parle de matrice-ligne. Lorsqu’elle n'a qu'une co-
lonne, on parle de matrice-colonne. Par exemple on identifie souvent un vecteur v de R™
avec la matrice colonne de ses coordonnées dans la base canonique (e, e2,...,6,) de R™ :
siv=(x1,T2,...T,), ON @V =x1€] + To€3 + ... Tne, €t on écrit

T
T2

Tn
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Définition 3.1.3 Soit A = (a;;) et B = (b;j) deux matrices de M,, ,(R). On note C' =
A + B la matrice de M,, ,(R) définie par C' = (a;; + b;;). Plus explicitement
ain a2 aip b1 b2 bip
a1 G2 azp bar  bao bap
+1 . . . =
an,1 Qan2 an,p bn,l bn2 bn,p
air + b1 a2 + b2 aip + bip
a1 +ba1  ago + bao azp + by
ap,1 + bn,l an2 + bpo Qnp + bn,p

On a ainsi défini une loi de composition interne "+" sur 'ensemble M,, ,(R). Comme il s’agit
d’additionner les coefficients terme & terme (donc de faire des additions de nombres réels), il
est trés facile de vérifier que cette loi "+" vérifie les quatre premiéres propriétés de la définition
En particulier ’élément neutre pour I'addition des matrices est la matrice nulle, et la
matrice symétrique d’une matrice A = (a;j) est la matrice, notée —A, définie par

—an
—a21

—Qn,1

Pour résumer :

Proposition 3.1.4 (M, ,(R),+)

On définit maintenant une loi de composition externe

—ai2 —a1p
—a2 —azp
—an2 —Qnp

est un groupe commutatif.

"." sur 'ensemble M,, ,(R).

ail a2 aip

a1 G2 azp
A

an,1 Aan2 an,p

Définition 3.1.5 Soit A = (a;;) une matrice de M,, ,(R) et A un réel. On note C' = X\.A
la matrice de M,, ,(R) définie par C' = (Aa;;). Plus explicitement

Aair Aarz Aaip
)\&21 )\@22 )\agp
Aap1 Aap2 Aap p
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Comme il s’agit de multiplier chaque coefficient par A, il est également facile de vérifier que
nn

cette loi "." vérifie les 4 derniéres propriétés de la définition On a donc prouvé la premiére
partie de la

Proposition 3.1.6 (M,, ,(R),+) est un espace vectoriel, de dimension np.

Preuve.— Il reste & montrer que la dimension est np. Or ’ensemble des matrices élémentaires
(Eij,1 <i<n,1<j<p)est une base de M,, ,(R) : si A = (a;;) € My p(R), on a

A=Y > ayEy,
1<i<n1<j<p

donc c’est une famille génératrice. De plus

A1 A1 ... )\1p

A2 Ao ... )\gp
Z Z NijEij = | . : .
1<i<n 1<j<p S :

Mt Az oer Aup

Donc la combinaison linéaire E g AijEij est la matrice nulle si et seulement si tous les
1<i<n 1<j<p

coefficients \;; sont nuls. O

Remarque 3.1.7 On notera que la famille (Ey 1, E12, ..., Enp—1, Enp) n'est pas indéxée par

une partie de N mais par une partie de N x N. Ce n'est qu'une facon de |'écrire : I'énumération

(E1a, Ev2, ..., Enp_1, Enp) fournit une nouvelle numérotation de la famille pour des indices

entre 1 et np. De maniére générale n'importe quel ensemble fini peut servir & énumerer une base.

3.2 Produit de matrices

3.2.1 Définition

On définit maintenant le produit de deux matrices. Il est naturel de penser multiplier terme a
terme les coefficients de chacune, mais cette multiplication l& ne sert a rien. Ce que 'on veut,
c’est retrouver le membre de gauche des équations du systéme

anXi+apXo+--+apX, = h
a21X1 + CL22X2 + -+ aszp = bg
an,le +anaXo+ -+ an,po = bn
en multipliant sa matrice par la matrice colonne des symboles X1, X», ... X,,. Autrement dit,
on veut que
a11 a2 ... Glp X1 a1 X1+ ajoXo+ -+ alep
a1 az2 ... az Xo a21X1 + agXo + - +aX,
X = . )
an,1 Qp2 ... Qpp Xp an,le + apasXg + -+ amep
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et c’est cela que I'on prend comme définition du produit d’une matrice par une matrice-colonne.
Il est essentiel de noter que le nombre de lignes de la matrice colonne doit étre égal au nombre
de colonnes de la matrice.

On étend ensuite cette définition au cas du produit d’une matrice A par une matrice B
quelconque, en construisant la matrice dont les colonnes sont les produits successifs de A par
chacune des colonnes de B. Le produit de deux matrices se fait donc "ligne par colonne".

1 -1
Exemple 3.2.1 Soit A = <é _21 i’) et B= |0 1 |.Le produit A x B est bien défini
2 3

puisque A a trois colonnes et B trois lignes. Comme A a deux lignes et B a 2 colonnes, le produit
A x B sera une matrice a 2 lignes et 2 colonnes.

Le produit de A par la premiére colonne de B est

123X(1)_1*1+ 2% 0 + 3x2\ (7
0 -1 1 o] \0x1 + (-1)x0 + 1x2) 7 \2
Celui de A par la seconde colonne de B est

L2 3\ 11 C(1x(=1) + 2x1  + 3x3\ (10
0 -1 1 3 S \0x(=1) + (-1 + 1x3) \2

On obtient donc
7 10
Ax B= <2 2) .

On peut formaliser cette définition. C’est 'objet de la

Définition 3.2.2 Soit A = (a;;) une matrice a n lignes et p colonnes, et B = (b;;) une
matrice 3 p lignes et m colonnes. On note C' = A x B la matrice 3 n lignes et m colonnes
dont les coefficients ¢;; sont donnés par

P
Cij = Z aikbrj = ai1brj + aigba; + -+ + aipby;.
k=1

Remarque 3.2.3 Le produit de deux matrices n'est pas commutatif. Autrement dit, en général
A X B # B x A. Par exemple

IO_OIXOO#OOXOI_OO

0 0/ \0 O 10 10 0 0/ \0 1
D'ailleurs I'un des produit peut &tre bien défini alors que l'autre ne I'est pas en fonction des
dimensions de A et de B.
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Dans la pratique, il est commode pour calculer le produit C' = A x B de deux matrices de
disposer les calculs de la maniére suivante

b11 ce blj ce blm
b21 ces bgj e bgm
byt -oo bpi er bym
ail a2 a1p
. . . P
a1 ap ... Aip ce E aikbkj
. . . k=1
an,1 Aan2 ... dnp

Proposition 3.2.4 Le produit des matrices est associatif : si A € M,,,(R), B € M, ,(R) et
C e My(R), on a
Ax (BxC)=(AxB)xC.

Preuve.— On note M = (m;j) = A x (B xC), et N = (n;5) = (A x B) x C. Soit aussi
D = (d;j) = B x C € Mp4(R). On sait que

n n p
mi; = Z aikdkj = Z ik ( Z bkgng).
k=1 =1

k=1

La distributivité de ma multiplication dans R par rapport & I’addition donne

n p
mig = Y aikbrece;.

k=1 ¢=1
De la méme maniére, on trouve
p n P n
nig =Y (D ainbre)ci = Y aixbrece,
=1 k=1 =1 k=1
ce qui montre que m;; = n;;. O

Au passage on note que pour A € R; AMA = (M) x A et
Ax(AB)=Ax (M) xB)=(Ax (Al))x B=((A]) x A) x B= XA x B.
Proposition 3.2.5 Le produit des matrices est distributif par rapport a I'addition, & gauche
et a droite : si A € M, ,(R), B € M, n(R) et C € M, n(R), on a
Ax(B4+C)=AxB+AxC.
et, si B € M, ,(R), C € M, ,(R) et A € M, ,n(R),
(B+C)x A=Bx A+ C x A.
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3.2.2 Produit par une matrice élémentaire

Proposition 3.2.6 Soit A = (a;;) une matrice de M,, ,(R), et Eyy = (ei5) € Mpn((R) la
matrice élémentaire dont le seul élément non nul est ez = 1. On a

0 0

0 0

aen ep | < ligne k
EuxA=|o9 . 0 &

0 0

Preuve.— Notant C' = (¢;j) = Ej x A, on sait que

n
Cij = E €imQmy-
m=1

Donc pour i # k, ¢;; = 0 puisque tous les e;, sont nuls dans ce cas. Ensuite

n

Ckj = § CkmOmj = CgeQyj = Qypy.
m=1

(|

Ainsi, multiplier une matrice A par Ery permet d’extraire la £-iéme ligne de A et de la placer
sur la ligne k. En particulier

Remarque 3.2.7 L'opération L; < L; + aL;, que I'on peut effectuer sur une matrice comme
sur un systéme, correspond a remplacer A par A + aF;; x A. L'opération L; < aL; correspond
a remplacer A par aE; x A

3.3 Inverse d’une matrice carrée

3.3.1 La matrice identité

Dans les espaces de matrices carrées M, (R), la multiplication est une loi interne. Ce n’est
bien sir pas le cas dans M,, ,(R) quand n # p : la multiplication de deux élément n’est alors
méme pas définie. Dans M, (R), la multiplication a un élément neutre :

Notes de cours, printemps 2018, Version 1.03 Guy Henniart - Thierry Ramond



CHAPITRE 3. MATRICES 43

Proposition 3.3.1 Soit I € M, (R) la matrice dont les éléments sont tous nuls, sauf ceux
qui se trouvent sur la diagonale qui valent 1 :

1 0 0
0 1 0
I= '
0 0 1

Pour toute matrice A € M,,(R), on a

AxI=1xA=A.

Cette matrice I est appelée matrice identité. On se rappelle qu’il ne peut y avoir qu'un seul
élément neutre pour une loi interne (cf la remarque [2.1.6)).

Exercice 3.3.2 Soit J la matrice carrée dont seuls les éléments antidiagonaux ne sont pas nuls
et valent 1, c'est a dire

0 ... 01

0 1 0
J =

1 0 0

Calculer A x J.

3.3.2 Definition

On se pose maintenant la question de l’existence pour une matrice A € M,,(R) donnée, d'un
symétrique pour la loi x.

Définition 3.3.3 Soit A € M,(R). On dit que A admet la matrice @ € M,(R) pour
inverse lorsque

AxQ=QxA=1.

Par exemple la matrice I admet elle-méme pour inverse puisque I x [ = 1.

On a déja montré dans la remarque qu’un élément ne peut avoir plus d’'un symétrique
pour une loi interne associative. Ayant en vue la Proposition ci-dessous, on reprend la
preuve dans le cadre actuel.

Proposition 3.3.4 Une matrice A admet au plus une matrice inverse.
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Preuve.— Supposons que A admette Q1 et Q2 pour inverses. On a

Qo=QoxI=0Q2x(AxQ1)=(QxA)xQr=1xQ1=0q
O

Dans cette preuve, on a seulement utilisé que ()1 est inverse a droite de A, c’est-a-dire Ax Q1 =
I et que (Y5 est inverse & gauche de A, c’est-a-dire Q2 x A = I. On a donc démontré la

Proposition 3.3.5 Si A admet une matrice inverse a droite ()1 et une matrice inverse a gauche
()2, alors Q1 = Q2 et A admet Q1 = Q2 comme inverse.

Lorsqu’une matrice A admet une matrice inverse, on dit que A est inversible, et note A~! la
matrice inverse de A. Reste a trouver un moyen de savoir si une matrice donnée est inversible,
et le cas échéant, de calculer son inverse.

3.3.3 Existence

Une maniére de voir ce probléme est de considérer le systéme linéaire A x X = B associé a la
matrice A avec un second membre B € M,, 1(R) quelconque, c’est-a-dire I’équation d’inconnue
X qui s’écrit

Ax X =B.

S’il existe QQ telle que Q x A = I, cette équation entraine
X=@Q@xA)xX=Qx(AxX)=Q x B,
donc la seule solution possible est X = @B. Si on a aussi A x ) = I, alors
Ax(Q@xB)=(AxQ)x B=B8B,
ce qui prouve que X = @B est bien une solution du systéme.

Autrement dit : si A est inversible, pour tout second membre B € M, 1(R) le systéme de n
équations & n inconnues AX = B a une unique solution.

Examinons la réciproque : supposons que pour tout second membre B € M,, 1(R) le systéme
AX = B a une unique solution. C’est un particulier le cas si B est (le vecteur colonne associé
a) 'un des vecteurs B; de la base canonique, c’est & dire I'un des vecteurs

1 0 0
0 1 0
0 0 1

On note Q1, Q2,. . .,Qy la solution correspondante du systéme, c’est-a dire 'unique vecteur tel
que
AQj = By,
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et  la matrice dont les colonnes sont QQ1,Qo, ..., Q. Par définition du produit de A par @,
on a

AxQ=1,
donc @) est inverse a droite de A.

D’autre part, puisque le systéme AX = B a une unique solution pour n’importe quel second
membre B, toutes ses inconnues sont principales, donc sa forme échelonnée réduite est

IxX=C.

On passe du systéme AX = B a sa forme échelonnée réduite en effectuant des opérations du
type L; <= Li+aL;j ou L; < aLj;, c’est-a-dire compte tenu de la remarque [3.2.7, en multipliant
A par des matrices de la forme (I + aE;;). Notant R le produit de toutes ces matrices, on a,

RxA=1,

donc R est un inverse & gauche de A. On a démontré que si pour tout second membre B €
My, 1(R) le systéme AX = B a une unique solution, alors A est inversible. En résumé, on a
obtenu la

Proposition 3.3.6 Soit A € M,,(R). Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) La matrice A est inversible.
ii) Le systéme AX = B a une unique solution pour tout second membre B € M,, ;(R).

iii) La matrice de la forme échelonnée réduite du systéme est la matrice identité 1.

3.3.4 Calcul pratique de l’inverse

La discussion qui précéde donne deux procédés pour calculer I'inverse d’une matrice inversible

A

— Par résolution de n systémes linéaires A x X = B, j = 1,...,n, ou les B; sont les n
vecteurs de la base canonique de R™.

— Par transformation du systéme en sa forme échelonnée réduite & ’aide de la méthode
du pivot, qu’on a réinterprété comme la multiplication de A par des matrices de la
forme (I + aE;j;) ou aEy;.

En fait ces deux procédés conduisent exactement aux mémes calculs. Commengons par le
second : si I'on effectue les mémes substitutions de lignes sur la matrice identité que celle que
I’on fait sur A pour 'amener & sa forme échelonnée réduite, on multiplie la matrice identité
par A~!, et donc on récupére l'inverse A~ de A.

Voici un exemple d’un tel calcul. On place & droite de A la matrice identité, et on effectue sur
les lignes de la grande matrice obtenue toutes les opérations nécessaires pour obtenir sa forme
échelonnée réduite. Si cette forme est la matrice identité, c’est que A est inversible et dans ce
cas, la matrice de droite est A1,
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Exemple 3.3.7 Pour savoir si la matrice A =

éventuel, on écrit

et on effectue successivement les opérations L3 < L3 —

L3+ Lsg— %Lg

L3 — —%Lg
L2 — LQ — L3

L+ L+ Lj

Ll%Ll—LQ

e}

et enfin L «— %Ll, ce qui donne

o O =

O =

2 1
01
1 2

3/2

O =

-1
1

_= O

o

[an}

On en conclut que A est inversible, d'inverse A~!

2 1 -1
0 1 1 | estinversible et calculer son inverse
12 -1
—-1{1 0 0
1 /01 0 ,
—110 1
L1
-1 1 00
1 0 1 0 ,
~1/2|-1/2 0 1
1 0 0
0 1 0 |,
—1/2 -3/2 1
1 0 0
0 1 0 ,
1/4 3/4 —1/2
1 0 0
~1/4 1/4 172 |,
1/4 3/4 —1/2
5/4 3/4 —1/2
~1/4 1/4 1/2 |,
1/4 3/4 —1/2
3/2 1/2 -1
~1/4 1/4 1/2 |,
1/4 3/4 —1/2
3/4 1/4 —1/2
—1/4 1/4 1/2
1/4 3/4 —1/2
3/4 1/4 —1/2
=|-1/4 1/4 1/2

1/4 3/4 —1/2

Le lien avec la résolution des n systémes linéaires est clair si I’on remarque que les colonnes
de la matrices identité sont les B;. Les substitutions de lignes ci-dessus sont exactement les
opérations nécessaires a la résolution par la méthode du pivot d’un systéme A x X = B pour
un second membre quelconque. Effectuer ces opérations sur chacune des colonnes de la matrice
identité, c’est en fait résoudre simultanément les n systémes A x X = B;.
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Chapitre 4

Applications linéaires

4.1 Généralités

Rappelons qu’une fonction f : A — B est un procédé qui a chaque élément de ’ensemble de
départ A associe 0 ou 1 élément (on dit aussi "au plus un élément") de l’ensemble d’arrivée
B. L’ensemble de définition de la fonction f est le sous-ensemble de A constitué des éléments
qui ont 1 image par f. On peut penser par exemple & la fonction f: R — R qui a un nombre
x associe son inverse. Son ensemble de définition est Dy = R*. Une fonction f : A — B est
appelée application lorsque son ensemble de définition est A tout entier : Dy = A.

4.1.1 Définition

Définition 4.1.1 Soit (E,+,.) et (F, +,.) deux espaces vectoriels. On dit qu'une application
f: E — F est linéaire lorsque

Fla+b) = f(a) + F(b) et f(\a) = A f(2)

On note L(E, F') I'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Les applications linéaires sont aussi appelées "morphismes d’espace vectoriel". Comme pour
les sous-espaces vectoriels, on peut vérifier les deux propriétés de la définition en une fois :
une application f : E — F est linéaire si et seulement si pour tous réels A, u et tous x, y dans
E,ona

fz + py) = A f(@) + pf(y).

Une conséquence importante de cette définition est que 'image du vecteur nul de E par une
application linéaire f : ' — F' est toujours Op. En effet

f(0p) +0r = f(0p) = f(0g +0g) = f(0r) + f(Op),
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d’on, en ajoutant 'opposé de f(0g), 0 = f(0g) comme annoncé.

Remarque 4.1.2 Dans la définition, on a noté '+’ et "." les lois de compositions sur F et sur F.
[l faut prendre garde au fait que les ensembles E et F' contiennent des objets a priori différents, et
que les opérations sur ces objets différents n'ont a priori pas de rapport. Il est utile de se demander
de quelle loi il s’agit quand on lit la définition ci-dessus.

4.1.2 Exemples

i) On prend E = F = R munis de I’addition et de la multiplication externe (...) usuelles.
Si f: R — R est une application linéaire, alors pour tout z € R, on a

f(z) = f(x.1) = z.f(1).

Notant a = f(1), on voit que f : x — ax.

ii) Maintenant ' = F est I'espace vectoriel des vecteurs du plan. L’application f : R? —
R? définie par f(i#) = \.i est linéaire. Il s’agit de 'homothétie vectorielle de rapport \.
Si ¥ est un vecteur fixé non-nul, la translation de vecteur @, définie par f(@) = @47 n’est
pas linéaire : par exemple f (i1 +12) = U1 +1z+7 alors que f(uy)+ f(ta) = 1 +1iia+20.
On aurait aussi pu noter que f(0) = @ # 0.

iii) Soit A € M, ,(R) une matrice. L’application f : RP — R" définie par f(X) = A x X
est une application linéaire. En effet d’aprés la proposition et la remarque qui la
précéde, on a

f()\le—l—)\QXz) = Ax ()\1X1—|-)\2X2) = Ax (/\1X1)+AX ()\QXQ) = )\1f(X1)+)\2f(X2)

Dans le paragraphe [4.3] on verra que, dans des espaces de dimension finie, une appli-
cation linéaire est toujours de cette forme.

iv) Voici un exemple d’application linéaire qui sort du cadre des espaces vectoriels de
dimension finie. On note C°([0,1]) I'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1]
dans R. On sait qu’une telle fonction est intégrable sur [0, 1] et que

1 1 1
/o M (z) + pg(z)de = /\/0 f(z)dx + M/o g(x)dx.

Autrement dit, application ¢ : C°([0,1]) — R définie par

1
o(f) = /0 f(x)dz

est une application linéaire.

4.1.3 Somme et composition d’applications linéaires

Proposition 4.1.3 L'ensemble £(E, F') des applications linéaires de E dans F', muni de |'ad-
dition des fonctions et de la multiplication d'une fonction par un nombre, est un espace vectoriel.
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Preuve.— On va montrer que L£(F, F') est un sous-espace vectoriel de l'espace F(FE, F') des
application de E dans F' (voir l’exemple. D’abord on vérifie facilement que ’application
nulle f : E — F est linéaire, donc appartient a L(FE, F). Il reste & montrer que L(E, F') est
stable par combinaison linéaire : soit donc f; et fo deux applications linéaires et A1, Ao € R.
Pour z,y € E, on a

(Mfi+Xefo)(@+y) = Mfi(z +y) + Aafo(r +y)
= M fi(x) + A fi(y) + Aafa(z) + A2 fa(y)
= A f1(2) + A2 fo(z) + M fi(y) + A2 fo(y)
= (Mfi+ A2 f2) (@) + (A fi + X2 f2)(y)

De la méme maniére, pour a € R,

(Auf1 + Aafo)(ax) = A1 fi(ax) 4 A2 fo(ax)
= )\1af1 (.%') + )\gafg(x)
= a(Aifi + Xafo) ().

On peut aussi composer des applications linéaires :

Proposition 4.1.4 Soit F, F' et G trois espaces vectoriels. Soit f : E — Fetg: F - G
deux applications linéaires. Alors go f : E — G est une application linéaire.

Preuve.— Soit x1,x2 € E et A\, A3 € R. On a, en utilisant la linéarité de f

go f(Mz1+ Aaw2) = g(f(A1x1 + Aaz2)) = g(Mf(21) + Ao f(22)).

En utilisant maintenant la linéarité de g, on obtient

gof(Mzi+Aeze) = g(ALf(m1)+ A2 f(22) = Mg(f(21))+A2g(f(22)) = Aigof(x1)+A2go f(x2).

O

4.2 Noyau et Image

4.2.1 Injection, surjection, bijection

Les notions que ’on rappelle maintenant ne sont pas liées a la linéarité.

Définition 4.2.1 On dit qu'une application f : E — F est injective lorsque

flx)=fly) =z =y.
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Exemple 4.2.2 L'application f : R — R définie par f(z) = 2 n'est pas injective, puisque

—1) = f(1). Par contre I'application f : RT — R définie par f(x) = z2 est injective.
f( PP p ]

Définition 4.2.3 On dit qu'une application f : E — F' est surjective pour tout élément y
de F, il existe au moins un élément x de E tel que f(x) = y.

Exemple 4.2.4 L'application f : R — R définie par f(x) = 22 n'est pas surjective, puisqu'il
n'existe pas de réel = tel que f(x) = —1. Par contre |'application f : R — R définie par f(z) = 22
est surjective.

Définition 4.2.5 On dit qu'une application f : E — F est bijective lorsque pour tout
élément y de F, il existe exactement un élément = de E tel que f(z) = v.

Exemple 4.2.6 L'application f : R* — RT définie par f(x) = 22 est bijective, puisque pour
tout y € RT, il existe un unique x tel que f(z) =y : il s'agit de z = \/y.

Proposition 4.2.7 Une application f : E — F' est bijective si et seulement si elle est injective
et surjective.

Preuve.— Si f bijective, f est clairement surjective. Soit y € E et z = f(y). L’équation
f(x) = z a une seule solution, qui est y. Donc f(x) = f(y) entraine x = y et f est aussi
injective. Reciproquement, supposons f injective et surjective. Pour y € F', 'équation f(x) =y
a au moins une solution. Si elle en avait deux distinctes, disons x1 et z9, on aurait f(x1) =
f(x2) donc x1 = x9, ce qui est absurde. Donc f est bien bijective. O

Définition 4.2.8 Soit f : E — F une application bijective. L'application f~! : F — E qui
a y dans F associe 'unique = € E tel que f(x) = y est appelée bijection réciproque de f.

On est allé un peu vite : il faut justifier le fait que f~! est bien une bijection :

Proposition 4.2.9 Soit f : E — F une application bijective, et f~! : F — E sa bijection
réciproque.

i) f~1 est bijective, et sa bijection réciproque est f.

ii)Ona flof=1Iget foft=1Ip.
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Preuve.— On veut montrer que f~! : F — FE est bijective. D’abord f~! : F — FE est
surjective : pour x € F, notant y = f(z) € F, on a f~!(y) = 2. Au passage, on remarque que
f~Y(f(z)) = x, ce qui prouve la premiére partie de 4i). De plus f~! : F — E est injective : si
y1,y2 € F vérifient f~1(y1) = f~ (y2) = z, on a f(x) = y1 et f(z) = yo. Comme f est une
fonction, cela entraine y; = y». Enfin, puisque f~! : F — E est bijective, pour tout = € E,
I'équation f~1(y) = x d’inconnue y € F admet une unique solution. Comme f(x) convient,
on a ’équivalence
FUy) = 2 <=y = f(2),

ce qui montre que (f~!1)~! = f et termine la preuve de 4). La deuxiéme assertion de ii)
s’obtient & partir de la premiére en échangeant le role de f et f~1. O

Dans le cas des applications linéaires, on a un peu de vocabulaire spécifique :

Définition 4.2.10 Les applications linéaires bijectives de E dans F' sont appelés isomor-
phismes. Les applications linéaires de E dans E sont appelés endomorphismes. Les endomor-
phismes bijectifs sont appelés automorphismes.

Plutot que L(E, E), on note simplement £(FE) 'ensemble des endomorphisme de E.

4.2.2 Noyau d’une application linéaire

Définition 4.2.11 Soit f : F — F une application linéaire. Le sous-ensemble de F des
éléments dont |'image est Op est appelé noyau de f. On le note

Kerf={z € E, f(z)=0r}.

Proposition 4.2.12 Soit f : E — F une application linéaire. Le noyau de f est un sous-espace
vectoriel de E.

Preuve.— On a déja vu que f(0g) = Op, donc O € Ker f. De plus pour Aj, Ay € R et
x1, 9 € Ker f,

f()\l.’L'l + )\2332) = /\1.f(l'1) -+ )\Q.f(xQ) =A.0p + X.0p =0p,

ce qui prouve que Ker f est stable par combinaison linéaire. O
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Proposition 4.2.13 Une application linéaire f : £ — F est injective si et seulement si son
noyau ne contient que le vecteur nul de E.

Preuve.— Supposons f injective. Si € Ker f on a f(z) = 0p = f(0g), donc z = Og.
Réciproquement, supposons que Ker f = {0g}. Si f(z) = f(y),ona f(z—y) = f(z)— f(y) =
Og. Donc z —y € Ker f,ie. z =y. O

Exercice 4.2.14 Soit f : R* — R3 |'application linéaire définie par f(z,y,2) = (y+2,2+2,2—
y). Déterminer son noyau. L'application f est-elle injective ?

On a (z,y,2) € Ker f si et seulement si (z,y, z) est solution du systéme

y + 2z = 0
+ z =0
T — = 0.

T

En appliquant la méthode du pivot par exemple, on voit que ce systéme est de rang 2, et que
I'ensemble de ses solutions est ((—s, —s,s), s € R} = Vect((—1,—1,1)). Donc Ker f n'est pas
réduit au vecteur nul, et f n’est pas injective.

4.2.3 Image d’une application linéaire

Définition 4.2.15 Le sous-ensemble de I constitué des images par f des éléments de E est
appelé image de f. On le note

Im f ={f(x), x € E}.

Autrement dit Im f est pour une application linéaire ce que I'on note f(FE) pour une application
quelconque. Par définition donc, une application linéaire f : EF — F est surjective si et
seulement si Im f = F.

Proposition 4.2.16 Soit f : E — F' une application linéaire. L'image de f est un sous-espace
vectoriel de E.

Preuve.— On a d’abord O € Im f puisque f(0g) = Op. Enfin, si A;, A2 € Ret y1,y2 € Im f,
il existe x1 et z9 dans E tels que f(z1) = y1 et f(x2) = y2. Ainsi

Ay1 + Aoy = A f (1) + Ao f(x2) = f(\z1 + Naz2),

ce qui prouve que Im f est stable par combinaison linéaire. O
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Exercice 4.2.17 Soit f : R?* — R3 |'application linéaire définie par f(z,y,2) = (y+2,7+2,2—
y). Déterminer son image. L'application f est-elle surjective ?

Un vecteur (2,1, 2') € R3 est dans I'image de f si et seulement si il existe (z,v,2) € R? tel que
f(z,y,2) = (2/,y/, 2'), autrement dit si et seulement si le systéme

y + z = a,

x + z = y’?
x — Yy = 7.

admet au moins une solution. Par la méthode du pivot, c'est équivalent a I'existence de solutions

pour le systéme

=y,

= x,’

- 4 — y/ + o

+
Yy o+

[enIR IR\

Or ce systéme est compatible si et seulement si 2’ — ¢’ + 2/ = 0. Donc Im f = {(«/,y/, 7)) €
R3, 2/ —y' + 2/ = 0} # R3. L'application f n'est donc pas surjective. On peut donner une base
de Im f : ce sous-espace vectoriel est donné par le systéme a une équation 2/ — 3/ + 2/ = 0.
Comme |'équation est non-nulle, son rang est 1. La seule inconnue principale est 2/, et 3/, 2’ sont
les inconnues secondaires. Le systéme s'écrit donc

rd = s — t
y = s
2 = t.

L’ensemble des solutions est ((s — t, s,t), (s,t) € R*} = Vect((1,1,0), (—1,0,1)).

4.2.4 Applications linéaires bijectives
Voici une particularité des applications bijectives qui sont linéaires :

Proposition 4.2.18 Soit f : E — F une application linéaire. Si f est bijective, alors son
application réciproque f~1' : F — E est aussi linéaire.

Preuve.— Soit y1,92 € F et a1, a0 € R. Soit aussi #1 = f~ (1) et 22 = f~'(32). On a
flaamr + agwa) = ay f(z1) + o f(2) = a1yr + azye.

Donc
F a1y + agya) = arzy + agze = a1 f T (y1) + aaf " Hw),

ce qui démontre la linéarité de f1. O

La proposition suivante, un peu technique, donne un caractérisation de 'injectivité et de la
surjectivité d’une application linéaire f en termes de 'image d’une base par f. On retiendra
en particulier qu’il ne peut pas y avoir d’application linéaire bijective entre deux espaces de
dimension finie différentes, et qu’une application linéaire est bijective si et seulement si elle
transforme toute base de ’espace de départ en une base de ’espace d’arrivée :
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Proposition 4.2.19 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F' un espace vectoriel
quelconque. Soit By une base de F et f € L(E, F) une application linéaire.

i) f est injective si et seulement si f(Bg) est une famille libre de F'; en particulier, si f est
injective on a dim F < dim F.

ii) f est surjective si et seulement si f(Bg) est une famille génératrice de F'; en particulier,
si f est surjective on a dim F' < dim E.

iii) f est bijective si et seulement si f(Bg) est une base de F'; en particulier si f est bijective
onadimFE =dimF.

Preuve.— On note Bg = (u1,ug, ..., up), de sorte que f(Bg) = (f(u1), f(u2),..., f(up)).

i) Supposons f injective. Soit g, ag,. .., a;, des réels tels que

arf(ur) + -+ +apf(up) = OF.

Par linéarité, on a f(oqus + -+ + apup) = Op, ie cquy + - - + apu, € Ker f. Puisque f est
injective, cela entraine aquy +- - -+ apu, = O, et puisque (u1,ug, ..., up) est une famille libre,
a; =g =---=ap =0. Donc (f(w), f(u2),..., f(up)) est une famille libre.

Réciproquement, supposons que (f(u1), f(uz), ..., f(up)) est une famille libre. Pour u € Ker f,
on peut écrire u = ajui + - - - + apuy, ol les o sont les coordonnées de u dans la base Bg.
Mais alors

Op = f(u) = flarur + - -+ opup) = o fur) + -+ apfup),

donc oy = ag = -+ = a = 0 et u = Og. Le noyau de f ne contient donc que Og et f est
injective.

Pour f injective, I'inégalité dim £ < dim F' provient du lemme : le nombre d’éléments
de la famille libre f(Bg) est dim E, et il est nécessairement inférieur au nombre d’éléments
d’une base de F', c’est-a dire dim F'.

i1) Supposons f surjective. Soit y € F = Im f. Il existe u € F tel que y = f(u). Comme Bg
est une base de E, on peut écrire u = aquy + - - - + apuyp, ol les a; sont les coordonnées de u
dans la base Bg. Mais alors

y=[f(u) = floaur + -+ apup) = ar f(ur) + -+ apf(up),
donc f(Bpg) engendre bien F.
Réciproquement, si f(Bg) engendre F, tout y € F' peut s’écrire
y=ayf(ur) +-- +apflup) = floaur + -+ + opup),
c’est & dire comme un élément de Im f. Donc F = Im f et f est surjective.

Pour f surjective, 'inégalité dim £ > dim F' provient elle aussi du lemme : le nombre
d’éléments de la famille génératrice f(Bg) est dim E, et il est nécessairement supérieur au
nombre d’éléments d’une base de F', c’est-a dire dim F'.

it1) découle directement de i) et ii). O
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4.2.5 Le théoréme du rang

Définition 4.2.20 Soit f € L(E, F'). On appelle rang de f la dimension de Im f, et on note

rang(f) = dimIm f.

Proposition 4.2.21 Soit FE un espace vectoriel de dimension finie, et f € L(E, F). On a

dim F = dim Ker f + dim Im f.

Preuve.— On utilise le théoréme de la base incompléte (cf. la proposition [2.6.11)). Soit K =
(ui,...,ur) une base de Ker f. Comme FE est de dimension finie - appelons la n, on peut
completer K en une famille B = (uqg, ..., ug, Ugs1,- .., U,) qui est une base de E.

Siwv e Imf, il existe u € E tel que v = f(u). Puisque B est une base de E, on peut écrire
u=aoqul + -+ ogpup + Qpp1Up41 oo+ Qplly.
Ainsi, tout élément v de Im f peut s’écrire

v = flaqur + -+ apup + Qg p1upr + -+ i)
= a1 f(ups1) + -+ an fun),

puisque f(u;) = 0 pour j € {1,...,k}. Donc la famille (f(ugy1),..., f(un)) est une famille
génératrice de Im f.

Montrons que c’est une famille libre de F' : supposons que
0p = apr f(ups1) + -+ + anflun).

Alors f(agug + -+ + agr1ugs+1) = Op, donc agug + - -+ + agriugr1 € Ker f. Puisque K est
une base de Ker f, cela signifie qu’il existe a1, ..., a; € R tels que

apup + -+ QU1 = aqur + -+ agug,

ou encore
ajuy + - U — 0gUE — - — Qg1 Ug+1 = Op.
Comme B = (ui,..., Uk, Ukt1,- - ., Upy) est une base de E, tous les coefficients de cette combi-

naison linéaire sont nuls, en particulier agy1,..., Q.

En conclusion, la famille (f(ug+1), ..., f(uy)) est une base de Im f, qui est donc un sous-espace
vectoriel de F' de dimension n — k, ot k est la dimension de Ker f. On a donc bien

dimKer f +dimIm f =k+ (n— k) =n=dimE.

Voici une des conséquences trés utiles de cette proposition :
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Corollaire 4.2.22 Soit f € L(E, F) avec E et F dimension finie. Si dim F = dim F', on a
I'équivalence
f bijective < f surjective < f injective.

Preuve.— Supposons [ injective. On a Ker f = {0g}, donc dimKer f = 0, et, d’apreés le
théoréme du rang, dimIm f = dim £ = dim F. Comme Im f C F, cela entraine Im f = FE,
donc f est surjective, et bijective.

Supposons maintenant f surjective. On a Im f = F, donc dimIm f = dim F, et le théoréme
du rang donne dim Ker f = 0. Ainsi Ker f = {Og} et f est injective, donc aussi bijective. O

On a aussi le

Corollaire 4.2.23 Soit f € L(FE, F) avec E et F dimension finie. Si dim £ > dim F, f ne
peut pas étre injective. De méme si dim ¥ < dim F', f ne peut pas étre surjective.

Preuve.— Comme dim F' > dim Im f, si dim £ > dim F', le théoréme du rang donne dim Ker f =
dim F—dim Im f > 0, donc f n’est pas injective. Supposons dim E' < dim F', comme dim Ker f >
0, le théoréme du rang dit que dimIm f < dim F, donc dimIm f < dim F', et f n’est pas sur-
jective. O

Exemple 4.2.24 Soit f : R"[X] — R"[X] définie par f(P) = AP + P' avec A # 0. On veut
montrer que f est un isomorphisme sur R"[X]. D'aprés ce qui précéde, il suffit de montrer que
Ker f = {0}. Or f(P) = 0 si et seulement si P = Ce™**, ce qui, dans R,,[X], entraine C' = 0. Il
est au moins aussi intéressant de considérer le cas A = 0 (exercice!).

4.3 Matrices d’une application linéaire

4.3.1 Définition

Dans ce paragraphe, on considére deux espaces vectoriels F et F' de dimension finie, res-
pectivement p et m. On choisit une base Br = (u1,u2,...,u,) de E, et une base Bp =
(v1,v2,...,v,) de F. On commence par la

Proposition 4.3.1 Soit f € L(F, F') une application linéaire. La donnée de I'image par f des
vecteurs de la base Bp détermine entiérement I'application f.

Preuve.—Il s’agit de montrer que si 'on connait I'image par f des vecteurs de la base Bg,
alors on peut déterminer I'image par f de n’importe quel vecteur x de E. Or pour « € E, on
peut écrire, de maniére unique,

T =2x1U1 + -+ TpUyp.
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Donc, par linéarité de f,

fx) = flriur + -+ xpup) =z f(wr) + - + 2pf(up),

et 'on voit que f(z) est parfaitement connu a partir des coordonnées de = dans la base Bg. O

Bien entendu, les vecteurs f(uq),...

, f(up) sont eux parfaitement déterminés par la donnée

de leurs coordonnées dans la base Bp. Autrement dit, la donnée du tableau & n lignes et p

colonnes constituées des coordonnées des f(u;) dans la base (v, vo,. ..

entiérement ’application linéaire f. Cela conduit a la

,Up) de F' determine

images par f des vecteurs de By dans la base Br. On la note

avec, pour j € {1,...,p},

n
f(uj) = a1 jv1 +agjve + -+ + apnjv, = E a;
i=1

Définition 4.3.2 Soit f € L(E, F') une application linéaire. On appelle matrice de f dans
les bases Bg et Bp la matrice A € M, ,,(R) dont les p colonnes sont les coordonnées des

flur)  f(uo) £ (up)
ai1 ai,2 aip U1
A= MatBFeBE(f) = a1 a2 azp U2
an,1 Qn, 2 “. Qn.p Un

,jVi-

Exemple 4.3.3 On considére |'espace vectoriel R™, et B = (eq, €2, .

.., €ep) une base quelconque

de R™. La matrice de I'homothétie h) : R™ — R"™ de rapport A dans les bases B et B est

ha(er) ha(ez) ha(en)
A 0 0
Hy) = Matg.p(hy) = 0 A
: B 0
0 0 A

Exemple 4.3.4 On note fy : R?> — R? la rotation d'angle 6 dans R?

€1
€n
, définie par

fo(z,y) = (xcosh — ysinb, xsinf + y cos h).

La matrice de f; dans la base canonique B de R? est donc

cosf sinf
A = Matgp(fg) = <_ sinf cos 9) )
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Exemple 4.3.5 On note fy : R3 — R3 la rotation d’axe (0,0,1) et d'angle 6 dans R?, définie
par
fo(x,y,2) = (xcost — ysinf, zsinf + ycosb, z).

La matrice de fy dans la base canonique B de R? est donc
cosf sinf O
A =Matgp(fg) = | —sinf cosf 0
0 0 1

Exemple 4.3.6 On considére |'espace vectoriel R,,[X] des polyndmes de degré inférieur ou égal
a n. La famille B = (1, X, X2,..., X") est une base de R,,[X]. Soit alors ¢ : R,[X] — R,[X]
I'application qui a un polynéme P € R, [X] associe son polyndme dérivée P’. L'application ¢ est
linéaire, et (1) =0, p(X) =1, ..., p(X™) =nX""!. La matrice de ¢ dans les bases B et 3 est

donc
(1) o(X) ©(X?) ... (X"
0 1 0 0 1
0 0 2 0 X
A = Matpp(p) = :
0 0 0 n xn—1
0 0 0 0 X"

Remarque 4.3.7 La matrice d'une application linéaire dans des bases Bgr et Br dépend en
général des bases B et Bp. Comme on I'a vu plus haut, ce n'est cependant pas le cas pour les
homothéties, et donc en particulier pour I'application identité (qu'on peut écrire hy avec A = 1).

4.3.2 Liens entre une application linéaire et sa matrice dans des bases
données

Soyons plus précis : on a vu que "la donnée du tableau a n lignes et p colonnes constituées des
coordonnées des f(u;) dans la base (v1,vg,...,v,) de F' détermine entiérement I’application
linéaire f ", mais comment ?

Proposition 4.3.8 Soit f € L(E, F') une application linéaire. La matrice A € M,, ,(R) est

la matrice de f dans les bases By et Bp, si et seulement si pour tout z € E, de coordonnées
x1 2

X = | : | dans la base Bg, les coordonnées Y = | : | de son image y = f(x) dans la base

a:p Yn
Br vérifient Y = A x X.

Preuve.— Supposons que A soit la matrice de f dans les bases Bg et Bp. Par hypothése, on
P
aX= ijuj. Donc, par linéarité de f,
j=1

n n p

FX) = aifluy) = ;Y aijui=Y (
i=1 : : j

ai ;) vi,
j=1 i=1 i=1 1
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ot les a; j sont les coefficients de la matrice A. Autrement dit, la coordonnée de f(X) selon le
P

vecteur v; est Z a; jx; c’est & dire la i-ieme ligne de A x X.

j=1
Réciproquement si les coordonnées Y de f(X) sont données par Y = A x X pour tout X € E,
c’est le cas pour les vecteurs de Bg. Or les coordonnées X; de u; dans la base Bg sont

0
: at,j
X;=11], desorte que A x X; = © |- Cela prouve que la j-iéme colonne de A est bien
. an?]
0
constituée des coordonnées de f(u;) dans la base Br, et donc que A = Matg,« 5, (f). O

Remarque 4.3.9 On a déja parlé de I'application linéaire associée a une matrice A € M, ,(R)
donnée. Il est maintenant clair qu'il s'agit de I'application linéaire f de R™ dans RP? dont la matrice
dans les bases canoniques de R™ et R? est A.

Proposition 4.3.10 Soit f : E — F une application linéaire, et A = Matg,.5,(f) sa
matrice dans By et Br. Le rang de f est le rang du systéme linéaire associé a la matrice A.

Preuve.— Siy € Im f, il existe x = aqug + - - + opuyp tel que y = f(z) = oy f(ur) +--- +
apf(up). Donc f(Bg) = (f(u1),... f(up)) est une famille génératrice de Im f. Trouver le rang
de f, c’est trouver le nombre d’éléments d’une base de Im f. Or on sait construire une base
d’un espace vectoriel quand on dispose d’une famille génératrice (voir la section :on
doit échelonner le systéme obtenu en écrivant coordonnée par coordonnée 1’équation

z1f(ur) + zof(uz) + ... xpf(up) = 0.

Il s’agit bien du systéme associé a la matrice A si I'on prend les coordonnées des f(u;) dans
la base Br. O

Remarque 4.3.11 Dans la pratique, pour calculer le rang d'une application linéaire f, on ap-
plique I'algorithme du pivot & une matrice A représentant f. Le rang est alors le nombre de lignes
non-nulles de la matrice échelonnée obtenue.

Remarque 4.3.12 On vient de prouver un point important. Le rang d'un systéme linéaire a été
défini (cf. la définition comme le nombre de lignes non-nulles du systéme échelonné obtenue
en appliquant I'algorithme du pivot au sytéme en question. Obtiendrait-on le méme rang si l'on
utilisait un autre procédé pour trouver un systéme échelonné équivalent au premier? La réponse
est oui : ce que I'on calcule, c'est la dimension de I'image de I'application linéaire f associée au
systéme, et ce nombre ne dépend pas de la méthode utilisée pour le calculer.

Proposition 4.3.13 Soit E, F' et G des espaces vectoriels de dimension finie, et deux appli-
cations linéaires f : E — F et g : FF — (. Soit aussi Bg, Br et Bg des bases respectives de
E, FetG, et

A =Matp,«py(f), B=Matg,n,(9)
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Alors la matrice C de I'application linéaire go f : E — G dans les bases Bg et Bg est donnée
par le produit B x A :

C = Matp, By (gof)= Matg, B, (g) x Matg,.« B, (f) =B x A.

Preuve.— D’aprés la proposition précédente, il suffit de prouver que pour tout z € E, de
coordonnées X dans la base Bg, le vecteur Z des coordonnées de g o f(X) dans la base Bg
est donné par (B x A) x X. Or f(z) a pour coordonnées A x X dans la base Br, et g(f(z)) a
pour coordonnées B x (A x X) dans la base Bg. La proposition découle donc simplement de
lassociativité du produit de matrices B x (A x X) = (B x A) x X. O

Exemple 4.3.14 Soit f5 : R? — R2? et fp : R> — R? les rotations d'angle 0 et #’ respectivement.
La matrice de fj o f; dans la base canonique est

cosf sinf o [ o8 9 siné
—sinf cosf —sin#® cosf’
[ cosfcos® —sinfsinb’ cos@sin @’ + sin 6 cos @’
" \—sinfcos® —cosfhsind —sinfsind + cosb cosd’

—sin(0+0") cos(0 +6)
Donc fy o fj est la rotation d'angle 6 + ¢'.

_ < cos(0+6') sin(0 + 9’)>

Proposition 4.3.15 Soit F et F' de dimension finie, respectivement p et n. Soit f € L(E, F)
une application linéaire, et A € M,, ,(R) la matrice de f dans les bases B de E et By de F.
L'application f est bijective si et seulement si la matrice A est une matrice carrée inversible.
Dans ce cas

Matg, By (f_l) = AN

Preuve.— Supposons f bijective. D’apreés le point i) de la proposition onadimFE =
dim F, et A = Matg, g, (f) est une matrice carrée de M,,(R). Notons B = Matg, 5, (f ).
La matrice de fo f~! : F — F dans les bases Bp et Br est B x A. Comme f o f~! est
I’application identité, on a B x A = I. De la méme maniére on obtient A x B = I, donc A est
inversible et A~! = B = Matg,. 5,(f}).

Réciproquement, supposons la matrice carrée A = Matg,. g, (f) inversible, d’inverse AL
On note ¢g : F — E Dapplication linéaire dont la matrice dans les bases Br et Bp est A~L.
Pour z € E, notant X € M,, 1(R) le vecteur colonne des coordonnées de = dans la base Bg,
on sait que les coordonnées Y de g o f(x) dans la base By sont données par

Y = (Matg,. 5,(9) x Matg,. 5, (f) x X = A" x Ax X,
donc g o f(x) = x pour tout z, ou encore g o f = Ig. On montre de la méme maniére que
fog=1Ip, et donc que f est bijective. O

Exercice 4.3.16 Soit a € R et f : R? — R? |'application linéaire définie par f(z,y) = (z +
2y, 2z + ay). L'application f est-elle bijective ? Si oui donner f~1.
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4.4 Projections et symétries vectorielles

On examine en détail deux types d’applications linéaires qui jouent un roéle important. Comme
leur nom l'indique, il est utile d’avoir en téte ’exemple des projections et symétries du plan
ou de l’espace.

4.4.1 Projections

Définition algébrique

Définition 4.4.1 Soit (E,+,.) un espace vectoriel. On dit qu'un endomorphisme p € L(E)
est une projection lorsque p o p = p.

1 0
0 0
dans la base canonique de R?. D'aprés la proposition [4.3.13] la matrice de f o f est

a3 06 9= (2 9=

Donc fo f = f, et f est une projection.

Exemple 4.4.2 Soit A = ( ) et f: R? — R? I'application linéaire dont A est la matrice

Exemple 4.4.3 Soit p € L(FE, E) une projection. On a
(I-p)oI—p)=Io(—p)—po(I—p)=Icl—Top—pol+pop=1I-p.

Donc I — p est aussi une projection.

Proposition 4.4.4 Si p € L(E) est une projection, alors Kerp et Im p sont des sous-espaces
vectoriels supplémentaire de FE :
E =Kerp & Imp.

De plus la restriction de p & Kerp est I'application nulle, et celle de p & Im p est |'application
identité.

Preuve.— Soit y € KerpNImp. Comme y € Imp, il existe x € E tel que p(z) = y. Comme

pop=pon aaussi p(y) = p(p(x)) = p(x) =y. Or p(y) = 0 puisque y € Kerp. Donc y = 0g
et KerpNImp = {Og}. La dimension du sous-espace vectoriel Kerp 4+ Imp de E est donné
par la formule de la dimension (cf. la proposition [2.7.9) :

dim(Ker p + Im p) = dim Ker p + dim Im p — dim Ker p N Im p = dim Ker p + dim Im p.
Enfin le théoréme du rang dit que
dimKerp + dimImp = dim F,

et donc que E = Kerp @ Imp. Enfin si x € Kerp on a p(z) =0 et si z € Imp, il existe u € E
tel que = p(u). Mais alors p(z) = pop(u) = p(u) = x. O

Notes de cours, printemps 2018, Version 1.03 Guy Henniart - Thierry Ramond



CHAPITRE 4. APPLICATIONS LINEAIRES 62

Définition géométrique

Eq

r=2x1+ T2

p(z) = 29 Es By

FIGURE 4.1 — Projections vectorielles dans le plan et dans ’espace

Soit p € L(FE) une projection. La proposition 4.4.11|dit que F = Ker p @ Im p, c’est-a dire que
tout vecteur x € E s’écrit de maniére unique x = u + v avec u € Kerp et v € Imp. On dit
que u est la composante de z sur Kerp et que v est la composante de x sur Im p.

Avec ces notations, on a p(z) = p(u) + p(v) = p(v). De plus, comme v € Im p, il existe w € E
tel que v = p(w), donc

Finalement, on a donc
x=u+uv,u€ Kerp,v € Imp = p(x) =wv.

Cette remarque va nous permettre d’interpréter géométriquement la notion de projection :

Proposition 4.4.5 Soit E; et F5 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de |'espace
vectoriel E. Soit p : E — FE ['application qui a z € E associe sa composante sur Fo. Alors p
est une projection ; son image est F5 et son noyau est F1. On dit que p est la projection sur Fs
dans la direction de Ej.

Preuve.— On montre d’abord que p est linéaire. Soit x € ' et A € R. On note z1 et zo les
composantes de x dans Fj et Es respectivement, de sorte que x = 1 + x9 et p(z) = x2. Alors
AL = Ax1 4+ Axo, avec Ax1 € E et Axo € Es puisque Fy et Fs sont des sous-espaces vectoriels.
Donc

p(Ax) = Azg = Ap(x).

Soit aussi y € F, de composantes y; et yo dans F et Es respectivement. De la méme maniére
on a

p(z+y) =p((z1 +22) + (11 + y2)) = p((x1 +y1) + (22 + y2)) = T2 + y2 = p(z) + p(Y),
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puisque z1 +y1 € Fy et 9 + y2 € FEo.

On calcule maintenant p?. Soit « € F, de composantes z et x5 dans F; et Fy respectivement.
On a

p*(x) = p(p(x)) = p(p(z1 + 22)) = p(w2) = p(0 + 22) = z2 = p(x).

Donc p est bien une projection, de noyau Fq et d’image FEs. O

Dans le cas ou FE est I'ensemble des vecteurs du plan, et E;, FEs deux droites vectorielles
distinctes, comme dans le cas ou E est 'ensemble des vecteurs de l'espace, E1 une droite et
FE5 un plan ne contenant pas E1, la projection sur Fo dans la direction de E7 est bien ce que
I’on pense, comme lillustre la figure

Matrice d’une projection

Si A est la matrice d’une projection p dans des bases données, on a A2 = A x A = A, puisque
que A X A est la matrice dans les mémes bases de p o p = p. On peut choisir les bases de
maniére & ce que la matrice de p dans celles-ci soit trés simple. Pour le voir, on doit commencer
par la

Proposition 4.4.6 Soit E; et Ey deux sous-espaces vectoriels de F, et By = (ug,...ux),
Ba = (v1,...,vg,) des bases de E; et E respectivement. Si E' = E @ Ey, alors B = B |J B2 =
(u1,...ug,v1,...,0,) est une base de E.

Preuve.— Soit x € E = F1 @ F». 1l existe 1 € Eq et x9 € Es tel que x = x1 + x2. Comme
Bi est une base de Ej, il existe aq,...,a, tels que 1 = aqug + - -+ + ag, &, . De méme, il
existe S, ..., Bk, tels que x2 = B1v1 + - - - + Br, Vk,. Donc

T =1+ T2 = 0quy + -+ T, + Brvr + -+ Pryvo,
ce qui montre que B est une famille génératrice de FE.
Supposons maintenant que ajuy + - - + ag, g, + B1v1 + -+ + Pr, vk, = 0. Alors
E1 3 ajuy + -+ oy gy = —(B1v1 + -0+ Bryti,) € Ea.
Puisque l'intersection de E; et Es est réduite & (Og), on obtient
Uy + -t gy Ty = Pror + -+ By vk, = 0.

Comme (uy, ... uy) d'une part et (vy,...vg,) d’autre part sont des familles libres, cela entraine
ap=--=ap =p1 == Pr, =0. Donc B est une famille libre. O

Soit donc p : E' — E une projection, By = (u1,...,u, ) une base de Imp et By = (v1,...,vg,)
une base de Ker p. D’aprés ce qui précéde, B = B1 N Bs est une base de £. Notant A la matrice
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de p dans les bases B et B, puisque p(u;) = u; et p(vj) =0, on a

p(ur) ... plug) | p(v1) .. p(ok,)
1 .. 0 0 .. 0 Uy
A = Matg.p(p) = 0 e 1 0 ces 0 Uk,
0 e 0 0 . 0 U1
0 e 0 0 . 0 Vo

On pourra rapprocher ce résultat de ’exemple

4.4.2 Symétries

Définition algébrique

Définition 4.4.7 Soit (E,+,.) un espace vectoriel. On dit qu'un endomorphisme s € L(E)
est une symétrie lorsque sos = 1.

On notera qu’'une symétrie est une application linéaire bijective, qui est sa propre inverse.

1 0
0 -1
dans la base canonique de R%. La matrice de s o s est

o=y 40 %)= Y-

Donc sos =1, et s est une symétrie.

Exemple 4.4.8 Soit A = ( > et s : RZ2 — R? I'application linéaire dont A est la matrice

Exemple 4.4.9 Soit (F(R,R), +,.) I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. A une fonction
f € F on associe la fonction s(f) définie par

s(f):x— f(—x).
Il est simple de voir que s : F — F est linéaire. De plus on a s o s(f)(x) = s(s(f))(x) =

s(f)(—z) = f(x), donc sos =1 et s est une symétrie.

Proposition 4.4.10 Soit p € L(FE) une projection. L'application s = I — 2p est une symétrie.

Preuve.— On calcule so s :

(I —2p)o(I—2p)=To(l—2p)—2po(I—2p)=Tol—2lop—2pol—+4pop=1.
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Donc s = I — 2p est une symétrie. O

Puisque s est une bijection, on a Kers = {Og} et Ims = FE, donc en particulier encore
E = Ker s @ Im s, mais cette égalité est sans intérét pour une symétrie. Par contre on a aussi
la

Proposition 4.4.11 Si s € L(E) est une symétrie, alors Ker(s + I) et Ker(s — I) sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires de F :

E =Ker(s+ 1) ® Ker(s —I).

Preuve.— Soit p = 3(I — 5). On a

pop= %(I—s)o%([—s) :%(I—S)O(I—S) :%(I—Ios—sof—l—sos) = 3(21—23) =p,
donc p est une projection, et
E =Kerp® Imp.

Siy € Imp, il existe x € E tel que y = p(z) = %(a: — s(x)), donc

1 1 1 1
) +y = 3 (s(2) — s(s(2))) + 5 (2 — 5(2)) = £ (s(x) — 2)) + & (x — s(x)) = O,
ce qui montre que Imp C Ker(s + I). Réciproquement, si y € Ker(s + I), on a —y = s(y) et
1 1
p(y) =5y —sy) =5 +y) =y,
donc y € Imp. On a prouvé que Imp = Ker(s + I) et puisque Kerp = Ker(s — I), on a bien
la relation E = Ker(s + I) ® Ker(s — I). O

Exemple 4.4.12 On reprend I'exemple On a vu que l'application s : F — F définie par
s(f) : ¢ — f(—x) est une symétrie. Une fonction f € F appartient a Ker(s + I) si et seulement
si pour tout z € R, on a (s(f) + f)(z) = f(—z) + f(z) = 0. Autrement dit Ker(s + I) est
le sous-espace des fonction impaires. De la méme maniére, f € Ker(s — I) si et seulement si
(s(f) = f)(x) = f(—z) — f(z) = 0, donc Ker(s — I) est le sous-espace des fonctions paires.
Dans ce cas, la proposition précédente dit donc que toute fonction de R dans R s’écrit de maniére
unique comme somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire.

Définition géométrique

Soit s : E — E une symétrie, et © € E. On peut écrire x = x1 + x9 avec x1 € Ker(s — I) et
x9 € Ker(s + I), de sorte que s(z) = s(x1 + x2) = s(x1) + s(x2) = 1 — x9.

Proposition 4.4.13 Soit E; et Ey deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de |'espace
vectoriel E. Soit s : E — E |'application qui & x € F associe 1 — z2 ol x1 et xo sont définis
par x = x1 + a9 avec 1 € E7 et x5 € 5. Alors s est une symétrie. On dit que s est la symétrie
par rapport & E5 dans la direction de Fj.
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Es

T =x1+ T2 B,

T =121+ T2
Z2

15
s(x) = 1 — x9

s(z) =21 — x2

FIGURE 4.2 — Symétries vectorielles dans le plan et dans I'espace

Preuve.— Soit © € E et x1 € Eq, 19 € E tels que x = 1 + 22. On a s(x) = x1 — x9 =
x1 + (—x2), avec x1 € E1, —x9 € E3. Donc

s(s(x)) = s(x1 — x2) = s(x1 + (—22)) = 21 — (—22) = 21 + T2 = 2,
donc sos=1. O

Dans le cas ou FE est I'ensemble des vecteurs du plan, et E;, Fs deux droites vectorielles
distinctes, comme dans le cas ol F est I’ensemble des vecteurs de ’espace, E1 un plan et Fo
une droite qui n’est pas contenue dans F1, la symétrie par rapport & F; dans la direction de
E5 est bien ce que l'on pense, comme l'illustre la figure [4.2]

Matrice d’une symétrie

Si A est la matrice d’une symétrie s dans des bases données, on a A2 = A x A = I, puisque
que A x A est la matrice dans les mémes bases de s o s = I. Pour une symétrie aussi, on peut
trouver des bases dans lesquelles la matrice de A est trés simple.

Soit E1 et Es deux sous-espaces supplémentaires de E, et s : E — E la symétrie par rapport a
E; dans la direction de Fs. Soit aussi By = (uy, ..., uk, ) une base de E; et By = (v1,...,Uk,)
une base de E5. On sait que B = B N By est une base de E. Notant A la matrice de s dans
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les bases B et B, puisque s(u;) = u; et s(v;) = —vj, on a
s(ur) ... s(ug,) | s(vr) ... s(ug,)
1 0 0 0 Ul
A = Matg,g(s) = 0 . 1 0 . 0 Ufey
0 0 -1 ... 0 U1
0 ... 0 | 0 .. -1)u

La encore, on pourra rapprocher ce résultat de ’exemple [£.4.8]

4.5 Changement de base

La matrice d’'une application linéaire f donnée dépend en général des bases dans lesquelles
on la définit. On s’intéresse dans cette section aux relations entre les matrices de f dans des
bases différentes.

4.5.1 Matrice de passage d’une base dans une autre

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit B = (u1,ug, ..., uy,) une base de E, et B =
(uf,uh, ..., u)) une "nouvelle base" de E. En général, les vecteurs de B’ = (u],ub,...,ul)
sont donnés par leurs coordonnées dans "’ancienne base" B, et il est naturel et trés simple de
former la matrice P des coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B’ dans ’ancienne base

B :

/ / /

uy Uy ... Uy,
P11 P12 Pin\ U1
P = P21 P22 DP2.n | U2
Pn,1 Pn,2 Pnn | Un

Cette matrice a un nom, pour 'instant un peu troublant :

Définition 4.5.1 La matrice P des coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B’ dans
I'ancienne base B est appelée matrice de passage de B a B’. On la note Pg .

Attention! a l'ordre des bases dans cette définition. Pg s est la matrice dont les colonnes
sont les coordonnées dans la base B des vecteurs de la base B’.

Exemple 4.5.2 Soit B = (ey,e2) la base canonique de R? et ¢) = (1,—1), ¢ = (0,2). Les
vecteurs €} et e}, ne sont pas colinéaires, donc B’ = (e}, ¢}) est une base de R?. La matrice de
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passage de B a B est la matrice

/ /
€1 €

PB,B’ = 1 0 €1
-1 2 €9

Proposition 4.5.3 Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*. Soit B = (u1,u, ..., uy)

et B/ = (u},ul, ..., u),) deux bases de E. La matrice de de passage de B dans B’ est la matrice
de I'application identité de F dans les bases B’ et B. Autrement dit

Pgp = Mat3<_lg/(1>.

Preuve.— Il suffit de remarquer que

up = I(uy) wy=1I(uy) ..y =1(up)
b1 b1,2 Pin ui
PB7B/ = p?,l p2,2 p?,n “’2 = MatB%B/ (I)
Pn,1 Pn,2 Pn,n Unp,

O
Remarque 4.5.4 Une matrice de passage est toujours inversible, puisque |'application linéaire

identité I'est (cf. la proposition [4.3.15)).

De la définition ci-dessus découle I'importante

Proposition 4.5.5 Une matrice P € M,,(R) est la matrice de passage de la base B a la base

1
B’ si et seulement si, pour tout vecteur x € F, ses coordonnées X = dans la base B et

Tn
/
1

X = dans la base B’ vérifent X = P x X'.

Preuve.— Supposons que X = PX’ pour tout vecteur z € E. C’est en particulier le cas pour

tous les vecteurs uf,. .., u;, de la base B’. Les coordonnées du vecteur u) dans la base B’ sont
0 0
1

, ol le 1 figure sur la k-iéme ligne. Or P x | 1 | est la k-iéme colonne de P. Donc cette
0 0
colonne est bien constituée des coordonnées de uj,c dans la base B.
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Réciproquement supposons que P = Pg . Il suffit de vérifier la proposition pour les vecteurs

de la base B’. Le résultat pour les autres vecteurs en découlera par linéarité. Les coordonnées
0

du vecteur uj, dans la base B’ sont | 1 |, ou le 1 figure sur la k-iéme ligne. On calcule donc

0
P1k
) pZ)k . . L
Pgp x 1| = . , ce qui est bien, par définition de Pgp/, le vecteur colonne des
: Pn K
0

coordonnées de uf,f dans la base B.

O

Exemple 4.5.6 On reprend les vecteurs de I'exemple : B = (e1,e2) la base canonique de
R? et B’ = (€}, ¢eh) avec ¢} = (1,—-1), €y = (0,2). Si x = (1,72) € R?, on a z = w1e1 + 7262

et v = xfe| + zhel avec
r1\ (1 0\ /(2]
za)  \-1 2)\ab)”

r1.e1 + x0.69 = (L) + 0.25)er + (—1.2) + 2.25)es = 2/.(e1 — e2) + xh.(2e2) = €| + xhel.

On vérifie en effet que

Proposition 4.5.7 Si P est la matrice de passage de B a B, alors P~! est la matrice de
passage de B’ a B.

Preuve.— Soit z € FE, X le vecteur colonne des coordonnées de x dans B et X’ celui des
coordonnées de x dans B’. D’aprés la proposition W on a X = Pg X', donc compte tenu
de la remarque X" = (Pgp)"1X. Donc, d’aprés la proposition Ps = (Pgp) L.
O

4.5.2 Matrices semblables

Proposition 4.5.8 Soit f € L(E,F), et A la matrice de f dans les bases Bg et Bp. Soit
aussi BY; et B des nouvelles bases de E et F respectivement. Alors la matrice A’ de f dans les
bases B, et B est donnée par

A, = (PBF,B%)_I X A X PBE:B;E
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On notera que cette relation s’écrit

Matg: g, (f) = (P,,) " X Matg, 5, (f) X Ps,.5,

ou encore

Matp g, (f) = Matg, . g, (I) X Matg, 5, (f) x Matg, g, (I).

T
Preuve.— Soit x un vecteur de E, de coordonnées X = dans la base Bg et de

Tn
1
coordonnées X’ = | | danslabase By. Ona X = Pg, 5 X', donc AxX = Ax Py, g x X'
7,
est le vecteur colonne des coordonnées de f(x) dans la base Br. On obtient les coordonnées
de ce vecteur dans la base B en le multipliant par Pgr pp = (PBF,B%)_l- O

Corollaire 4.5.9 Soit f € L(E) un endomorphisme, et A la matrice de f dans la base B. Soit
aussi B’ une nouvelle base de E. Alors la matrice A’ de f dans la base B’ vérifie

A= P AP,

ol P = Pgp est la matrice de passage de B a B'.

Définition 4.5.10 On dit que deux matrices A et B sont semblables lorsqu'il existe une
matrice inversible P € M,,(R) telle que A = PBP~L.

De maniére équivalente, deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent la
méme application linéaire dans des bases différentes.
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Annexe A

Un peu de géométrie

A.1 Droites et vecteurs

Une droite du plan P ou de I'espace £ est déterminée par la donnée de deux points distincts.
Si A # B sont deux points d'une droite, on la note (AB).

Un vecteur du plan ou de l'espace est la donnée d’une direction (une droite), d’un sens (un
des deux sens de parcours sur la droite), et d’une longueur, un réel positif. Si la longueur est
nulle, on parle de vecteur nul. Dans ce cas la direction et le sens ne comptent pas : il y a un
seul vecteur nul, qu’on note 0.

Deux points A et B distincts définissent un vecteur non-nul : sa direction est (AB), son sens
est "de A vers B" et sa longueur la distance entre A et B. On le note ﬁ .

Dit autrement, si @ est un vecteur et A un point du plan, il existe un unique point B du plan
tel que AB = . On le trouve en tracant la droite qui passe par A dont la direction est celle
de 1, et en reportant depuis A la longueur de @ dans la direction de #. On dit que le couple
(A, B) est un représentant du vecteur .

On peut ajouter deux vecteurs % et ¥ : on choisit un point A, puis on note B le point tel que
AB = 4 et C le point tel que B? = ¢/. On note alors AC = 4 4 ¥ et l'on peut voir qu’on
obtiendrait le méme vecteur (direction, sens et longueur) en partant d’un autre point que A.
Par définition de I’addition des vecteurs, on a donc la relation de Chasles :

AB+ BC = AC.

Si t est un réel non-nul et @ un vecteur du plan, on note t.4 le vecteur de méme direction que
@, de méme sens si t > 0 et de sens opposé si t < 0, enfin de longueur |¢| fois celle de 4. Pour
t =0, t.« = 0. En particulier 4 + (—1).7 = 0, et on note — le vecteur (—1).%.

10} ot AB
En termes de vecteurs, la droite (AB) est 'ensemble des points M de P tels que AM et A
ont la méme direction (la droite (AB)!). Autrement dit, il s’agit des points M € P tels que

—
AM = tﬁ pour un réel t.
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On note que A et B appartiennent bien & la droite (AB) : prendre t =0 et t = 1.

Au passage on note qu'une droite est déterminé par la donnée d’un point A et d’'un vecteur
non-nul # : il suffit de définir le point B tel que AB = u pour se retrouver dans la situation
précédente. D’ailleurs, on dit que 4 est un vecteur directeur de la droite D lorsque D est la
direction de .

A.2 Plans de I’espace

Un plan de l'espace £ est déterminé par la donnée de trois points non-alignés, c’est-a dire
n’appartenant pas a la méme droite. Si A, B et C sont trois points non-alignés d’un plan, on
le note (ABC). Le plan (ABC') est I'ensemble des points M tels que

m = 51@ + tﬁ pour des réels s et t.

Pour s =0,t =0, s =1,t =0 et s = 0,t = 1 respectivement on retrouve que A, B et C
appartiennent a (ABC).

Comme pour les droites, on note qu’'un plan est déterminé par la donnée d’un point A et de
deux vecteurs non-colinéaires 4 et ¥ : il suffit de définir B et C les points tels que AB = 4 et
AC = ¥ pour se retrouver dans la situation précédente.

Si A et B sont deux points distincts d'un plan P de &, alors la droite (AB) est incluse dans
le plan P : il suffit de prendre t = 0 dans I’équation ci-dessus.

On dit que des points sont coplanaires lorsqu’ils sont contenus dans un méme plan. Cette
notion n’est intéressante que lorsqu’il s’agit de 4 points ou plus, puisque trois points sont
toujours coplanaires : c’est le cas s’ils sont alignés, et sinon ils définissent un plan.

Des vecteurs i, ¥ et w sont dits coplanaires si, étant donné un point A de ’espace, et les points
B, C et D tels que AB = i, AC = U et AD = w0, les points A, B,C et D sont coplanaires.
On peut voir que cette définition ne dépend pas du choix de A.

A.3 Avec des coordonnées, dans le plan

On fixe un repére (0,7,7) du plan P, c’est a dire un triplet constitué d’un point et de deux
vecteurs non-colinéaires (ie. qui n’ont pas la méme direction). Un point A de P est identifié

au couple (x4,ya) de coordonnées du vecteur OA définies par
— o o
OA =z AT+ yay.

Autrement dit, ’ensemble P des points du plan est identifé & ’ensemble R? des couples de
nombres réels au moyen du repére (0,7, 7).

Voyons ce que cela donne pour les droites du plan.

Notes de cours, printemps 2018, Version 1.03 Guy Henniart - Thierry Ramond



ANNEXE A. UN PEU DE GEOMETRIE 73

A.3.1 Equation paramétrique

Le point M = (x7,ynr) appartient a la droite (AB) si et seulement si il existe un réel ¢ tel
que

(A.1) AM = tAB

Si A= (za,y4) et B = (xp,yn), les coordonnées du vecteur B dans le repére (0,7, 7) sont
donnés par la relation de Chasles

— S 5
AB = OB — OA = (x5 — 2A)7+ (ys — ya)].

—
De méme, le vecteur AM a pour coordonnées (xpr —2 4, Yy —ya), et la relation lj ci-dessus
devient

(A.2) M € (AB) < Jt R, { T = za = Hrp—za),
ym —ya = t(ys —ya),

ou méme

Me (AB) < 3t cR {xM = @atilzg—za),
"Lym = ya+tlys —ya).

Ce dernier systéme d’équation est appelé "représentation paramétrique" de la droite (AB).

A.3.2 Equation cartésienne
Comme A # B, le vecteur B n’est pas le vecteur nul. Donc I'une au moins de ses coordonnées
Tp — T4 Ouyp — ya n'est pas nulle.

Supposons que xp — x4 # 0, autrement dit que A‘B) et 7'ne sont pas colinéaires. L’équivalence
(A.2)) peut s’écrire

;  TM A
M € (AB) <= 3t € R, N B —TA
ym —ya = t(ys —ya).
ou encore, puisque la condition sur ¢ est toujours vérifiée,
YB — YA
M e (AB) <= yy —ya = ——(xp — x2).
Ip —TA

YB — YA
T —TA
est appelé "ordonnée a l'origine" de (AB). Avec ces notations, on obtient

Le nombre m = est appelé coefficient directeur de la droite (AB) et p = ya4 — mx 4

(A.3) M € (AB) <= yy = mzxa + p,

et I’équation a droite est appelée "équation cartésienne" de la droite (AB). En prenant z); = 0
on voit que le point (0,p) est le point de (AB) d’abscisse nulle, ce qui justifie la terminologie
pour p.
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Dans le cas ot xtp — x4 = 0, autrement dit quand B et 7sont colinéaires, 1’équivalence 1D
devient, puisque yp — ya # 0,

Ty —TA = 0,
YM — YA
yB—yA’

€ (AB) <= 3Jt e R,

ou simplement

(A4) M € (AB) <= xp = 2 4.
On a démontré pour l'essentiel le résultat suivant :

Proposition A.3.1 Soit (O,7,)) un repére du plan P, et D une droite de P. Il existe trois
nombres réels a, b et ¢ avec (a,b) # (0,0) tels que

M = (z,y) € D<= azx+by =c.

Preuve.— Soit D une droite du plan. Dans le cas o 7 est un vecteur directeur de D, il suffit
de prendre a = 1, b = 0 et ¢ = x4 ol A est un point quelconque de D : on retrouve alors
. Sinon, on peut prendre a = —m, b =1 et ¢ = p ot m et p sont définis comme ci-dessus
a partir de la donnée de deux points distincts de D, et I'on retrouve (A.3]). O

L’équation ax + by = ¢ de la proposition est appelée équation cartésienne de la droite D.

Remarque A.3.2 Si ax + by = c est une équation cartésienne de D, alors, pour tout o # 0,
I'ensemble des points (z,y) qui vérifient I'équation caz + aby = ac est aussi D. Autrement dit
pour tout o # 0, aax + aby = «c est aussi une équation cartésienne de D.

Cette proposition admet une réciproque :

Proposition A.3.3 Soit D I'ensemble de points (z,y) du plan tels que az + by = cou a, b
et ¢ sont trois réels donnés tels que (a,b) # (0,0). Alors D est une droite.

Preuve.— Supposons que b # 0. Les points A(0, ) et B(b, § — a) sont deux points distincts

de D. Le vecteur A.B> = (b, —a) n’est pas nul, et si M = (x,y) appartiennent & D, on a, puisque
ax + by = c, .
AM = (z,y — g) = %/ﬁ

Autrement dit D est la droite (AB).

Lorsque b = 0, on sait que a n’est pas nul. Dans ce cas A = (£ 0) et B = (£,1) sont deux
points distincts de D. Si M = (z,y) appartiennent a D, on a fé ,1) et, puisque ax = c,
o
AM = (x — —,y) = yﬁ
ce qui prouve encore que D est la droite (AB). O
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A.4 Dans ’'espace, avec des coordonnées

-

On fixe un repére (O,7,7, k) de l'espace &£, c’est a dire un quadruplet constitué d’un point
et de trois vecteurs non-ﬂylanaires. Un point A de & est identifié au triplet (x4,y4,24) de
coordonnées du vecteur OA définies par

— . . =
OA =zAT+ yaT+ zak.

Autrement dit, 'ensemble &€ des points de I’espace est identifié a I’ensemble R? des triplets de
nombres réels au moyen du repére (0,7, 7, k).

A.4.1 Plans
Equation paramétrique

Soit A = (x4,ya,24), B= (zB,yB,28) et C = (x¢,yc, zc) trois points non-alignés de €. Le
point M = (z,y, z) appartient au plan (ABC)) si et seulement si il existe deux réels s et t tels
que

m = sﬁ + tﬁ pour des réels s et t.

En écrivant les coordonnées de chacun des vecteurs ci-dessus, on obtient

xr—x4 = slrp—x4) + tlze—1z4),
M = (z,y,2) € (ABC) <=1 y—ya = slyp—ya) + t(yc—ya),
z—z4 = s(zp—2z4) + tlzo—za).

C’est ce que l'on appelle une équation paramétrique (ou un systéme d’équations paramé-
triques) du plan (ABC).

Equation cartésienne

Comme pour les droites du plan, on a aussi une notion d’équation cartésienne.

Proposition A.4.1 Soit P un plan de |'espace. Il existe quatre réels a, b, c,d tels que M =
(x,y, z) appartient a P si et seulement si az+by+cz = d. On dit que |'équation ax+by+cz = d
est une équation cartésienne de P.

Réciproquement si a, b, ¢, d sont quatre réels donnés, avec (a,b,c) # (0,0,0), I'ensemble des
points M = (z,y, z) de I'espace qui vérifient I'équation ax + by + cz = d est un plan.

La preuve de cette proposition est plus délicate que dans le cas des droites du plan, mais
I'idée est la méme : on part de I’équation paramétrique, écrite sous la forme d’un systéme de
3 équations a cinq inconnues (z,y, z, s, t),

x—s(xp—xa) —tlxe —x4) = 24,

y—s(ys —ya) — t(yc — ya) = ya,
z—8(zp—2z4) —tlzoc — 24) = 2A.
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On élimine les deux inconnues s et ¢ dans I'une des équations, et I’équation qu’on obtient est
une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme ait une solution : c’est ’équation
cartésienne recherchée. En fait, le but du premier chapitre de ces notes est de montrer comment
faire cela et de prouver que c’est possible, bien stir dans un cadre beaucoup plus général.

A.4.2 Droites

Soit A = (z4,ya,24), B = (B,yB,25) deux points distincts de l'espace. Le point M =
(z,y,z) appartient & la droite (AB) si et seulement si il existe un réel s tel que

AM = sAB.

En coordonnées cela donne le systéme d’équations paramétrique de la droite (AB) :

r—x4 = s(xp—x4),
M= (z,y,2) € (AB) <= y—vya = s(ys—ya),
z—za = s(z—z4).

On ne sera pas surpris par la forme, données ci-dessous, des équations cartésiennes de droites
dans ’espace si ’on pense qu’une droite de I'espace est l'intersection de deux plans.

Proposition A.4.2 Soit D une droite de I'espace. Il existe huit nombres réels
ai,as,b1,bs,c1,co,dy et doy tels que

a1x + by + c1z = dy,

M = (z,y,z) eD<:>{ o+ by + coe — do,

Réciproquement, si aq,as,bi,bo,c1,c9,d1 et do sont huit nombres réels donnés tels que
(a1,b1,¢1) # (0,0,0) et (ag,b2,c2) # (0,0,0), alors I'ensemble des points M = (z,y,2)
de I'espace qui vérifient le systéme

a1 + b1y + c1z = dy,
asx + boy + coz = do.

est une droite.

La preuve 1a est plus facile : ¢’est la méme que pour les droites du plan. On exprime I'inconnue
s en fonction de l'une des trois autres inconnues x, y ou z (c’est possible parce que A # B...)
et on remplace s par I’expression obtenue dans les deux autres équations.
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Annexe B

L’alphabet grec ancien

oméga

minuscule | majuscule nom | équivalent latin
el A alpha a
A B beta b
o I gamma g
0 A delta d
£ B épsilon é
e VA dzeta Z
n H éta &
0 0 théta th
L I iota i
K K kappa k
A A lambda 1
i M mu m
v N nu n
£ = xi X
o O omicron 0
T Bl pi p
L P rho r
o D sigma S
T T tau t
v Y upsilon u
p Ko phi f
e X chi kh
ap R psi ps
w Q )




Annexe C

Bugs corrigés

version 1.02 — 1.03

— Le calcul de I'exemple [3.2.1] contenait plusieurs erreurs. Corrigées.
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