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E[X] apérance de X

#[f(x)] - - fava
. f(x)

Si [f(x)] = If de pour "une g
wande classe de

forctions", alors Pa toi P
,

= w.

=JfdPx
Ex : extraire te tois de v

. a
-
individuelles Xj ,

à partir de te
le toi globale du vecteur atéatoire X- [X1

,
.
.

, Xd) .

#p Soit Xe (X1
, ..,
Xd) une v . a .

à vateurs dans RP. On

suose que
X est une variate densite plae ..., ad)-

Alas
, Vj = 1, .., d

,

la loi de la va . Xj est aussi à densite,
dorne par :

Xx + R
, pj() = I

d
Plan, -- x

(,,,
x

j+y
- -d) de-de , i

- &d



Les tois Pxj =

p,
dan sont appelées le fors marginales de X.

X2x

P
,

(x) = Jp(x ,
x)dxz

On integre our ta tranche verticateS*, au-dessus de x
.

= x
.

Preuve :
j

: RP-IR Ff :
R +R + borstienne

,
te

(x,, .., Xd) + xj tie de Fubini Tornelli montre que :

Eif(X; )] = ETfoij (x] = (+((j) p(x ..., xd)dx... dxd

Jeep(x)
*JAfi))

,
S..

P(x --- xj - - xd)dx--dxj ,dxjri -- Xd)
IR

- (f(x) p(xj)dxy
R

↑T-> P
,
(x) est définie X-p . p .

est est X
,

- intégrable , d'intégrat = 1
.



Comme Xj = j(X) = la Coide X
j
et determinée parla

toi de X par : Pxj =

j PX

Attention ! Connaître tes fois individuelles Px, --

, Pxd
,

we

permet pas de reconstruire fa toi PX.
En prenant tes marginales de PX

,
or perd de l'information.

Ex = X = (X1
.
Xe) , agant une densité p(xy , xn) à symétrie

circulaire: p(x) = In

!
p(x , x)

p
,

(x
, ) = Jp(xy ,

2)dx
-P(x)

X
, P,

et p
,

cont égales à la même fonction
P : R=- R

+

Pr(X -)



Il existe une autre toi Px
,

donnant lieu aux mêmer marginales :

X= (
,
Xi) ,

dont la loi Px est supportes par la diagonate (x = a)
XzA

- X
,

Px = p(X, )8x
= x

On vérific queles deux un arginales de
Px 1 sent p(x .]dx ,

et p(xz]dxz :

Exemple : expérience aléatoir : comment choisir an hasard une

B
cord dans 1 cercle ?

Plusieurs fagore de choisir la corate
A

an hasard ⑧

9 Choisir 2 ptsActBet les riesa
*

s

6) On choisit an hasard le milieu
de la corde dans te disque ((x) * 13 -> 1 corde an

hasard



Cel 2 manières de choisir 1 corde anhasard me dorment pet

les mêmes lois. Onte montre en catulant fa probabilite
de l'évènement (10) > 5) .

=> cer 2 fagons de Choisir 1 sorte ar hasard ne

sont pas équivalentes.

Exemples detois "classique"
"

a Si #E = n EN*, une v. a . X est de loi uniforme sur E

einzE
,
P(X = a)= Ex = tirage d'un de(n=6)

tirage d'une pièce
a "pile ou face

"

-

b) Loi de Bernoulti de paramètre pe [0, 1J .

(n = 2)
E =20 , 131P(X = 1) = p ,

et (P(Xe0) = 1 -

p -



1) Loi binomiate BIn , p) ,
ne N*, pE [o, 1 .

X est à valeurs dans to
,

n J
,
et

P(x = k) = (i)p + (1 - p)n
- t

S
↳ En.

Faire n tirages de Bernoulli
-p,

et se demander combien

de fois on a obtenu 313.
4) Lei géométrique de paramètre p : X à vateurs dans IN,

PP(X =H) = + pt ,
be

Tirages de Bernoulli-p : nombre de 103 avant to promier(13
e Loi de Poisson de parametre XX0 .

X à vateurs dans IN
,

|P(X = k) = 1 e

- X
ke N

.

K !

Décrit les apparitions d'evenements rares
, pendant une

période longue .



Suit (Xu) de v
. a .

velles
,

de Lois binomiates BIn
. )

=> Lim P /Xn = k) =-n ->

↑

Es() ()
*

(1-1)
* A

Lois continues
~ a continues

, par ex
.

X à valeur dans R.

a) toi uniform eur [a
,
b] + p(x)= Fab] (x)

b) Les exponentielle de paramètre >0 , supporte our IR+

p(x) = Xi
- XuH

,2
,

()

Propriete suirarle : 1P(X(a + b) = p(X > a) (P(XXb)-

3Processus sans mémoire -① & 3

Les 2sauts sont independants b



mEIR
1) Loi gaussienne ,

ou toi normate (m , <2) -3 O

I

X à vateur dans IR
,
de densile

centre "variance
&

p() = et */-pC1
Loi er forme do "cloche". ·

m
-s

m = E [X]
c = E[(X-m)"] variance de X

.

~ =
2 l'écart-type
Si m = m)

,
maisa'e = la gaussionne M(m ,

<P)
est plus " piquee" que M (m,

23) -

P(0
,
c)La w . a .

X-m ent le bi centre T = 0



La ra.
.

Am suit une loi centrée réduite /0
, ) .

-

So X est de for (m
,
c) => /

,
ER

,

fa 0 . a -

X X +p
et de toi (l (x m + y ,

x 22) .

Celeganienneapparaitre de fason important dansse
N

& Xix v
. a . indépendanteN

=

identianemene
·
Fonction de répartition d'1 v .a .

réelle

X 0 . a .

relle
, Ex : R - To

, 17

t + Fx(t) = 1(X( +) = Px(j- 0
, z])

# est croissante
,
continue à droite

,
Fx(H

=* I
Fx(t)+ 1

+- +x



proprietes correspond à uneToute fonctionFayantaen abilité
ju sur i :la

5.
je

mesure de proba our i
.
t-

g .

F (t) = /J- 0
.
+])

,
Ut

.

points de discontinuité de Fx > atomes de PX .

·
Tribu engendre par une va.

* v . a
.
à image dans (E ,

E) . La tribu engendred par X,
notée & (X) ,

et la + petite tribu sur me qui remate

la fonction X mesurable

~ (x) = (A = X (B) = B + 23 .

· IXiJieI famille de r .a -
à vateurs dans (Ei , Si).

->
tribu engendrée par (ibiet =

~ ((Xi)ize) = = (U4Xi" (B) ; Besi)



Prop : Soit X una va
.

a valeur dans (E
, E)

,

et sat X une
-

v
- a réelle .

on a équivalence :

1 la v . a
.

Y et r(X) - mesurable (cr(y) est une

sous-tribu do r (x)
ii) 7 f : /E

,
5) - /R

.
B(R) mesurable

,

tells
que y-f (X).

Y est dite totalement dépendante de X .

Prense : ii) + i) facile .
FAcR boritier, f " (A) = E

&

dom X"(f"() = Y" (A) est dans & (X) -

i)= ii) : supposons que Y est a /X)-mecurable
U

Mas : siY est étagée. Y = EX :1 A:
(représent

=> chaque Ai +(X) -

canonique)
=> Vi

, zzE ta Ai = * (i) es Hai =

is:
·X



Bidisjoints = I di ABoX = foX ,
are

;

f = X : Ai: qui est mesurable
E

,
S-R.

Cas generat : Y = Y
+ - Y-

=>
Y

= lim Yn
,

on in Otagées, r(X- mesurables

Chaque Yn = En o X , pour fr : E-R mesuratte.

Ye- Y => fu (m) converge ,
dès
que se est dans

l'image de X .

f(x) = ( timfu(), eive Im(x)sinon

fest mesurable : E-1R.

VWER
,

on a limfu(X(w) = him Yn (w) = Y /w) -

T
n +0 n -> a

f(x(w) T



Comment Eter une v
. a

.
dont on me connait pas fa

loi ?
-> calculer les différents moments de X

.

(X . a . rell) pEN *. Le moment d'ordre
p de fa

5. a
. X et donné par E[XPJ
C'est bien définiei X une v . a . >0 ,

ou si

#[(x/P] < 0
.

EX
= 2P(2

,
(P)-

Rm : le moment d'ordre A
est égat à l'espérance de X.

& Une va . X est dite centre si elle est intégrable
-

et E[X] =
0

.



Réévire to TCM : X 30 , Xn[X = EiX)- E[X].
n-> N

Lemme de Fatou : X10 => E [liminfXn] = Liminf EIXu]
n

TCD : InIE ave ETE]Co
,
Xn + X p-p -

=> E[XTEXT
·
L(M

,
t

, P) Hölder :

Age [1 , a],
E (iX-1) = (E [IXIPD(E[(Y1P])a

guêscory
# mesure de probe => 11 XII

, 11 X1p , Ap >l

11 XIIv3 11 XIIp Vp)rX/
ex : Cauchy-Schwarz :

ETIX+ 1] < (ETIXR])
* (E [2])

= EliX12 = ETX]



#Def= Sat X = /2
,
A

, 1) .a valeurs réelles

La variance de X est définit par
var(x) = ET (X- E[X]] 0

Son écart-type ex := vra(x)

Si rar(x) = 0 => X = E [X] p . S

-

presque
sûrement

= IP -

p . p-

Ex de la loi normale (m
,
23) = variance

* Px
var(X) =2

densit· représente le "largeur à mi-hauteur" . pla) le
dex

--# (x -m/22logh
Pmax



Px (= (x -m) = c

&rope Soit X(7
.

A
, P). Sa variance peut

2

s'exprimer par : war(x) = E[-X 2] - (E[X])
NaER

,

on a : ELTX-a]] = var[X) + (EEX]-a)
=> expression variationnelle

var(x) = inf E[(X-a(] .

at IR

le minimum est atteint en a = E[X] ·

Preuve : calcul facile.



.Fnégalité de Markov
Soit X une -a. positive.
Va > 0

,
on a P(x)a) = &ETX].

(intéressant si E[x] (0)
· Inégalité de Bienayme? Tchebicheft
Sat X una v . a .

dans [2(9
.
A

,
1) · Alors

,
Fax O

,

P ((X - E[X]) = a) = Au var(x) .

-

écart de X p/r à sa moyenne
1= dispersion de la va

.
(

Prence : utiliser Markow pour la
r

. a .
Y = (X- E(X1) ·W



Plusieurs va- réelles my notion de corariance
, pour

mesurer les -relations entre les différentes v. a.

Ref: soit X
,
Y /5

,
+

, 1) . La corariance de Xet

Y est définie par :

cow(X
,
Y) = ET 1E]) (Y-EITJ ER

= cor (Y
, X)

va-centrée

= E[X(Y- E[])]
= E[X-] - EIX]E[T]

Plus généralement pour X = (Xn
, .., Xd) à valeurs dans

IR& are Xje[(R ,
A

,
P)

,

le matrice de covariance

est definie par
kx = ) cor(Xi · Xi)

= 1 --

,
d



Propriétés :

1) cow(X
,
X) = var(x) .30 .

Par contre
,
cor(X

, Y) peut prendre des vateurs >O
on 0 -

ex : Y = -
X

=>
cor(X

,
y) = - var(X) .

2) (cor(X, Y)1 < Var(x)war(Y) ⑪homegewätt
des expressions

3) (X,
Y) 1> cor(X

,
Y) est une forme
bilinéaire sur /5

,
1) .

4) X = (X , , . . , Xd) awes Xje[ => Kx est une matrice

symétrique positive : # X = (t, , .., +d) /d d

< X
, kxxy = =Xixjkx(ij) = Xixj EX:- E())(X= EiX

,7)
i,j = 1 &

-> var/Xixi) > 0



Ex : Si Amatrice nxd
,

et X1 = AX (x'et un

n-recteuraléatoin)
=> kx, = Akx

*
A

maturee 30
Rem: si X

,
Y sont des u. a centree

Si cor(X
, Y) > 0 indique que , lorsqueXW)et 0

S

if
y a de fortes chances que Y(w)
soit aussi 0.

et inversement
.

Si cor(X
, Y) < 0

ya
de Fortes chances que Y/)10.

·
Si X et / sont indépendantes ,

alon cor (X
, Y) = 0

.

La réciproque est fausse !



. Régression Lincaise : (v .a .
relles dans (2

,P))
Famille de o a (Y

. Yu) "de référence".

Autre u
. a .
X "inconnue".

Objectif : approximer X par une combinaison affine des

(Y ,
--/ Yu) : de la forma

Bo + B ,
Y

.
+ BeYzr-- BuYn

=> On cherche à minimiser l'espérance suirant
#[(X - (po + p ,

Y
,
+ = BrYc))2]

difficile(EIX-CRon-nimY-)) <- +- catcter)O
a

par rapport au choix des coefficients Bo ,
--

/ Bri



Probleme de minimisation
, qu'on appelle régression finéaire.

#p= Ce problème de minimisation admet une unique
solution inf ETC (2) - E[(X - z)2]

,
où

(Bi) ECRnt

la v
- a .
Z est donnée pard

E = E[X] + Ec : (Y-E]) ,
on

les coefficients 2: sont solutions du system tinédite :

n

& < : cow/Yi , Yk) = cor(X
, Yb) · Feel

, -,
n

-

i = 1 -

ky (i , k)
5. ky et inversible => 71 solation (Libia ...n



2 = cor(X
,
Y) ki ·

Prop : 5.
15

Hype /F,
+,m) awe y(t) <0 .

r21
, fut[(p) , JIfnIndy C En

fr- f(x) ,
FueE

Alors LP
fe -f pour tout 1pCW.

Precise : 1.
Montrer

que Je L(E,y) .6

Fatou : SAYdy = -Him Ifel] dy - Elfig = C.

2. Or choisit 530. En
,

on considere t' ensemble

*
n

, c
= (n + E

= (f k) - f())[2]



Alors
, &'hypothese Fukxi+ f(x) implique que
VatE

,
FN30

,
EnXN

,
be Anc .

Done 2-Ave= Ance

Dome =
E Les CAme In forment une suite 4

Soit
y >0

.

Ala
,
- N= N(1) ,

+
9 p ( *, e) >y (E) - 7

(=) p)EwE) = 7 -

On ent borner /If-f/Pdy , pour petyrI.

On décompose/Ar-fIPdp = SIE-fIAnc + (An-fl
re y

.

L.
1 ferme est borné par JIfr-fr <Py(Ere) <dy(E).

↳ 2 ferme et borné en utilisant Holder :

(Ife-fity = (SIfa-fId) * () Han)
1-1

= Itn-fl pi) RC)P



En choissant sety petits, et NX NCE)
,

on a abro
,
En3N,

SIEn-APdy E sTy(E) + Rcr)P EP
--

arbitrairement petit.

Conclusion : JIfe-fipdys I


