De bonnes choses. Revoir le lemme de Borel-Cantelli, et I'exercice 5a.
Certaines explications devraient étre plus détaillées

1. Soit (E, A, 1) un espace mesuré et f: E' — Ry une fonction mesurable.

(a) On suppose que f est intégrable. Etudier la convergence de la suite
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De bonnes choses. Revoir le lemme de Borel-Cantelli, et l'exercice 5a.
Certaines explications devraient être plus détaillées


3. (Convergence en mesure) Soit (E, A, ) un espace mesuré tel que p(E) < oo. Soient
(fn)n>o0 et f des fonctions mesurables de (E,A) dans (R,B(R)). On dit que la suite
(fn) converge vers f en mesure si pour tout € > 0,

u(x € E, |f(z) = ful@)| > &) = 0.

(a) Montrer que si fF |f = fuldp — 0, alors f, — f en mesure. Exhiber un contre-
exemple a la réciproque est fausse.

(b) Montrer que si f, = f p-p.p., alors f,, — f en mesure. Exhiber un contre-exemple
a la réciproque est fausse.

(c) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que si f, — f en mesure, alors
on peut extraire une suite de (f,,) qui converge p-p.p vers f.
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5. (Un théoréme de convergence dominée plus fort.) Soit (E, A, p) un espace mesuré tel
que pu(E) < oo. On suppose que f, — f en mesure et qu'il existe une fonction g : £ — R
intégrable telle que |f,| < ¢ p-p.p. pour tout n > 1.

(a) Montrer que |f| < g p-p.p.

(b) En déduire a l'aide de la propriété d'uniforme continuité de 'intégrale (rappeler
qu'il a été prouvé dans TD6, Ex5) que ], [fn = fldp — 0.

Comme lhypothése (convergence en mesure) est plus faible que la convergence presque

partout dans le TCD, le théoréme ici est plus fort que le TCD habituel.
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