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Feuille de TD n°1 : Espaces de probabilité. Variables aléatoires.

Exercice 1. On jette trois dés. Calculer la probabilité d’obtenir : au moins un six; exactement un six; au moins
deux faces identiques; au moins deux faces identiques et la somme des points paire.

Exercice 2. On range au hasard n livres sur une étagere. Quelle est la probabilité pour que k livres donnés soient
I'un & coté de lautre ?
Exercice 3. On lance un dé a 6 faces. On note X le résultat. On lance alors un dé a X faces. Soit Y le résultat
obtenu.

1. Calculer la loi du couple (X,Y).

2. En déduire les lois de X et de Y.

Exercice 4. Formule du crible. Soit (2, F7,P) un espace de probabilité et A;,..., A, € F.
1. Montrer que

P(A U UA,) = zn:(—l)’f—l > P4, NN Ay

k=1 1<i1 <+ <ip<n
2. Si on suppose de plus que P(4;, N--- N A;,) ne dépend que de k, montrer que
P(AyU---UA,) = (1) (n>]P’(A1 N---NAg).
k=1 k

3. Applications :

(a) n messieurs laissent leurs n cannes au vestiaire de leur club. Quelle est la probabilité qu’aucun d’eux, en
repartant, ne reprenne sa propre canne ? Quelle est la loi du nombre X,, de bonnes cannes reprises 7 Montrer
que P(X,, = k) — e~ !/k! quand n — oo.

(b) n messieurs laissent leurs n cannes et leurs n chapeaux au vestiaire. Quelle est la probabilité pour qu’ils se
trompent tous de canne ou de chapeau?

(¢) On répartit m boules dans n boites (avec m > n). Quelle est la probabilité pour que toutes les boites soient
occupées 7

Exercice 5. Le nombre X d’ceufs pondus par une tortue au cours d’une ponte suit une loi de Poisson P(\). Un
ceuf arrive a éclosion avec probabilité p. Montrer que le nombre Y de bébés tortues issus d’une ponte suit une loi de
Poisson P(pA).

Exercice 6. Le nombre X d’enfants par famille suit une loi géométrique G(p) (i.e. P(X = n) = ¢"~'p pour n > 1,
avec ¢ = 1 — p). Toutes les répartitions filles-garcons sont équiprobables. Quelle est la loi du nombre Y de filles par
famille ? On pourra utiliser le fait que (1 —z)~""* =3>>°  ("F")2" pour tout r € N.

Exercice 7.

1. Soit X une variable aléatoire réelle admettant une densité f. Déterminer la fonction de répartition de X2, puis
sa densité.

2. En considérant le cas particulier ot1 X suit une loi normale standard, déterminer la densité de la loi du x? & un

degré de liberté.

Exercice 8. Pour tout réel s > 1, posons ((s) = Y.~ n~*. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes &
valeurs dans N* telles que

Vn € N* P(X=n)=PY =n)=

1. Notons P l'ensemble des nombres premiers positifs. Pour tout p € P, notons E, = {X est multiple de p}.
Montrer que les évenements F,, pour p € P, sont indépendants. En déduire une interprétation probabiliste de
la formule d’Euler
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2. Un entier est dit sans facteur carré s’il n’est divisible par aucun carré parfait excepté 1. Montrer que

1
P(X est sans facteur carré) = .
( )= )
3. Montrer que
n72s
Vn € N* P(pged(X,Y) =n) = .
(peed(X,¥) = n) = G5 s

Exercice 9. On dit qu'une partic A de N admet une densité si Card(A N {0,...,n})/n admet une limite quand
n — oo. Montrer que la collection des parties de N qui admettent une densité n’est pas une tribu.
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Feuille de TD n° 2 : Jeu de pile ou face. Indépendance.

Exercice 1. On considére un jeu de pile ou face équilibré de longueur n, on note X1, ..., X, € {—1,+1} les résultats

des n lancers, et on pose
VkE{l’I’L} S, =X1+- -+ Xi.

On note N, , le nombre de chemins allant de (0,0) & (n,z), c’est-a-dire tels que S,, = .
1. Calculer N, , pour tout z entier et n entier strictement positif.
2. Soit a > 0,b > 0. Quel est le nombre de chemins (51,...,S5,) tels que S1 > —b,...,S,-1 > —=b,S, =a?
3. Soit b > a > 0. Quel est le nombre de chemins (S, ...,S5,) tels que S; <b,...,S,—1 <b,S, =a?

Exercice 2. On considére un jeu de pile ou face équilibré de longueur n, on note Xi,..., X, € {—1,+1} les résultats

des n lancers, et on pose
Vk€{1n} S,=X1+ -+ Xi.

1. Soient k,r deux entiers tels que k < r. Montrer que
]P’(Sn =k, max{S1,...,S,} > 7‘) = Ppor—t = P(Sp, =2r — k).

2. En déduire, pour r > 0, la probabilité
P(max{Si,..., S} =r).
3. On dit que la marche passe pour la premiere fois en r au temps n si

S1<T7~--aS7L—1<Ta Sp=1.

Calculer la probabilité de cet événement.

Exercice 3. On considére un jeu de pile ou face équilibré de longueur n > 0, on note Xy,..., X, € {—1,+1} les
résultats des n lancers, et on pose Sy = 0 et

Vke{l...n} S,=X1+ -+ X}

En inversant l'ordre des +1 et —1 qui forment la marche aléatoire, on forme une nouvelle marche aléatoire. Elle
s’appelle marche aléatoire duale et est définie par S} = X{ +---+ X}, pour k=1,...,n, ou

X;=X, X;=X.. .. X' =X.

1. Exprimer S}, en fonction des S;.
2. Exprimer 'évenement {Vj € {0,...,n —1} S, > S;} en fonction des S;. En déduire la probabilité pour que
S, soit strictement positif et que la marche atteigne le niveau .S,, pour la premiere fois au temps n.

3. Soit r > 0. Exprimer I'évenement {S,, > 0,5, > Si,...,5, > S,_1,S, = r} en fonction des S};. En déduire sa
probabilité.
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Exercice 4. Soit (2, .4, P) un espace de probabilité. On considére A et B deux éléments de A, et (C;);ecn une partition
de Q.

1. Calculer P(B|A) en fonction de P(A), P(B) et P(A|B).
2. Connaissant P(B), P(A|B), P(A|C;) et P(C;), calculer P(B|A).
3. Soit p; la probabilité pour qu’'un couple ait exactement 7 enfants, calculer la probabilité pour qu’'un couple ait

un enfant unique sachant qu’il n’a pas de fille.

Exercice 5. Soit © = {1,2,3,4} muni de F la tribu de ses parties et de la probabilité uniforme. Trouver G; C F
et Go C F tels que VA € Gy et VAs € Go, A1 et Ay sont indépendants et tels que o(G1) et o(G2) ne sont pas
indépendantes.

Exercice 6. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de loi exponentielle de parametre a. On pose M = sup(X,Y) et
m = inf(X,Y"). Déterminer la loi jointe de (m, M — m). En déduire que m et M — m sont indépendantes.

Exercice 7. Soit X une v.a. réelle de loi symétrique ( X et —X ont méme loi ). Soit € une v.a. indépendante de X
telle que P(e =1) =p=1— P(e = —1), pour p dans ]0, 1[.

1. Donner la loi de e X.

2. A quelle condition sur p, la covariance entre X et eX est-elle nulle ?

3. Soit Y = 1 x>0—1x<o. Donner laloi de Y, de XY. Calculer la covariance entre | X| et Y. Ces deux v.a. sont-elles

indépendantes 7

Exercice 8. On appelle loi gamma v, la loi de densité ]1I>Oﬁbaxa_1 exp(—bx).
1. Vérifier qu'il s’agit d’une densité de probabilité (on rappelle que y(a) = [~ t*~ ! exp(—t)dt).

2. Pour toute variable aléatoire Z, on définit la transformée de Laplace Ry de Z par Rz(z) = E[e~*%]. Montrer
que Rz est correctement définie sur le domaine

Ey ={z € C|Ele 7] < x0}.

Montrer que Rx1y = Rx Ry quand X et Y sont indépendantes.

Soit X de loi 7,,. Calculer la transformée de Laplace Rx de X. En déduire la moyenne et la variance de X.
Soit Y une v.a. de loi v, indépendante de X. Donner la loi de X + Y.

Soit (X)g>o une suite de v.a. indépendantes de loi £(A). Donner la loi de X7 + - - - + X.

No g @

Soit (Xk)k>o une suite de v.a. indépendantes de loi gaussienne standard N'(0,1). Sachant que v(1/2) = /7,
montrer que X7 suit une loi Y1/2,1/2- En déduire que X244+ X,f suit une loi v3/2,1/2-
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Feuille de TD n°3 : La loi faible des grands nombres.
Suites infinies de variables aléatoires.

Exercice 1. Polynémes de Bernstein. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Le polynéme de Bernstein de

degré n associé a f est
n n k o
Bute) = Y- (1)1(5 )t -ar .

k=0
1. Montrer que By, (z) = E[f(Sn(x)/n)], on Sy,(z) suit la loi binomiale de parameétres n et x.

2. En déduire, & 'aide de I'inégalité de Chebyshev, que la suite (B, )nen+ converge uniformément vers f sur [0, 1].

Exercice 2. Géométrie en grande dimension. Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires distribuées de fagon
indépendante et uniforme sur [—1, 1].

1. Désignons par Boa convergence en probabilité. Montrer que

1 P 1
(X2 4+ X)) — =
n ( it + n) n—oo 3’
2. Notons || - || la norme euclidienne dans R™. Pour tout € > 0, donner une interprétation géométrique de I'ensemble

Ape = {m e R"

(a5 <lel <@ +anah,

3. Désignons par L™ la mesure de Lebesgue dans R™. Montrer que pour tout € > 0,
LY (A, N [-1,1]") ~ 2" quand n — o0.

Pourquoi peut-on affirmer qu’en grande dimension, un cube est presque entierement rempli par le voisinage d’une
sphere ?

Exercice 3. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles de carré intégrable. On pose S, = X1 + ...+ X,,.
On dit que la suite (X, )nen- satisfait & la loi faible des grands nombres si

S, —E[S,] P

n n—00

0.

Montrer que la suite (X, )nen+ satisfait & la loi faible des grands nombres dans les cas suivants :
1. La suite (Var(X,))nen+ est bornée et pour tout ¢ < j, Cov(X;, X;) = 0.
2. La suite (Var(X,))nen+ est bornée et pour tout n > 2, la variable X,, dépend de X,_; et X, 11 mais est

indépendante des autres Xj.

Exercice 4. Soit (X,),en une suite de variables aléatoires réelles positives. On suppose que E[X,] < oo pour tout
n. Si (Xn)nen converge presque strement vers Xoo et si (E[X,,])nen converge vers E[Xs] < oo, montrer alors que
(X, )nen converge vers X, dans L!.

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire positive, avec E[X]| =1 et P(X # 1) > 0.
1. Montrer que ¢ = E[vVX] < 1.

2. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et distribuées comme X. Montrer que

p.s. nlggoHXi =0.
=1

Indication : On pourra considérer la série > /X --- X,, et appliquer le théoreme de Beppo-Levi.
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Exercice 6. Loi faible des grands nombres pour les tableaux triangulaires. Soit (b,)nen une suite de réels

strictement positifs qui diverge vers l'infini. Pour tout n € N, considérons une collection X, 1, X, 2,..., X, de

variables aléatoires réelles indépendantes et notons X, = X, « 1{x, |<b,} POUr tout k € {1,...,n}. Supposons que
-~ 1 — 2

nh—>n<lo;P(|Xn’k| >b,) =0 et nh_)n;() g ];E[Yn’k] =0. (1)

1. En posant S, = X1+ ...+ X et ap, =E[X 1] + ... + E[X,,,], montrer que

Sn_an P
— —— 0.

by, n— 00
2. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(| X;| >

x) = o(1/x) quand x — oo. Posons S, = X; + ... + X, et p, = E[X1 1{x,1<n}]- A Taide de la question
précédente, on voudrait montrer que

Sn P
20y —— 0.
n n—00

(a) Montrer que la premiere condition figurant dans (1) est vérifiée pour X, , = X et b, = n. Des lors, on
pose comme précédemment yn,k =Xk Lqx, ni<ony = Xk Lygxy|<n}-

(b) Pour tout p > 0 et toute variable aléatoire Y > 0, montrer que E[Y?] = [ py?~'P(Y > y)dy.

(¢) En déduire que

12 1 [
< [ e avee  gly) =205 > 0).
0

(d) Montrer que pour tout réel A > 0 et tout entier n > A,

1 (" A
— [ g(y)dy < — sup g+ sup g,
n Jo n [0,00( n [A, 0]

n—A

et en déduire que la seconde condition figurant dans (1) est vérifiée. Conclure.
3. Application : Loi faible des grands nombres, cas L. Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées telles que E[|X1|] < oo. Posons S, = X1 + ... + X,, et u = E[X;]. Montrer que
Sp/n L 4 quand n — .

Exercice 7. Paradoxe de Saint-Petersbourg. Un joueur se rend au casino et, apres avoir payé un droit d’entrée
de y euros, joue au jeu suivant. Le croupier tire a pile ou face un certain nombre de fois avec une piece de monnaie
équilibrée. Si c’est au j-ieme lancer que face apparait pour la premiere fois, il donne 27 euros au joueur.

1. On note X le gain du joueur & l'issue d’une partie. Donner la loi de X et montrer que E[X] = co.

Comme 'espérance de gain du joueur est infinie, le jeu lui est favorable “en moyenne”, quelle que soit la valeur y de
la mise d’entrée. Cependant, la probabilité de gagner une somme importante & ce jeu est faible. Ainsi, toute personne
saine d’esprit refusera de jouer a ce jeu si la valeur y est trop grande, car elle jugera trop élevé le risque de perdre
une somme importante. Ce paradoxe a été énoncé par Nicolas Bernoulli, puis repris par son cousin Daniel Bernoulli,
et illustre le principe économique de I'aversion au risque.

Le but de la suite de 'exercice est de déterminer & quelle valeur la mise d’entrée y devrait étre fixée pour que le
joueur ait raisonnablement envie de jouer n fois.

2. Montrer que, pour tout entier n > 1, le gain du joueur au bout de n parties peut s’écrire S, = X1 + ...+ X,,,
olt (X)ken+ est une suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(X;, = 27) = 277 pour tous entiers
j, k € N*.

3. Pour tout entier n > 1, posons m,, = logs n + uy,, ol log, désigne le logarithme en base 2 et (uy,)nen+ est une
suite qui diverge vers l'infini et qui est choisie de facon a ce que m,, soit entier quel que soit n € N*. Montrer
que la condition (1) de I'exercice 6 est vérifiée pour X, = X}, et b, = 2™n.

4. Calculer la valeur de a,, = E[Ynl] + .+ E[X ], ot X = X, 1{x,|<b,} pour tout k € {1,...,n}.

5. En choisissant la suite (u,)nen+ de fagon appropriée et en utilisant I’exercice 6, montrer que

Sn P
— 1.

nlogyn n—oo

On observe qu’avec une probabilité assez grande, le gain S,, du joueur est proche de nlogy n. Ainsi, pour que le
jeu soit équitable au bout de n parties, le droit d’entrée y devrait étre fixé a logy n euros par partie.
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Feuille de TD n°4 : Loi du tout ou rien. Lois des grands nombres

Exercice 1.

1. Soit B et C' deux ensembles. Pour tout n € N, on pose Ay, = B et Ag,11 = C. Déterminer limsup A,, et
liminf A,,.

2. Soit (Ay)n>1 une suite de parties d’'un ensemble 2. Montrer que ]llimsup 4 = limsup 1 4,.

Exercice 2. Soit X;, une suite de variables aléatoires indépendantes. Soit S,, = >, X;. Montrer que les événements
suivants ont pour probabilité 0 ou 1 :

{ ILm Sp = +oo} {limsup S,, = +o0}.

n—oo

Exercice 3. Evénements échangeables et loi du 0-1 de Hewitt-Savage. Notons S I’ensemble des permutations
de N* de support fini, ¢’est-a-dire les bijections o de N* vérifiant o(n) = n pour tout n suffisamment grand. A une telle
permutation o € S, on peut naturellement associer Papplication f, : RN — RN définie par Jo((Zn)n>1) = (To(n))n>1
pour toute suite (z,,)n>1 € RN,

Considérons maintenant une suite (X,,),>1 de variables aléatoires réelles. On rappelle que tout événement A qui
appartient & la tribu engendrée par ces variables peut s’écrire sous la forme A = {(X,,),>1 € B}, ou B appartient a
la tribu produit sur RY" (engendrée par les cylindres). On dit qu'un tel événement A est échangeable si pour toute
permutation o € S, on a f,!(B) = B, c’est-a-dire que pour toute suite (x,),>1 de réels,

(1’1,$2,...,In,...)EB <~ (xg(l),xg(g),...,xa(n),...)EB.

1. Montrer que tout événement appartenant a la tribu asymptotique est échangeable.
2. Montrer qu’'un événement peut étre échangeable sans nécessairement étre asymptotique.

3. On suppose que les variables X, sont indépendantes et identiquement distribuées. Montrer que tout événement
échangeable A vérifie P(A) € {0,1}. C’est la loi du 0-1 de Hewitt-Savage.

4. En déduire que la loi du 0-1 de Hewitt-Savage généralise celle de Kolmogorov.

Exercice 4. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi P(X; = —1) =P(X; =1) =
1/2. On note S, =Y | X;. Soit

A ={limsup S,, = +oo} et B = {liminf S,, = —o0}.

1. Montrer que P(A4) =0 ou 1.
2. Montrer que P(A) = P(B).
3. Supposons que P(A) = 0.
(a) Montrer que la suite (S, ), est bornée p.s.
(b) Montrer que limy_, o P[sup,, |S»| < k] = 1.
(c) Calculer la loi de S,,.
)

(d) Montrer qu'il existe une constante C' telle que pour tout n et tout k,

P[|Sn] < k] <

S

(e) En déduire que P(A) = 1.
4. Calculer P(S,, = 0 infiniment souvent).
Exercice 5. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi la loi de X.
1. Soit @ > 0. Montrer que X est intégrable ssi ) _,P(|X| > an) < oo.
2. Montrer que si E(]X|) < oo, alors (X,,/n) converge p.s. vers 0.
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3. Montrer que si E(]X|) = oo, alors, pour tout a positif, P(lim sup{|X,| > an}) = 1.

4. Soit S, =Y, X;. Déduire de la question précédente que si E(]X|) = oo, alors limsup,, |S,,/n| = +0c0 p.s.
Exercice 6. Soit (T))x>2 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace de probabilité
(Q, F,P). On suppose que pour tout k > 2, T}, suit la loi exponentielle de parameétre In(k).

1. Calculer P(T} > 1), ainsi que P(T}, > 1+ ¢) pour tout € > 0.

2. En déduire, a l'aide du lemme de Borel-Cantelli, que

p-s. limsup 7Ty = 1.
k—o0
Exercice 7. Soit (X} )x>0 une suite de v.a. indépendantes de loi gaussienne standard A (0,1). On pose S,, = Z?Zl X;.
1. Montrer que v27P(Xy > a) ~ a~! exp(—a?/2) quand a — +oo.
2. Donner la loi de S,,/+/n.

3. En déduire que si (a,,) est une suite de réels positifs telle que a,,/+/n tende vers +oo alors S, /a,, converge vers 0
en probabilité. Peut-on conclure pour la convergence p.s. ? Montrer cependant que si a,, = v/nlogn, alors S, /a,
converge p.s. vers 0.

4. Montrer que limsup,,(2logn)~"/2X,, =1 p.s. et limsup,,(2logn)~/?|X,| =1 p.s.
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Feuille de TD n°5 : Séries de variables aléatoires indépendantes.
Convergence en loi.

Exercice 1. Soit X,,, n € N*, des variables indépendantes.

1. On suppose que E[X,] = 0 pour tout n € N* et que > Var(X,) < co. Rappeler pourquoi la série > X,
converge presque siirement.

2. On suppose que P(X,, = n™%) = P(X,, = —n~%) = 1/2. Montrer que la série ) | X,, converge p.s. si et seulement
si @ > 1/2 et converge absolument p.s. si et seulement si o > 1.

3. On suppose que les X, sont centrées et de variance un. Montrer que pout tout ¢ € R, on a convergence p.s. de

i X, sin(nt) .
n

n=1

la série

Exercice 2. Soit (X, )nen+ une suite de variables i.i.d. avec E[X;] = 0 et E[X?] < 0o. Posons S,, = X1 + ...+ X, et,
un réel € > 0 étant fixé au préalable, a,, = n'/ 2(In n)l/ 2+¢ Montrer que la série >, Xn/an converge presque stirement.
En déduire que

p-s. lim == =0.

n—00 Ay

2

n-

Exercice 3. Soit X,,, n € N*, des variables gaussiennes indépendantes de moyenne p,, et de variance o
1. Montrer que > X2 converge dans L' si et seulement si Y, (u2 + 02) < occ.

2. On suppose i, = 0, pour tout n € N*. Montrer alors que si . 02 = o0, onap.s. y. X2 = oc.

Exercice 4. Soit (X,,)nen+ une suite de variables i.i.d. suivant la loi de Cauchy, et (g, )nen+ une suite de réels non

nuls convergeant vers zéro. Montrer que &, X? converge p.s. si et seulement si Y |e,|'/? converge.

Exercice 5. Attente d’un événement rare. Soit X,, une variable géométrique de parametre p. Montrer que, quand
p tend vers zéro, pX, converge en loi vers une limite que I’on déterminera.

Exercice 6. Probléme des anniversaires. Soit (X, ),cn+- une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur
{1,..., N}, olt N est un entier naturel non nul. Notons

Tn = min{n € N* | X,, = X,,, pour un m < n}.

Calculer P(Ty > n) pour tout entier n > 1 et interpréter cette probabilité quand N = 365. Montrer que, quand N
tend vers linfini, Ty /v N converge en loi vers une limite que 'on déterminera. En déduire une approximation de
P(T365 > 22) et interpréter ce résultat.

Exercice 7. Théoréme de Glivenko-Cantelli.

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition F' continue. Pour un entier n € N*
fixé, on note X&) les statistiques d’ordre de X7, ..., X,, c’est-a-dire le réarrangement de X1, ..., X, par ordre croissant.
On définit F,(x) par

0 six <X (”1)
Fo(x) = qk/n si X() <o <X{,,pourunke{0,....,n—1}
1 siz>X &)'
1. Expliquer pourquoi ce réarrangement est unique avec probabilité un, et donc que les statistiques d’ordre sont
définies de maniére unique.
2. Montrer que les F,,(x) sont des variables aléatoires.

On considere ensuite la mesure de probabilité aléatoire

1 n
r, = E;axj.

3. Montrer que F}, est la fonction de répartition de T',.
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L’objectif de la fin de I’exercice est de montrer qu’avec probabilité un, la suite de fonctions (F},)nen+ converge uni-
formément sur R vers F, c’est-a-dire que

lim V, =0 ol Vi = sup | F, () — F(z)].

n—oo z€ER

On commence par supposer que F(x) = z pour tout = € [0, 1].

4. Quelle est la loi suivie par les variables X, ? En déduire que pour tout = € [0, 1], avec probabilité un, F,,(z) tend
vers x quand n — oo.

5. Montrer que presque siirement, la suite de fonctions (F},)nen+ converge simplement sur [0, 1] vers F.

6. Conclure, & l’aide du théoréme de Dini, pour le cas ot F'(z) = x pour tout x € [0, 1].

On ne fait plus d’hypothese sur la fonction F' (autre que le fait qu’elle est continue). On pose F~!(u) = inf{x €
R | F(x) > u} pour tout u € [0, 1].

7. Soit U une variable uniforme sur [0, 1]. Quelle est la loi de F~1(U)?

8. En déduire que V,, a méme loi que

sup [Fy"(F(x)) — F(x)],
z€R

ott F'™f désigne la fonction F, dans le cas ou les variables X,, sont uniformes sur [0, 1], puis conclure.
Exercice 8. Convergence des maxima. Soit (X,,),en+ une suite de variables i.i.d. de fonction de répartition F et
soit M,, = max{Xj,...,X,}. Déterminer la fonction de répartition de M, puis la loi limite de :
1. M, /n"/*, quand F(z) = (1 — 2= *)1;>1) avec a > 0;
2. n'/P M, quand F(z) = (1 — |z|#)1{_1<4<0) avec B > 0;
3. My, —Inn, quand F(z) = (1 —e™*)1{z>0}-
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Feuille de TD n°6 : Théoréme central limite. Loi de Poisson.

Exercice 1.
1. Calculer la fonction caractéristique de la loi binomiale B(n,p), de la loi exponentielle £(A).

2. Trouver une relation entre la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite et sa dérivée. En déduire
sa valeur.

3. En déduire les moments de la loi normale centrée réduite.

Exercice 2.

1. Calculer la fonction caractéristique de la loi exponentielle symétrique, de densité f(z) = 5 exp(—|z|) sur R. En
déduire la fonction caractéristique de la loi de Cauchy.

2. Si X; sont des variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de fonction caractéristique ¢, quelle
est la fonction caractéristique de n =t Y7 | X;?

3. Soit X,...,X,, des variables aléatoires i.i.d. de loi de Cauchy. Etudier la convergence en loi de n~! S X
Exercice 3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives P(A) et P(u). Calculer les
fonctions caractéristiques de X, Y et X + Y. En déduire la loi de X + Y.

Exercice 4. Si f est une fonction caractéristique, montrer que g(t) = % fot f(u)du en est également une.
Exercice 5.

1. Soit (Y;,)n>0 une suite de variables aléatoires réelles convergeant en loi vers une variable aléatoire Y. Soit
(An)n>0 une suite de variables aléatoires réelles convergeant en probabilité vers une constante a. Pour toute
variable aléatoire Z, on note ¢z la fonction caractéristique de Z.

(a) Soit € > 0 fixé. Montrer que, pour tout entier n et tout réel v,

|4 — €'Y < Jule + 21|, —a|>e)-

(b) Montrer que pour tous réels u et v,

|00, 4, (4, 0) — @y (w)e’| — 0.
(¢) En déduire le lemme de Slutsky, c’est-a-dire : (Yy,, Ay) £, (Y, a).
2. Soient (X,,),>0 des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. On suppose que E(X;) =0
et 0 < E(X?) < <.
(a) Etudier la convergence de n=! S0 X?2.

(b) Montrer que
YiaXi o«

m—mf(o,n.

Exercice 6. Dans une forét, les champignons non comestibles sont quatre fois plus nombreux que les champignons
comestibles. On note F la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite, et F~! sa réciproque.

1. On cueille au hasard 100 champignons. Quelle est la probabilité de trouver un nombre de champignons comestibles
compris entre 15 et 257 Calculer une valeur approchée de cette valeur sachant que F'(1.25) = 0.894.

2. Parmi les champignons comestibles, un dixieme sont des cepes. Quelle est la probabilité que sur les 100 champi-
gnons cueillis, au moins trois soient des cépes ? On donne e~2 = 0.135.

3. Déterminer le nombre minimal de champignons n qu’il faut cueillir pour, avec une probabilite de se trom-
per inférieure a 0.05, le nombre de champignons comestibles soit compris entre 0.15n et 0.25n7 On donne
F=1(0.975) = 1.96.
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Exercice 7.
1. On fixe z > 0. Soient (X,),>0 des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametre z. Quelle
est laloide Y i X;?

2. Pour tout réel u, on note [u] la partie entiere de w. En utilisant la loi des grands nombres, montrer que la suite

0<k<[ny]

converge vers 1 si y > x et vers 0 si y < x.
3. En utilisant le théoréme central limite, montrer que la suite de la question précédente converge vers 1/2 siy = x.

4. Soit X une variable aléatoire strictement positive. On note L sa transformée de Laplace : L(t) = E[exp(—tX)].
Deduire des questions précédentes que

. (—n)k (k) _ 1 —
lim > o LP ) =P(X <y)+ 5P(X =)
0<k<[ny]

Exercice 8. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On pose
Y =min{n >1, X;...X, <e L

1. Quelle est la loi de —In(X;)?

2. Montrer que la densité de > | (—In(X;)) est & — Lysoe 2™ 1 /(n — 1),
3. Montrer que Y suit une loi de Poisson de parametre .
4

. Expliquer en quoi ce résultat permet de simuler par ordinateur une variable aléatoire de loi de Poisson.
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Feuille de TD n° 7 : Convergence en loi et compacité.
Le théoreme limite central vectoriel.

Exercice 1. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires & valeurs dans Z.

1. On suppose que (X,,)nen converge en loi vers une variable aléatoire X. Montrer que P(X € Z) = 1.

2. Montrer que (X,)nen converge en loi si et seulement si il existe une suite (p;);ez dans [0, 1] dont la somme des

termes vaut un telle que nhj;o P(X,, = j) = p; pour tout j € Z.

3. On suppose que P(X,, = n) = 1 pour tout n € N. Montrer que (X, ),en ne converge pas en loi.
Exercice 2. Extrait du partiel 2007. Soit U,, = (X,,,Y,), n > 1, des vecteurs aléatoires dans R? tels que les suites
(Xn)n>1 et (Yy,)n>1 convergent en loi. Notons Py, (resp. Py, , Py, ) la loi de U, (resp. X,,, Yy,).

1. Montrer que la suite (Py,, )n>1 est tendue. (Indication : considérer d’abord (Px, )n>1 €t (Py, )n>1-)

2. On suppose désormais que les fonctions caractéristiques de U,, convergent simplement dans R? pour n — oo.

Montrer que (U, )n>1 converge en loi.

Exercice 3. Soit g une fonction borélienne sur R telle que |g(x)| — oo quand |z| — co. Soit P une famille de mesures
de probabilités vérifiant sup [, [g|dP < oo.
PeP

1. Montrer que P est tendue, et donc relativement compacte pour la convergence étroite.
2. On suppose g continue. Soit (P, )nen une suite dans P qui converge vers j. Prouver que [, |g|dp < oo.
3. Soit f une fonction continue telle que f = o(g) & I'infini. Montrer que fR fdP,, tend vers fR fdu.
Exercice 4. Soit m € R? et ¥ une matrice carrée de taille d et de rang p. Soit X un vecteur gaussien de loi N'(m,X).

Montrer qu'il existe une matrice A de taille d x p et de rang p telle que AY + m ait méme loi que X, ou Y est un
vecteur gaussien de loi (0, I,). Calculer la densité de X lorsqu’elle existe.

Exercice 5. Soit X un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
1

-1 0
r=| -1 3 0
0o 0 2
Trouver un endomorphisme U de R3 tel que les composantes de Y = UX soient indépendantes. Donner la loi de Y.

Exercice 6. Extrait du partiel 2007. Soit X et Y deux vecteurs gaussiens indépendants centrés et de méme loi
dans R%. Montrer que Z = X —Y et Z/ = X + Y sont gaussiens, indépendants et de méme lo.

Exercice 7. Pour cet exercice, il est commode d’identifier R* aux matrices-colonnes de taille k. Soient X7, ..., X,
des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de loi portée par {1,2,...,k}. Notons N, ;, =
> i1 Lix,=iy et pi = P(X; = i) pour tout i € {1,2,...,k}, puis Ny = (N1, Ny o).

1. Donner la loi de N,,.

L .
2. On note = la convergence en loi. Montrer que

Nyp 1—np1
npi
L
L N0, — XX,
N n— oo
Np,k—npk
Nnpk

ou Iy est la matrice identité de taille £ et X est un vecteur-colonne que l'on déterminera. Montrer que I' =
I, — X'X est la matrice d'un projecteur orthogonal, dont on précisera 'image et le noyau.

3. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale @ de taille k telle que QX = e, avec e = ¥(0,...,0, 1), puis que
Nn,1—np1
N7
Q : ;N’(O,Ik —ele).
: n—oo
Np,k—npg
NPk
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4. On considere

. (Nn,i - npz‘)Q
Lo=) o ——
i=1

Montrer que T;, converge en loi vers x?(k—1). Indication : On pourra s’intéresser au carré de la norme euclidienne
du vecteur
Ny 1—np1
npi

Np,k—npr
npr
Ce résultat est trés utilisé en statistiques : il permet d’établir le test du x? qui est mis en oeuvre pour savoir si un
échantillon i.i.d. X,..., X, suit une loi donnée a I'avance. Son usage est tres répandu en biologie.

Exercice 8. Un vecteur m € R? et une matrice carrée I' de taille d étant donnés, notons (X1n)n>1 une suite de
variables aléatoires telle que /n(X, —m) converge en loi vers A'(0,T). Montrer que pour toute fonction f : R? — RY
dérivable au point m, v/n(f(X,)— f(m)) converge en loi vers N'(0, J¢(m)I'*J;(m)) ot Jy(m) est la matrice jacobienne
de f au point m.
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Feuille de TD n° 8 : Espérance conditionnelle

Exercice 1. On dit que deux variables aléatoires X et Y sur (2, F,P) sont indépendantes conditionnellement a G si
pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[f(X)g(Y)IG] = E[f(X)|G]E[g(Y)|F].
1. Que signifie cecisi G = {0,Q}?Si G=F7?

2. Montrer que la définition précédente équivaut a : pour toute variable aléatoire Z G-mesurable positive, pour
toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)ZE[g(Y)(G]]
et aussi a : pour toute fonction g de R dans R mesurable positive,
E[g(Y)le(G,0(X))] = E[g(Y)|g].
Exercice 2. Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé, et X, Y deux éléments de L?(£2, A, P), tels que
E[X|Y]=Y et E[Y|X]=X

Montrer que X =Y p.s.

Exercice 3. Soit p > 1 et soient X et Y deux variables aléatoires réelles telles que | X[, = (E[X[?)'/? < +o0 et
1Y, < +o0.

1. Montrer que || X + Y, > | X +EY|X]||,-
2. En déduire que, si X et Y sont indépendantes, alors || X + Y, > || X + E(Y)||,.

Exercice 4.

1. Soit Y une variable aléatoire réelle intégrable définie sur l’espace probabilisé (2, A, P). Soient B; et B2 deux
sous-tribus de A. Soit B = (B, Bz). On suppose que les tribus o(o(Y'), B1) et Bz sont indépendantes. Montrer
que

E[Y|B] = E[Y|Bi]
Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles, intégrables et i.i.d. On pose S, = X1 +--- + X,.
Montrer que pour tout i € {1,...,n}, E[X;|S,] = E[X1]S,].
Calculer E[X7]S,,].
5. En déduire E[X1|Sn, Snt1y---]-

Ll

Exercice 5. Soit X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametres A\; et \s.
1. Déterminer P(X; = k| X; + X5 = n).
2. Calculer E[X;]|X; + X3].
Exercice 6. Soit (X,Y") une variable aléatoire & valeurs dans R™ x R dont la loi admet une densité p(x, y) strictement
positive par rapport a la mesure de Lebesgue.
1. Exprimer E[h(X,Y)|Y] pour toute fonction borélienne positive h sur R x R™.
2. On se place dans le cas n = m = 1. On suppose que la loi de Y est la loi Gamma de parameétres (2, ), dont la
densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R est A2ye™Y, et que la loi conditionnelle de X sachant Y est
la loi uniforme sur [0, Y] c’est-a-dire que pour toute fonction h borélienne positive, E[h(X)|Y] =Y ! fOY h(z)dx.
Montrer que X et Y — X sont deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre .
Exercice 7. Soient M et X deux variables aléatoires réelles. On suppose que M est de loi gaussienne et que, pour
tout t réel E(e!X| M) = exp(itM — (c%t?/2)).
1. Montrer que (X, M) est un vecteur gaussien.
2. Montrer que X — M est indépendant de M.
3. Calculer E[X|M].
4. Calculer E[M|X].
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Feuille de TD n°9 : Martingales : Définitions et arrét.
Théoremes de convergence pour les martingales.

Exercice 1. Une fonction continue f : C — R est dite harmonique si pour tout z € C et pour tout r > 0,

1 2

f(2) f(z +ret?)ds.

= % .
Soit 7 > 0 et (Uy,)n>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {z € C||z| = r}. Pour n > 1, on pose
X, =U1+---+ U,. Montrer que, si f est harmonique, (f(X,))n>1 est une martingale pour la filtration (F,,),>1 ol
Fn=0(Uy,...,Uy) pour tout n > 1.

Exercice 2. Deux transformations de martingales. On se place sur un espace probabilisé (2, F,P) muni d’une
filtration (Fp)n>o0-

1. Soit ¢ : R — R™ une fonction convexe, et soit (X,,),>0 un processus adapté a la filtration (F,,),>0 (i.e. X, est
Fn-mesurable pour tout n), tel que E[¢(X,,)] < co pour tout n > 0. Montrer que si (X,,)n>0 est une martingale,
alors (¢(Xy))n>0 est une sous-martingale. Montrer que si (X,,),>0 est une sous-martingale et si ¢ est croissante,
alors (¢(X,))n>0 est une sous-martingale.

2. On dit qu’un processus (H,),>1 est prévisible si H, est F,_j-mesurable pour tout n > 1. Soit (X,),>0 un
processus adapté et (H,),>1 un processus prévisible et borné. On pose (H - X)o =0 et

vn Z 1 (H . X)n = Hl(Xl - Xo) + HQ(XQ - Xl) + ...+ Hn(Xn — Xn—1)~

Montrer que si (X,,),>0 est une martingale, alors ((H - X),)n>0 est aussi une martingale. Montrer que si (X, )n>0
est une sur-martingale (respectivement sous-martingale), et si H,, > 0 pour tout n > 1, ((H - X)n)n>0 est une
sur-martingale (respectivement sous-martingale).

Exercice 3. Loi du logarithme itéré. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi normale N(0,1)
sur un espace de probabilité (Q, F,P). On définit S, = X1+ ...+ X,. Le but de Pexercice est de montrer que presque
stirement on a
lim sup % <1
n—oo (2nloglogn)z

1
2

On pose h(z) = (2zloglogx)z pour z > e.

1. Pour tous 6 > 0 et ¢ > 0, montrer que

C2
P ( max Sp > c) <e K [egS”} puis que P < max Sy > c) <e 2n,
1<k<n 1<k<n

2. Soit K > 1. Majorer la quantité

IP( max Sy > Kh(K"_1)>
1<k<K™

et montrer que limsup,,_, . S»/h(n) < K presque stirement. Conclure.
Exercice 4. Inégalité maximale pour les sur-martingales positives. Soit (X,,),>0 une sur-martingale positive
sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (F)n>0, P).
1. Montrer que si 7" est un temps d’arrét, alors (X7, )n>0 est une sur-martingale. (Indication : poser H,, = 117>y
et étudier le processus ((H - X)pn)n>0.)

2. Montrer que pour tout a > 0,

E[X,
P(suan>a> < [ O].
n>0 a

Exercice 5. Théoréme de Rademacher. L’objectif de cet exercice est de montrer par une approche probabiliste que
toute fonction lipschitzienne est primitive d’une fonction mesurable bornée. Soient (€, F,P) un espace de probabilité,
X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et f : [0, 1] — R une fonction lipschitzienne de constante de Lipschitz
L > 0. Pour tout n > 0, on pose

X, =[2"X]27" et Z,=2"(f(Xn+27") - f(Xa)).
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1. Montrer les égalités de tribus suivantes :

U(X07X17"'7Xn) :U(Xn) et m U(Xann+la"') :G(X)
n>0

2. Déterminer E[h(X,,11)|X,] pour toute fonction h : [0,1] — R mesurable positive. En déduire que (Z,)n>0 est
une (Fy)n>o-martingale bornée (ou F,, = o(X,,) pour tout n > 0).

3. Montrer qu’il existe une variable aléatoire Z, limite presque siire et dans L' de (Z,),>0, puis qu’il existe une
fonction g : [0,1] — R borélienne et bornée telle que Z = g(X).

4. Calculer E[h(X)|X,,] pour toute fonction A : [0,1] — R mesurable positive. En déduire que

X’7l+277l
p-S. Zn = 2”/ g(u)du.

Xn

5. Conclure que pour tout x € [0, 1],

Exercice 6. L’urne de Polya. A Pinstant 1, une urne contient a boules blanches et b = Ny — a boules rouges. On
tire une boule et on la remplace par deux boules de la méme couleur, ce qui donne la composition de 'urne & l'instant
2. On répete ce procédé. Pour n > 1, on note Y;, et X, =Y,,/(No +n — 1) respectivement le nombre et la proportion
de boules blanches dans 1'urne & l'instant n. Soit F,, = o(Y1,...,Y,).
1. Déterminer P(Y,41 = Y, + 1|F,) et P(Y41 = Y,|F,). Montrer que (X,,)n>0 est une martingale qui converge
p.s. vers une variable aléatoire, que I'on note U, et montrer que pour tout k > 1, lim,,_,», E[X*] = E[U*].

2. Cas a = b = 1. Montrer par récurrence que pour tout n > 1, Y,, suit la loi uniforme sur {1,...,n}. En déduire
la loi de U.

3. Cas général. On fixe k > 1. On pose pour tout n > 1,

YVo(Yn+1)...(Yo+k—1)
(n+No—1)(n+ No)...(n+ No+k—2)

Ly =

Montrer que (Z,),>1 est une martingale pour la filtration (F,),>1. En déduire la valeur de E[U*].

4. Montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle bornée se développe en série entiere sur R
(on exhibera le développement en série entiere). En déduire qu’on a caractérisé la loi de U. Remarque : La loi
de U est laloi B(a,b), de densité B(a,b) 'u®"!(1 — u)* "' 1(u) par rapport & la mesure de Lebesgue.

Exercice 7. Quelques exemples.

1. Un exemple de martingale qui converge presque sirement mais n’est pas bornée dans L'. On consideére une famille
(Yn,en)n>1 de variables aléatoires indépendantes telle que pour tout n, la loi de Y, est

1
5 (50," + 57an> ’

ol (an)n>1 est une suite de réels positifs fixée, et la loi de &, est

1 1
On définit, pour tout n > 1, F, = o(Y1,e1,...,Yn,e,) et M, = ZZ:1 €Y. Montrer que (My,),>1 est une

martingale par rapport a la filtration (F,)n>1 et qu’elle converge presque stirement. Montrer qu’on peut choisir
(an)n>1 telle que cette martingale ne soit pas bornée dans L.

2. Un exemple de martingale qui tend presque sirement vers +oo. On considere (&,)n>2 une suite de variables
aléatoires indépendantes telles que

P&, = —n®) = — et P(gn: " ):1—12.

n?—1 n

On pose M,, = & + ...+ &, pour n > 2. Montrer que (M,,),>2 est une martingale telle que M,, —2~— +oc.
N n—00
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Feuille de TD n° 10 : Chaines de Markov : définition,
classification des états

Exercice 1. Le chauffage d’une maison individuelle est composé d’un chauffage de base et d'un chauffage d’appoint.
On dira qu’on est dans I’état 1 si seul le chauffage de base fonctionne, dans ’état 2 si les deux chauffages fonctionnent.
Si un jour on est dans ’état 1, on estime que le lendemain on est encore dans 1’état 1 avec une probabilté 1/2. Si on
est dans ’état 2, le lendemain la maison sera chaude et on pourra passer a I’état 1 avec probabilité 3/4. Soit X, 1'état
du systeme au jour n.

1. Montrer que (X, )n>0 est une chaine de Markov et déterminer la matrice de transition P.

2. Soit p, =P(X,, = 1),n > 0. Déterminer une relation de recurrence entre p,, et p,11.

3. Sachant qu’on est dans I’état 1 un dimanche, trouver la probabilité d’étre dans le méme état le dimanche suivant.
4

. Montrer que si un jour on se trouve dans ’état 1 avec probabilité 3/5, alors tous les jours, on a encore une
probabilité 3/5 d’étre dans P’état 1.

5. Chaque journée dans l’état 1 cotite 2 euros, dans l’état 2 cotlite 4 euros et chaque transition de 1 & 2 oude 2 a 1
coute 1 euro. Calculer le cotit moyen dans la situation précédente.
Exercice 2. Soit &, le résultat du nieme jet d’'un dé. On pose pour tout n > 1, X,, = max(&y,...,&,). Montrer que
(Xpn)n>1 est une chaine de Markov. Donner sa matrice de transition P, ainsi que P™ pour tout n > 1.

Exercice 3. Soit S un ensemble dénombrable. On note H l’espace vectoriel des applications bornées de S dans R.
Soit (X,)n>0 une chaine de Markov définie sur un espace de probabilité (2, F,P) & valeurs dans S de fonction de
transition @ = (Q(i,7))(,j)es- Montrer qu'il existe un opérateur linéaire A : H — H tel que, pour tout f € H, la
suite (MJ), >0 définie par

n—1
Mg = f(Xo) et M= f(X.)-Y A()X) powr n>1
i=0
soit une martingale pour la filtration naturelle de (X, )n>0-

Exercice 4. Soit (X,,)nen une chaine de Markov homogene d’espace d’état E et de matrice de transition P. Pour
z,y € E, on note Ty, = inf{n > 0, X,, = y} et p(z,y) = P,(T, < 00). Montrer les relations suivantes :

1. P*(z,y)=>" _ Py(T, =m)P" " (y,y) pour n > 1.

2. Si a est un état absorbant, P, (X, = a) = P,(T, <n) pour n > 1.

3. Pu(Ty=n+1)=>_,, P(x,2)P.(Ty, =n) pour n > 1.

4 pay = Plz,y) + 3,4, P(@,2)pzy.

Exercice 5. Soit p €]0,1[ et X; des variables aléatoires indépendantes vérifiant
]P)(XZ = 1) =p= 1 —P(Xi = —1)

On pose Sy = 0 et, pour tout n > 1, S,, = X7 +--- + X,,. Soit M,, = max{Sy,...,S,}.
1. (My,)n>0 est-elle une chaine de Markov ?

2. On définit maintenant Y,, = M,, — S,, pour tout n > 0. Etablir une relation entre Y, 11 et Y,,. En déduire que
(Yn)n>0 est une chaine de Markov sur N et donner sa matrice de transition Q.

3. La chaine (Y,)n>0 est-elle irréductible ?

4. Montrer que (Y;,)n>0 admet une mesure réversible A (avec A(0) = 1) et déterminer A. On rappelle qu'une mesure
p sur N est réversible pour la chaine (Y},),>0 de transition @ si et seulement si

V(z,y) eN® p(@)Q(x,y) = p(y)Qy,x).
Exercice 6. Soit ) la matrice de transition sur S = {0,..., N} définie par

Qi j) = C% (]V)j (1 - ]@)Nj :

Soit (Xp)n>0 une chaine de Markov a valeurs dans S de fonction de transition Q.
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1. Classifier les états de (X,)n>0-

2. Montrer que pour tout k € S, (X,,)n>0 est une martingale sous Py et que la limite

X = lim X,

n—oo
existe P p.s.. Déterminer la loi de X, sous Py.

Exercice 7. On étudie une file d’attente & un guichet ou le temps de service d’un client est constant et pris comme
unité de temps. On note &, le nombre de clients arrivant pendant la n-ieme période de temps. On suppose que les
variables &, pour n > 1, sont indépendantes et identiquement distribuées de loi u et que E[¢1] < co. Un client arrivant
dans cette période ne peut étre servi avant 'instant n 4+ 1, méme si personne ne se trouvait au guichet quand il est
arrivé. On note X, le nombre de clients dans la file d’attente & 'instant n et 'on suppose X indépendante de la suite

(&n)n>1-
1. Montrer que (X,,)n>0 est une chaine de Markov homogene et déterminer sa matrice de transition.
2. Montrer, en utilisant la loi forte des grands nombres, que si E(£;) > 1, alors lim,,_, X,, = 400.

3. Montrer que si E(&;) < 1, Pétat 0 est récurrent.

Exercice 8. On considére la matrice de Markov suivante :

o

P =((P(i,7))@,jyer?) =

OO % ¥ ©O OO *x O
O ¥ OO O OO x O
*¥ OO O OO OO ¥
OO OO *x OO *%x O
OO ¥ OO OO OO
OO ¥ OO OO OO
OO OO OO ¥ OO
*¥ OO OO OO OO

OO O OO ¥ OO

L’espace d’état est F = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} et les x sont des coeflicients non nuls. Trouver les états absorbants,
transitoires et les classes de récurrence.
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Feuille de TD n°11 : Chaines de Markov : convergence.
Processus de Galton-Watson

Exercice 1. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov sur E = {1,2, 3,4} de matrice de transition

o 1 0 0
1/2 0 1/4 1/4
1/2 1/2 0 0

o 0 1 0

P =

Montrer que la chaine est irréductible et trouver la probabilité invariante.
Exercice 2. Soit @ la fonction de transition sur N donnée par :

o Po 0 0 0
g m p1 0 O
0 g m p2 O

0 0 g 73 p3

avec po > 0, po+7r90=1,p; >0, ¢ >0et p; + 7, +¢; =1 pour ¢ > 1. Soit X = (X,,)n>0 une chaine de Markov a
valeurs dans N de fonction de transition Q.
1. Montrer que X est irréductible.

2. Montrer que X admet une mesure réversible ¢ (avec ((0) = 1) et déterminer ¢. Donner une condition nécessaire
et suffisante pour que X admette une mesure de probabilité invariante.

3. On considére le cas ou p; = p > 0 pour tout i > 0 et ¢; = ¢ > 0 pour tout ¢ > 1 avec p < ¢. Calculer E;(H;)
pour tout ¢ > 0, ou H; = H;(Xo, X1,...) =inf{n > 1 : X,, =i} désigne le premier temps de retour en 4.

Exercice 3. Modele d’Ehrenfest de diffusion des gaz. Un ensemble de m boules, numérotées 1,...,m, est
réparti dans deux boites. L’état X,, du systeme est spécifié par le nombre de boules dans la premiere boite, si bien
que lespace d’états est E = {0,1,...,m}. A chaque étape on tire un numéro entre 1 et m (selon la loi uniforme et
indépendamment des tirages précédents) et on change de boite la boule portant ce numéro.

1. Trouver la matrice de transition P de la chaine de Markov (X,,)n>0.

2. La chaine de Markov (X,,),>0 est-elle irréductible ? Apériodique ?

3. Déterminer la mesure de probabilité invariante. Commenter ce résultat.
Exercice 4. Propriété de Markov forte et théoréme ergodique. On consideére (X,,),>0 une chaine de Markov
sur un espace dénombrable E, et (Fy,)n>0 sa filtration naturelle.

1. Soit T un temps d’arrét et f une fonction mesurable positive. Montrer la propriété de Markov forte :
Ve e FE ]Ex[:n-{T<oo}f(XT7 XT+1, )|.7:T] = ]1{T<oo}]EXT [f(XO, X1, )]

On suppose maintenant que la chaine est récurrente irréductible, et on note p sa probabilité invariante. Soit f une
fonction mesurable positive telle que | g fdp < oo, et z un point de E. On définit les instants du n-ieme retour en x
par récurrence : Ty = 0, Tp,41 = inf{k > T,, : X} = x}. On note N,(n) le nombre de retours en x effectués par la
chaine avant l'instant n. On pose aussi pour tout k& > 0,

Tk+171

Zi(f)= D f(X).

n=T}

2. Montrer que les T,, sont des temps d’arrét finis p.s.

3. En utilisant la propriété de Markov forte, montrer que les Z;(f) sont des variables indépendantes et de méme
loi. Calculer E,(Zo(f)) en fonction de [, fdp.

4. Montrer que P.-p.s.

1 1
Nx(n)zf(Xk) n:;@[bﬂfdﬂ-

k=0

n
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5. En déduire le théoreme ergodique :

1 n
Fops D0 F00) /E fdu.

6. Application : On reprend I'énoncé de l'exercice 1. Calculer lim, oo n™ ' > p_o X et lim, oo™t >0 X7
Exercice 5. On note X,, le nombre de particules présentes a l'instant n dans un volume donné V. On suppose que,
pendant Uintervalle de temps [n, n 4 1], chacune des X, particules a une probabilité p =1—g¢, 0 < p < 1 de quitter V'
et que, pendant ce méme intervalle, un nombre aléatoire de particules suivant une loi de Poisson de parametre A entre
dans V. On suppose que les différents phénomenes aléatoires ainsi considérés sont indépendants les uns des autres.

1. (a) Calculer E(e!¥1| Xy = ).

(b) On suppose que Xy suit une loi de Poisson de parametre 6, notée ug. Quelle est la fonction caractéristique
de X7 7 Montrer que, pour une valeur de # convenable, 1y est une probabilité invariante.

2. Montrer que la matrice de transition de la chaine de Markov (X,,),>0 est donnée par

TAY

_ T wp AVTF
Qr,y) =e A;J(k)qk(l—@ km

En déduire que cette chaine est irréductible et donc récurrente positive.
3. Quelle est la limite de n™! ZZ;; X}, lorsque n tend vers 'infini ? Et de n™! ZZ;& X27?
Exercice 6. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov & valeurs dans E dénombrable, irreductible récurrente positive,
de matrice de transition ) et de probabilité invariante 7. Pour toute fonction h définie sur F, on pose < h,m >=
> wep M(x)7(x). Soit f une fonction bornée sur E telle que < f, 7 >= 0. On suppose qu'’il existe une fonction bornée g
vérifiant (I — Q)g = f. On pose S, = > ,_, f(Xk). On souhaite étudier le comportement asymptotique de n™*E(S2).
1. Quelle est la limite de n~'E(S,,) pour n — oo ?

2. Montrer qu’on a la décomposition S,, = M,, + Z,, ou

My =0, M,=Y U Ux=g(Xp)=Qg(Xx-1), Zn=9(Xo)—Qq(Xn).
k=1

3. Montrer que E(Uy|Fr—1) = 0 ot F est la filtration canonique du processus (X,,),>0. En déduire que (M,,),>0
est une martingale et que E(M?2) =E(X;_, U?).
4. Montrer que E(g(Xk11)Q9(Xy)) = E((Qg)?(X%)). En déduire que

n—1
= (Z g(Xk+1)Q9(Xk)> —2.< (Qg)* 7> .

n
k=0

5. On pose ¥? =< g% — (Qg)?, 7 > . Montrer que n~'E(M?2) tend vers ¥? quand n tend vers I'infini.
6. Montrer que n~'E(S?2) tend vers X2 quand n tend vers I'infini.

Exercice 7. Processus de Galton-Watson. Soit (pg)r>0 une suite sur N telle que 0 < pg < 1 et ZkeN pr = 1.
Le processus de Galton-Watson modélise la situation suivante : au temps 0, on a une particule qui au temps 1 va se
subdiviser aléatoirement en k particules, k£ > 0, avec une probabilité pi. Et ainsi de suite pour chacune des particules
créées, chacune se subdivisant indépendamment des autres. On note Z,, le nombre de particules au temps n. On pose
f(s) = Ekzopksk, m = Zkgo kpy et Ty = inf{n > 0, Z, = 0}.

1. Montrer que (Z,)n>0 est une martingale, une sous-martingale ou une sur-martingale suivant les valeurs de m.

Que peut-on dire de W,, = Z,,/m™?
2. On suppose m < 1. Montrer que Z,, tend presque strement vers 0.

3. On suppose m = 1. Montrer que Z,, tend presque siirement vers une variable aléatoire Z, finie presque stiirement.
Classifier les états de la chaine de Markov (Z,,),>0. En déduire que Zo, = 0 p.s.

Z

4. On suppose m > 1 et on note g l'unique solution de f(s) = s dans |0,1[. Montrer que Y,, = ¢“» est une

martingale. Montrer que ¢ = P(Tp < 00).
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Feuille de TD n°12 : Le processus de Poisson. Le mouvement brownien.

Exercice 1. Superposition et amincissement.
1. Soient (N(t))t>0 et (N'(t))i>0 deux processus de Poisson indépendants d’intensités respectives A et A’. Déterminer
la loi du processus (N(t) + N'(t))i>0-
2. Soient (Y,)n,>1 une suite de variables i.i.d. de loi de Bernoulli de parametre p, et (N(¢))¢>0 un processus de
Poisson d’intensité A indépendant de ces variables. Déterminer la loi du processus (N'(t));>o défini par
N(#)
VE>0  N(t)=) Y.
n=1

Exercice 2. Processus de Poisson composé. Soient (N(t));>o un processus de Poisson d’intensité A et ((,)n>1
une suite de variables i.i.d. de loi u et indépendantes de (N (t));>0. On dit que le processus (Z(t));>o défini par

N(t)

VE>0  Z(t) =) (a
n=1

est un processus de Poisson composé d’intensité A et de loi de gain p.
1. Montrer que les accroissements de (Z(t));>o sont indépendants et stationnaires, c’est-a-dire que :
— pour tous 0 < ¢ < ... < ty, les variables aléatoires Z(t2) — Z(t1),..., Z(tx) — Z(tx—1) sont indépendantes;
— pour tous 0 < s < ¢, la loi de la variable aléatoire Z(t) — Z(s) ne dépend que de t — s.

2. Quelle est la loi de Z(t), a t fixé?
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur p pour que (Z(t));>0 soit un processus de Poisson.

Exercice 3. Considérons un processus de Poisson N = (N(t)):>0 d’intensité A et notons (T,),>1 la suite de ses
instants d’arrivée, qui sont définis par

Vn>1 T, =inf{t > 0| N(t) = n}.
Considérons alors le processus E = (E(t));>0 défini par E(t) = T )41 — t pour tout réel ¢ > 0. De plus, pour tous
réels t > 0 et > 0, posons ¢(t,z) = P(E(t) > x).
1. Que représente le processus F 7

2. Soient ¢,z € [0, co[. Montrer que
P(E@) >z [T1) = L7, >t40y + 0t = T1,2) Lir <iy-
3. En déduire que
ot z) = e MNHD) 4 /Ot ot — u, x)Ae M du.

4. Déterminer (¢, ) en résolvant cette équation intégrale.

5. Quelle est la loi de E(t) ? Commenter.
Exercice 4. Le mouvement brownien n’est & variation finie sur aucun intervalle. Soit (B;);>0 un mouvement
brownien. Soient a et b tels que 0 < a < b. On pose, pour n > 0,

on

X0 =" (Batr(az— — Bat(em1)(p-a2—) -
k=1

Calculer la moyenne et la variance de X, puis trouver la limite p.s. de la suite (X, )n>0. En déduire que p.s., la fonction
t — By n’est a variation finie sur aucun intervalle non trivial. On dit qu’une fonction f: Ry — R est a variation finie
sur l'intervalle [a, b] si les sommes

Z |f(t:) = f(tiz1)]
=1

sont bornées indépendamment de p et de la subdivision a =ty <t; < ... <t, =0.

Exercice 5. Invariance par isométrie du mouvement brownien. Considérons des mouvements browniens
indépendants (Bt(l))tzo, cee (de))tzo et notons B; = (Bt(l),...,Bt(d)) pour tout ¢ > 0. On dit que (B:)i>0 est un
mouvement brownien en dimension d. Soit ¢ une isométrie de R telle que 1(0) = 0. Montrer que (¢(B;))i>0 est aussi
un mouvement brownien en dimension d.
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Exercice 6. L’ensemble des zéros du mouvement brownien. Soit (B;);>¢ un mouvement brownien.

1. Montrer que I'application
e : OQxRT — {0,1}
(W,t) = LB w)=0}
est mesurable lorsque ’on munit  x R* de la tribu F ® B(R™T). Indication : on pourra considérer les ensembles
de la forme E, ; = {w € Q |Vt €la, b[, By(w) # 0}, pour tous 0 < a < b, et montrer qu’ils sont dans F.
2. Soit Z = {t > 0| By = 0}, 'ensemble des zéros du mouvement brownien. Montrer que p.s. Z est fermé, non
borné et de mesure de Lebesgue nulle.

3. Question subsidiaire : Montrer que p.s. Z est sans point isolé. Indication : on pourra considérer les temps d’arrét
dy =inf{t > ¢q| B; =0} pour ¢ € Q™.
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Feuille de TD n°13 : Révisions.

Probléme 1 (premiére session 2010). Dans tout le probléme, on fixe un entier n > 1 et on dispose n + 1 points
numérotés de 0 & n sur un cercle (les points 0 et n sont situés cote a cote). Une particule saute d’'un point & un autre
de la facon suivante. A chaque étape et quel que soit le point ou se trouve la particule, elle a une probabilité 1/2 de
se déplacer vers chacun des deux points adjacents.

1.

N o W

11.

Soit F un espace fini et soit P une matrice de transition sur F, qui est bistochastique, i.e., elle vérifie

Yye E ZP(x,y):l.
RIS D)

Montrer que P admet une mesure de probabilité invariante, que ’on précisera.

Posons Xy = 0 et pour k > 1, soit X}, le numéro du point occupé par la particule apres le k-ieme saut. Montrer
que (Xj)ren est une chaine de Markov.

Quelle est la matrice de transition P de la chaine (X )ren?

Cette matrice est-elle récurrente 7

Cette matrice est-elle périodique ?

Lorsque la chaine est apériodique, quelle est la limite de P(Xy = j) quand & tend vers Uinfini ?

Soit @ la matrice extraite de P définie par Q = (P ;)i je1,... n—1}- Montrer que I'inverse de la matrice I — Q
(ol I est la matrice identité) est la matrice M donnée par

2
Vi,je{l,...,n—1} M,; ;= - min{i, j}(n — max{i, j}).

. Pour tout k différent de 0 ou n, on note Ay, la probabilité pour que partant du point &, le point n soit atteint

avant le point 0. On définit les vecteurs suivants :

A= (Apn)reqt, -1y B =(Prn)req1, ..n—1}-

Montrer que l'on a la relation (I — Q)A = R.

. En déduire la valeur de Ay, pour k € {1,...,n—1}.
10.

Quelle est la probabilité pour qu’a son premier retour en 0, la particule ait fait un tour complet du cercle?
(c’est-a-dire qu’elle revienne par le point n si elle est partie par le point 1, ou vice versa). Indication : Considérer
un état fictif, et se ramener a une chaine a n + 2 états.

Deux joueurs Paul et Pierre effectuent une suite de parties de pile ou face équilibrées. Apres chaque partie, le
perdant donne un euro au vainqueur. Le jeu cesse lorsque 'un des joueurs est ruiné. La fortune initiale de Paul
est a, celle de Pierre est b. Quelle est la probabilité pour que Paul ruine Pierre ?

Probléme 2 (premieére session 2009). On considére la probabilité de transition @) sur Z définie par :

—siz>1, Qz,z—1)=1/2et Q(z,z+ 1) =Q(z,z +2) =1/4;

—siz>letsiy—a¢{-1,1,2}, alors Q(z,y) =0;

- Q0,1) = Q0,~1) = 1/2;

—siz < —1, alors Q(z,y) = Q(—z, —y) pour y € Z.
Soit (X;,)n>0 une chaine de Markov sur Z de matrice de transition (). Notons P, la loi de la chaine de Markov partant
de Xo = x et E, I'espérance sous P,.

1.

2.

3.

Montrer que
P,(Vn>1|Xp1—Xn|>1)=1.

Pour ¢ € R, calculer en fonction de X,
E;[exp(—¢e|Xnt1l]) | Ful-

Montrer que pour € > 0 assez petit, il existe a > 0 tel que
(exp(an — &[Xn|))n>0

soit une P, -surmartingale pour tout x dans Z.
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4.
D.

Montrer que exp(an — ¢|X,,|) converge p.s. sous la loi P,.

En déduire que pour tout x dans Z
P, (lim inf | X,,| = —|—oo) =1
n—oo

. Montrer que pour tout x dans Z

P, ({ lim X, = —oo} U { lim X, = +oo}) — 1.

n—roo n—oo

Si f est une fonction de Z dans R, on pose

VeeZ  Q(f)(x) = E.[f(X1)].

Déterminer les réels 8 tels que la fonction f(z) = exp(fSz) vérifie

ve>1  Q(f)(z) = f(x).

. Soit w : Z — R la fonction définie par

w(z) = Lz>0y exp(—aox) + Liz<03(2 — exp(aor)).

Montrer qu'’il existe ag > 0 tel que l'on ait Q(w)(z) = w(z) pour tout z dans Z.

. Calculer P, (lim,, o, X,, = —00).
10.
11.
12.

Soient @ € N et T = inf{n > 0| X,, < a}. Soit > a. Montrer que (w(X,a1))n>0 est une martingale sous P,.
En déduire P, (T < 00).

On dit qu’une fonction s est Q-excessive si Q(s) < s. Donner la valeur de

inf{s(z), s fonction Q-excessive et positive avec s(a) = 1}.



