
PUBLICATIONS DU LABORATOIRE

DE

STATISTIQUE ET PROBABILIT ÉS
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Version septembre 2005 — misesà jour : www.lsp.ups-tlse.fr/Besse

Laboratoire de Statistique et Probabilités — UMR CNRS C5583
Universit́e Paul Sabatier — 31062 – Toulouse cedex 4.



2



Avant-propos

Motivations du data mining

Le développement des moyens informatiques et de calcul permet le stockage (bases de données),
le traitement et l’analyse d’ensembles de données tr̀es volumineux. Plus récemment, le perfection-
nement des interfaces offrent aux utilisateurs, statisticiens ou non, des possibilités de mise en
œuvre tr̀es simples des outils logiciels. Cetteévolution, ainsi que la popularisation de nouvelles
méthodes algorithmiques (réseaux de neurones, support vector machine...) et outils graphiques,
conduit au d́eveloppement et̀a la commercialisation de logiciels intégrant un sous-ensemble de
méthodes statistiques et algorithmiques sous la terminologie deData Mining : la prospection ou
fouille de donńees. Cette approche, issue du marketing spécialiśe dans la gestion de la relation
client (GRC) (client relation managementou CRM) trouveégalement des développements et ap-
plications industrielles en contrôle de qualit́e ou m̂eme dans certaines disciplines scientifiques dès
lors que les inǵenieurs et chercheurs sont confrontés à un volume de donńees important. Besse
et col. (2001) pŕesente une introduction détaillée de cette d́emarche et des relations qu’elle entre-
tien avec les disciplines traditionnelles Statistique et Informatique. L’accroche publicitaire souvent
citée par leśediteurs de logiciels (SAS) est :

Comment trouver un diamant dans un tas de charbon sans se salir les mains.

Nous proposons d’évaluer et d’exṕerimenter la ŕealit́e de cette annonce qui s’adresseà un march́e
en pleine expansion. Les entreprises sont en effet très motiv́ees pour tirer parti et amortir, par une
aideà la d́ecision quantifíee, les côuts de stockage des teras octets que leur service informatique
s’emploieà administrer.

Le contexte informationnel de la fouille de données est celui desdata wharehouses. Un en-
trep̂ot de donńees, dont la mise en place est assuré par un gestionnaire de données (data manager)
est un ensemble de bases relationnelles extraites des données brutes de l’entreprise et relativesà
une probĺematique :

• gestion des stocks (flux tendu), des ventes d’un groupe afin de prévoir et anticiper au mieux
les tendances du marché,

• suivi des fichiers clients d’une banque, d’une assurance, associés à des donńees socio-
économiques (INSEE),̀a l’annuaire, en vue de la constitution d’une segmentation (typo-
logie) pour cibler des oṕerations de marketing ou des attributions de crédit. Lagestion de
la relation clientvise à une individualisation ou personnalisation de la production et de la
communication afin d’́evacuer la notion declient moyen.

• recherche, sṕecification puis ciblage denichesde march́e les plus profitables (banque) ou
au contraire les plus risquées (assurance) ;

• suivi en ligne des param̀etres de production (traçabilité) en contr̂ole de qualit́e pour d́etecter
au plus vite l’origine d’une d́efaillance ;

• prospection textuelle (text mining) et veille technologique ;
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• web mininget comportement des internautes ;
• . . .

Cet environnement se caractérise par
• une informatique h́et́erog̀ene faisant intervenir des sites distants (Unix, Dos, NT, VM. . . )

à travers le ŕeseau de l’entreprise (intranet) ou même des acc̀es ext́erieurs (internet). Des
contraintes d’efficacit́e, de fiabilit́e ou de śecurit́e conduisent̀a ŕepartir, stocker l’information
à la source plut̂ot qu’à la dupliquer systématiquement oùa la centraliser.

• L’incompatibilité logique des informations observées sur deśechantillons diff́erents ne pŕesentant
pas les m̂emes strates, les m̂emes codifications.

• Des volumes et flux considérables de donńees issues de saisies automatisées et chiffŕes en
téra-octets.

• Contrairement̀a une d́emarche statistique traditionnelle (planification de l’expérience), les
donńees analyśees sont stoch́eesà d’autres fins (comptabilité, contr̂ole de qualit́e...) et sont
doncpréalables̀a l’anyle.

• La nécessit́e de ne pas exclurea priori un traitementexhaustifdes donńees afin de ne pas
laisseŕechapper,̀a travers le crible d’unsondage, des groupes de faibles effectifs maisà fort
impactéconomique.

Stratégie dudata mining

Dans tout ce qui suit, nous disposons d’un ensemble d’observations. Les caractéristiques ou
variablesX = (X1, . . . , Xp) dites explicatives ont́et́e observ́ees sur un ensemble den objets, in-
dividus ou unit́es statistiques. Un premier travail, souvent fastidieux mais incontournable, consiste
à mener une exploration statistique de ces données : allure des distributions, présence de données
atypiques, corŕelations et coh́erence, transformationśeventuelles des données, description mul-
tidimensionnelle, classification. C’est l’objet de la première partie de ce cours. La deuxième
partie d́ecrit les outils de mod́elisation statistique ou encore d’apprentissage utilisables pour la
mod́elisationà fin de pŕediction d’une variablecibleY par les variables explicativesXj .

L’enchâınement de ceśetapes (exploration puis apprentissage) constitue le fondement de la
fouille de donńees.

Pour comprendre la structure et bien appréhender le contenu de ce cours, il est important
d’intégrer rapidement ce qu’est la stratégieà mettre en œuvre pour aboutir au bonapprentissage
ou encore au bonmod̀ele pŕedictif recherch́e à partir des donńees observ́ees.

Attention, contrairement̀a une d́emarche statistique traditionnelle dans laquelle l’observation
des donńees est int́egŕeeà la ḿethodologie (plannification de l’expérience), les donńees sont ici
préalablesà l’analyse. Ńeanmoins il est clair que les préoccupations líeesà leur analyse et̀a son
objectif doivent intervenir le plus en amont possible pour s’assurer quelques chances de succès.

Lesétapes de la fouille de données :

i. Extraction des donńees avec ou sanséchantillonnage faisant référencèa des techniques de
sondage appliqúees ou applicables̀a des bases de données.

ii. Exploration des donńees pour la d́etection de valeurs aberrantes ou seulement atypiques,
d’incohérences, pour l’étude des distributions des structures de corrélation, recherche de
typologies, pour des transformations des données. . .

iii. Partition aĺeatoire de l’́echantillon (apprentissage, validation, test) en fonction de sa taille et
des techniques qui seront utilisées pour estimer une erreur de prédiction en vue des choix
de mod̀ele, choix et certification de ḿethode.
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iv. Pour chacune des ḿethodes consid́eŕees : mod̀ele linéaire ǵeńeral (gaussien, binomial ou
poissonien), discrimination paramétrique (lińeaire ou quadratique) ou non paramétrique,
k plus proches voisins, arbre, réseau de neurones (perceptron), support vecteur machine,
combinaison de mod̀eles (bagging, boosting).
• estimer le mod̀ele pour une valeur donnée d’un param̀etre decomplexit́e : nombre de va-

riables, de voisins, de feuilles, de neurones, durée de l’apprentissage, largeur de fenêtre. . . ;
• optimiser ce param̀etre (sauf pour les combinaisons de modèles affranchies des problèmes

de sur-apprentissage) en fonction de la technique d’estimation de l’erreur retenue :échantillon
de validation, validation croisée, approximation par pénalisation de l’erreur d’ajustement.

v. Comparaison des modèles optimaux obtenus (un par méthode) par estimation de l’erreur de
prévision sur l’́echantillon test ou, si la présence d’uńechantillon test est impossible, sur
le critère de ṕenalisation de l’erreur (Akaı̂ke par exemple) s’il en existe une version pour
chacune des ḿethodes consid́eŕees.

vi. Itérationéventuelle de la d́emarche pŕećedente (valisation croisée), si l’́echantillon test est
trop ŕeduit, depuis (iii). Partitions aléatoires successives de l’échantillon pour moyenner sur
plusieurs cas l’estimation finale de l’erreur de prédiction et s’assurer de la robustesse du
mod̀ele obtenu.

vii. Choix de la ḿethode retenue en fonction de ses capacités de pŕediction, de sa robustesse
mais aussi,́eventuellement, de l’interprétabillité du mod̀ele obtenu.

Objectif

L’objet de ce cours est d’introduire, sous une forme homogène et synth́etique, les principales
techniques d’exploration, de modélisation ou encore d’apprentissage utilisées le plus couramment
en fouille de donńees et cit́ees dans la section préćedente. Il a fallu faire des choix dans l’en-
semble des techniques proposées et leurs nombreux avatars. La forme et le contenu sont guidés
par les besoins expriḿes lors des stages réaliśees par leśetudiants du Master professionnel de
Statistique & Econoḿetrie ou encore par les thèmes des collaborations industrielles du labora-
toire de Statistique et Probabilités1. Le lecteur peut se faire une idée du nombre très important de
méthodes et variantes concernées par l’apprentissage supervisée ou non supervisé en consultant
une bôıte à outil Mathlab de classification2. Remarquons que les principaux logiciels commer-
ciaux (SAS, Splus, SPSS, Matlab. . . ) ou gratuits (R), performants et s’imposant par des interfaces
très conviviales (Enterprise Miner, Insightfull Miner, Clementine), contribuent largementà la dif-
fusion, voire la ṕeńetration, de ḿethodes tr̀es sophistiqúees dans des milieux imperméables̀a une
conceptualisation mathématique trop abstraite.

Le choix aét́e fait de conserver et expliciter, dans la mesure du possible, les concepts origi-
naux de chaque ḿethode dans son cadre disciplinaire tout en tâchant d’homoǵeńeiser notations
et terminologies. L’objectif principal est de faciliter la compréhension et l’interpŕetation des tech-
niques des principaux logiciels pour en faciliter uneutilisation pertinente et ŕefléchie. Un exemple
élémentaire de recherche d’un score d’appétance issu du marketing bancaire illustre les différents
points abord́es. Trait́e avec les logiciels SAS, Splus ou R, il sert de “fil rouge” tout au long du
cours.

1http ://www.lsp.ups-tlse.fr
2http ://tiger.technion.ac.il/ eladyt/classification/
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Chapitre 1

Introduction

1 Objectif

Touteétude sophistiqúee d’un corpus de données doit̂etre pŕećed́ee d’unéetudeexploratoireà
l’aide d’outils, certes rudimentaires mais robustes, en privilégiant les repŕesentations graphiques.
C’est la seule façon de se familiariser avec des données et surtout de dépister les sources de
probl̀emes :

• valeurs manquantes, erronées ou atypiques,
• modalit́es trop rares,
• distributions “anormales” (dissyḿetrie, multimodalit́e, épaisseur des queues),
• incoh́erences, liaisons non linéaires.
• . . .

C’est ensuite la recherche de prétraitements des données afin de les rendre conformes aux tech-
niques de mod́elisation ou d’apprentissage qu’il sera nécessaire de mettre en œuvre afin d’atteindre
les objectifs fix́es :

• transformation : logarithme, puissance, réduction, rangs. . . des variables,
• codage en classe ou recodage de classes,
• imputations ou non des données manquantes,
• lissage, d́ecompositions (ondelettes, fourier) de courbes,
• réduction de dimension, classification et premier choix de variables,
• classification ou typologie des observations.

Attention, le côté rudimentaire voire trivial de ces outils ne doit pas conduireà les ńegliger au pro-
fit d’une mise en œuvre imḿediate de ḿethodes beaucoup plus sophistiquées, donc beaucoup plus
sensibles aux problèmes cit́es ci-dessus. S’ils ne sont pas pris en compte, ils réapparâıtront alors
comme autant d’artefactssusceptibles de dénaturer voire de fausser toute tentative de modélisation.

2 Contenu

Cette partie se propose tout d’abord d’introduire brièvement les techniques permettant de
résumer les caractéristiques (tendance centrale, dispersion, boı̂te à moustaches, histogramme, esti-
mation non paraḿetrique) d’une variable statistique ou les relations entre variables de même type
quantitatif (coefficient de corrélation, nuage de points, ou qualitatif (χ2, Cramer, Tchuprow) ou de
types diff́erents (rapport de corrélation, diagrammes en boı̂tes parall̀eles). Les notions présent́ees
sont illustŕees sur un jeu de données typique d’un score d’appétance en marketing bancaire.
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8 Chapitre 1. Introduction

Après cette approche uni et bidimensionnelle, les techniques multidimensionnelles1 sont d́ecrites
et illustŕees. Elles diff̀erent selon le type des variables considéŕees mais permettent toutes de
réduire la dimension afin de résumer un tableau(n × p) de grande dimension et révéler ses ca-
ract́eristiques. L’analyse en composantes principales (ACP) pour les variables quantitatives, l’ana-
lyse des correspondances simples ou multiples (AFCM) pour les variables qualitatives. L’ana-
lyse factorielle discriminante (AFD) permet de juger de la qualité de discrimination d’un en-
semble de variables quantitatives afin d’expliquer une typologie décrite par une variable quali-
tative. Lorsqu’une typologie est recherchée, les ḿethodes de classification (hiérarchiques ou par
réallocation dynamique) déterminent une variable qualitative définissant une partition de l’en-
semble des données. D’autres techniques sont plus spécifiques, le positionnement multidimension-
nel ou ACP sur tableau de distances est adapté à des donńees particulìeres mais permetégalement
de structurer un ensemble de variables trop important. Enfin, ce document se termine par une in-
troductionà l’étude exploratoire de données fonctionnelles illustrées par des exemples de séries
climatiques.

1Elles constituent un ensemble communément appelé en France “Analyse de Données”.



Chapitre 2

Description statistiqueélémentaire

1 Exemple de donńees

Un même ensemble de données bancaires1 va servirà illustrer la plupart des outils et ḿethodes
décrits dans ce document. En voici le descriptif sommaire.

Le service marketing d’une banque dispose de fichiers décrivant ses clients et leurs compor-
tements (mouvements, soldes des différents comptes). Deux types d’études sont habituellement
réaliśees sur des données bancaires ou m̂eme plus ǵeńeralement dans le tertiaire afin de personna-
liser les relations avec les clients.

i. une classification ousegmentationde la client̀ele permettant de déterminer quelques classes
ou segments de comportements types.

ii. l’estimation d’un score en vue d’un objectif particulier. Il s’agit ici de prévoir l’intér̂et ou
l’ apṕetenced’un client pour le produit bancairecarte Visa Premier. C’est une carte de paie-
ment haut de gamme qui chercheà renforcer le lien de proximité avec la banque en vue de
fidéliser une client̀ele aiśee.

La liste des variables est issue d’une base de données retraçant l’historique mensuel bancaire et
les caract́eristiques de tous les clients. Un sondage aét́e ŕealiśe afin d’alĺeger les traitements ainsi
qu’une premìere śelection de variables. Les variables contenues dans le fichier sont explicitées
dans le tableau2.1. Elles sont observ́ees sur uńechantillon de 1425 clients.

2 Introduction

l’objectif des outils de Statistique descriptiveélémentaire est de fournir des résuḿes synth́etique
de śeries de valeurs, adaptésà leur type (qualitatives ou quantitatives), et observées sur une popu-
lation ou unéchantillon.

Dans le cas d’une seule variable, Les notions les plus classiques sont celles de médiane,
quantile, moyenne, fréquence, variance,écart-type d́efinies parall̀elementà des repŕesentations
graphiques : diagramme en bâton, histogramme, diagramme-boı̂te, graphiques cumulatifs, dia-
grammes en colonnes, en barre ou en secteurs.

Dans le cas de deux variables, on s’intéressèa la corŕelation, au rapport de corrélation ou en-
coreà la statistique d’un test duχ2 assocíe à une table de contingence. Ces notions sont associées
à différents graphiques comme le nuage de points (scatterplot), les diagrammes-boı̂tes parall̀eles,
les diagrammes de profils ou encore en mosaı̈que.

1Merci à Sophie Sarpy de Informatique Banque Populaireà Balma pour la misèa disposition de ces données.
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10 Chapitre 2. Description statistiqueélémentaire

TAB . 2.1 – Libelĺes des variables des données bancaires.
Identif. Libell é

matric Matricule (identifiant client)
depts Département de résidence
pvs Point de vente
sexec Sexe (qualitatif)
ager Age en anńees
famil Situation familiale

(Fmar : maríe, Fcel : ćelibataire, Fdiv :divorće,
Fuli :union libre, Fsep : śepaŕe de corps, Fveu :veuf)

relat Anciennet́e de relation en mois
prcsp Cat́egorie socio-professionnelle (code num)
quals Code “qualit́e” client évalúe par la banque
GxxGxxS plusieurs variables caractérisant les interdits

bancaires
impnbs Nombre d’impaýes en cours
rejets Montant total des rejets en francs
opgnb Nombre d’oṕerations par guichet dans le mois
moyrv Moyenne des mouvements nets créditeurs

des 3 mois en Kf
tavep Total des avoirśepargne mońetaire en francs
endet Taux d’endettement
gaget Total des engagements en francs
gagec Total des engagements court terme en francs
gagem Total des engagements moyen terme en francs
kvunb Nombre de comptes̀a vue
qsmoy Moyenne des soldes moyens sur 3 mois
qcred Moyenne des mouvements créditeurs en Kf
dmvtp Age du dernier mouvement (en jours)
boppn Nombre d’oṕerations̀a M-1
facan Montant factuŕe dans l’anńee en francs
lgagt Engagement long terme
vienb Nombre de produits contrats vie
viemt Montant des produits contrats vie en francs
uemnb Nombre de produitśepargne mońetaire
uemmts Montant des produits d’épargne mońetaire en francs
xlgnb Nombre de produits d’épargne logement
xlgmt Montant des produits d’épargne logement en francs
ylvnb Nombre de comptes sur livret
ylvmt Montant des comptes sur livret en francs
nbelts Nombre de produits d’épargne long terme
mtelts Montant des produits d’épargne long terme en francs
nbcats Nombre de produitśepargnèa terme
mtcats Montant des produitśepargnèa terme
nbbecs Nombre de produits bons et certificats
mtbecs Montant des produits bons et certificats en francs
rocnb Nombre de paiements par carte bancaireà M-1
jntca Nombre total de cartes
nptag Nombre de cartes point argent
segv2s Segmentation version 2
itavc Total des avoirs sur tous les comptes
havef Total des avoirśepargne financière en francs
dnbjd1s Nombre de jours̀a d́ebit à M
dnbjd2s Nombre de jours̀a d́ebit à M-1
dnbjd3s Nombre de jours̀a d́ebit à M-2
carvp Possession de la carte VISA Premier
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FIG. 2.1 – Diagramme-boı̂te illustrant la distribution deŝages des clients.

Les d́efinitions de ces diff́erentes notions se trouvent dans n’importe quel ouvrageélémentaire
de Statistique2, nous nous proposons simplement de rappeler dans ce chapitre certains outils moins
classiques mais efficaces et présents dans la plupart des logiciels statistiques. Cela nous permettra
également d’illustrer les premièresétapes exploratoires̀a ŕealiser sur un jeu de données.

3 Decription d’une variable

3.1 Cas quantitatif

Une variable quantitative prend des valeurs entières ou ŕeelles, elle est dite alors discrète ou
continue. Cette propriét́e ayant des incidences sur la nature de sa distribution et donc sur les gra-
phiques associés. Nous nous intéresserons surtout aux variables continues.

La distribution d’un variable statistique quantitative est résuḿee par diff́erents indicateurs em-
piriques detendance centrale(moyennex =

∑n
i=1 wixi, médiane) ou dedispersion(écart-type

σ, intervalle inter-quartiles). D’autres indicateurs s’intéressent̀a la dissyḿetrie (skeeness, associée
au moment d’ordre 3) ou encoreà l’applatissement (kurtosis̀a partir du moment d’ordre 4)

Deux graphiques permettent de rendre compte préciśement de la nature de la distribution.
La statistique de Kolmogorov est la plus couramment utilisée pour tester l’ad́equationà une loi
(normale).

Diagramme-bôıte (box-and-whiskers plot)

Il s’agit d’un graphique tr̀es simple qui ŕesume la śerieà partir de ses valeurs extrêmes, de ses
quartiles et de sa ḿediane.

Histogramme

Dans le cas d’uńechantillon, on cherchèa approcher par une estimation empirique le graphe
de la densit́e de la loi th́eorique associéeà la population. L’histogrammeen est un exemple. Une
fois détermińee un d́ecoupage en classes de l’ensemble des valeurs et les fréquencesf` d’occu-
rences de ces classes, un histogramme est la juxtaposition de rectangles dont les bases sont les
amplitudes des classes considéŕees (a` = b` − b`−1) et dont les hauteurs sont les quantités

f`
b`−b`−1

, appeĺeesdensit́es de fŕequence. L’aire du `-ème rectangle vaut doncf`, fréquence de la

2Un support de cours accessibleà la pagewww-sv.cict.fr/lsp/Besse .
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FIG. 2.2 – Diagramme-boı̂te illustrant la distribution de la variable cumulant les totaux des avoirs.
Celle-ci apparâıt comme tr̀es dissyḿetrique et avec de nombreuses valeurs atypiques. Une trans-
formation s’impose.

classe correspondante.

Estimation fonctionnelle

La qualit́e de l’estimation d’une distribution par un histogramme dépend beaucoup du découpage
en classe. Malheureusement, plutôt que de fournir des classes d’effectifségaux et donc de mieux
répartir l’impŕecision, les logiciels utilisent des classes d’amplitudeségales et tracent donc des
histogrammes parfois peu représentatifs. Ces 20 dernières anńees,à la suite du d́eveloppement
des moyens de calcul, sont apparues des méthodes d’estimation ditesfonctionnellesou non-
paraḿetriquesqui proposent d’estimer la distribution d’une variable ou la relation entre deux va-
riables par une fonction construite point par point (noyaux) ou dans une base de fonctionssplines.
Ces estimations sont simplesà calculer (pour l’ordinateur) mais nécessitent le choix d’un pa-
ramètre dit delissage. Les d́emonstrations du caractère optimal de ces estimations fonctionnelles,
li éeà l’optimalité du choix de la valeur du paramètre de lissage, font appelà des outils th́eoriques
plus sophistiqúees sortant du cadre de ce cours (Eubank, 1988, Silverman, 1986).

L’estimation de la densité par la ḿethode du noyau se met sous la forme géńerale :

ĝλ(x) =
1

nλ

n∑
i=1

K

(
x− xi

λ

)

où λ est le param̀etre de lissage optimisée par une proćedure automatique qui minimise une ap-
proximation de l’erreur quadratique moyenne intégŕee (norme de l’espaceL2) ; K est une fonction
symétrique, positive, concave, appeléenoyaudont la forme pŕecise importe peu. C’est souvent la
fonction densit́e de la loi gaussienne :

K(t) =
1√
2π

exp(−t2/2)

qui poss̀ede de bonnes propriét́es de ŕegularit́e. Le principe consiste simplementà associer̀a
chaque observation un “élément de densité” de la forme du noyauK et à sommer tous ces
éléments. Un histogramme est une version particulière d’estimation dans laquelle l”’élément de
densit́e” est un “petit rectangle” dans la classe de l’observation.
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FIG. 2.3 – Histogramme et estimation fonctionnelle par la méthode du noyau de la distribution des
âges.

3.2 Cas qualitatif

Par d́efinition, les observations d’une variable qualitative ne sont pas des valeurs numériques,
mais des caractéristiques, appeléesmodalit́es. Lorsque ces modalités sont naturellement ordonnées
(par exemple, la mention au bac ou une classe d’âge), la variable est diteordinale. Dans le cas
contraire (par exemple, la profession dans une population de personnes actives ou la situation
familiale) la variable est ditenominale.

Les repŕesentations graphiques que l’on rencontre avec les variables qualitatives sont assez
nombreuses. Les trois plus courantes, qui sont aussi les plus appropriées, sont les diagrammes en
colonnes, en barre, en secteurs. Tous visentà repŕesenter la ŕepartition en effectif ou fŕequences
des individus dans les différentes classes ou modalités.

4 Liaison entre variables

Dans cette section, on s’intéressèa l’étude simultańee de deux variablesX et Y . L’objectif
essentiel des ḿethodes pŕesent́ees est de mettre enévidence unéeventuelle variation simultanée
des deux variables, que nous appellerons alorsliaison. Dans certains cas, cette liaison peutêtre
consid́eŕeea priori commecausale, une variableX expliquant l’autreY ; dans d’autres, ce n’est
pas le cas, et les deux variables jouent des rôles syḿetriques. Dans la pratique, il conviendra de bien
diff érencier les deux situations et une liaison n’entraı̂ne pas ńecessairement une causalité. Sont
ainsi introduites les notions de covariance, coefficient de corrélation lińeaire, ŕegression lińeaire,
rapport de corŕelation, indice de concentration, khi-deux et autres indicateurs qui lui sont liés.
De même, nous pŕesentons les graphiques illustrant les liaisons entre variables : nuage de points
(scatter-plot), diagrammes-ôıtes parall̀eles, diagramme de profils, tableau de nuages (scatter-plot
matrix).

4.1 Deux variables quantitatives
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FIG. 2.4 – Diagramme en barres et diagramme en colonne de la répartition des situations fami-
liales. Certaines modalités trop rares et regroupées automatiquement dans la classeotherdevront
être recod́ees.

Nuage de points

Il s’agit d’un graphique tr̀es commode pour représenter les observations simultanées de deux
variables quantitatives. Il consisteà consid́erer deux axes perpendiculaires, l’axe horizontal représentant
la variableX et l’axe vertical la variableY , puisà repŕesenter chaque individu observé par les co-
ordonńees des valeurs observées. L’ensemble de ces points donne en géńeral une id́ee assez bonne
de la variation conjointe des deux variables et est appelénuage. On notera qu’on rencontre parfois
la terminologie dediagramme de dispersion, traduction plus fid̀ele de l’anglaisscatter-plot.

Le choix deśechelles̀a retenir pour ŕealiser un nuage de points peut s’avérer d́elicat. D’une
façon ǵeńerale, on distinguera le cas de variableshomog̀enes(repŕesentant la m̂eme grandeur
et expriḿees dans la m̂eme unit́e) de celui des variableshét́erog̀enes. Dans le premier cas, on
choisira la m̂emeéchelle sur les deux axes (qui seront donc orthonormés) ; dans le second cas, il
est recommand́e soit de repŕesenter les variables centrées et ŕeduites sur des axes orthonormés, soit
de choisir deśechelles telles que ce soit sensiblement ces variables là que l’on repŕesente (c’est en
géńeral cette seconde solution qu’utilisent, de façon automatique, les logiciels statistiques).

Indice de liaison

le coefficient de corŕelation lińeaire est un indice rendant compte numériquement de la manière
dont les deux variables considéŕees varient simultańement. Il est d́efini à partir de la covariance
qui géńeraliseà deux variables la notion de variance :

cov(X, Y ) =
n∑

i=1

wi[xi − x][yi − y]

= [
n∑

i=1

wixiyi]− x y.
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FIG. 2.5 – Nuage de points illustrant l’absence de liaison entre la variableâge et celle cumulant le
total deśepargnes mońetaires (corŕelation de 0,17).

La covariance est une forme bilinéaire syḿetrique qui peut prendre toute valeur réelle et dont la
variance est la forme quadratique associée. Elle d́epend des unités de mesure dans lesquelles sont
exprimées les variables considéŕees ; en ce sens, ce n’est pas un indice de liaison “intrinsèque”.
C’est la raison pour laquelle on définit le coefficient de corrélation lińeaire (parfois appelé coeffi-
cient de Pearson ou de Bravais-Pearson), rapport entre la covariance et le produit desécarts-types :

corr(X, Y ) =
cov(X, Y )

σXσY
.

Le coefficient de corŕelation estégal à la covariance des variables centrées et ŕeduites res-
pectivement associéesà X et Y : corr(X, Y ) = cov(X−x

σX
, Y−y

σY
). Par conśequent, corr(X, Y ) est

indépendant des unités de mesure deX et deY . Le coefficient de corŕelation estsyḿetriqueet
prend ses valeurs entre -1 et +1.

Notons pour ḿemoire la possibilit́e d’utiliser d’autres indicateurs de liaison entre variables
quantitatives. Construits sur les rangs (corrélation de Spearman) ils sont plus robustes facesà des
situations de non lińearit́e ou des valeurs atypiques mais restent très ŕeducteurs.

4.2 Une variable quantitative et une qualitative

Notations

SoitX la variable qualitative considéŕee, suppośeeà r modalit́es not́ees

x1, . . . , x`, . . . , xr

et soitY la variable quantitative de moyenney et de varianceσ2
Y . Désignant parΩ l’ échantillon

consid́eŕe, chaque modalité x` de X définit une sous-population (un sous-ensemble)Ω` de Ω :
c’est l’ensemble des individus, supposés pour simplifier de poidswi = 1/n et sur lesquels on a
observ́e x` ; on obtient ainsi unepartition deΩ enm classes dont nous noteronsn1, . . . , nm les
cardinaux (avec toujours

∑m
`=1 n` = n, où n = card(Ω)).
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FIG. 2.6 – Diagrammes-boites illustrant les différences de distribution desâges en fonction de la
possession d’une carte Visa Premier.

Consid́erant alors la restriction deY à Ω` (l = 1, . . . ,m), on peut d́efinir la moyenne et la
variance partielles deY sur cette sous-population ; nous les noterons respectivementy` etσ2

` :

y` =
1
n`

∑
ωi∈Ω`

Y (ωi) ;

σ2
` =

1
n`

∑
ωi∈Ω`

[Y (ωi)− y`]2.

Bôıtes parall̀eles

Une façon commode de représenter les données dans le cas de l’étude simultańee d’une
variable quantitative et d’une variable qualitative consisteà ŕealiser des diagrammes-boı̂tes pa-
rallèles ; il s’agit, sur un m̂eme graphique doté d’uneéchelle unique, de représenter pourY un
diagramme-bôıte pour chacune des sous-populations définies parX. La comparaison de ces boı̂tes
donne une id́ee assez claire de l’influence deX sur les valeurs deY , c’est-̀a-dire de la liaison entre
les deux variables.

Formules de d́ecomposition

Ces formules indiquent comment se décomposent la moyenne et la variance deY sur la parti-
tion définie parX (c’est-̀a-dire comment s’écrivent ces caractéristiques en fonction de leurs valeurs
partielles) ; elles sont ńecessaires pour définir un indice de liaison entre les deux variables.

y =
1
n

r∑
`=1

n`y` ;

σ2
Y =

1
n

r∑
`=1

n`(y` − y)2 +
1
n

r∑
`=1

n`σ
2
` = σ2

E + σ2
R .
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Le premier terme de la décomposition deσ2
Y , not́e σ2

E , est appeĺe variance expliqúee (par la
partition, c’est-̀a-dire parX) ou variance inter(between) ; le second terme, noté σ2

R, est appeĺe
variance ŕesiduelleouvariance intra(within).

Rapport de corŕelation

Il s’agit d’un indice de liaison entre les deux variablesX etY qui est d́efini par :

sY/X =

√
σ2

E

σ2
Y

;

X et Y n’étant pas de m̂eme nature,sY/X n’est pas syḿetrique et v́erifie 0 ≤ sY/X ≤ 1. Cet
encadrement d́ecoule directement de la formule de décomposition de la variance. Les valeurs 0 et
1 ont une signification particulière int́eressante.

4.3 Deux variables qualitatives

Notations

On consid̀ere dans ce paragraphe deux variables qualitatives observées simultańement surn
individus. On suppose que la première, not́eeX, poss̀eder modalit́es not́eesx1, . . . , x`, . . . , xr,
et que la seconde, notéeY , poss̀edec modalit́es not́eesy1, . . . , yh, . . . , yc.

Ces donńees sont pŕesent́ees dans un tableaùa double entŕee, appeĺe table de contingence,
dans lequel on dispose les modalités deX en lignes et celles deY en colonnes. Ce tableau est
donc de dimensionr× c et a pouŕelément ǵeńerique le nombren`h d’observations conjointes des
modalit́esx` deX etyh deY ; les quantit́esn`h sont appeĺees leseffectifs conjoints.

Une table de contingence se présente donc sous la forme suivante :

y1 · · · yh · · · yc sommes

x1 n11 · · · n1h · · · n1c n1+

...
...

...
...

...
x` n`1 · · · n`h · · · n`c n`+

...
...

...
...

...
xr nr1 · · · nrh · · · nrc nr+

sommes n+1 · · · n+h · · · n+c n

Les quantit́es n`+(` = 1, . . . , r) et n+h(h = 1, . . . , c) sont appeĺees leseffectifs margi-
naux; ils sont d́efinis parn`+ =

∑c
h=1 n`h et n+h =

∑r
`=1 n`h, et ils v́erifient

∑r
`=1 n`+ =∑c

h=1 n+h = n. De façon analogue, on peut définir les notions de fŕequences conjointes et de
fréquences marginales.

Repŕesentations graphiques

On peut envisager, dans le cas de l’étude simultańee de deux variables qualitatives, d’adapter
les graphiques présent́es dans le cas unidimensionnel : on découpe chaque partie (colonne, par-
tie de barre ou secteur) représentant une modalité de l’une des variables selon les effectifs des
modalit́es de l’autre. Mais, de façon géńerale, il est plus approprié de ŕealiser des graphiques
repŕesentant des quantités tr̀es utiles dans ce cas et que l’on appelle lesprofils.
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FIG. 2.7 – Diagrammes en barres des profils lignes et colonnes de la table de contingence croi-
sant le sexe et la possession de la carte Visa Premier. La superficie de chaque case est en plus
proportionnellèa l’effectif de la cellule associée.

Profils

On appellè -ème profil-ligne l’ensemble des fréquences de la variableY conditionnelles̀a
la modalit́e x` deX (c’est-̀a-dire d́efinies au sein de la sous-populationΩ` deΩ assocíeeà cette
modalit́e). Il s’agit donc des quantités :

{ n`1

n`+
, . . . ,

n`h

n`+
, . . . ,

n`c

n`+
}.

On d́efinit de façon analogue leh-ème profil-colonne :

{ n1h

n+h
, . . . ,

n`h

n+h
, . . . ,

nrh

n+h
}.

La repŕesentation graphique des profils-lignes ou des profils-colonnes, au moyen, par exemple,
de diagrammes en barre parallèles, donne alors une idée assez précise de la variation conjointe des
deux variables.

Indices de liaison

Lorsque tous les profils-lignes sontégaux, ce qui est́equivalentà ce que tous les profils-
colonnes soient́egaux et que

∀(`, h) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , c} : n`h =
n`+n+h

n
,

on dit qu’il n’existe aucune forme de liaison entre les deux variables considéŕeesX etY . Par suite,
la mesure de la liaison va se faire enévaluant l’́ecart entre la situation observée et l’́etat de non
liaison d́efini ci-dessus.
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Khi-deux

Il est courant en statistique de comparer une table de contingence observée, d’effectif conjoint
géńeriquen`h, à une table de contingence donnée a priori (et appeléestandard), d’effectif conjoint
géńeriques`h, en calculant la quantité

r∑
`=1

c∑
h=1

(n`h − s`h)2

s`h
.

De façon naturelle, pour mesurer la liaison sur une table de contingence, on utilise donc l’indice
appeĺe khi-deux (chi-square) et défini comme suit :

χ2 =
r∑

`=1

c∑
h=1

(n`h −
n`+n+h

n
)2

n`+n+h

n

= n

[
r∑

`=1

c∑
h=1

n2
`h

n`+n+h
− 1

]
.

Le coefficientχ2 est toujours positif ou nul et il est d’autant plus grand que la liaison entre les
deux variables considéŕees est forte. Malheureusement, il dépend aussi des dimensionsr etc de la
tableétudíee, ainsi que de la taillen de l’échantillon observ́e ; en particulier, il n’est pas majoré.
C’est la raison pour laquelle on a défini d’autres indices, liés au khi-deux, et dont l’objectif est de
palier ces d́efauts.

Autres indicateurs

Nous en citerons trois.
• Le phi-deux: Φ2 = χ2

n . Il ne dépend plus den, mais d́epend encore der et dec.
• Le coefficientT de Tschuprow :

T =

√
Φ2√

(r − 1)(c− 1)
.

On peut v́erifier :0 ≤ T ≤ 1 .
• Le coefficient C de Cramer :

C =

√
Φ2

d− 1
,

avec :d = inf(r, c). On vérifie maintenant :0 ≤ T ≤ C ≤ 1 .
Enin, lap-value d’un test d’ind́ependance (test duχ2) est aussi utiliśee pour comparerr des

liaisons entre variables.

5 Vers le cas multidimensionnel

L’objectif des prochains chapitres de ce cours est d’exposer les techniques de la statistique
descriptive multidimensionnelle. Or, sans connaı̂tre ces techniques, il se trouve qu’il est possible
de d́ebuter une exploration de données multidimensionnelles en adaptant simplement les méthodes
déjà étudíees.

5.1 Matrices des covariances et des corrélations

Lorsqu’on a observ́e simultańement plusieurs variables quantitatives (p variables,p ≥ 3) sur
le mêmeéchantillon, il est possible de calculer d’une part les variances de toutes ces variables,
d’autre part lesp(p−1)

2 covariances des variables prises deuxà deux. L’ensemble de ces quantités
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peut alorsêtre dispośe dans une matrice carrée (p × p) et syḿetrique, comportant les variances
sur la diagonale et les covariancesà l’extérieur de la diagonale ; cette matrice, appelée matrice des
variances-covariances (ou encore matrice des covariances) sera notéeS. Elle sera utiliśee par la
suite, mais n’a pas d’interprétation concr̀ete. Notons qu’il est possible de vérifier queS est semi
définie positive.

De la m̂eme manìere, on peut construire la matrice symétriquep × p, comportant des 1 sur
toute la diagonale et, en dehors de la diagonale, les coefficients de corrélation lińeaire entre les
variables prises deux̀a deux. Cette matrice est appelée matrice des corrélations, elle est́egalement
semi d́efinie positive, et nous la noteronsR. Elle est de lecture commode et indique quelle est la
structure de corrélation des variableśetudíees.

5.2 Tableaux de nuages

NotonsX1, . . . , Xp lesp variables quantitatives considéŕees ; on appelle tableau de nuages le
graphique obtenu en juxtaposant, dans une sorte de matrice carréep×p, p2 sous-graphiques ; cha-
cun des sous-graphiques diagonaux est relatifà l’une desp variables, et il peut s’agir, par exemple,
d’un histogramme ; le sous-graphique figurant dans le bloc d’indice(j, j′), j 6= j′, est le nuage
de points ŕealiśe avec la variableXj en abscisses et la variableXj′ en ordonńees. Dans certains
logiciels anglo-saxons, ces graphiques sont appeléssplom(Scatter PLOt Matrix). Le tableau de
nuages, avec la matrice des corrélations, fournit ainsi une vision globale des liaisons entre les
variableśetudíees.

5.3 La matrice des coefficients de Tschuprow (ou de Cramer)

Consid́erons maintenant le cas où l’on étudie simultańement plusieurs variables qualitatives
(p variables,p ≥ 3). La matrice des coefficients de Tschuprow est la matrice carrée d’ordrep,
symétrique, comportant des 1 sur la diagonale et, en dehors de la diagonale, les coefficients de
Tschuprow entre les variables prises deuxà deux. Il s’agit donc d’une matrice du même type que
la matrice des corrélations (elle est d’ailleurs, elle aussi, semi définie positive), et son utilisation
pratique est analogue. Notons que l’on peut, de la même façon, utiliser les coefficients de Cramer
au lieu des coefficients de Tschuprow.

6 Problèmes

Les quelques outils de ce chapitre permettent déjà de se faire une première id́ee d’un jeu de
donńees mais surtout, en préalableà toute analyse, ils permettent de s’assurer de la fiabilité des
donńees, de reṕerer des valeurs extrêmes atypiques,́eventuellement des erreurs de mesures ou de
saisie, des incoh́erences de codage ou d’unité.

Les erreurs, lorsqu’elle sont déceĺees, conduisent naturellement et nécessairement̀a leur cor-
rection ouà l’élimination des donńees douteuses mais d’autres problèmes pouvant apparaı̂tre n’ont
pas toujours de solutionśevidentes.

• Le mitage de l’ensemble des données ou absence de certaines valeurs en fait partie. Faut-il
supprimer les individus incrimińes ou les variables ? Faut-il compléter, par une mod́elisation
et pŕevision partielles, les valeurs manquantes ? Les solutions dépendent du taux de va-
leurs manquantes, de leur répartition (sont-elles aléatoires) et du niveau de tolérance des
méthodes qui vont̂etre utiliśees.

• La pŕesence de valeurs atypiques peut influencer sévèrement des estimations de méthodes
peu robustes car basées sur le carré d’une distance. Ces valeurs sont-elles des erreurs ? Sinon
faut-il les conserver en transformant les variables ou en adoptant des méthodes robustes
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FIG. 2.8 – La simple transformation (log(50 + x)), de la variable cumulants les avoirs, résout
bien les probl̀emes pośes par l’allure “log-normale” de sa distribution avec son cortège de valeurs
atypiques.

baśees sur deśecarts absolus ?
• Même sans hypothèse explicite de normalité des distributions, il est préférable d’avoir̀a faire

à des distributions relativement symétriques. Une transformation des variables par une fonc-
tion monotone (log, puissance) est hautement recommandée afin d’aḿeliorer la syḿetrie de
leur distribution ou encore pour linéariser (nuage de points) la nature d’une liaison.
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Chapitre 3

Analyse en Composantes Principales

1 introduction

Lorsqu’onétudie simultańement un nombre important de variables quantitatives (ne serait-ce
que 4 !), comment en faire un graphique global ? La difficulté vient de ce que les individusétudíes
ne sont plus représent́es dans un plan, espace de dimension 2, mais dans un espace de dimension
plus importante (par exemple 4). L’objectif de l’Analyse en Composantes Principales (ACP) est
de revenirà un espace de dimension réduite (par exemple 2) en déformant le moins possible la
réalit́e. Il s’agit donc d’obtenir le ŕesuḿe le plus pertinent possible des données initiales.

C’est la matrice des variances-covariances (ou celle des corrélations) qui va permettre de
réaliser ce ŕesuḿe pertinent, parce qu’on analyse essentiellement la dispersion des données consid́eŕees.
De cette matrice, on va extraire, par un procéd́e math́ematique ad́equat, les facteurs que l’on re-
cherche, en petit nombre. Ils vont permettre de réaliser les graphiques désiŕes dans cet espace de
petite dimension (le nombre de facteurs retenus), en déformant le moins possible la configuration
globale des individus selon l’ensemble des variables initiales (ainsi remplacées par les facteurs).

C’est l’interpŕetation de ces graphiques qui permettra de comprendre la structure des données
analyśees. Cette interprétation sera guid́ee par un certain nombre d’indicateurs numériques et gra-
phiques, appelés aides̀a l’interpŕetation, qui sont l̀a pour aider l’utilisateur̀a faire l’interpŕetation
la plus juste et la plus objective possible.

L’analyse en Composantes Principales (ACP) est un grand classique de l”’analyse des données”
en France pour l’́etude exploratoire ou la compression d’un grand tableaun× p de donńees quan-
titatives. Le livre de Jolliffe (2002) en détaille tous les aspects et utilisations de façon exhaustive.
Elle est introduite ici comme l’estimation des paramètres d’un mod̀ele, afin de pŕeciser la significa-
tion statistique des résultats obtenus. Une approche plus sophistiquée adapt́eeà l’étude de courbes
ou donńees fonctionnelles est proposée au chapitre9. L’ACP est illustŕee dans ce chapitrèa travers
l’ étude de donńeesélémentaires. Elles sont constituées des moyennes sur dix ans des températures
moyennes mensuelles de 32 villes françaises. La matrice initialeX est donc(32 × 12). Les co-
lonnes sont l’observatioǹa différents instants d’une m̂eme variable ; elles sont homogènes et il est
inutile de les ŕeduire.

L’ACP joue dans ce cours un rôle central ; cette ḿethode sert de fondement théorique aux
autres ḿethodes de statistique multidimensionnelle ditesfactoriellesqui en apparaissent comme
des cas particuliers. Cette méthode est donćetudíee en d́etail et abord́ee avec diff́erents niveaux de
lecture. La premìere section pŕesente les grands principes de façon trèsélémentaire, voire intuitive,
tandis que les suivantes explicitent les expressions matricielles des résultats.

23
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2 Présentationélémentaire de l’ACP

2.1 Les donńees

Consid́erons les notes (de 0̀a 20) obtenues par 9́elèves dans 4 disciplines (mathématiques,
physique, français, anglais) :

MATH PHYS FRAN ANGL
jean 6.00 6.00 5.00 5.50
alan 8.00 8.00 8.00 8.00
anni 6.00 7.00 11.00 9.50
moni 14.50 14.50 15.50 15.00
didi 14.00 14.00 12.00 12.50
andr 11.00 10.00 5.50 7.00
pier 5.50 7.00 14.00 11.50
brig 13.00 12.50 8.50 9.50
evel 9.00 9.50 12.50 12.00

Nous savons comment analyser sépaŕement chacune de ces 4 variables, soit en faisant un
graphique, soit en calculant desrésuḿes nuḿeriques. Nous savonśegalement qu’on peut regarder
lesliaisons entre 2 variables(par exemple math́ematiques et français), soit en faisant un graphique
du type nuage de points, soit en calculant leurcoefficient de corŕelation linéaire, voire en ŕealisant
la régressionde l’une sur l’autre.

Mais comment faire unéetude simultańee des 4 variables, ne serait-ce qu’en réalisant un gra-
phique ? La difficult́e vient de ce que les individus (lesélèves) ne sont plus représent́es dans un
plan, espace de dimension 2, mais dans un espace de dimension 4 (chacunétant caract́eriśe par
les 4 notes qu’il a obtenues). L’objectif de l’Analyse en Composantes Principales est de revenirà
un espace de dimension réduite (par exemple, ici, 2) en déformant le moins possible la réalit́e. Il
s’agit donc d’obtenirle résuḿe le plus pertinentdes donńees initiales.

2.2 Résultats pŕeliminaires

Tout logiciel fournit la moyenne, l’écart-type, le minimum et le maximum de chaque variable.
Il s’agit donc, pour l’instant, d’́etudes univaríees.

Statistiques él émentaires

Variable Moyenne Ecart-type Minimum Maximum

MATH 9.67 3.37 5.50 14.50
PHYS 9.83 2.99 6.00 14.50
FRAN 10.22 3.47 5.00 15.50
ANGL 10.06 2.81 5.50 15.00

Notons au passage la grande homogéńeité des 4 variables considéŕees : m̂eme ordre de gran-
deur pour les moyennes, lesécarts-types, les minima et les maxima.

Le tableau suivant est lamatrice des corŕelations. Elle donne les coefficients de corrélation
linéaire des variables prises deuxà deux. C’est une succession d’analyses bivaríees, constituant
un premier pas vers l’analyse multivaríee.
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Coefficients de corr élation

MATH PHYS FRAN ANGL

MATH 1.00 0.98 0.23 0.51
PHYS 0.98 1.00 0.40 0.65
FRAN 0.23 0.40 1.00 0.95
ANGL 0.51 0.65 0.95 1.00

Remarquons que toutes les corrélations lińeaires sont positives (ce qui signifie que toutes
les variables varient, en moyenne, dans le même sens), certainesétant tr̀es fortes (0.98 et 0.95),
d’autres moyennes (0.65 et 0.51), d’autres enfin plutôt faibles (0.40 et 0.23).

2.3 Résultats ǵenéraux

Continuons l’analyse par celui de lamatrice des variances-covariances, matrice de m̂eme
nature que celle des corrélations, bien que moins “parlante” (nous verrons néanmoins plus loin
comment elle est utiliśee concr̀etement). La diagonale de cette matrice fournit les variances des
4 variables consid́eŕees (on notera qu’au niveau des calculs, il est plus commode de manipuler la
variance que l’́ecart-type ; pour cette raison, dans de nombreuses méthodes statistiques, comme en
A.C.P., on utilise la variance pour prendre en compte la dispersion d’une variable quantitative).

Matrice des variances-covariances

MATH PHYS FRAN ANGL

MATH 11.39 9.92 2.66 4.82
PHYS 9.92 8.94 4.12 5.48
FRAN 2.66 4.12 12.06 9.29
ANGL 4.82 5.48 9.29 7.91

Lesvaleurs propresdonńees ci-dessous sont celles de la matrice des variances-covariances.

Valeurs propres ; variances expliqu ées

FACTEUR VAL. PR. PCT. VAR. PCT. CUM.

1 28.23 0.70 0.70
2 12.03 0.30 1.00
3 0.03 0.00 1.00
4 0.01 0.00 1.00

----- ----
40.30 1.00

Interprétation

Chaque ligne du tableau ci-dessus correspondà une variable virtuelle (voilà lesfacteurs) dont
la colonneVAL . PR. (valeur propre) fournit la variance (en fait, chaque valeur propre représente la
variance du facteur correspondant). La colonnePCT. VAR, ou pourcentage de variance, correspond
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au pourcentage de variance de chaque ligne par rapport au total. La colonnePCT. CUM. repŕesente
le cumul de ces pourcentages.

Additionnons maintenant les variances des 4 variables initiales (diagonale de la matrice des
variances-covariances) :11.39 + 8.94 + 12.06 + 7.91 = 40.30. La dispersion totale des individus
consid́eŕes, en dimension 4, est ainsiégaleà 40.30.

Additionnons par ailleurs les 4 valeurs propres obtenues :28.23+12.03+0.03+0.01 = 40.30.
Le nuage de points en dimension 4 est toujours le même et sa dispersion globale n’a pas changé.
Il s’agit d’un simple changement de base dans un espace vectoriel. C’est la répartition de cette
dispersion, selon les nouvelles variables que sont les facteurs, ou composantes principales, qui se
trouve modifíee : les 2 premiers facteurs restituentà eux seuls la quasi-totalité de la dispersion du
nuage, ce qui permet de négliger les 2 autres.

Par conśequent, les graphiques en dimension 2 présent́es ci-dessous résument presque par-
faitement la configuration réelle des donńees qui se trouvent en dimension 4 : l’objectif (résuḿe
pertinent des donńee en petite dimension) est donc atteint.

2.4 Résultats sur les variables

Le résultat fondamental concernant les variables est le tableau descorr élations variables-
facteurs. Il s’agit des coefficients de corrélation lińeaire entre les variables initiales et les facteurs.
Ce sont ces corrélations qui vont permettre de donner un sens aux facteurs (de les interpréter).

Corr élations variables-facteurs

FACTEURS --> F1 F2 F3 F4

MATH 0.81 -0.58 0.01 -0.02
PHYS 0.90 -0.43 -0.03 0.02
FRAN 0.75 0.66 -0.02 -0.01
ANGL 0.91 0.40 0.05 0.01

Les deux premìeres colonnes de ce tableau permettent, tout d’abord, de réaliser legraphique
des variables(version SAS) donńe ci-dessous.

Mais, ces deux colonnes permettentégalement de donner une signification aux facteurs (donc
aux axes des graphiques).

On notera que les deux dernières colonnes ne seront pas utilisées puisqu’on ne retient que deux
dimensions pour interpréter l’analyse.

Interprétation

Ainsi, on voit que le premier facteur est corrélé positivement, et assez fortement, avec chacune
des 4 variables initiales : plus uńelève obtient de bonnes notes dans chacune des 4 disciplines,
plus il a un scoréelev́e sur l’axe 1 ; ŕeciproquement, plus ses notes sont mauvaises, plus son score
est ńegatif. En ce qui concerne l’axe 2, il oppose, d’une part, le français et l’anglais (corrélations
positives), d’autre part, les mathématiques et la physique (corrélations ńegatives). Il s’agit donc
d’un axe d’opposition entre disciplines littéraires et disciplines scientifiques, surtout marqué par
l’opposition entre le français et les mathématiques. Cette interprétation peut̂etre pŕeciśee avec les
graphiques et tableaux relatifs aux individus que nous présentons maintenant.
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FIG. 3.1 –Repŕesentation des variables

2.5 Résultats sur les individus

Le tableau ci-dessous contient tous les résultats importants sur les individus.

Coordonn ées des individus ; contributions ; cosinus carr és

POIDS FACT1 FACT2 CONTG CONT1 CONT2 COSCA1 COSCA2

jean 0.11 -8.61 -1.41 20.99 29.19 1.83 0.97 0.03
alan 0.11 -3.88 -0.50 4.22 5.92 0.23 0.98 0.02
anni 0.11 -3.21 3.47 6.17 4.06 11.11 0.46 0.54
moni 0.11 9.85 0.60 26.86 38.19 0.33 1.00 0.00
didi 0.11 6.41 -2.05 12.48 16.15 3.87 0.91 0.09
andr 0.11 -3.03 -4.92 9.22 3.62 22.37 0.28 0.72
pier 0.11 -1.03 6.38 11.51 0.41 37.56 0.03 0.97
brig 0.11 1.95 -4.20 5.93 1.50 16.29 0.18 0.82
evel 0.11 1.55 2.63 2.63 0.95 6.41 0.25 0.73

On notera que chaque individu représente 1́elément sur 9, d’òu un poids (une pond́eration) de
1/9 = 0.11, ce qui est fourni par la première colonne du tableau ci-dessus.

Les 2 colonnes suivantes fournissent les coordonnées des individus (leśelèves) sur les deux
premiers axes (les facteurs) et ont donc permis de réaliser legraphique des individus. Ce dernier
permet de pŕeciser la signification des axes, donc des facteurs.

Interprétation

On peut ainsi voir que l’axe 1 représente le ŕesultat d’ensemble deśelèves (si on prend leur
score – ou coordonnée – sur l’axe 1, on obtient le m̂eme classement que si on prend leur moyenne
géńerale). Par ailleurs, l’élève “le plus haut” sur le graphique, celui qui a la coordonnée la plus
élev́ee sur l’axe 2, est Pierre dont les résultats sont les plus contrastés en faveur des disciplines
litt éraires (14 et 11.5 contre 7 et 5.5). C’est exactement le contraire pour André qui obtient la
moyenne dans les disciplines scientifiques (11 et 10) mais des résultats tr̀es faibles dans les disci-
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FIG. 3.2 –Donńees fictives : Représentation des individus

plines litt́eraires (7 et 5.5). On notera que Monique et Alain ont un score voisin de 0 sur l’axe 2
car ils ont des ŕesultats tr̀es homog̀enes dans les 4 disciplines (maisà des niveaux très distincts, ce
qu’a d́ejà ŕevélé l’axe 1).

Les 3 colonnes suivantes du tableau fournissent descontributions des individusà diverses
dispersions :CONT1 etCONT2 donnent les contributions des individusà la variance selon les axes
1 et 2 (rappelons que c’est la variance qui caractérise la dispersion) ;CONTG les contributions̀a la
dispersion en dimension 4 (il s’agit de ce que l’on appelle l’inertie du nuage deśelèves ; la notion
d’inertie ǵeńeralise celle de variance en dimension quelconque, la varianceétant toujours relative
à une seule variable). Ces contributions sont fournies en pourcentages (chaque colonne sommeà
100) et permettent de repérer les individus les plus importants au niveau de chaque axe (ou du
nuage en dimension 4). Elles servent en géńeralà affiner l’interpŕetation des ŕesultats de l’analyse.

Ainsi, par exemple, la variance de l’axe 1 vaut 28.23 (première valeur propre). On peut la
retrouver en utilisant la formule de définition de la variance :

V ar(C1) =
1
9

9∑
i=1

(c1
i )

2

(il faut noter que, dans une A.C.P., les variablesétant centŕees, il en va de m̂eme pour les facteurs ;
ainsi, la moyenne deC1 est nulle et n’apparaı̂t pas dans la formule de la variance). La coordonnée
de Jean (le premier individu du fichier) sur l’axe 1 vautc1

1 = −8.61 ; sa contribution est donc :

1
9(−8.61)2

28.23
× 100 = 29.19 %.

À lui seul, cet individu repŕesente pr̀es de 30 % de la variance : il est prépond́erant (au m̂eme titre
que Monique) dans la définition de l’axe 1 ; cela provient du fait qu’il a le résultat le plus faible,
Monique ayant,̀a l’oppośe, le ŕesultat le meilleur.

Enfin, les 2 dernìeres colonnes du tableau sont des cosinus carrés qui fournissent la (* qualité
de la repŕesentation *) de chaque individu sur chaque axe. Ces quantités s’additionnent axe par
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axe, de sorte que, en dimension 2,Évelyne est représent́eeà 98 % (0.25 + 0.73), tandis que les 8
autres individus le sont̀a 100 %.

Lorsqu’on consid̀ere les donńees initiales, chaque individu (chaqueélève) est repŕesent́e par
un vecteur dans un espace de dimension 4 (leséléments – ou coordonnées – de ce vecteur sont
les notes obtenues dans les 4 disciplines). Lorsqu’on résume les donńees en dimension 2, et donc
qu’on les repŕesente dans un plan, chaque individu est alors représent́e par la projection du vecteur
initial sur le plan en question. Le cosinus carré relativement aux deux premières dimensions (par
exemple, pouŕEvelyne, 0.98 ou 98 %) est celui de l’angle formé par le vecteur initial et sa projec-
tion dans le plan. Plus le vecteur initial est proche du plan, plus l’angle en question est petit et plus
le cosinus, et son carré, sont proches de 1 (ou de 100 %) : la représentation est alors très bonne. Au
contraire, plus le vecteur initial est loin du plan, plus l’angle en question est grand (proche de 90
degŕes) et plus le cosinus, et son carré, sont proches de 0 (ou de 0 %) : la représentation est alors
très mauvaise. On utilise les carrés des cosinus, parce qu’ils s’additionnent suivant les différentes
dimensions.

3 Représentation vectorielle de donńees quantitatives

3.1 Notations

Soit p variables statistiquesréellesXj (j = 1, . . . , p) observ́ees surn individus i (i =
1, . . . , n) affect́es des poidswi :

∀i = 1, . . . , n : wi > 0 et
n∑

i=1

wi = 1 ;

∀i = 1, . . . , n : xj
i = Xj(i), mesure deXj sur leième individu.

Ces mesures sont regroupées dans une matriceX d’ordre(n× p).

X1 · · · Xj · · · Xp

1 x1
1 · · · xj

1 · · · xp
1

...
...

...
...

i x1
i · · · xj

i · · · xp
i

...
...

...
...

n x1
n · · · xj

n · · · xp
n

• À chaque individui est associé le vecteurxi contenant lai-ème ligne deX mise en colonne.
C’est unélément d’un espace vectoriel noté E de dimensionp ; nous choisissons IRp muni
de la base canoniqueE et d’une ḿetrique de matriceM lui conférant une structure d’espace
euclidien :E est isomorphèa (IRp, E ,M); E est alors appeléespace des individus.

• À chaque variableXj est associé le vecteurxj contenant laj-ème colonnecentŕee (la
moyenne de la colonne est retranchée à toute la colonne) deX. C’est unélément d’un
espace vectoriel noté F de dimensionn ; nous choisissons IRn muni de la base canonique
F et d’une ḿetrique de matriceD diagonale despoidslui conférant une structure d’espace
euclidien :F est isomorphèa (IRn,F ,D) avecD = diag(w1, . . . , wn); F est alors appelé
espace des variables.
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3.2 Interpr étation statistique de la ḿetrique des poids

L’utilisation de la ḿetrique des poids dans l’espace des variablesF donne un sens très parti-
culier aux notions usuelles définies sur les espaces euclidiens. Ce paragraphe est la clé permettant
de fournir les interpŕetations en termes statistiques des propriét́es et ŕesultats math́ematiques.

Moyenne empirique deXj : xj =
〈
Xej ,1n

〉
D

= ej′X′D1n.

Barycentre des individus : x = X′D1n.

Matrice des donńees centŕees : X = X− 1nx′.
Ecart-type deXj : σj = (xj′Dxj)1/2 =

∥∥xj
∥∥
D

.

Covariance deXj etXk : xj′Dxk =
〈
xj ,xk

〉
D

.

Matrice des covariances : S =
∑n

i=1 wi(xi − x)(xi − x)′ = X′DX.

Corŕelation deXj etXk :
〈xj ,xk〉

D

‖xj‖D‖xk‖
D

= cos θD(xj ,xk).

Attention :Par souci de simplicité des notations, on désigne toujours parxj les colonnes de la
matricecentréeX. On consid̀ere donc que des vecteurs “variables” sont toujours centrés.

Ainsi, lorsque les variables sont centrées et repŕesent́ees par des vecteurs deF :
• la longueurd’un vecteur repŕesente uńecart-type,
• le cosinusd’un angle entre deux vecteurs représente unecorrélation.

3.3 La méthode

Les objectifs poursuivis par une ACP sont :
• la repŕesentation graphique “optimale” des individus (lignes), minimisant les déformations

du nuage des points, dans un sous-espaceEq de dimensionq (q < p),
• la repŕesentation graphique des variables dans un sous-espaceFq en explicitant au “mieux”

les liaisons initiales entre ces variables,
• la réduction de la dimension (compression), ou approximation deX par un tableau de rang

q (q < p).
Les derniers objectifs permettent d’utiliser l’ACP comme préalablèa une autre technique préférant
des variables orthogonales (régression lińeaire) ou un nombre réduit d’entŕees (ŕeseaux neuro-
naux).

Des arguments de type géoḿetrique dans la litt́erature francophone, ou bien de type statistique
avec hypoth̀eses de normalité dans la litt́erature anglo-saxonne, justifient la définition de l’ACP.
Nous adoptons ici une optique intermédiaire en se référantà un mod̀ele “alléǵe” car ne ńecessitant
pas d’hypoth̀ese “forte” sur la distribution des observations (normalité). Plus pŕeciśement, l’ACP
admet des d́efinitionséquivalentes selon que l’on s’attacheà la repŕesentation des individus,à celle
des variables ou encoreà leur repŕesentation simultańee.

4 Modèle

Les notations sont celles du paragraphe préćedent :
• X désigne le tableau des données issues de l’observation dep variablesquantitativesXj

surn individusi depoidswi,
• E est l’espace des individus muni de la base canonique et de la métrique de matriceM,
• F est l’espace des variables muni de la base canonique et de la métrique des poidsD =

diag(w1, . . . , wn).
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De façon ǵeńerale, un mod̀ele s’́ecrit :

Observation = Modèle + Bruit

assorti de diff́erents types d’hypoth̀eses et de contraintes sur le modèle et sur le bruit.

En ACP, la matrice des données est supposéeêtre issue de l’observation den vecteurs aĺeatoires
indépendants{x1, . . . ,xn}, de m̂eme matrice de covarianceσ2Γ, mais d’esṕerances diff́erentes
zi, toutes contenues dans un sous-espace affine de dimensionq (q < p) deE. Dans ce mod̀ele,
E(xi) = zi est un param̀etre sṕecifique attach́e à chaque individui et appeĺe effet fixe, le mod̀ele
étant ditfonctionnel. Ceci s’́ecrit en ŕesuḿe :

{xi ; i = 1, . . . , n}, n vecteurs aĺeatoires ind́ependants deE,

xi = zi + εi , i = 1, . . . , n avec

{
E(εi) = 0, var(εi) = σ2Γ,
σ > 0 inconnu,Γ régulìere et connue,

∃Aq, sous-espace affine de dimensionq deE tel que∀i, zi ∈ Aq (q < p).

(3.1)

Soitz =
∑n

i=1 wizi. Les hypoth̀eses du mod̀ele entrâınent quez appartient̀aAq. Soit doncEq le
sous-espace vectoriel deE de dimensionq tel que :

Aq = z + Eq.

Les param̀etresà estimer sont alorsEq et zi, i = 1, . . . , n, éventuellementσ ; zi est la part
syst́ematique, oueffet, suppośee de rangq ; éliminer le bruit revient donc̀a ŕeduire la dimension.

Si leszi sont consid́eŕes commealéatoires, le mod̀ele est alors ditstructurel; on suppose que
{x1, . . . ,xn} est uńechantillon statistique i.i.d. Les unités statistiques jouent des rôles syḿetriques,
elles ne nous intéressent que pour l’étude des relations entre les variables. On retrouve alors le
principe de l’analyse en facteurs (ou en facteurs communs et spécifiques, oufactor analysis).

4.1 Estimation

PROPOSITION3.1. — L’estimation des param̀etres de (3.1) est fournie par l’ACP de(X,M,D)
c’est-̀a-dire par la d́ecomposition en valeurs singulières de(X,M,D) :

Ẑq =
q∑

k=1

λ
1/2
k ukvk ′ = UqΛ1/2V′

q.

Preuve

Sans hypoth̀ese sur la distribution de l’erreur, une estimation par les moindres carrés conduit̀a ŕesoudre
le probl̀eme :

min
Eq,zi

{
n∑

i=1

wi ‖xi − zi‖2M ; dim(Eq) = q, zi − z ∈ Eq

}
. (3.2)

SoitX = X−1nx′ la matrice centŕee etZ la matrice(n×p) dont les lignes sont les vecteurs(zi−z)′.
n∑

i=1

wi ‖xi − zi‖2M =
n∑

i=1

wi ‖xi − x + z− zi‖2M + ‖x− z‖2M ;

le probl̀eme (3.2) conduit alors̀a prendrêz = x et devient́equivalent̀a ŕesoudre :

min
Z

{∥∥X− Z
∥∥
M,D

;Z ∈Mn,p, rang(Z) = q
}

. (3.3)

La fin de la preuve est une conséquence imḿediate du th́eor̀eme (A.5).
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2

• Lesuk sont les vecteurs propresD-orthonorḿes de la matriceXMX′D assocíes aux va-
leurs propresλk ranǵees par ordre d́ecroissant.

• Lesvk, appeĺesvecteurs principaux, sont les vecteurs propresM-orthonorḿes de la ma-
trice X′DXM = SM assocíes aux m̂emes valeurs propres ; ils engendrent des s.e.v. de
dimension 1 appelés axes principaux.

Les estimations sont donc données par :

ẑ = x,

Ẑq =
q∑

k=1

λ1/2ukvk′ = UqΛ1/2V′
q = XP̂q

′
,

où P̂q = VqV′
qM est la matrice de projection

M-orthogonale sur̂Eq,

Êq = vect{v1, . . . ,vq},
Ê2 est appeĺe plan principal,

ẑi = P̂qxi + x.

Remarques

i. Les solutions sont emboı̂tées pourq = 1, . . . , p :

E1 = vect{v1} ⊂ E2 = vect{v1,v2} ⊂ E3 = vect{v1,v2,v3} ⊂ . . .

ii. Les espaces principaux sont uniques sauf,éventuellement, dans le cas de valeurs propres
multiples.

iii. Si les variables ne sont pas homogènes (unit́es de mesure différentes, variances disparates),
elles sont pŕealablement ŕeduites :

X̃ = XΣ−1/2 où Σ = diag(σ2
1, . . . , σ

2
p), avecσ2

j = Var (Xj) ;

S̃ est alors la matriceR = Σ−1/2SΣ−1/2 descorrélations.

Sous l’hypoth̀ese que la distribution de l’erreur est gaussienne, une estimation par maximum
de vraisemblance conduità la m̂eme solution.

4.2 Définition équivalente

On consid̀erep variable statistiquescentŕeesX1, . . . , Xp. Unecombinaison lińeairede coef-
ficientsfj de ces variables,

c =
p∑

j=1

fjxj = Xf ,

définit une nouvelle variable centréeC qui, à tout individui, associe la “mesure”

C(i) = (xi − x)′f .

PROPOSITION3.2. — Soientp variables quantitatives centréesX1, . . . , Xp observ́ees surn in-
dividus de poidswi ; l’ACP de (X,M,D) est aussi la recherche desq combinaisons lińeaires
normées desXj , non corŕelées et dont la somme des variances soit maximale.
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• Les vecteursfk = Mvk sont lesfacteurs principaux. Ils permettent de d́efinir les combi-
naisons lińeaires desXj optimales au sens ci-dessus.

• Les vecteursck = Xfk sont lescomposantes principales.
• Les variablesCk assocíees sont centrées, non corŕelées et de varianceλk ; ce sont lesva-

riables principales;

cov(Ck, C`) = (Xfk)
′
DXf ` = fk ′Sf `

= vk ′MSMv` = λ`vk ′Mv` = λ`δ
`
k.

• Lesfk sont les vecteurs propresM−1-orthonorḿes de la matriceMS.
• La matrice

C = XF = XMV = UΛ1/2

est la matrice des composantes principales.
• Les axes d́efinis par les vecteursD-orthonorḿesuk sont appeĺesaxes factoriels.

5 Représentations graphiques

5.1 Les individus

Les graphiques obtenus permettent de représenter “au mieux” les distances euclidiennes inter-
individus mesuŕees par la ḿetriqueM.

Projection

Chaque individui repŕesent́e parxi est approch́e par sa projectionM-orthogonaleẑi
q sur le

sous-espacêEq engendŕe par lesq premiers vecteurs principaux{v1, . . . ,vq}. En notantei un
vecteur de la base canonique deE, la coordonńee de l’individui survk est donńee par :〈

xi − x,vk
〉

M
= (xi − x)′Mvk = e′iXMvk = ck

i .

PROPOSITION3.3. — Les coordonńees de la projectionM-orthogonale dexi − x sur Êq sont
lesq premiersélément de lai-ème ligne de la matriceC des composantes principales.

Mesures de “qualit́e”

La “qualité globale” des représentations est mesurée par lapart de dispersion expliqúee:

rq =
trSMP̂q

trSM
=
∑q

k=1 λk∑p
k=1 λk

.

Remarque. —La dispersion d’un nuage de points unidimensionnel par rapportà sa moyenne se
mesure par la variance. Dans le cas multidimensionnel, la dispersion du nuageN par rapport̀a
son barycentrex se mesure par l’inertie, géńeralisation de la variance :

Ig(N ) =
n∑

i=1

wi ‖xi − x‖2
M =

∥∥X∥∥2

M,D
= tr (X′DXM) = tr (SM).
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FIG. 3.3 –Temṕeratures : premier plan des individus.

La qualit́e de la repŕesentation de chaquexi est donńee par le cosinus carré de l’angle qu’il
forme avec sa projection :

[cos θ(xi − x, ẑi
q)]2 =

∥∥∥P̂q(xi − x)
∥∥∥2

M

‖xi − x‖2
M

=
∑q

k=1(c
k
i )

2∑p
k=1(c

k
i )2

.

Pouréviter de consulter un tableau qui risque d’être volumineux (n lignes), lesétiquettes de
chaque individu sont affich́ees sur les graphiques avec des caractères dont lataille est fonction de
la qualité. Un individu tr̀es mal repŕesent́e està la limite de la lisibilit́e.

Contributions

Les contributions de chaque individuà l’inertie de leur nuage

γi =
wi ‖xi − x‖2

M

trSM
=

wi
∑p

k=1(c
k
i )

2∑p
k=1 λk

,

ainsi qu’̀a la variance d’une variable principale

γk
i =

wi(ck
i )

2

λk
,

permettent de d́eceler les observations les plusinfluenteset,éventuellement, aberrantes. Ces points
apparaissent visiblement lors du tracé des diagrammes-boı̂tes parall̀eles des composantes princi-
pales quíevitent ainsi une lecture fastidieuse de ce tableau des contributions. En effet, ils se sin-
gularisent aussi comme “outliers” hors de la boı̂te (au del̀a des moustaches) correspondantà une
direction principale. Les individus correspondants, considéŕes commeindividus suppĺementaires,
peuvent̂etreéliminés lors d’une nouvelle analyse.

Individus suppĺementaires

Il s’agit de repŕesenter, par rapport aux axes principaux d’une analyse, des individus qui n’ont
pas particiṕe aux calculs de ces axes. Soits un tel vecteur, il doit̂etre centŕe,éventuellement réduit,
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FIG. 3.4 – Carte Visa : premier plan de l’ACP d’une sélection de variables. La discrimina-
tion des individus possèdant (1) ou non (0) la carte Visa premier n’est pas très claire sur cette
représentation.
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puis projet́e sur le sous-espace de représentation. Les coordonnées sont fournies par :〈
vk,VqV′

qM(s− x)
〉

M
= vk ′MVqV′

qM(s− x) = ek ′V′
qM(s− x).

Les coordonńees d’un individu supplémentaire dans la base des vecteurs principaux sont donc :

V′
qM(s− x).

5.2 Les variables

Les graphiques obtenus permettent de représenter “au mieux” les corrélations entre les va-
riables (cosinus des angles) et, si celles-ci ne sont pas réduites, leurs variances (longueurs).

Projection

Une variableXj est repŕesent́ee par la projectionD-orthogonalêQqxj sur le sous-espaceFq

engendŕe par lesq premiers axes factoriels. La coordonnée dexj suruk est :〈
xj ,uk

〉
D

= xj ′Duk =
1√
λk

xj ′DXMvk =
1√
λk

ej ′X′DXMvk =
√

λkv
k
j .

PROPOSITION3.4. — Les coordonńees de la projectionD-orthogonale dexj sur le sous-espace
Fq sont lesq premierséléments de laj-ème ligne de la matriceVΛ1/2.

Mesure de “qualit́e”

La qualit́e de la repŕesentation de chaquexj est donńee par le cosinus carré de l’angle qu’il
forme avec sa projection :

[
cos θ(xj , Q̂qxj)

]2
=

∥∥∥Q̂qxj
∥∥∥2

D

‖xj‖2
D

=
∑q

k=1 λk(v
j
k)

2∑p
k=1 λk(v

j
k)

2
.

Corrélations variables×facteurs

Ces indicateurs aidentà l’interpŕetation des axes factoriels en exprimant les corrélations entre
variables principales et initiales.

cor(Xj , Ck) = cos θ(xj , ck) = cos θ(xj ,uk) =

〈
xj ,uk

〉
D

‖xj‖D
=
√

λk

σj
vk
j ;

ce sont leśeléments de la matriceΣ−1/2VΛ1/2.

Cercle des corŕelations

Dans le cas de variables réduitesx̃j = σ−1
j xj ,

∥∥x̃j
∥∥
D

= 1, les x̃j sont sur la sph̀ere unit́e
Sn deF . L’intersectionSn ∩ F2 est un cercle centré sur l’origine et de rayon1 appeĺe cercle des
corrélations. Les projections dẽxj etxj sont colińeaires, celle dẽxj étantà l’intérieur du cercle :∥∥∥Q̂2x̃j

∥∥∥
D

= cos θ(xj , Q̂2xj) ≤ 1.

Ainsi, plusQ̂2x̃j est proche de ce cercle, meilleure est la qualité de sa représentation. Ce graphique
est commodèa interpŕeterà condition de se ḿefier deśechelles, le cercle devenant une ellipse si
elles ne sont paśegales. Comme pour les individus, la taille des caractères est aussi fonction de la
qualit́e des repŕesentations.
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FIG. 3.5 –Temṕeratures : Premier et deuxième plan des variables.
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FIG. 3.6 –Carte Visa : la repŕesentation des variables dans le premier plan de l’ACP fournit une
interprétation classique (stocks versus flux) de ce type de données.
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5.3 Repŕesentation simultańee ou “biplot”

À partir de la d́ecomposition en valeurs singulières de(X,M,D), on remarque que chaque
valeur

xj
i − xj =

p∑
k=1

√
λkuk

i v
j
k =

[
UΛ1/2V′

]j
i

s’exprime comme produit scalaire usuel des vecteurs

ci =
[
UΛ1/2

]
i

etvj ou encoreui et
[
VΛ1/2

]
j
.

Pourq = 2, la quantit́e ẑi
j en est une approximation limitée aux deux premiers termes.

Cette remarque permet d’interpréter deux autres représentations graphiques en ACP projetant
simultańementindividus et variables.

i. la repŕesentationisoḿetrique ligneutilise les matricesC etV ; elle permet d’interpŕeter les
distances entre individus ainsi que les produits scalaires entre un individu et une variable
qui sont, dans le premier plan principal, des approximations des valeurs observéesXj(ωi) ;

ii. la repŕesentationisoḿetrique colonneutilise les matricesU et VΛ1/2 ; elle permet d’in-
terpŕeter les angles entre vecteurs variables (corrélations) et les produits scalaires comme
préćedemment.

Remarques

i. Dans le cas fŕequent òuM = Ip et òu les variables sont réduites, le point représentantXj , en
superposition dans l’espace des individus se confond avec un pseudo individu supplémentaire
qui prendrait la valeur 1 (écart-type) pour la variablej et 0 pour les autres.

ii. En pratique, ces différents types de représentations (simultanées ou non) ne diffèrent que
par un changement d’échelle sur les axes ; elles sont très voisines et suscitent souvent les
mêmes interpŕetations.

6 Choix de dimension

La qualit́e des estimations auxquelles conduit l’ACP dépend, de façońevidente, du choix de
q, c’est-̀a-dire du nombre de composantes retenues pour reconstituer les données, ou encore de la
dimension du sous-espace de représentation.

De nombreux crit̀eres de choix pourq ont ét́e propośes dans la litt́erature. Nous présentons ici
ceux, les plus courants, basés sur une heuristique et un reposant sur une quantification de la sta-
bilit é du sous-espace de représentation. D’autres critères, non explicit́es, s’inspirent des pratiques
statistiques d́ecisionnelles ; sous l’hypothèse que l’erreur admet une distributiongaussienne, on
peut exhiber les lois asymptotiques des valeurs propres et donc construire des tests de nullité
ou d’égalit́e de ces dernières. Malheureusement, outre la nécessaire hypothèse de normalité, ceci
conduità une proćedure de tests emboı̂tés dont le niveau global est incontrôlable. Leur utilisation
reste donc heuristique.

6.1 Part d’inertie

La “qualité globale” des représentations est mesurée par lapart d’inertie expliqúee:

rq =
∑q

k=1 λk∑p
k=1 λk

.
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FIG. 3.7 –Temṕeratures :éboulis des valeurs propres.

La valeur deq est choisie de sorte que cette part d’inertie expliquéerq soit suṕerieureà une valeur
seuil fixée a priori par l’utilisateur. C’est souvent le seul critère emploýe.

6.2 Règle de Kaiser

On consid̀ere que, si tous leśeléments deY sont ind́ependants, les composantes principales
sont toutes de varianceségales (́egalesà 1 dans le cas de l’ACP réduite). On ne conserve alors
que les valeurs propres supérieures̀a leur moyenne car seules jugées plus “informatives” que les
variables initiales ; dans le cas d’une ACP réduite, ne sont donc retenues que celles plus grandes
que1. Ce crit̀ere, utiliśe implicitement par SAS/ASSIST, a tendanceà surestimer le nombre de
composantes pertinentes.

6.3 Éboulis des valeurs propres

C’est le graphique (figures6.3 et 6.3) présentant la d́ecroissance des valeurs propres. Le
principe consistèa rechercher, s’il existe, un “coude” (changement de signe dans la suite des
diff érences d’ordre 2) dans le graphe et de ne conserver que les valeurs propres jusqu’à ce coude.
Intuitivement, plus l’́ecart(λq−λq+1) est significativement grand, par exemple supérieurà(λq−1−
λq), et plus on peut̂etre assuŕe de la stabilit́e deÊq.

6.4 Bôıtes-̀a-moustaches des variables principales

Un graphique (figure6.4 et 6.4) présentant, en parallèle, les bôıtes-̀a-moustaches des va-
riables principales illustre bien leurs qualités : stabilit́e lorsqu’une grande boı̂te est associée à
de petites moustaches, instabilité en pŕesence d’une petite boı̂te, de grandes moustaches et de
points isoĺes. Intuitivement, on conserve les premières “grandes boı̂tes”. Les points isolés ou “out-
liers” désignent les points̀a forte contribution, ou potentiellement influents, dans une direction
principale. Ils ńecessitent unéetude clinique : une autre analyse dans laquelle ils sont déclaŕes
suppĺementaires (poids nuls) afin d’évaluer leur impact sur l’orientation des axes.

6.5 Stabilité du sous-espace

La pŕesentation de l’ACP, comme résultat de l’estimation d’un modèle, offre une autre ap-
proche au problème du choix de dimension. La qualité des estimations estévalúee de façon ha-
bituelle en statistique par un risque moyen quadratique définissant un crit̀ere de stabilit́e du sous-
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FIG. 3.8 –Carte Visa :éboulis des valeurs propres.
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FIG. 3.9 –Temṕeratures : composantes en boı̂tes.
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FIG. 3.10 –Carte Visa Premier : composantes en boı̂tes.
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espace de représentation. Il est d́efini comme l’esṕerance d’une distance entre le modèle “vrai”
et l’estimation qui en est faite. Besse (1992) propose d’étudier la qualit́e de l’estimation du sous-
espace de représentation̂Eq en consid̀erant la fonction perte :

Lq = Q(Eq, Êq) =
1
2

∥∥∥Pq − P̂q

∥∥∥2

M,D
= q − trPqP̂q,

où Q mesure la distance entre deux sous-espaces par la distance usuelle entre les matrices de
projection qui leur sont associées. C’est aussi la somme des carrés des coefficients de corrélation
canonique entre les ensembles de composantes ou de variables principales qui engendrent respec-
tivementEq et son estimation̂Eq.

Un risque moyen quadratique est alors défini en prenant l’esṕerance de la fonction perte :

Rq = EQ(Eq, Êq). (3.4)

Sans hypoth̀ese sur la distribution de l’erreur, seules des techniques de ré-́echantillonnage (boots-
trap, jackknife) permettent de fournir une estimation de ce risque moyen quadratique. Leur emploi
est justifíe, car le risque est invariant par permutation des observations, mais coûteux en temps de
calcul. On se pose donc la question de savoir pour quelles valeurs deq les repŕesentations gra-
phiques sont fiables, c’est-à-dire stables pour des fluctuations de l’échantillon. Besse (1992) pro-
pose d’utiliser une approximation de l’estimateur par jackknife ; elle fournit, directementà partir
des ŕesultats de l’A.C.P. (valeurs propres et composantes principales), une estimation satisfaisante
du risque :

R̂JKq = R̂Pq + O((n− 1)−2).

R̂Pq est une approximation analytique de l’estimateur jackknife qui a pour expression :

R̂Pq =
1

n− 1

q∑
k=1

p∑
j=q+1

1
n

∑n
i=1(c

k
i )

2(cj
i )

2

(λj − λk)2
(3.5)

où cj
i désigne le terme ǵeńeral de la matrice des composantes principalesC.

Ce ŕesultat souligne l’importance du rôle que joue l’́ecart(λq − λq+1) dans la stabilit́e du
sous-espace de représentation. Le d́eveloppement est inchangé dans le cas d’une ACP réduite ; de
plus, il est valide tant que

n >
‖S‖2

2

inf {(λk − λk+1); k = 1, . . . , q}
.

La figure3.11montrent la stabilit́e du sous-espace de représentation en fonction de la dimen-
sionq pour l’A.C.P. des donńees de temṕeratures. Comme souvent, le premier axe est très stable
tandis que le premier plan reste fiable. Au delà, les axeśetant tr̀es sensibles̀a toute perturbation
des donńees, ils peuvent̂etre associésà du bruit. Ces ŕesultats sont coh́erents avec les deux critères
graphiques pŕećedents mais souvent, en pratique, le critère de stabilit́e conduità un choix de di-
mension plus explicite.

7 Interpr étation

Les macros SAS d́ecrites en exemple, de même que la plupart des logiciels, proposent, ou
autorisent, l’́edition des diff́erents indicateurs (contributions, qualités, corŕelations) et graphiques
définis dans les paragraphes préćedents.



42 Chapitre 3. Analyse en Composantes Principales

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

FIG. 3.11 –Temṕeratures : stabilit́e des sous-espaces.

• Lescontributions permettent d’identifier les individus très influents pouvant déterminerà
eux seuls l’orientation de certains axes ; ces points sont vérifiés, caract́eriśes, puiśeventuellement
consid́eŕes commesuppĺementairesdans une autre analyse.

• Il faut choisir le nombre de composantesà retenir, c’est-̀a-dire la dimension des espaces de
repŕesentation.

• Les axes factoriels sont interprét́es par rapport aux variables initiales bien représent́ees.
• Les graphiques des individus sont interprét́es, en tenant compte des qualités de repŕesentation,

en termes de regroupement ou dispersions par rapport aux axes factoriels et projections des
variables initiales.

Les quelques graphiques présent́es suffisent, dans la plupart des cas,à l’interpŕetation d’une
ACP classique et́evitent la sortie volumineuse, lorsquen est grand, des tableaux usuels d’aideà
l’interprétation. Onéchappe ainsìa une critique fŕequente, et souvent justifiée, des anglo-saxons
vis-à-vis de la pratique française de “l’analyse des données” qui, paradoxalement, chercheà
“r ésumer au mieux l’information” mais produit plus de chiffres en sortie qu’il n’y en a en entrée !
Remarque. —L’ACP est une techniquelinéaireoptimisant un crit̀erequadratique; elle ne tient
donc pas compte d’éventuelles liaisons non linéaires et pŕesente une forte sensibilité aux valeurs
extr̂emes.



Chapitre 4

Analyse Factorielle Discriminante

1 Introduction

1.1 Donńees

Les donńees sont constitúees de
• p variablesquantitativesX1, . . . , Xp jouant le r̂ole de variables explicatives comme dans le

mod̀ele linéaire,
• une variablequalitativeT , à m modalit́es{T1, . . . , Tm}, jouant le r̂ole de variablèa expli-

quer.
La situation est analoguèa celle de la ŕegression lińeaire multiple mais, comme la variableà

expliquer est qualitative, on aboutità une ḿethode tr̀es diff́erente. Les variables sont observées sur
l’ensembleΩ desn individus affect́es des poidswi > 0, (

∑n
i=1 wi = 1), et l’on pose

D = diag(wi ; i = 1, . . . , n).

La variableT engendre une partition{Ω` ; ` = 1, . . . ,m} de l’ensembleΩ des individus dont
chaquéelément est d’effectifn`.

On noteT (n × m) la matrice des indicatrices des modalités de la variableT ; son terme
géńeral est

t`i = t`(ωi) =
{

1 si T (ωi) = T`

0 sinon
.

En posant
w` =

∑
i∈Ω`

wi,

il vient
D = T′DT = diag(w1, . . . , wm).

1.2 Objectifs

Deux techniques cohabitent sous la même appellation d’analyse discriminante :

descriptive : cette ḿethode recherche, parmi toutes les ACP possibles sur les variablesXj , celle
dont les repŕesentations graphiques des individusdiscriminent“au mieux” lesm classes
engendŕees par la variableT (e.g. recherche de facteurs de risque en statistique médicale) ;

décisionnelle : connaissant, pour un individu donné, les valeurs desY j mais pas la modalité de
T , cette ḿethode consistèa affecter cet individùa une modalit́e (e.g. reconnaissance de
formes). Cette ḿethode est d́ecrite dans la partiemod́elisationde ce cours.

43
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Remarque. —Lorsque le nombre et les caractéristiques des classes sont connues, il s’agit d’une
discrimination; sinon, on parle declassificationou encore, avec des hypothèses sur les distribu-
tions, dereconnaissance de ḿelanges.

1.3 Notations

On noteX la matrice(n×p) des donńees quantitatives,G la matrice(m×p) des barycentres
des classes :

G = D−1T′DX =

 g1
′

...
gm

′

 où g` =
1
w`

∑
i∈Ω`

wixi,

et Xe la matrice(n × p) dont la lignei est le barycentreg` de la classeΩ` à laquelle appartient
l’individu i :

Xe = TG = PG ;

P = TD−1T′D est la matrice de projectionD-orthogonale sur le sous-espace engendré par les
indicatrices deT ; c’est encore l’esṕerance conditionnelle sachantT .

Deux matrices “centrées” sont d́efinies de sorte queX se d́ecompose en

X = Xr + Xe

avec
Xr = X−Xe etXe = Xe − 1nx ′.

On noteégalementG la matrice centŕee des barycentres :

G = G− 1mx ′.

On appelle alors variance intraclasse (within) ou résiduelle :

Sr = Xr
′DXr =

m∑
`=1

∑
i∈Ω`

wi(xi − g`)(xi − g`)′,

et variance interclasse (between) ou expliquée :

Se = G′DG = X
′
eDXe =

m∑
`=1

w`(g` − x)(g` − x)′.

PROPOSITION4.1. — La matrice des covariances se décompose en

S = Se + Sr.

2 Définition

2.1 Modèle

Dans l’espace des individus, le principe consisteà projeter les individus dans une direction
permettant de mettre enévidence les groupes.À cette fin, Il faut priviĺegier la variance interclasse
au d́etriment de la variance intraclasse considéŕee comme due au bruit.
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En ACP, pour chaque effetzi à estimer, on ne dispose que d’une observationxi ; dans le cas
de l’AFD on consid̀ere que leśeléments d’une m̂eme classeΩ` sont les observations réṕet́eesn`

fois du m̂eme effetz` pond́eŕe parw` =
∑

i∈Ω`
wi. Le mod̀ele devient donc :

{xi ; i = 1, . . . , n}, n vecteurs ind́ependants deE,

∀`,∀i ∈ Ω`,xi = z` + εi avec

{
E(εi) = 0, var(εi) = Γ,
Γ régulìere et inconnue,

∃Aq, sous-espace affine de de dimensionq deE tel que
∀`, z` ∈ Aq, (q < min(p, m− 1)).

(4.1)

Remarque. —Soit z =
∑m

`=1 w`z`. Le mod̀ele entrâıne quez ∈ Aq. Soit Eq le sous-espace de
dimensionq deE tel queAq = z + Eq. Les param̀etresà estimer sontEq et{z` ; ` = 1, . . . ,m} ;
w` est un param̀etre de nuisance qui ne sera pas considéŕe.

2.2 Estimation

L’estimation par les moindres carrés s’́ecrit ainsi :

min
Eq ,z`


m∑

`=1

∑
i∈Ω`

wi ‖xi − z`‖2
M ; dim(Eq) = q, z` − z ∈ Eq

 .

Comme on a

m∑
`=1

∑
i∈Ω`

wi ‖xi − z`‖2
M =

m∑
`=1

∑
i∈Ω`

wi ‖xi − g`‖2
M +

m∑
`=1

w` ‖g` − z`‖2
M ,

on est conduit̀a ŕesoudre :

min
Eq ,z`

{
m∑

`=1

w` ‖g` − z`‖2
M ; dim(Eq) = q, z` − z ∈ Eq

}
.

La covarianceσ2Γ du mod̀ele (4.1) étant inconnue, il faut l’estiḿee. Ce mod̀ele stipule que
l’ensemble des observations d’une même classeΩl suit une loi (inconnue) de moyennezell et
de varianceΓ. Dans ce cas particulier, la matrice de covariances intraclasse ou matrice des co-
variances ŕesiduelles empiriquesSr fournit donc une estimation “optimale” de la métrique de
référence :

M = Γ̂
−1

= S−1
r

.

PROPOSITION4.2. — L’estimation des param̀etresEq etz` du mod̀ele4.1est obtenue par l’ACP
de(G,S−1

r ,D). C’est l’Analyse Factorielle Discriminante (AFD) de(X|T,D) .

3 Réalisation de l’AFD

Les expressions matricielles définissant les représentations graphiques et les aidesà l’in-
terpŕetation d́ecoulent de celles de l’ACP.
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3.1 Matrice à diagonaliser

L’ACP de (G,S−1
r ,D) conduità l’analyse spectrale de la matrice positiveS−1

r -symétrique :

G ′DGS−1
r = SeS−1

r .

CommeS−1
r est ŕegulìere, cette matrice est de même rang queSe et donc de m̂eme rang queG

qui est de dimension(m × p). Les donńeesétant centŕees lors de l’analyse, le rang de la matrice
à diagonaliser est

h = rang(SeS−1
r ) ≤ inf(m− 1, p),

qui vaut en ǵeńeralm− 1 c’est-̀a-dire le nombre de classes moins un.

On noteλ1 ≥ · · · ≥ λh > 0 les valeurs propres deSeS−1
r et v1, . . . ,vh les vecteurs

propresS−1
r -orthonorḿes associés. On pose

Λ = diag(λ1, . . . , λh) etV = [v1, . . . ,vh].

Les vecteursvk sont appeĺesvecteurs discriminantset les sous-espaces vectoriels de dimension 1
qu’ils engendrent dans IRp lesaxes discriminants.

3.2 Repŕesentation des individus

L’espace des individus est (IRp, b. c.,S−1
r ). Une repŕesentation simultańee des individusxi

et des barycentresg` des classes par rapport aux mêmes axes discriminants est obtenue dans cet
espace au moyen des coordonnées :

C = XS−1
r V pour les individus et

C = GS−1
r V = D−1T′DC pour les barycentres.

Les individus initiaux sont projetés comme des individus supplémentaires dans le système des
axes discriminants. Comme en ACP, on peut calculer des cosinus carrés pour pŕeciser la qualit́e de
repŕesentation de chaque individu.

Il est utile de diff́erencier graphiquement la classe de chaque individu afin de pouvoir apprécier
visuellement la qualit́e de la discrimination.

3.3 Repŕesentation des variables

L’espace des variables est (IRm, b. c.,D). Chaque variableXj est repŕesent́e par un vecteur
dont les coordonńees dans le système des axes factoriels est une ligne de la matriceVΛ1/2.

3.4 Interpr étations

Les interpŕetations usuelles : la norme est unécart-type, un cosinus d’angle est un coefficient
de corŕelation, doiventêtre faites en termes d’écarts-types et de corrélationsexpliqúeespar la
partition.

La repŕesentation des variables est utilisée pour interpŕet́ee les axes en fonction des variables
initiales conjointement avec la matrice des corrélations expliqúees variables×facteurs :Σ−1

e VΛ1/2.
La matriceΣ−1

e étant la matrice diagonale desécarts-types expliqúesσj
e c’est-̀a-dire des racines

carŕees deśeléments diagonaux de la matriceSe.

Le point pratique essentiel est de savoir si la représentation des individus-barycentres et des
individus initiaux permet de faire une bonne discrimination entre les classes définies par la variable
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T . Si ce n’est pas le cas, l’AFD ne sertà rien, lesXj n’expliquent pasT . Dans le cas favorable,
le graphique des individus permet d’interpréter la discrimination en fonction des axes et, celui des
variables, les axes en fonction des variables initiales. La synthèse des deux permet l’interprétation
deT selon lesXj .

4 Variantes de l’AFD

4.1 Individus de mêmes poids

L’AFD peut être d́efinie de diff́erentes façon. Dans la littérature anglo-saxonne, et donc dans
la version standard d’AFD du logiciel SAS (procédurecandisc ), ce sont les estimations sans
biais des matrices de variances “intra” (within) et “inter” (between) qui sont considéŕees dans le
cas d’individus de m̂emes poids1/n.

Dans ce cas particulier,

D =
1
n
In etD =

1
n

diag(n1, . . . , nm) où n` = card(Ω`)

et les matrices de covariances empiriques ont alors pour termes géńeraux :

(S)k
j =

1
n

n∑
i=1

(xj
i − xj)(xk

i − xk),

(Se)k
j =

1
n

m∑
`=1

n`(g
j
` − xj)(gk

` − xk),

(Sr)k
j =

1
n

m∑
`=1

∑
i∈Ω`

(xj
i − gj

` )(x
k
i − gk

` ).

Du point de vue de le Statistique inférentielle, on sait que les quantités calcuĺees ci-dessus ont
respectivement(n − 1), (m − 1) et (n −m) degŕes de libert́e. En conśequence, ce point de vue
est obtenu en remplaçant dans les calculs

S par S∗ =
n

n− 1
S,

Se par S∗e = B =
n

m− 1
Se,

Sr par S∗r = W =
n

n−m
Sr.

Les ŕesultats nuḿeriques de l’AFD se trouvent alors modifiés de la façon suivante :

– matriceà diagonaliser : S∗eS
∗−1
r = n−m

m−1SeS−1
r ,

– valeurs propres : Λ∗ = n−m
m−1Λ,

– vecteurs propres : V∗ =
√

n
n−mV,

– repŕesentation des barycentres :C∗ =
√

n−m
n C,

– repŕesentation des variables : V∗Λ∗1/2 =
√

n
m−1VΛ1/2,

– corŕelations variables-facteurs :Σ∗−1
e V∗Λ∗1/2 = Σ−1

e VΛ1/2.

Ainsi, les repŕesentations graphiques sont identiquesà un facteur d’́echelle pr̀es tandis que les
parts de variance expliquée et les corŕelations variables-facteurs sont inchangées.
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4.2 Métrique de Mahalanobis

L’AFD est souvent introduite dans la littérature francophone comme un cas particulier d’Ana-
lyse Canonique entre un ensemble dep variables quantitatives et un ensemble dem variables indi-
catrices des modalités deT . La proposition suivantéetablit les relations entre les deux approches :

PROPOSITION4.3. — l’ACP de(G,S−1
r ,D) conduit aux m̂emes vecteurs principaux que l’ACP

de (G,S−1,D). Cette dernìere est l’ACP des barycentres des classes lorsque l’espace des in-
dividus est muni de la ḿetrique dite de MahalanobisM = S−1 et l’espace des variables de la
métrique des poids des classesD.

Les ŕesultats nuḿeriques de l’AFD se trouvent alors modifiés de la façon suivante :

– matriceà diagonaliser : SeS−1,
– valeurs propres : Λ(I + Λ)−1,

– vecteurs propres : V(I + Λ)1/2,

– repŕesentation des barycentres :C(I + Λ)−1/2,

– repŕesentation des variables : VΛ1/2,

– corŕelations variables-facteurs :Σ−1
e VΛ1/2.

Les repŕesentations graphiques des individus (voir ci-dessus) ne diffèrent alors que d’une ho-
moth́etie et conduisent̀a des interpŕetations identiques, les corrélations variables-facteurs ainsi que
les repŕesentations des variables sont inchangées.

5 Exemples

Ce chapitre est illustrée par une comparaison des sorties graphiques issues d’une ACP et d’une
AFD. Les donńees d́ecrivent trois classes d’insectes sur lesquels ontét́e ŕealiśees 6 mesures ana-
tomiques. On cherchèa savoir si ces mesures permettent de retrouver la typologie de ces insectes.
Ce jeu de donńees “scolaire” conduit̀a une bien meilleure discrimination que ce que l’on peut
obtenir dans une situation concrète.

C’est ce qui se passe avec les données bancaires. La discrimination obtenue n’est pas très
nette, une meilleure le sera en considérant une śelection de variables plus adaptée. D’autre part, la
situation est ici tr̀es particulìere car la variablèa expliquer n’ayant que deux modalités, la dimen-
sion du sous-espace est réduiteà un. Une deuxième dimension est géńeŕee de façon aléatoire afin
de rendre plus lisible la représentation des individus.
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FIG. 4.1 –Insectes : premier plan factoriel de l’ACP.



50 Chapitre 4. Analyse Factorielle Discriminante

A
x
e
 
2

- 4

- 3

- 2

- 1

0

1

2

3

4

5

A x e  1

- 8 - 7 - 6 - 5 - 4 - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 5 6 7

FIG. 4.2 –Insectes : premier plan factoriel de l’AFD.
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FIG. 4.3 –Carte Visa : premier plan factoriel de l’AFD. L’axe 2 est issu d’un tirage aléatoire,
l’axe 1 ne fournit pas une discrimination très marqúee. Cela remet en cause la popssibilité de
discrimination lińeaire des deuc classes.
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Chapitre 5

Analyse Factorielle des
Correspondances

1 Introduction

1.1 Donńees

On consid̀ere dans ce chapitre deux variables qualitatives observées simultańement surn in-
dividus affect́es de poids identiques1/n. On suppose que la première variable, notéeX, poss̀ede
r modalit́es not́eesx1, . . . , x`, . . . , xr, et que la seconde, notéeY , poss̀edec modalit́es not́ees
y1, . . . , yh, . . . , yc.

La table de contingence associée à ces observations, de dimensionr × c, est not́eeT ; son
élément ǵeńerique estn`h, effectif conjoint. Elle se pŕesente sous la forme suivante :

y1 · · · yh · · · yc sommes

x1 n11 · · · n1h · · · n1c n1+

...
...

...
...

...
x` n`1 · · · n`h · · · n`c n`+

...
...

...
...

...
xr nr1 · · · nrh · · · nrc nr+

sommes n+1 · · · n+h · · · n+c n

1.2 Notations

Les quantit́es{n`+ =
∑c

h=1 n`h; ` = 1, . . . , r} et {n+h =
∑r

`=1 n`h;h = 1, . . . , c} sont
leseffectifs marginauxvérifiant

∑r
`=1 n`+ =

∑c
h=1 n+h = n. De façon analogue, on définit les

notions defréquences conjointes(f`h = n`h/n) et defréquences marginales. Ces dernìeres sont
ranǵees dans les vecteurs :

gr = [f1+, . . . , fr+]′,
etgc = [f+1, . . . , f+c]′.

Elles permettent de définir les matrices :

Dr = diag(f1+, . . . , fr+),
etDc = diag(f+1, . . . , f+c).

53
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On seráegalement amené à consid́erer les profils–lignes et les profils–colonnes déduits deT.
Le `ème profil-ligne est

{ n`1

n`+
, . . . ,

n`h

n`+
, . . . ,

n`c

n`+
}.

Il est consid́eŕe comme un vecteur de IRc et lesr vecteurs ainsi d́efinis sont dispośes en colonnes
dans la matricec× r

A =
1
n
T′D−1

r .

De même, lehème profil-colonne est

{ n1h

n+h
, . . . ,

n`h

n+h
, . . . ,

nrh

n+h
},

vecteur de IRr, et la matricer × c des profils-colonnes est

B =
1
n
TD−1

c .

1.3 Liaison entre deux variables qualitatives

DÉFINITION 5.1. — On dit que deux variablesX et Y sont non liéesrelativementà T si et
seulement si :

∀(`, h) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , c} : n`h =
n`+n+h

n
.

Il est équivalent de dire que tous les profils-lignes sontégaux, ou encore que tous les profils-
colonnes sont́egaux (voir chapitre2).

Cette notion est coh́erente avec celle d’ind́ependance en probabilités. En effet, soitΩ =
{1, . . . , n} l’ensemble des individus observés et(Ω,P(Ω), P ) l’espace probabiliśe assocíe òu
P est l’équiprobabilit́e ;MX = {x1, . . . , xr} etMY = {y1, . . . , yc} désignent les ensembles
de modalit́es, ou valeurs prises par les variablesX et Y . On noteX̃ et Ỹ les variables aléatoires
assocíees aux 2 variables statistiquesX etY :

X̃ : (Ω,P(Ω), P ) 7→ (MX ,P(MX)),
Ỹ : (Ω,P(Ω), P ) 7→ (MY ,P(MY )) ;

PX , PY et PXY désignent respectivement les probabilités images d́efinies parX̃, Ỹ et le couple
(X̃, Ỹ ) sur(MX ,P(MX)), (MY ,P(MY )) et (MX ×MY ,P(MX) × P(MY )) ; ce sont les
probabilit́es empiriques. Alors,X etY sontnon liéessi et seulement sĩX et Ỹ sontindépendantes
en probabilit́e (la vérification est imḿediate).

On suppose maintenant qu’il existe une liaison entreX et Y que l’on souhaitéetudier. La
repŕesentation graphique des profils-lignes ou des profils-colonnes, au moyen de diagrammes en
barres parall̀eles, ainsi que le calcul de coefficients de liaison (Cramer ou Tschuprow) donnent une
premìere id́ee de la variation conjointe des deux variables (voir chapitre2). Le test duχ2 permet
de plus de s’assurer du caractère significatif de cette liaison. Il est construit de la manière suivante :

l’hypothèse nulle estH0 : X̃ et Ỹ sont ind́ependantes en probabilités ;

l’hypothèse alternative estH1 : les variablesX̃ et Ỹ ne sont pas ind́ependantes.

La statistique de test est alors

χ2 =
r∑

`=1

c∑
h=1

(
n`h − n`+n+h

n

)2
n`+n+h

n

;
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elle suit asymptotiquement (pour les grandes valeurs den), et si l’hypoth̀eseH0 est vraie, une loi
deχ2 à(r−1)(c−1) degŕes de libert́e. On rejette doncH0 (et l’on conclut au caractère significatif
de la liaison) siχ2 dépasse une valeur particulière (valeur ayant une probabilité faible et fix́ee a
priori – en ǵeńeral 0,05 – d’̂etre d́epasśee par une loi deχ2 à (r − 1)(c− 1) degŕes de libert́e).

1.4 Objectifs

Pour pŕeciser la liaison existant entre les variablesX et Y , on souhaite d́efinir un mod̀ele
statistique susceptible de fournir des paramètres dont la représentation graphique (de type bi-
plot) illustrera les “correspondances” entre les modalit́es de ces 2 variables. Cette approche sera
dévelopṕee au paragraphe 3.

Une autre approche, très courante dans la littérature francophone, consisteà d́efinir l’Analyse
Factorielle des Correspondances (AFC) commeétant le ŕesultat d’une double Analyse en Compo-
santes Principales

• l’ACP des profils–lignes,
• l’ACP des profils–colonnes,

relativement̀a la ḿetrique dite duχ2. Cette approche est présent́ee au paragraphe 2.

Remarque. —:

i. Toute structure d’ordre existantéventuellement sur les modalités deX ou deY est ignoŕee
par l’AFC

ii. Tout individu pŕesente une modalité et une seule de chaque variable.

iii. Chaque modalit́e doit avoirét́e observ́ee au moins une fois ; sinon, elle est supprimée.

2 Double ACP

2.1 Métriques duχ2

Les correspondances entre modalitésévoqúees au paragraphe préćedant se trouvent expriḿees
en termes de distances au sens d’une certaine métrique. Ainsi, chaque modalité x` deX est ca-
ract́eriśee par son profil–ligne représent́e par le vecteura` de l’espace IRc muni de la base ca-
nonique (les coordonnées dea` sont leséléments de làème colonne deA). De m̂eme, chaque
modalit́e yh deY est caract́eriśee par son profil–colonne représent́e par le vecteurbh de l’espace
IRr muni de la base canonique.

Ces espaces sont respectivement munis des métriques, dites duχ2, de matricesD−1
c etD−1

r .
Ainsi, la distance entre deux modalitésx` etxi deX s’écrit

‖a` − ai‖2
D−1

c
=

c∑
h=1

1
f+h

(a`
h − ai

h)2,

et de m̂eme pour les modalités deY . La métrique duχ2 introduit les inverses des fréquences
marginales des modalités deY commepond́erationsdesécarts entréeléments de deux profils
relatifsàX (et ŕeciproquement) ; elle attribue donc plus de poids auxécarts correspondantsà des
modalit́es defaible effectif(rares) pourY .

2.2 ACP des profils–colonnes

On s’int́eresse icìa l’ACP du triplet (B′,D−1
r ,Dc). Dans cette ACP, les “individus” sont

les modalit́es deY , caract́eriśees par les profils–colonnes deT, pond́eŕees par les fŕequences
marginales correspondantes et rangées en lignes dans la matriceB′.
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PROPOSITION5.2. — Leséléments de l’ACP de(B′,D−1
r ,Dc) sont fournis par l’analyse spec-

trale de la matrice carŕee,D−1
r –syḿetrique et semi–d́efinie positiveBA.

PreuveElle se construit en remarquant successivement que :

i. le barycentre du nuage des profils–colonnes est le vecteurgr des fŕequence marginales deX,

ii. la matriceBDcB′ − grDcg′r joue le r̂ole de la matrice des variances–covariances,

iii. la solution de l’ACP est fournie par la D.V.S. de(B′ − 1g′r,D
−1
r ,Dc), qui conduità rechercher les

valeurs et vecteurs propres de la matrice (SM)

BDcB′D−1
r − grDcg′r = BA− grg′rD

−1
r ( carB′D−1

r = D−1
c A)

iv. les matricesBA − grg′rD
−1
r et BA ont les m̂emes vecteurs propres associées aux m̂emes valeurs

propres,̀a l’exception du vecteurgr assocíe à la valeur propreλ0 = 0 deBA − grg′rD
−1
r et à la

valeur propreλ0 = 1 deBA.

2

On noteU la matrice contenant les vecteurs propresD−1
r –orthonorḿes deBA. La repŕesentation

des “individus” de l’ACP ŕealiśee fournit une représentation des modalités de la variableY . Elle
se fait au moyen des lignes de la matrice des “composantes principales” (XMV) :

Cc = B′D−1
r U.

2.3 ACP des profils–lignes

De façon syḿetrique (ou duale), on s’intéressèa l’ACP des “individus” modalit́es deX ou
profils–lignes (la matrice des données estA′), pond́eŕes par les fŕequences marginales des lignes
deT (la matrice diagonale des poids estDr) et utilisant la ḿetrique duχ2. Il s’agit donc de l’ACP
de(A′,D−1

c ,Dr).

PROPOSITION5.3. — Leséléments de l’ACP de(A′,D−1
c ,Dr) sont fournis par l’analyse spec-

trale de la matrice carŕee,D−1
c –syḿetrique et semi–d́efinie positiveAB.

On obtient directement les résultats en permutant les matricesA etB, ainsi que les indicesc
et r. NotonsV la matrice des vecteurs propres de la matriceAB ; les coordonńees permettant la
repŕesentation les modalités de la variableX sont fournies par la matrice :

Cr = A′D−1
c V.

Sachant queV contient les vecteurs propres deAB et U ceux deBA, le th́eor̀eme (A.1)
montre qu’il suffit de ŕealiser une seule analyse, car les résultats de l’autre s’en déduisent simple-
ment :

V = AUΛ−1/2,

U = BVΛ−1/2;

Λ est la matrice diagonale des valeurs propres (exceptéeλ0 = 0) communes aux deux ACP
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Cc = B′D−1
r U = B′D−1

r BVΛ−1/2 = D−1
c ABVΛ−1/2 = D−1

c VΛ1/2,

Cr = A′D−1
c V = D−1

r UΛ1/2.

On en d́eduit les formules dites detransition:

Cc = B′CrΛ−1/2,

Cr = A′CcΛ−1/2.

La repŕesentation simultańee habituellement construitèa partir de ces matrices (option par
défaut de SAS) n’est pas a priori justifiée. On lui donnera un sens dans les paragraphes suivants.

3 Modèles pour une table de contingence

On écrit d’abord que chaque fréquencef`h deT correspond̀a l’observation d’une probabilité
théoriquep`h ; on mod́elise donc la table de contingence par cette distribution de probabilités. On
précise ensuite le modèle en explicitant l’́ecriture dep`h. Diff érents mod̀eles classiques peuvent
être consid́eŕes.

3.1 Le mod̀ele log–lińeaire

Il consisteà écrire :
ln(p`h) = µ + α` + βh + γ`h

avec des contraintes le rendant identifiable. Ce modèle, tr̀es classique, ne sera pas dévelopṕe ici.
On pourra se reporter, par exemple,à Bishopet al. (1975).

3.2 Le mod̀ele d’association

Il est encore appelé RC-mod̀ele, ou mod̀ele de Goodman (1991) :

p`h = γα`βhexp

(
q∑

k=1

φkµ`kνhk

)
.

Ce mod̀ele, muni des contraintes nécessaires, permet de structurer les interactions et de faire des
repŕesentations graphiques des lignes et des colonnes deT au moyen des param̀etresµ�k etνhk.
Ces param̀etres peuvent̂etre estiḿes par maximum de vraisemblance ou par moindres carrés.

3.3 Le mod̀ele de corŕelation

Onécrit ici :

p`h = p`+p+h +
q∑

k=1

√
λku

k
` v

k
h, (5.1)

avecq ≤ inf(r − 1, c− 1), λ1 ≥ · · · ≥ λq > 0 et sous les contraintes d’identifiabilité suivantes :

r∑
`=1

uk
` =

c∑
h=1

vk
h = 0,

uk′D−1
r uj = vk′D−1

c vj = δkj .
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Remarque. —:

i. Le mod̀ele (5.1) ci-dessus est́equivalent au mod̀ele consid́eŕe par Goodman (1991) :

p`h = p`+p+h

(
1 +

q∑
k=1

√
λkξ

k
` ηk

h

)
, (5.2)

moyennant une homothétie sur les param̀etres.

ii. La quantit́e
∑q

k=1

√
λku

k
` v

k
h exprime l’́ecartà l’indépendance pour la cellule considéŕee.

iii. Le mod̀ele suppose que cetécart se d́ecompose dans un sous–espace de dimensionq <
min(c− 1, r − 1).

iv. Les estimations des paramètresp`+, p+h, λk,uk,vk peuvent̂etre ŕealiśees par maximum de
vraisemblance1 ou par moindres carrés. Dans le contexte de la statistique descriptive, qui
est celui de ce cours, il est naturel de retenir cette dernière solution.

3.4 Estimation Moindres Carrés dans le mod̀ele de corŕelation

Critère

Consid́erons les espaces IRc et IRr munis de leur base canonique et de leur métrique duχ2

respectives et notonsP le tableau des probabilités th́eoriques d́efinies selon le mod̀ele (5.1). Le
critère des moindres carrés s’́ecrit alors :

min
P

∥∥∥∥ 1
n
T−P

∥∥∥∥2

D−1
r D−1

c

. (5.3)

Estimation

PROPOSITION5.4. — L’estimation des param̀etres de (5.1) en ŕesolvant (5.3) est fournie par la
D.V.S. de( 1

nT,D−1
c ,D−1

r ) à l’ordre q. Les probabilit́es marginalesp`+ et p+h sont estiḿees par
f`+ et f+h tandis que les vecteursuk (resp.vk) sont vecteurs propres de la matriceBA (resp.
AB) assocíes aux valeurs propresλk.

On obtient ainsi, d’une autre façon, l’AFC de la table de contingenceT.

PreuveElle se construit̀a partir de la D.V.S. de( 1
nT,D−1

c ,D−1
r ) :

1
n

th` =
min(r−1,c−1)∑

k=0

√
λkuk

` vk
h,

où les vecteursuk (resp.vk) sont vecteurs propresD−1
r –orthonorḿes (resp.D−1

c –orthonorḿes) de la
matrice

1
n
TD−1

c

1
n
T′D−1

r = BA (resp.
1
n
T′D−1

r

1
n
TD−1

c = AB),

assocíes aux valeurs propresλk.

De plus, le vecteurgr = u0 (resp.gc = v0) est vecteur propreD−1
r –norḿe (resp.D−1

c –norḿe)
de la matriceBA (resp.AB) assocíe à la valeur propreλ0 = 1. Enfin, les matricesAB et BA sont
stochastiques2 et donc les valeurs propres vérifient :

1 = λ0 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λq > 0.

1 On suppose alors que lesn p`h sont les param̀etres de lois de Poisson indépendantes conditionnellementà leur
somme qui est fix́ee etégaleàn.

2 Matrice ŕeelle, carŕee,à termes positifs, dont la somme des termes de chaque ligne (ou chaque colonne) vaut 1.
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En identifiant les termes, l’approximation de rang(q + 1) de la matriceP s’écrit donc :

P̂q = grg′c +
q∑

k=1

√
λkukvk′

et les propríet́es d’orthonormalit́e des vecteurs propres assurent que les contraintes du modèle sont v́erifiées.

2

4 Représentations graphiques

4.1 Biplot

La décomposition de la matrice1nT se transforme encore en :

f`h − f`+f+h

f`+f+h
=

min(r−1,c−1)∑
k=0

√
λk

uk
`

f`+

vk
h

f+h
.

En se limitant au rangq, on obtient donc, pour chaque cellule(`, h) de la tableT, une approxima-
tion de sońecart relatifà l’indépendance comme produit scalaire des deux vecteurs

uk
`

f`+
λ

1/4
k et

vk
h

f+h
λ

1/4
k ,

termes ǵeńeriques respectifs des matrices

D−1
r UΛ1/4 etD−1

c VΛ1/4,

qui sont encore les estimations des vecteursξ` et ηh du mod̀ele 5.2. Leur repŕesentation (par
exemple avecq = 2) illustre alors lacorrespondanceentre les deux modalitésx` et yh : lorsque
deux modalit́es,éloigńees de l’origine, sont voisines (resp. opposées), leur produit scalaire est de
valeur absolue importante ; leur cellule conjointe contribue alors fortement et de manière positive
(resp. ńegative)à la d́ependance entre les deux variables.

L’AFC apparâıt ainsi comme la meilleure reconstitution des fréquencesf`h, ou encore la
meilleure repŕesentation deśecarts relatifs̀a l’indépendance. La représentation simultańee des
modalit́es deX et deY se trouve ainsi pleinement justifiée.

4.2 Double ACP

Chacune des deux ACP réaliśee permet une représentation des “individus” (modalités) appro-
chant, au mieux, les distances duχ2 entre les profils–lignes d’une part, les profils–colonnes d’autre
part. Les coordonńees sont fournies cette fois par les matrices (de composantes principales)

Cr = D−1
r UΛ1/2 etCc = D−1

c VΛ1/2.

Même si la repŕesentation simultańee n’a plus alors de justification, elle reste couramment
emploýee. En fait, les graphiques obtenus diffèrent tr̀es peu de ceux du biplot ; ce dernier sert
donc de “caution” puisque les interprétations des graphiques sont identiques. On notera que cette
repŕesentation issue de la double ACP est celle réaliśee par la plupart des logiciels statistiques
(c’est en particulier le cas de SAS).
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4.3 Repŕesentations barycentriques

D’autres repŕesentations simultanées, appelées barycentriques, sont proposées en utilisant les
matrices

D−1
r UΛ1/2 etD−1

c VΛ,

ou encore les matrices

D−1
r UΛ etD−1

c VΛ1/2.

Si l’on consid̀ere alors, par exemple, la formule de transition

Cr = A′CcΛ−1/2 ⇐⇒ CrΛ1/2 = A′Cc ⇐⇒ D−1
r UΛ = A′D−1

c VΛ1/2,

on voit que dans la seconde des représentations ci–dessus, chaque modalitéx` deX est repŕesent́ee
par un vecteur qui est barycentre de l’ensemble des vecteurs associés aux modalit́es deY , chacun
d’eux ayant pour poids l’élément correspondant dul–ième profil–ligne. L̀a encore, la représentation
simultańee s’en trouve parfaitement justifiée. Malheureusement, dans la pratique, les représentations
barycentriques sont souvent illisibles ; elles sont, de ce fait, très peu utiliśees.

4.4 Autre représentation

La pratique de l’AFC montre que l’interprétation des graphiques est toujours la même, quelle
que soit la repŕesentation simultańee choisie parmi les 3 ci–dessus.

On peut ainsi envisager d’utiliser, pour une représentation simultańee des modalités deX et
deY , les coordonńees fournies respectivement par les lignes des matrices

D−1
r U et D−1

c V.

L’interprétation du graphique sera toujours la même et les matrices ci–dessus, outre leur
simplicité, pŕesentent l’avantage de conduire a une représentation graphique qui reste invariante
lorsque l’on utilise la technique d’Analyse Factorielle des Correspondances Multiples (voir cha-
pitre suivant) sur les données consid́eŕees ici.

4.5 Aidesà l’interpr étation

Les qualit́es de repŕesentation dans la dimension choisie et les contributions des modalités de
X ou deY se d́eduisent aiśement de celles de l’ACP Ces quantités sont utiliśeesà la fois pour
choisir la dimension de l’AFC et pour interpréter ses ŕesultats dans la dimension choisie.

Mesure de la qualit́e globale

Pour une dimension donnée q (1 ≤ q ≤ d = inf(r − 1, c − 1)), la qualit́e globale des
repŕesentations graphiques en dimensionq se mesure par le rapport entre la somme desq premìeres
valeurs propres de l’AFC et leur somme complète de 1̀ad.

Compte–tenue de la propriét́e
∑d

k=1 λk = Φ2 (voir en 6.1), la qualit́e de la repŕesentation dans
la k–ième dimension s’écrit

nλk

χ2
.

On parle encore de part du khi–deux expliquée par lak–ième dimension (voir les sorties du logiciel
SAS).
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Mesure de la qualit́e de chaque modalité

Pour chaque modalité deX (resp. deY ), la qualit́e de sa représentation en dimensionq se me-
sure par le cosinus carré de l’angle entre le vecteur représentant cette modalité dans IRc (resp. dans
IRr) et sa projectionD−1

c –orthogonale (resp.D−1
r –orthogonale) dans le sous–espace principal de

dimensionq.

Ces cosinus carrés s’obtiennent en faisant le rapport des sommes appropriées des carrés des
coordonńees extraites des lignes deCr (resp. deCc).

Contributionsà l’inertie totale

L’inertie totale (en dimensiond) du nuage des profils–lignes (resp. des profils–colonnes) est
égaleà la somme desd valeurs propres. La part due aui–ième profil–ligne (resp. auj–ième profil–
colonne) valantf`+

∑d
k=1(c

k
r`)

2 (resp.f+h
∑d

k=1(c
k
ch)2), les contributions̀a l’inertie totale s’en

déduisent imḿediatement.

Contributionsà l’inertie selon chaque axe

Il s’agit de quantit́es analogues̀a celles ci–dessus, dans lesquelles il n’y a pas de sommation
sur l’indice k. Ces quantit́es sont utiliśees dans la pratique pour sélectionner les modalités les
plus importantes, c’est–à–dire celles qui contribuent le plusà la d́efinition de la liaison entre les 2
variablesX etY .

Remarque

En ǵeńeral, on n’interpr̀ete pas les axes d’une AFC (en particulier parce qu’il n’y a pas de
variable quantitative intervenant dans l’analyse). L’interprétation s’appuie surtout sur la position
relative des diff́erentes modalités reṕeŕees comme les plus importantes.

5 Exemple

L’exemple des donńees bancaires se prête malà une analyse des correspondances, aucun
couple de variable qualitative ne conduità des repŕesentations intéressantes. La table de contin-
gencéetudíee d́ecrit la ŕepartition des exploitations agricoles de la région Midi–Pyŕeńees dans les
diff érents d́epartements en fonction de leur taille. Elle croise la variable qualitativedépartement,
à 8 modalit́es, avec la variabletaille de l’exploitation, quantitative d́ecouṕee en 6 classes. Les
donńees, ainsi que les résultats nuḿeriques obtenus avec la procédurecorresp de SAS/STAT,
sont fournis en annexe.

La figure5 présente le premier plan factoriel utilisant les coordonnées obtenues par défaut,
c’est–̀a–dire celles de la double ACP.

6 Compléments

6.1 Propriétés

• Formule de reconstitution des données.On appelle ainsi l’approximation d’ordreq (c’est–
à–dire fournie par l’AFC en dimensionq) de la table des fréquences initiales (1nT) :

f`h ' f`+f+h

q∑
k=1

√
λku

k
` v

k
h.
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FIG. 5.1 –Répartition des exploitations agricoles par taille et par département. Premier plan de
l’AFC.

• Les valeurs propres vérifient :
d∑

k=1

λk = Φ2.

En effet, on v́erifie facilement :

trAB =
d∑

k=0

λk = 1 +
χ2

n
= 1 + Φ2;

d’où le ŕesultat.

6.2 Invariance

• Les tables de contingenceT etαT, α ∈ IR∗
+, admettent la m̂eme AFC (́evident).

• Propriét́e d’équivalence distributionnelle: si deux lignes deT, ` et i, ont des effectifs
proportionnels, alors les représentations dex` etxi sont confondues (leurs profils sont iden-
tiques) et le regroupement dex` et xi en une seule modalité (en additionnant les effectifs)
laisse inchanǵees les repŕesentations graphiques (même chose pour les colonnes deT).
Cette propríet́e est une conséquence de la ḿetrique duχ2.

6.3 Choix de la dimensionq

Le choix de la dimension pose les mêmes probl̀emes qu’en ACP De nombreuses techniques
empiriques ont́et́e propośees (essentiellement : part d’inertie expliquée,éboulis des valeurs propres).
Il existeégalement une approche probabiliste qui peut donner des indications intéressantes. Nous
la détaillons ci–dessous.

Posons

n̂q
`h = nf`+f+h + n

q∑
k=1

√
λku

k
` v

k
h,
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estimation d’ordreq de l’effectif conjoint de la cellule(`, h). Alors, sous certaines conditions
(échantillonnage,n grand, mod̀ele multinomial . . . ), on peut montrer que

Kq =
r∑

`=1

c∑
h=1

(n`h − n̂q
`h)2

n̂q
`h

' n
d∑

k=q+1

λk

suit approximativement une loi deχ2 à(r−q−1)(c−q−1) degŕes de libert́e. On peut donc retenir
pour valeur deq la plus petite dimension pour laquelleKq est inf́erieureà la valeur limite de cette
loi. Le choix q = 0 correspond̀a la situation òu les variables sont proche de l’indépendance en
probabilit́es ; les fŕequences conjointes sont alors bien approchées par les produits des fréquences
marginales.
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Chapitre 6

Analyse des Correspondances Multiples

Cette ḿethode est une géńeralisation de l’Analyse Factorielle des Correspondances, permet-
tant de d́ecrire les relations entrep (p > 2) variables qualitatives simultanément observ́ees sur
n individus. Elle est aussi souvent utilisée pour la construction descorescomme pŕealableà une
méthode de classification (nuées dynamiques) nécessitant des données quantitatives.

1 Codages de variables qualitatives

1.1 Tableau disjonctif complet

Soit X une variable qualitativèa c modalit́es. On appellevariable indicatricede lak–ième
modalit́e dex (k = 1, . . . , c), la variableX(k) définie par

X(k)(i) =
{

1 si X(i) = Xk,
0 sinon,

où i est un individu quelconque etXk est lak–ième modalit́e deX. On noterank l’effectif deXk.

On appellematrice des indicatricesdes modalit́es deX, et l’on noteraX, la matricen× c de
terme ǵeńeral :

xk
i = X(k)(i).

On vérifie :
c∑

k=1

xk
i = 1,∀i et

n∑
i=1

xk
i = nk.

Consid́erons maintenantp variables qualitativesX1, . . . , Xp. On notecj le nombre de moda-
lit és deXj , c =

∑p
j=1 cj etXj la matrice des indicatrices deXj .

On appelle alorstableau disjonctif completla matriceX, n× c, obtenue par concaténation des
matricesXj :

X = [X1| · · · |Xp].

X vérifie :
c∑

k=1

xk
i = p,∀i et

n∑
i=1

c∑
k=1

xk
i = np.

D’autre part, la somme deśeléments d’une colonne deX est égaleà l’effectif marginal de la
modalit́e de la variableXj correspondant̀a cette colonne.

65
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1.2 Tableau de Burt

On observe toujoursp variables qualitatives sur un ensemble den individus. On appelleta-
bleau de Burtla matriceB, c× c, définie par :

B = X′X.

On peut́ecrireB = [Bjl] (j = 1, . . . , p ; l = 1, . . . , p) ; chaque blocBjl, de dimensioncj × cl, est
défini par :

Bjl = X′
jXl.

Si j 6= l, Bjl est la table de contingence obtenue par croisement des variablesXj en lignes etX l

en colonnes. Sij = l, le bloc diagonalBjj est lui–m̂eme une matrice diagonale vérifiant :

Bjj = diag(nj
1, . . . , n

j
cj

).

La matriceB est syḿetrique, d’effectifs marginauxnj
l p et d’effectif totalnp2.

1.3 La démarche suivie dans ce chapitre

La géńeralisation de l’AFCà plusieurs variables qualitatives repose sur certaines propriét́es
observ́ees dans le caśelémentaire òu p = 2. On s’int́eresse tout d’abord aux résultats fournis
par l’AFC usuelle ŕealiśee sur le tableau disjonctif completX = [X1|X2] relatif à 2 variables
qualitativesX1 et X2 ; X est alors consid́eŕe comme une table de contingence (paragraphe 2).
Ensuite, on suit la m̂eme d́emarche avec l’AFC réaliśee sur le tableau de BurtB relatif à X1

et X2 (paragraphe 3). Enfin, en utilisant les propriét́es obtenues dans les deux premiers cas, on
géńeralise cette double approcheà un nombre quelconquep de variables qualitatives ; on définit
ainsi l’Analyse Factorielle des Correspondances Multiples (paragraphe 4).

2 AFC du tableau disjonctif complet relatif à 2 variables

2.1 Donńees

On note toujoursX1 et X2 les 2 variables qualitatives considéŕees etr et c leurs nombres
respectifs de modalités.

Les matrices intervenant dans l’AFC usuelle sont reprises ici avec les mêmes notations, mais
surligńees. On obtient ainsi :

T = X = [X1|X2] ;

Dr =
1
n
In ;

Dc =
1
2

[
Dr 0
0 Dc

]
=

1
2
∆ ;

A =
1
2n

T ′D−1
r =

1
2
X′ ;

B =
1
2n

TD−1
c =

1
n
X∆−1.

On consid̀ere ici l’AFC comme une double ACP : celle des profils–lignesA, puis celle des
profils–colonnesB.
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2.2 ACP des profils–lignes

Les profils–lignes, provenant deT, sont associés auxn individus observ́es. Leur ACP conduit
ainsià une repŕesentation graphique des individus, inconnue en AFC classique.

PROPOSITION6.1. — L’ACP des profils–lignes issue de l’AFC réaliśee sur le tableau disjonc-
tif complet associé à 2 variables qualitatives conduit̀a l’analyse spectrale de la matriceD−1

c –
syḿetrique et positive :

AB =
1
2

[
Ir B
A Ic

]
.

Lesr + c valeurs propres deAB s’écrivent

µk =
1±

√
λk

2
,

où lesλk sont les valeurs propres de la matriceAB (donc celles de l’AFC classique deX1 et
X2).

Les vecteurs propresD−1
c –orthonorḿes assocíes se mettent sous la forme

V =
1
2

[
U
V

]
;

la matriceU (resp.V) contient les vecteurs propresD−1
r –orthonorḿes (resp.D−1

c -orthonorḿes)
de la matriceBA (resp.AB) ; autrement dit, les matricesU et V sont les matrices de vecteurs
propres obtenues en faisant l’AFC classique de la table de contingence croisantX1 etX2.

La matrice des composantes principales s’écrit

Cr =
1
2

[X1Cr + X2Cc]Λ−1/2,

où Cr etCc sont encore les matrices de composantes principales de l’AFC classique.

Dans la pratique, on ne considère que lesd = inf(r − 1, c − 1) plus grandes valeurs propres
diff érentes de 1, ainsi que les vecteurs propres associés. Les valeurs propres sont rangées dans la
matrice

M = diag(µ1, . . . , µd) =
1
2

[
Id + Λ1/2

]
.

Les autres valeurs propres non nulles sont duesà l’artifice de construction de la matriceà diago-
naliser ; elles n’ont donc pas de signification statistique.

On notera que la matriceCr, n × d, fournit les coordonńees permettant la représentation
graphique des individus sur les axes factoriels.

2.3 ACP des profils–colonnes

Les profils–colonnes sont associés auxr + c modalit́es des variables. Leur ACP conduit donc
à une repŕesentation graphique de ces modalités dont on verra qu’elle est très voisine de celle
fournie par une AFC classique.
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PROPOSITION6.2. — L’ACP des profils–colonnes issue de l’AFC réaliśee sur le tableau disjonc-
tif complet associé à 2 variables conduit̀a l’analyse spectrale de la matriceD−1

r –syḿetrique et
positive :

BA =
1
2n

[
X1D−1

r X′
1 + X2D−1

c X′
2

]
.

Lesr + c valeurs propres non nulles deBA sont lesµk.

Les vecteurs propresD−1
r –orthonorḿes assocíes se mettent sous la forme :

U =
1
n
CrM−1/2.

La matrice des composantes principales s’écrit :

Cc =
[

Cr

Cc

]
Λ−1/2M1/2.

Ainsi, l’AFC du tableau disjonctif complet permet, grâce aux coordonńees contenues dans
les lignes de la matriceCc, une repŕesentation simultańee des modalités des 2 variables. Cette
repŕesentation est très voisine de celle obtenue par l’AFC classique, définie au chapitre préćedent.

Une simple homoth́etie sur chaque axe factoriel, de rapport
√

1+
√

λk
2λk

, permet de passer de l’uneà
l’autre.

De plus, cette approche permet aussi de réaliser une représentation graphique des individus
avec les coordonńees contenues dans les lignes de la matriceCr. À un facteur pr̀es, chaque indi-
vidu apparâıt comme le barycentre des 2 modalités qu’il a pŕesent́ees. Dans le cas où n est grand,
le graphique des individus a néanmoins peu d’intér̂et ; seule sa forme géńerale peut en avoir un.

Remarque. —Si, dans l’AFC classique, on choisit d’utiliser, pour la représentation simultańee
des modalit́es deX1 et deX2, les lignes des matrices

C∗
r = D−1

r U = CrΛ−1/2 etC∗
c = D−1

c V = CcΛ−1/2

(voir chapitre pŕećedent, sous–section 4.4), alors on obtient par AFC du tableau disjonctif complet
la matrice

C∗
c = CcM−1/2 =

[
C∗

r

C∗
c

]
;

il y a invariance de la représentation des modalités lorsqu’on passe d’une méthodeà l’autre. Pour
les individus, on obtient

C∗
r =

1
2

[X1C∗
r + X2C∗

c ]M
−1/2

(le commentaire est alors le même qu’avecCr).

3 AFC du tableau de Burt relatif à 2 variables

Dans cette section, on s’intéresse aux résultats fournis par l’AFC ŕealiśee sur le tableau de
BurtB = X′X, (r+ c)× (r+ c), relatif aux 2 variablesX1 etX2 ; B est encore considéŕe comme
une table de contingence. La matriceB étant syḿetrique, les profils–lignes et les profils–colonnes
sont identiques ; il suffit donc de considérer une seule ACP

Les notations des matrices usuelles de l’AFC sont maintenant réutilisées surmontées d’un
tilde. On obtient ainsi :
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T̃ = B =
[

nDr T
T′ nDc

]
;

D̃r = D̃c =
1
2

[
Dr 0
0 Dc

]
=

1
2
∆ = Dc ;

Ã = B̃ =
1
2

[
Ir B
A Ic

]
= AB.

On consid̀ere encore l’AFC comme l’ACP des profils–lignesÃ (ou des profils–colonnes̃B).

PROPOSITION6.3. — L’ACP des profils–lignes (ou des profils–colonnes) issue de l’AFC réaliśee
sur le tableau de Burt associé à 2 variables qualitatives conduità l’analyse spectrale de la ma-

trice D̃c
−1

–syḿetrique et positive :

ÃB̃ =
[
AB

]2
.

Elle admet pour matrice de vecteurs propres̃Dc
−1

–orthonorḿes

Ũ = Ṽ = V =
1
2

[
U
V

]
.

Les valeurs propres associées v́erifient :νk = µ2
k.

La matrice des composantes principales s’écrit :

C̃r = C̃c =
[

Cr

Cc

]
Λ−1/2M.

La matriceC̃r fournit les coordonńees permettant une représentation simultańee des modalités
des deux variables.̀A une homoth́etie pr̀es, cette représentation est identiquèa celle de l’AFC
classique, ŕealiśee sur la table de contingenceT (mais le rapport d’homoth́etie, sur chaque axe,
n’est plus le m̂eme qu’avecCc).

Remarque. —
• En reprenant les notations de la remarque2.3, on obtient ici :

C̃∗
r (= C̃∗

c) = C̃rM−1 = C∗
c =

[
C∗

r

C∗
c

]
.

Ainsi, si l’on utilise ce mode de représentation graphique, les trois approches de l’AFC que
nous avons pŕesent́ees conduisent̀a la m̂eme repŕesentation simultańee des modalités des 2
variables : il y a donc invariance de cette représentation.

• Dans les deux cas d’AFC considéŕes dans ce chapitre (sur tableau disjonctif complet et
sur tableau de Burt) on trouve, par construction, des valeurs propres non nulles sans signi-
fication statistique. En conséquence, les critères de qualit́e s’exprimant comme une “part
d’inertie expliqúee” n’ont plus de signification.

• L’AFC sur tableau de Burt ne prend en compte que l’information contenue dansB qui ne
consid̀ere que les croisements de variables prises deuxà deux. En conśequence, les inter-
actions de niveau pluśelev́e sont ignoŕees par cette approche,à moins de proćederà des
recodages de variables comme l’explique l’exemple présent́e dans la section 5.
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4 Analyse Factorielle des Correspondances Multiples

4.1 Définition

On consid̀ere maintenantp variables qualitatives(p ≥ 3) not́ees{Xj ; j = 1, . . . , p}, posśedant
respectivementcj modalit́es, avecc =

∑p
j=1 cj . On suppose que ces variables sont observées sur

les m̂emesn individus, chacun affecté du poids1/n.

Soit X = [X1| · · · |Xp] le tableau disjonctif complet des observations (X estn × c) et B =
X′X le tableau de Burt correspondant (B est carŕe d’ordrec, syḿetrique).

DÉFINITION 6.4. — On appelle Analyse Factorielle des Correspondances Multiples (AFCM) des
variables(X1, . . . , Xp) relativement̀a l’ échantillon consid́eré, l’AFC réaliśee soit sur la matrice
X soit sur la matriceB.

On notenj
k (1 ≤ j ≤ p, 1 ≤ k ≤ cj) l’effectif de la k–ième modalit́e deXj , Dj =

1
n

diag(nj
1, . . . , n

j
cj

) et∆ = diag(D1 . . .Dp) (∆ est carŕee d’ordrec et diagonale).

4.2 AFC du tableau disjonctif completX

Comme dans le casp = 2, on reprend les notations de l’AFC classique en les surlignant. On
obtient ainsi :

T = X ;

Dr =
1
n
In ;

Dc =
1
p
∆ ;

A =
1
p
X′ ;

B =
1
n
X∆−1.

ACP des profils–lignes

PROPOSITION6.5. — L’ACP des profils–lignes issue de l’AFC réaliśee sur le tableau disjonctif
complet dep variables qualitatives conduit̀a l’analyse spectrale de la matriceD−1

c –syḿetrique
et positive :

AB =
1
np

B∆−1.

Il y a m (m ≤ c − p) valeurs propres notéesµk, (0 < µk < 1) rangées dans la matrice
diagonaleM.

La matrice des vecteurs propresD−1
c –orthonorḿes assocíes se d́ecompose en blocs de la

façon suivante :

V =

 V1
...

Vp

 ;
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chaque blocVj est de dimensioncj ×m.

La matrice des composantes principales s’écrit :

Cr =
p∑

j=1

XjD−1
j Vj .

Comme dans le casp = 2, la matrice des composantes principales permet de réaliser une
repŕesentation graphique des individus dans laquelle chacun apparaı̂t, à un facteur pr̀es, comme le
barycentre desp modalit́es qu’il a pŕesent́ees.

Remarque. —La géńeralisation au casp > 2 restreint les propriét́es. Ainsi, les vecteurs des blocs
Vj ne sont pas les vecteurs propresD−1

j –orthonorḿes d’une matrice connue.

ACP des profils–colonnes

PROPOSITION6.6. — L’ACP des profils–colonnes issue de l’AFC réaliśee sur le tableau disjonc-
tif complet dep variables conduit̀a l’analyse spectrale de la matriceD−1

r –syḿetrique et positive :

BA =
1
np

X∆−1X′ =
1
np

p∑
j=1

XjD−1
j X′

j .

La matrice des vecteurs propresD−1
r –orthonorḿes v́erifie :

U = BVM−1/2.

La matrice des composantes principales s’écrit :

Cc = p∆−1VM1/2 ;

elle se d́ecompose en blocs sous la forme :

Cc =

 C1
...

Cp

 .

Chaque blocCj , de dimensioncj ×m, fournit en lignes les coordonnées des modalités de la
variableXj permettant la représentation graphique simultanée.

4.3 AFC du tableau de BurtB

Le tableau de BurtB = X′X, carŕe d’ordrec, étant syḿetrique, les profils–lignes et les profils–
colonnes sont identiques ; on ne considère donc ici qu’une seule ACP

En utilisant encore le tilde dans ce cas, les matrices usuelles de l’AFC deviennent :

T̃ = B ;

D̃r = D̃c =
1
p
∆ = Dc ;

Ã = B̃ =
1
np
B∆−1 = AB.
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PROPOSITION6.7. — L’ACP des profils–lignes (ou des profils–colonnes) issue de l’AFC réaliśee
sur le tableau de Burt associé à p variables qualitatives conduit̀a l’analyse spectrale de la ma-

trice D̃c
−1

–syḿetrique et positive :

ÃB̃ =
[
AB

]2
.

Elle admet pour matrice de vecteurs propres̃Dc
−1

–orthonorḿesŨ = Ṽ = V.

Les valeurs propres associées v́erifientνk = µ2
k.

La matrice des composantes principales s’écrit :

C̃r = C̃c = CcM1/2 =

 C1
...

Cp

M1/2.

La matriceC̃r fournit les coordonńees permettant la représentation simultańee des modalités
de toutes les variables (on ne peut pas faire de représentation des individus si l’on fait l’AFC du
tableau de Burt).

4.4 Variables illustratives

Soit X0 une variable qualitative,̀a c0 modalit́es, observ́ee sur les m̂emesn individus que les
Xj et n’étant pas intervenue dans l’AFCM SoitT0j la table de contingencec0 × cj croisant les
variablesX0 en lignes etXj en colonnes. L’objectif est maintenant de représenter les modalités
de cette variable supplémentaireX0 dans le graphique de l’AFCM réaliśee surX1, . . . , Xp. Pour
cela, on consid̀ere les matrices :

B0 = [T01| . . . |T0p] ;

D0 =
1
n

diag(n0
1, . . . , n

0
c0) ;

A0 =
1
np

D−1
0 B0.

Les coordonńees des modalités de la variable supplémentairesX0 sur les axes factoriels sont
alors fournies dans les lignes de la matrice

C0 = A0D̃c
−1

Ṽ = pA0∆−1V.

4.5 Interpr étation

Les repŕesentations graphiques sont interprét́ees de manière analoguèa ce qui est fait dans
l’AFC de deux variables, bien que la représentation simultańee des modalités de toutes les va-
riables ne soit pas, en toute rigueur, réellement justifíee.

Les “principes” suivants sont donc appliqués :

• on interpr̀ete globalement les proximités et les oppositions entre les modalités des diff́erentes
variables, comme en AFC, en privilégiant les modalit́es suffisamment́eloigńees du centre
du graphique (attention aux modalitésà faible effectif !) ;
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• les rapports de valeurs propres ne sont pas interprétables comme indicateurs de qualité glo-
bale ; on peut ńeanmoins regarder la décroissance des premières valeurs propres pour choisir
la dimension ;

• les coefficients de qualité de chaque modalité ne peuvent paŝetre interpŕet́es ; seules les
contributions des modalitésà l’inertie selon les axes sont interprét́ees, selon le m̂eme prin-
cipe qu’en AFC

5 Exemple

L’AFCM ne donne pas non plus de résultats int́eressants sur les données bancaires.

5.1 Les donńees

La littérature anglo–aḿericaine pŕesente souvent des données relatives̀a plusieurs variables
qualitatives sous la forme d’une table de contingencecompl̀ete(5.1). C’est le cas de l’exemple ci–
dessous qui d́ecrit les ŕesultats partiels d’une enquête ŕealiśee dans trois centres hospitaliers (Bos-
ton, Glamorgan, Tokyo) sur des patientes atteintes d’un cancer du sein. On se propose d’étudier
la survie de ces patientes, trois ans après le diagnostic. En plus de cette information, quatre autres
variables sont connues pour chacune des patientes :

• le centre de diagnostic,
• la tranche d’̂age,
• le degŕe d’inflammation chronique,
• l’apparence relative (b́enigne ou maligne).

L’objectif de cetteétude est une analyse descriptive de cette table en recherchantà mettre en
évidence les facteurs de déc̀es.

5.2 Analyse brute

On se reporteràa la figure5.1. La variable survie, qui joue en quelques sortes le rôle de variable
à expliquer, est tr̀es proche de l’axe 2 et semble liéeà chacune des autres variables.

5.3 Analyse des interactions

Pour essayer de mettre enévidence d’́eventuelles interactions entre variables, les données sont
reconsid́eŕees de la façon suivante :

• les variablescentre et âge sont croiśees, pour construire une variablec x âge , à 9
modalit́es ;

• les variablesinflam et appar sontégalement croiśees pour d́efinir la variablehistol ,
à 4 modalit́es.

Une nouvelle analyse est alors réaliśee en consid́erant comme actives les deux variables nou-
vellement cŕeées, ainsi que la variablesurvie , et comme illustratives les variables initiales :
centre, âge, inflam, appar . Les ŕesultats sont donnés dans la figure5.3.



74 Chapitre 6. Analyse des Correspondances Multiples
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FIG. 6.1 –Cancer du sein : analyse des données brutes.
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FIG. 6.2 –Cancer du sein : analyse des interactions.
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Histologie
Inflammation minime Grande inflammation

Centre Âge Survie Maligne Bénigne Maligne Bénigne
Tokyo < 50 non 9 7 4 3

oui 26 68 25 9
50− 69 non 9 9 11 2

oui 20 46 18 5
> 70 non 2 3 1 0

oui 1 6 5 1
Boston < 50 non 6 7 6 0

oui 11 24 4 0
50− 69 non 8 20 3 2

oui 18 58 10 3
> 70 non 9 18 3 0

oui 15 26 1 1
Glamorgan < 50 non 16 7 3 0

oui 16 20 8 1
50− 69 non 14 12 3 0

oui 27 39 10 4
> 70 non 3 7 3 0

oui 12 11 4 1

TAB . 6.1 –Donńees sous la forme d’une table de contingence complète



Chapitre 7

Positionnement multidimensionnel

1 Introduction

Consid́eronsn individus. Contrairement aux chapitres préćedents, on ne connaı̂t pas les obser-
vations dep variables sur cesn individus mais les1/2n(n − 1) valeurs d’un indice (de distance,
similarité ou dissimilarit́e) observ́ees ou construites pour chacun des couples d’individus. Ces in-
formations sont contenues dans une matrice(n×n) D. L’objectif du positionnement multidimen-
sionnel(multidimensional scaling ou MDS ou ACP d’un tableau de distances) est de construire,à
partir de cette matrice, une représentation euclidienne des individus dans un espace de dimension
réduiteq qui approche au “mieux” les indices observés.

Exemple :Consid́erons un tableau avec, en ligne, les individus d’un groupe et en colonne les
pays de la C.E. La valeur 1 est mise dans une case lorsque l’individu de la ligne a passé au moins
une nuit dans le pays concerné. Il est alors facile de construire une matrice de similarité avec
un indice qui compte le nombre de 1 apparaissant dans les mêmes colonnes de tous les couples
d’individus. L’objectif est ensuite d’obtenir une représentation graphique rapprochant les individus
ayant visit́e les m̂emes pays.

Les preuves des propositions sont omises dans cet exposé succinct, elles sontà chercher dans
la bibliographie. Voir par exemple Mardia et col. (1979).

2 Distance, similarités

2.1 Définitions

DÉFINITION 7.1. —
• Une matrice(n× n) D est appeĺee matrice de distance si elle est symétrique et si :

dj
j = 0 et∀(j, k), j 6= k, dk

j ≥ 0.

• Une matrice(n× n) C est appeĺee matrice de similarit́e si elle est syḿetrique et si

∀(j, k), ck
j ≤ cj

j .

Une matrice de similarité se transforme en matrice de distance par :

dk
j = (cj

j + ck
k − 2ck

j )
−1/2.

77
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DÉFINITION 7.2. — Une matrice de distance est dite euclidienne s’il existe une configuration de
vecteurs{x1, . . . ,xn} dans un espace euclidienE de sorte que

dk
j
2

= 〈xj − xk,xj − xk〉 .

On noteA la matrice issue deD de terme ǵeńeraldk
j = −1/2dk

j
2

etH la matrice de centrage :

H = I− 11′D,

qui est la matrice de projection sur le sous-espaceD-orthogonal au vecteur1 dans l’espace eucli-
dienF des variables muni de la ḿetrique des poids.

PROPOSITION7.3. —
• SoitD une matrice de distance etB la matrice obtenue par double centrage de la matrice

A issue deD :
B = HAH,

alors D est une matrice euclidienne si et seulement siB est positive (toutes ses valeurs
propres sont positives ou nulles).

• Si la matrice de similarit́e C est positive alors la matrice de distanceD déduite est eucli-
dienne.

3 Distances entre variables

L’un des int́er̂ets pratique du positionnement multidimensionnel est d’aiderà comprendre,
visualiser, les structures de liaison dans un grand ensemble de variables. On obtient ainsi des in-
dications pour guider le choix d’un sous-ensemble de variables, par exemple les plus liéesà une
variableà expliquer. Cette approche nécessite la d́efinition d’indices de similarit́e entre variables.
Beaucoup sont proposés dans la litt́erature. Nous en retenons trois pour différents types de va-
riables.

3.1 Variables quantitatives

On noteX et Y deux variables statistiques dont les observations sur les mêmesn individus
sont ranǵees dans les vecteurscentŕesx et y de l’espace euclidienF muni de la ḿetrique des
poidsD. On v́erifie facilement :

cov(X, Y ) = x′Dy

σX = ‖x‖D

cor(X, Y ) =
x′Dy

‖x‖D ‖y‖D
.

La valeur absolue ou le carré du coefficient de corrélation d́efinissent des indices de similarité
entre deux variables quantitatives. Il est facile d’en déduire des distances. On préfère par la suite
utiliser le carŕe du coefficient de corrélation qui induit une distance euclidienne :

d2(X, Y ) = 2(1− cor2(X, Y )).
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PROPOSITION7.4. — La distance entre variables quantitativesd2(X, Y ) est encore le carŕe de
la distance‖Px −Py‖D entre les projecteursD-orthogonaux sur les directions engendrées par
les vecteursx ety.

Démonstration. —Un projecteur de rang 1 s’écrit :Px = xx′ 1/(‖x‖2
D)D,

‖Px −Py‖2
D = tr(Px −Py)′D(Px −Py) = ‖Px‖2

D + ‖Py‖2
D − 2trPx

′DPy.

Comme un projecteur est de norme son rang c’est-à-dire ici 1 et que :

trPx
′DPy = tr

xx′

‖x‖2
D

D
yy′

‖y‖2
D

D =
x′Dy

‖x‖D ‖y‖D
x′Dy

‖x‖D ‖y‖D
= cor2(X, Y )

alors,‖Px −Py‖2
D = 2(1− cor2(X, Y )).

3.2 Variables qualitatives

Consid́erons maintenant deux variables qualitatives,X à r modalit́es etY à c modalit́es. De
nombreux indices de similarité ontét́e propośes : la “prob value” du test duχ2 d’indépendance, le
V de Cramer, leΦ2 de Pearson, leT de Tschuprow (cf. T1). . . Ce dernier a une signification par-
ticulière. SoitX etY les matrices contenant les variables indicatrices des modalités des variables
etPX, PY les projecteursD-orthogonaux sur les sous-espaces engendrés par ces indicatrices. On
montre (cf. Saporta 1976) alors la

PROPOSITION7.5. — Dans le cas de 2 variables qualitatives,

‖PX −PY‖2
D = 2(1− T 2(X, Y )).

Ainsi, en utilisant comme indice de similarité le carŕe duT de Tschuprow entre deux variables
qualitatives, on d́efinit une distance euclidienne entre ces variables.

3.3 Variables quantitative et qualitative

La même d́emarche s’adaptèa l’étude d’une liaison entre une variable quantitativeX, son
projecteur associé Px et une variable qualitativeY repŕesent́ee par le projecteurPY. On montre
alors (cf. Saporta 1976)

PROPOSITION7.6. — Dans le cas d’une variable quantitativeX et d’une variable qualitativeY ,

‖Px −PY‖2
D = 2(1−R2

c(X, Y ))

où Rc désigne le rapport de corrélation.

Le rapport de corŕelation (Cf. T1) est, dans ce cas, l’indice de similarité qui conduit̀a la construc-
tion d’une distance euclidienne entre variables de types différents.

On aboutit ainsìa une certaine ǵeńeralisation de la notion de similarité entre variables condui-
sant, quelque soit le type des variables,à des distances euclidiennes. Néanmoins, en pratique, il
n’apparâıt pas simple de comparer, sur la mêmeéchelle entre 0 et 1, des liaisons entre variables
de types diff́erents. Les coefficients de corrélations se ŕepartissent plus communément sur toute
l’ échelle alors que les indices de Tschuprow sont souvent confinés sur des petites valeurs.
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4 Recherche d’une configuration de points

Le positionnement multidimensionnel est la recherche d’une configuration de points dans un
espace euclidien qui admetteD comme matrice de distances si celle-ci est euclidienne ou, dans le
cas contraire, qui en soit la meilleure approximationà un rangq fixé (en ǵeńeral 2) au sens d’une
norme sur les matrices. Nous ne nous intéressons dans ce chapitre qu’à la version “ḿetrique” du
MDS, une autre approche construite sur les rangs est dévelopṕee dans la bibliographie.

Ainsi pośe, le probl̀eme admet une infinité de solutions. En effet, la distance entre deux vec-
teursxi etxk d’une configuration est invariante par toute transformation affinezi = Fxi +b dans
laquelleF est une matrice orthogonale quelconque etb un vecteur de IRp. Une solution n’est donc
connue qu’̀a une rotation et une translation près.

4.1 Propriétés

La solution est d́ecrite dans les th́eor̀emes (Mardia 1979) ci-dessous :

THÉORÈME 7.7. — SoitD une matrice de distance etB = HAH la matrice centŕee en lignes
et colonnes associée.

• Si D est la matrice de distance euclidienne d’une configuration{x1, . . . ,xn} alors B est
la matrice de terme ǵeńeral

bk
j = (xi − x)′(xi − x)

qui se met sous la forme
B = (HX)(HX)′.

Elle est donc positive et appelée matrice des produits scalaires de la configuration centrée.
• Réciproquement, siB est positive de rangp, une configuration de vecteurs admettantB

pour matrice des produits scalaires est obtenue en considérant sa d́ecomposition spectrale
B = U∆U′. Ce sont les lignes de la matrice centréeX = U∆1/2.

Ainsi, dans le cas d’une matriceD euclidienne supposée de rangq, la solution est obtenue en
exécutant leśetapes suivantes :

i. construction de la matriceA de terme ǵeńeral−1/2dk
j
2
,

ii. calcul de la matrice des produits scalaires par double centrageB = HAH,

iii. diagonalisation deB = U∆U′ ;

iv. les coordonńees d’une configuration, appeléescoordonńees principales, sont les lignes de
la matriceX = U∆1/2.

Dans le cas euclidien, ACP et MDS sont directement connectés.

PROPOSITION7.8. — SoitY la matrice des donńees habituelles en ACP. L’ACP de (Y, M, 1/nI)
fournit les m̂emes repŕesentations graphiques que le positionnement calculé à partir de la matrice
de distances de terme géńeral ‖yi − yj‖M. SiC désigne la matrice des composantes principales,
alors les coordonńees principales sont

√
nC.

Démonstration. —PosonsX = HY. Les composantes principales de l’ACP sont données par

C = XMV = UΛ1/2

où V est la matrice des vecteurs propres de la matrice1/nX′XM etU ceux des vecteurs propres
de la matrice1/nXMX′ assocíes aux m̂emes valeurs propresΛ. De son ĉoté, le MDS conduit
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FIG. 7.1 –Positionnement de 47 villes̀a partir de la matrice de leurs distances kilométriques.

à consid́erer la matrice des produits scalairesHYM(HY)′ = XMX′ qui am̀ene aux m̂emes
vecteurs propres et aux valeurs propres∆ =

√
nΛ.

L’int ér̂et du MDS apparâıt évidemment lorsque les observationsY sont inconnues ou en-
core si l’on cherche la meilleure représentation euclidienne de distances non-euclidiennes entre
les individus ; c’est l’objet du th́eor̀eme suivant. En ce sens, le MDS “géńeralise” l’ACP et per-
met, par exemple, de considérer une distance de type robusteà base de valeurs absolues mais la
repŕesentation des variables pose alors quelques soucis car le “biplot” n’est plus linéaire (Gower
19xx).

THÉORÈME 7.9. — SiD est une matrice de distance, pas nécessairement euclidienne,B la
matrice de produit scalaire associée, alors, pour une dimensionq fixée, la configuration issue du

MDS a une matrice de distancêD qui rend
∑n

j,k=1({dk
j }2 − d̂k

j

2
) minimum et, c’est́equivalent,

une matrice de produit scalairêB qui minimise
∥∥∥B− B̂

∥∥∥2
.

5 Exemple

Cet exemple s’int́eresse aux distances kilométriques par route (Source : IGN) entre 47 grandes
villes en France et dans les pays limitrophes. Toutes ces valeurs sont rangées dans le triangle
inférieur d’une matrice carrée avec des 0 sur la diagonale. La structure du réseau routier fait que
cette matrice de distance n’est pas euclidienne, mais, comme le montre le graphique issu d’un
positionnement multidimensionnel, l’approximation euclidienne en est très proche.
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FIG. 7.2 –Positionnement, conforḿement aux carŕes de leurs corŕelations, des variables quanti-
tatives observ́ees sur les donńees bancaires.

6 Application au choix de variables

La śelection d’un sous-ensemble de variables pour la mise en œuvre de techniques factorielles
(Jolliffe 19xx) n’est pas aussi claire que dans le cadre de la recherche d’un modèle linéaire parci-
monieux. Le probl̀eme vient souvent de la confusion de deux objectifs :

• supprimer des variables très líees, donc redondantes, et dont la multiplicité vient renforcer
artificiellement l’influence de certains phénom̀enes,

• supprimer des variables afin de simplifier l’interprétation des axes tout en conservant au
mieux les repŕesentations graphiques.

Le premier objectif modifie donc les représentations en visantà être plus proche de la “réalit́e” ou
au moins d’une ŕealit́e moins triviale tandis que, par principe, le deuxième objectif recherche le
sous-ensemble restreint de variables susceptibles d’engendrer le même sous-espace de représentation.

Il n’existe pas de solution miracle néanmoins, les outils présent́es dans ce chapitre : indices
de similarit́e entre variable et positionnement multidimensionnel, peuvent aiderà ces choix sur-
tout lorsque l’analyse d’un grand nombre de variables nécessite de segmenter l’analyse en sous-
groupes. Les algorithmes de classification (hiérarchique ou centres mobiles) appliqués sur les
mêmes tableaux de distance apportent unéclairage complémentaire.

D’autres techniques sontégalement disponibles pour aiderà l’interpŕetation des axes. Elles
ontét́e d́evelopṕees dans le cadre de l’analyse en facteurs communs et spécifiques (factor analysis)
mais sont transposables en ACP. L’objectif est la recherche de rotations orthogonales (varimax) ou
obliques des axes dans le sous-espace retenu pour la représentation de sorte que ceux-ci soient le
plus corŕelés avec les variables initiales. Ils n’ont plus les mêmes propríet́es optimales d’axes de
plus grande dispersion mais, dans le sous-espace qui globalement est de plus grande dispersion,
ils peuvent̂etre plus simples̀a interpŕeterà partir des variables initiales.

Un algorithme (varclus dans SAS) de classification des variables dans le cas quantitatif suit
ce m̂eme type d’objectifs et fournit des résultats sous une forme identiqueà la recherche d’une
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FIG. 7.3 –Classification (varclus ) des variables quantitatives observées sur les donńees ban-
caires.

rotation oblique. Il proc̀ede par classification hiérarchique descendante de l’ensemble des variables
et ŕealiseà chaquéetape les traitements suivants :

• sélection du sous-groupe de variable dont l’ACP conduità la plus faible part de variance
expliqúee par le premier axe ou (en option) la plus forte du 2ème axe,

• rotation des deux premiers axes de l’ACP pour les rapprocher des variables et segmentation
des variables en deux groupes par affectationà l’axe avec lequel elles sont le plus corrélées.

L’algorithme s’arr̂ete lorsque la dimension dans chaque groupe est jugéeêtreégaleà 1. Par d́efaut,
lorsque dans chaque groupe, une seule valeur propre est plus grande que 1.
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Chapitre 8

Classification

1 Introduction

1.1 Les donńees

Comme dans le cas du chapitre préćedent (MDS), les donńees peuvent se présenter sous
diff érentes formes ; elles concernentn individus suppośes affect́es, pour simplifier, du m̂eme
poids :

i. un tableau de distances (ou dissimilarités, ou mesure de dissemblance),(n × n) entre les
individus pris deux̀a deux ;

ii. les observations dep variables quantitatives sur cesn individus ;

iii. les observations, toujours sur cesn individus, de variables qualitatives ou d’un mélange de
variables quantitatives et qualitatives.

D’une façon ou d’une autre, il s’agit, dans chaque cas, de se ramener au tableau des distances
deuxà deux entre les individus (c’est-à-dire au premier cas). Le choix d’une matrice de produit
scalaire permet de prendre en compte simplement un ensemble de variables quantitatives tandis
que le troisìeme cas ńecessite plus de développements, objets de la section suivante.

1.2 Objectif

L’objectif d’une méthode de classification déborde le cadre strictement exploratoire. C’est la
recherche d’unetypologieousegmentationc’est-̀a-dire d’une partition ou répartition des individus
en classes, ou cat́egories. Ceci est fait en optimisant uncritère visant à regrouper les individus
dans des classes, chacune la plus homogène possible et, entre elles, les plus distinctes possible.
Cet objectif est̀a distinguer des procédures de discrimination ou encore de classement (en anglais
classification) pour lesquelles une typologie esta priori connue, au moins pour uńechantillon
d’apprentissage. Nous sommes dans une situation d’apprentissagenon-superviśe, ou en anglais de
clustering1.

1.3 Les ḿethodes

Un calcul élémentaire de combinatoire montre que le nombre de partitions possibles d’un
ensemble den éléments crôıt plus qu’exponentiellement avecn. Ainsi, pourn = 20, il est de
l’ordre de1013. Plus pŕeciśement, le nombre de partitions enK groupes den éléments est donné

1Faire attention aux faux amis français / anglais : discrimination / classification (supervisée) et classification / clus-
tering (non-superviśee)
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par la formule :

1
K!

∑
k = 0Kk(−1)k(K − k)n

(
k

K

)
Il n’est donc pas question de chercherà optimiser le crit̀ere sur toutes les partitions possibles.
Les ḿethodes se limitent̀a l’exécution d’un algorithme it́eratif convergeant vers une “bonne”
partition qui correspond en géńeral à un optimum local. M̂eme si le besoin de classer des objets
est tr̀es ancien, seule la géńeralisation des outils informatiques en a permis l’automatisation dans
les anńees 70. Celeux et col. (1989) décrivent en d́etail ces algorithmes.

Diff érents choix sont laissésà l’initiative de l’utilisateur :
• une mesure d’éloignement (dissemblance, dissimilarité ou distance) entre individus ;
• le critère d’homoǵeńeité des classes̀a optimiser : il est, dans le cas de variables quantitatives,

géńeralement d́efini à partir de la traces d’une matrice de variances-covariances ; soit les
variances et covariances interclasses (la trace correspond alorsà l’inertie de la partition),
soit les variances et covariances intraclasse ;

• la méthode : la classification ascendante hiérarchique ou celle par réallocation dynamique
sont les plus utiliśees, seules ou combinées,

• le nombre de classes ; c’est un point délicat.
Enfin, différents outils recherchent une interprétation ou des caractérisations des classes obtenues.

Les principes algorithmiques de ces méthodes sont relativementélémentaires.

Classification ascendante hiérarchique ou CAH

Il s’agit de regrouper it́erativement les individus, en commençant par le bas (les deux plus
proches) et en construisant progressivement un arbre oudendrogramme, regroupant finalement
tous les individus en une seule classe,à la racine (cf. figure3.4qui reprend les donńeeśelémentaires
du chapitre pŕećedent). Ceci suppose de savoir calculer,à chaquéetape ou regroupement, la dis-
tance entre un individu et un groupe ou la distance entre deux groupes. Ceci nécessite donc, pour
l’utilisateur de cette ḿethode, de faire un choix supplémentaire : comment définir la distance
entre deux groupes connaissant celles de tous les couples d’individus entre ces deux groupes.
Diff érents choix, appeléssauten français etlinkageen anglais, sont d́etaillés plus loin. Le nombre
de classes est détermińe a posteriori, à la vue du dendrogramme ou d’un graphique représentant
la décroissance de la hauteur de chaque saut, ouécart de distance, opéŕe à chaque regroupement.

Réallocation dynamique

Dans ce cas, le nombre de classes,k, est fix́e a priori. Ayant initialiśe k centres de classes
par tirage aĺeatoire, tous les individus sont affectés à la classe dont le centre est le plus proche
au sens de la distance choisie (en principe, euclidienne pour cette méthode). Dans une deuxième
étape, l’algorithme calcule des barycentres de ces classes qui deviennent les nouveaux centres. Le
proćed́e (affectation de chaque individùa un centre, d́etermination des centres) est itéŕe jusqu’̀a
convergence vers un minimum (local) ou un nombre d’itérations maximum fix́e.

Classification mixte

La CAH nécessite imṕerativement la construction d’un tableau de distancesn × n et son
stockage en ḿemoire ; le nombre maximum d’individus traités peut s’en trouver limité. Ce n’est
pas le cas dans l’algorithme de réallocation, d’òu l’int ér̂et possible d’une approche mixte pour,à
la fois, classer de grands volumes de données et śelectionner le nombre de classes par CAH.



2. Mesures d’́eloignement 87

2 Mesures d’́eloignement

NotonsΩ = {i = 1, . . . , n} l’ensemble des individus. Cette section se propose de définir sur
Ω×Ω diff érentes mesures d’éloignement entre deux individus. Les hypothèses et propriét́esétant
de plus en plus fortes.

2.1 Indice de ressemblance, ou similarit́e

C’est une mesure de proximité d́efinie deΩ× Ω dans IR+ et vérifiant :

s(i, j) = s(j, i),∀(i, j) ∈ Ω× Ω : symétrie ;

s(i, i) = S > 0,∀i ∈ Ω : ressemblance d’un individu avec lui-même ;

s(i, j) ≤ S,∀(i, j) ∈ Ω× Ω : la ressemblance est majorée parS.

Un indice de ressemblance normés∗ est facilement d́efini à partir des par :

s∗(i, j) =
1
S

s(i, j),∀(i, j) ∈ Ω× Ω ;

s∗ est une application deΩ× Ω dans[0, 1].

2.2 Indice de dissemblance, ou dissimilarit́e

Une dissimilarit́e est une applicationd deΩ× Ω dans IR+ vérifiant :

d(i, j) = d(j, i),∀(i, j) ∈ Ω× Ω : symétrie ;

d(i, i) = 0,∀i ∈ Ω : nullité de la dissemblance d’un individu avec lui-même.

Les notions de similarité et dissimilarit́e se correspondent de façonélémentaire. Sis est un indice
de ressemblance, alors

d(i, j) = S − s(i, j),∀(i, j) ∈ Ω× Ω

est un indice de dissemblance. De façon réciproque, sid est un indice de dissemblance avecD =
sup(i,j)∈Ω×Ω d(i, j), alorss(i, j) = D − d(i, j) est un indice de ressemblance. Commes∗, un
indice de dissemblance normé est d́efini par :

d∗(i, j) =
1
D

d(i, j),∀(i, j) ∈ Ω× Ω

avecd∗ = 1 − s∗ et s∗ = 1 − d∗. Du fait de cette correspondance immédiate, seule la notion de
dissemblance, ou dissimilarité, norḿee est consid́eŕee par la suite.

2.3 Indice de distance

Un indice de distance est, par définition, un indice de dissemblance qui vérifie de plus la
propríet́e :

d(i, j) = 0 =⇒ i = j.

Cette propríet́e évite des incoh́erences pouvant apparaı̂tre entre dissemblances, par exemple :

∃ k ∈ Ω : d(i, k) 6= d(j, k), avec pourtanti 6= j etd(i, j) = 0.
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2.4 Distance

Une distance surΩ est, par d́efinition, un indice de distance vérifiant en plus la propriét́e
d’inégalit́e triangulaire. Autrement dit, une distanced est une application deΩ × Ω dans IR+
vérifiant :

d(i, j) = d(j, i), ∀(i, j) ∈ Ω× Ω ;
d(i, i) = 0 ⇐⇒ i = j ;
d(i, j) ≤ d(i, k) + d(j, k), ∀(i, j, k) ∈ Ω3.

Si Ω est fini, la distance peutêtre norḿee.

2.5 Distance euclidienne

Dans le cas òu Ω est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, donc d’une norme, la
distance d́efinieà partir de cette norme est appelée distance euclidienne :

d(i, j) = < i− j, i− j >1/2 = ‖i− j‖.

La condition pour qu’une matrice donnée de distances entreéléments d’un espace vectoriel
soit issue d’une distance euclidienne est explicitée dans le chapitre préćedent. Toute distance n’est
pas ńecessairement euclidienne ; voir, par exemple, celle construite sur la valeur absolue.

2.6 Utilisation pratique

Concr̀etement, il peut arriver que les donnéesà traiter soient directement sous la forme d’une
matrice d’un indice de ressemblance ou de dissemblance. Il est alors facile de la transformer en
une matrice de dissemblances normées avant d’aborder une classification.

Nous pŕecisons ci-dessous les autres cas.

Donńees quantitatives

Lorsque lesp variables sont toutes quantitatives, il est nécessaire de définir une matriceM de
produit scalaire sur l’espace IRP . Le choixM = Ip, matrice identit́e, est un choix́elémentaire et
courant ; mais il est vivement conseillé deréduireles variables de variances hét́erog̀enes, comme
en ACP, ce qui revient̀a consid́erer, comme matrice de produit scalaire, la matrice diagonale
compośee des inverses desécarts-types :

M = Σ−1 = diag(
1
σ1
· · · 1

σp
).

La métrique dite de Mahalanobis (inverse de la matrice des variances-covariances) peut aussiêtre
utilisée pour att́enuer la structure de corrélation.

Donńees qualitatives

Dans le cas tr̀es particulier òu toutes les variables sont binaires (présence, absence de ca-
ract́eristiques), de nombreux indices de ressemblances ontét́e propośes dans la litt́erature. Ils sont
baśes sur les quantités suivantes d́efinis pour deux individusi et j distincts :

• aij = nombre de caractères communs̀a i et j sur lesp consid́eŕes,
• bij = nombre de caractères posśed́es pari mais pas parj,
• cij = nombre de caractères posśed́es parj mais pas pari,
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• cij = nombre de caractères que ne possèdent nii ni j.
• bien ŝur, aij + bij + bij + dij = p.

Les indices de ressemblance les plus courants sont :

aij + dij

p
(concordance),

aij

aij + bij + bij
(Jaccard),

2aij

2aij + bij + bij
(Dice).

Puis, il est facile de construire un indice de dissemblance.

Dans le cas plus ǵeńeral dep variables qualitatives, la distance la plus utilisée est celle, eu-
clidienne, dite duχ2 entre profils-lignes du tableau disjonctif complet (cf. chapitre 6 AFCM). La
distance entre deux individusi etk est alors d́efinie par :

d2
χ2 =

n

p

∑
j=1

p

mj∑
`=1

δj`
ik

1

nj
`

.

où mj est le nombre de modalités de la variable qualitativeY j , nj
` est l’effectif de la`ième mo-

dalité deY j etδj`
ik vaut 1 si les individusi etk présentent une discordance pour la`ième modalit́e

de la variablesY j et 0 sinon. L’importance donnéeà une discordance est d’autant plus importante
que les modalit́es consid́eŕees sont rares. Le coefficientn/p peutêtre omis.

Mélange quantitatif, qualitatif

Diff érentes stratégies sont envisageables dépendant de l’importance relative des nombres de
variables qualitatives et quantitatives.

Rendre tout qualitatif . Les variables quantitatives sont rendues qualitatives par découpage en
classes. Les classes d’une même variable sont ǵeńeralement recherchées d’effectifs sensi-
blementégaux : bornes des classeségalesà des quantiles. La ḿetriqueà utiliser est alors
celle duχ2 décrite ci-dessus.

Rendre tout quantitatif à l’aide d’une AFCM. Une AFCM est calculée sur les seules variables
qualitatives ou sur l’ensemble des variables après d́ecoupage en classes des variables quan-
titatives. L’AFCM calcuĺee par AFC du tableau disjonctif complet produit desscores(cf.
chapitre 6) qui sont les composantes principales de l’ACP des profils-lignes. Dans le cas
d’une AFCM partielle des seules variables qualitatives, les variables quantitatives restantes
doiventêtre ńecessairement réduites. Ces scores sont ensuite utilisés commes coordonnées
quantitatives des individus en vue d’une classification.

2.7 En résuḿe

Une fois ces pŕeliminaires accomplis, nous nous retrouvons donc avec
• soit un tableau de mesures quantitativesn×p assocíeà une matrice de produit scalairep×p

(en ǵeńeralIp) définissant une ḿetrique euclidienne,
• soit directement un tableaun× n de dissemblances ou distances entre individus.

Attention, si n est grand, la deuxième solution peut se heurter rapidementà des probl̀emes de
stockage en ḿemoire pour l’ex́ecution des algorithmes.

3 Classification ascendante hiérarchique
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3.1 Principe

L’initialisation de cet algorithme consiste, s’il n’est déjà donńe, à calculer un tableau de dis-
tances (ou de dissemblances) entre les individusà classer. L’algorithme d́emarre alors de la parti-
tion triviale desn singletons (chaque individu constitue une classe) et cherche,à chaquéetape,̀a
constituer des classes par agrégation des deux́eléments les plus proches de la partition de l’étape
préćedente. L’algorithme s’arrête avec l’obtention d’une seule classe. Les regroupements succes-
sifs sont repŕesent́es sous la forme d’un arbre binaire oudendrogramme.

3.2 Dissemblance ou distance entre deux classes

À chaqueétape de l’algorithme, il est nécessaire de mettrèa jour le tableau des distances (ou
des dissemblances). Après chaque regroupement, de deux individus ou de deux classes ou d’un
individu à une classe, les distances entre ce nouvel objet et les autres sont calculées et viennent
remplacer, dans la matrice, les dissemblances des objets qui viennent d’être agŕeǵes. Différentes
approches sont possiblesà ce niveau correspondantà différentes CAH.

NotonsA etB deux groupes oúeléments d’une partition donnée,wA etwB leurs pond́erations,
etdi,j la distance entre deux individus quelconquesi et j.

Le probl̀eme est de d́efinir d(A,B) la distance entre deux́eléments d’une partition deΩ.

Cas d’une dissemblance

Les strat́egies ci-dessous s’accomodent d’un simple indice de dissemblance défini entre les
individus. Elles s’appliquent́egalement̀a des indices plus structurés (distance) mais n’en utilisent
pas toutes les propriét́es.

d(A,B) = min
i∈A,j∈B

(dij) (saut minimum,single linkage),

d(A,B) = sup
i∈A,j∈B

(dij) (saut maximum ou diam̀etre,complete linkage),

d(A,B) =
1

card(A)card(B)

∑
i∈A,j∈B

dij (saut moyen,group average linkage).

Cas d’une distance euclidienne

Les strat́egies suivantes nécessitent la connaissance de représentations euclidiennes des indi-
vidus : matricen× p des individus afin, au minimum, de pouvoir définir les barycentres notésgA

etgB des classes.

d(A,B) = d(gA, gB) (distance des barycentres, centroı̈d),

d(A,B) =
wAwB

wA + wB
d(gA, gB) (saut de Ward).

Important

Le saut de Ward joue un rôle particulier et est la stratégie la plus courante, c’est même l’option
par d́efaut (SAS), dans le cas d’une distance euclidienne entre individus. En effet, ce critère induit,
à chaquéetape de regroupement, une minimisation de la décroissance de la variance interclasse.

3.3 Algorithme
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ALGORITHME 8.1 : classification ascendante hiérarchique

• Initialisation Les classes initiales sont les singletons. Calculer la matrice de leurs
distances deux̀a deux.

• It érer les deux́etapes suivantes jusqu’à l’agrégation en une seule classe.

i. regrouper les deux classes les plus proches au sens de la “distance” entre groupes
choisie,

ii. mettreà jour le tableau de distances en remplaçant les deux classes regroupées par la
nouvelle et en calculant sa “distance” avec chacune des autres classes.

3.4 Graphes

Ce chapitre est illustré par l’́etude de donńees d́ecrivant le traffic sur 50 lignes de chemin de fer
pour les mois de mars, juillet août et octobre. On s’intéresse plus partivulièrement aux profils de
ces traffics. En effet, les donnéesétant des effectifs de voyageurs, pouréviter une classification tri-
viale baśee sur le traffic absolu de chaque ligne, on utilise la métrique duχ2 entre profils lignes des
donńees consid́eŕees comme une table de contingence. La classification est donc construiteà partir
de la matrice de ces distances entre lignes.À l’issue de l’ex́ecution, la classification ascendante
hiérarchique fournit deux graphiques :

• un graphique aide au choix du nombre de classes (cf. figure3.4). Il représente,̀a rebours,
la décroissance en fonction du nombre de classes de la distance entre les agrégations de
classes. Dans le cas du saut de Ward, il s’agit desécarts observ́es par le rapport de la variance
inter sur la variance totale (R2 partiel). La pŕesence d’une rupture importante dans cette
décroissante aide au choix du nombre de classes comme dans le cas du choix de dimension
en ACP avec l’́eboulis des valeurs propres. Dans ce cas, il faut lire le graphe de droite
à gauche et s’arrêter avanr le premier saut juger significatif. L’indice de Ward est le plus
géńeralement utiliśe, cela revient̀a couper l’arbre avant une perte, juger trop importante, de
la variance inter classe.

• le dendrogramme(cf. figure3.4) est une repŕesentation graphique, sous forme d’arbre bi-
naire, des agrégations successives jusqu’à la ŕeunion en une seule classe de tous les indi-
vidus. La hauteur d’une branche est proportionnelà l’indice de dissemblance ou distance
entre les deux objets regroupés. Dans le cas du saut de Ward, c’est la perte de variance
inter-classe.

Une fois un nombre de classes sélectionńe (ici 4) à l’aide du premier graphique, une coupure
de l’arbre (deuxìeme graphique) fournit, dans chaque sous-arbre, la répartition des individus en
classes. Ces classes sont ensuite représent́ees dans les axes d’une analyse factorielle, en géńeral
une ACP, mais qui peut̂etre un MDS lorsque les données initiales sont un tableau de distances
ou encore, dans le cas présent, une AFCM. Cette représentation (fig.3.4) est indispensable pour
se faire une bonne idée intuitive de la qualilt́e de śeparation des classes. La même d́emarche
appliqúee aux donńees constitúees de la matrice des distances kilométriques entre villes conduità
une classification en 5 classes représent́ees dans les coordonnées du MDS (figure3.4).

Il est à noter que ces exemples sont relativement simples et bien structurés. Dans ce cas,
modifier le crit̀ere de saut ne change pas grand chose. Mais,attention, il est facile de v́erifier
exṕerimentalement qu’une classification ascendante est un objet très sensible. En effet, il suffit de
modifier une distance dans le tableau, par exemple de réduire sensiblement la distance de Grenoble
à Brest, pour que la classification (nombre de classes, organisation) devienne très sensible au choix
du crit̀ere de saut. En revanche, la structure des données fait que la représentation factorielle de
l’ACP du tableau de distance (MDS) soit plus robusteà ce type d”’erreur de mesure”.
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FIG. 8.1 –Traffic : Décroissance de la variance inter classesà chaque regroupemet dans le cas
du saut de Ward.

4 Agrégation autour de centres mobiles

4.1 Principes

Diff érents types d’algorithmes ontét́e d́efinis autour du m̂eme principe deréallocation dy-
namiquedes individusà des centres de classes, eux-mêmes recalculés à chaque it́eration. Ces
algorithmes requièrent une représentation vectorielle des individus dans IRp muni d’une ḿetrique
géńeralement euclidienne. Une adaptation de cet algorithme, PAM (pourPartitioning — clustering
— of the data into k clusters Around Medoı̈ds; Kaufman & Rousseeuw, 1990), en est une version
robuste,́egalement adaptéeà une matrice de dissimilarités. Ce dernier algorithme est en revanche
limit é au niveau du nombre d’observations (200).

Il est important de noter que, contrairementà la ḿethode híerarchique pŕećedente, le nombre
de classesk doit être d́etermińea priori.

Ces ḿethodes sont itératives : apr̀es une initialisation des centres consistant, le plus souvent,
à tirer aĺeatoirementk individus, l’algorithme ŕep̀ete deux oṕerations juqu’̀a la convergence d’un
critère :

i. Chaque individu est affecté à laclassedont le centre est le plus proche.

ii. Calcul desk centresdes classes ainsi constituées.

4.2 Principale méthode

ALGORITHME 8.2 : deForgy (1965)
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FIG. 8.2 –Traffic : Exemple d’un dendrogramme issu de la classification de données fictives par
CAH et saut de Ward.
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FIG. 8.3 –Traffic : Repŕesentation des classes dans les coordonnées de l’AFCM.
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FIG. 8.4 –Villes : Repŕesentation des classes (couleurs) obtenues par CAH dans les coordonnées
du MDS.
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• Initialisation Tirer au hasard ou śelectionner, pour des raisons extérieuresà la
méthode,k points dans l’espace des individus, en géńeral k individus de l’ensemble, ap-
peĺes centres ou noyaux.

• It érer les deuxétapes suivantes jusqu’à ce que le crit̀ere de variance interclasse ne
croisse plus de manière significative, c’est-à-dire jusqu’̀a la stabilisation des classes.

i. Allouer chaque individu au centre, c’est-à-dire à une classe, le plus proche au sens de
la métrique euclidienne choisie ; on obtient ainsi,à chaqueétape, une classification
enk classes ou moins si finalement une des classes devient vide.

ii. Calculer le centre de gravité de chaque classe : il devient le nouveau noyau ; si une
classe s’est vid́ee, on peut́eventuellement retirer aléatoirement un noyau complémentaire.

4.3 Propriétés

ConvergenceLe critère (la variance interclasse) est majoré par la variance totale. Il est simple
de montrer qu’il ne peut que croı̂tre à chaquéetape de l’algorithme, ce qui en assure la
convergence. Il est́equivalent de maximiser la variance interclasse ou de minimiser la va-
riance intraclasse. Cette dernière est alors d́ecroissante et minorée par 0. Concrètement, une
dizaine d’it́erations suffit ǵeńeralement pour atteindre la convergence.

Optimum local La solution obtenue est un optimum local, c’est-à-dire que la ŕepartition en classes
dépend du choix initial des noyaux. Plusieurs exécution de l’algorithme permettent de s’as-
surer de la pŕesence deformes fortesc’est-̀a-dire de classes ou portions de classes présentes
de manìere stable dans la majorité des partitions obtenues.

4.4 Variantes

kmeans

Il s’agit d’une modification de l’algorithme préćedent propośee par Mac Queen (1967). Les
noyaux des classes, ici les barycentres des classes concernées, sont recalculés à chaque alloca-
tion d’un individuà une classe. L’algorithme est ainsi plus efficace, mais il dépend de l’odre des
individus dans le fichier.

Nuées dynamiques

La variante propośee par Diday (1971) consistèa remplaće chaque centre de classe par un
noyau constitúe d’éléments repŕesentatifs de cette classe. Cele permet de corriger l’influence
d’éventuelles valeurs extrèmes sur le calcul du barycentre.

Partitionning around medöıds

Cet algorithme, proposé par Kaufman & Rousseeuw (1990), permet de classifier des données
de façon plus robuste c’est-à-dire moins sensiblèa des valeurs atypiques. Il permetégalement de
traiter des matrices de dissimilarités. Les ŕesultats sont fournis dans la figure4.4, pour lequel le
nombre de classe est fixé a priori à 5 comme le sugg̀ere la CAH, mais pour lesquels les classes
obtenues sont sensiblement différentes.

5 Combinaison

Chaque ḿethode pŕećedente peut̂etre plus ou moins adaptée à la situation rencontrée. La
classification híerarchique, qui construit nécessairement la matrice des distances, n’accepte qu’un
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FIG. 8.5 –Villes : Repŕesentation des classes (couleurs) obtenues par PAM dans les coordonnées
du MDS.
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nombre limit́e d’individus ; de son ĉoté, la ŕeallocation dynamique nécessite de fixera priori le
nombre de classes. La stratégie suivante, adaptée aux grands ensembles de données, permet de
contourner ces difficultés.

i. Exécuter une ḿethode de ŕeallocation dynamique en demandant un grand nombre de classes,
de l’ordre de10% den.

ii. Sur les barycentres des classes préćedentes, ex́ecuter une classification hiérarchique puis
déterminer un nombre “optimal”k de classes.

iii. Exécuter une ḿethode de ŕeallocation dynamique sur tout l’ensemble en fixantàk le nombre
de classes. Pour initialiser l’algorithme, il est habituel de choisir pour noyaux les barycentres
(calcuĺes en pond́erant par les effectifs de classes) des classes de l’étape pŕećedente.

6 Interpr étation

Dans tous les cas, le résultat fourni est une variable qualitativeT dont les modalit́es pŕecisent
la classe retenue pour chaque individu. Il est alors important de caractériser chaque classeà partir
des variables initiales afin d’en synthétiser les propríet́es.

Les outils élémentaires de statistiques descriptive bidimensionnelle sont, dans un premier
temps adaptésà cet objectif. Statistiques (moyenne,écart-type...) par classe, diagrammes boı̂tes,
rapports de corrélations, pour les variables quantitatives, profils, tests d’indépendance, pour les
variables qualitatives, permettent de déterminer les variables les plus liéesà la classification obte-
nue.

D’autres ḿethodes sont ensuite traditionnellement enchaı̂nées : ACP, MDS avec représentation
des classes et de leur enveloppe convexe, pour apprécier la qualit́e de la classification, AFD et/ou
arbre de classification afin d’aiderà l’interpŕetation de chacune des classes de la typologie par les
variables initiales, AFCM dans le cas de variables qualitatives.



Chapitre 9

Exploration de données fonctionnelles

1 Introduction

Ce chapitre est une introductionà l’étude exploratoire d’ensembles de données dans lesquels
lesn individus ou observations ne sont plus considéŕees comme de simples vecteurs de IRp mais
sont des courbes ou plus géńeralement des fonctions. Ces fonctions dépendent d’un indice, tra-
ditionnellement le tempst, évoluant dans un intervalle que l’on supposeraêtre, sans perte de
géńeralit́e, un intervalleT = [a, b] de IR. En pratique, ces fonctions sont observées en des instants
de discŕetisation qui peuvent̂etreéquiŕepartis ou non, identiques ou non, pour chaque courbe. La
figure9.1donne un exemple type représentant des cumuls mensuels de précipitations.

Depuis une vingtaine d’années, ce type de données se rencontre de plus en plus fréquemment
avec l’automatisation et l’informatisation des procédures de mesure : télémétrie, spectrographie. . . En
conśequence, la litt́erature consacréeà l’étude de donńeesfonctionnelless’est consid́erablement
dévelopṕee. Ce chapitre ne s’intéresse qu’̀a un objectif d’exploration ou de réduction de la dimen-
sion. L’aspect mod́elisation ou apprentissage est dévelopṕe dans le deuxième volet1.

Historiquement, les premiers travaux peuventêtre attribúesà des ḿet́eorologues ou encore des
chimistes qui furent les premiersà être confront́esà ce type de donńees ou encorèa des techniques
de traitement du signal associant Analyse en Composantes Principales (ACP) et décomposition de
Karhunen-Loeve. En France, Deville (1974) introduisit une ACP de courbe ouanalyse harmonique
et Dauxois et Pousse (1976) proposèrent un cadre synthétique ǵeńeralisant l’analyse des données
multidimensionnelles aux variables aléatoires hilbertiennes qui constituent le cadre théoriqueà
l’exploration statistique de courbes. Différents d́eveloppements impliquant des outils d’interpola-
tion ou de lissage (splines) ont permis d’adapter finement l’ACPà ce contexte (Besse et Ramsay,
1986 ; Besse et col. 1997) tandis que Ramsay et Silverman (1997) fournissent une bibliographie
détaillée.

L’adaptation de ḿethodes statistiquesà des donńees fonctionnelles requiert un arsenal mathématique
pouvant parâıtre sophistiqúe voire rebutant. Certains de ces outils théoriques ne sont indispen-
sables que pour aborder les aspects asymptotiques2. Une introductiońelémentaire est proposée en
annexeB. Mais, en pratique, les données sont de toute façon discrétiśees et les calculs réaliśes ma-
triciellement dans des espaces de dimension finie. D’autres outils, essentiellement issus de l’ana-
lyse nuḿerique, sont alors indispensables pour rendre leur caractère fonctionnel aux observations

1Data mining 2. Mod́elisation statistique et apprentissage.
2Il est en effet important de pouvoir exhiber les analyses limites dans des espaces fonctionnels de dimension infinie

lorsque le pas de discrétisation d́ecrôıt et que la taille de l’́echantillon crôıt indéfiniment. C’est le moyen de s’assurer
de la stabilit́e des solutions proposées.
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FIG. 9.1 – Trois exemples de courbes décrivant la pluvioḿetrie mensuelle durant 2 ans.

discŕetiśees. Il s’agit principalement de techniques d’interpolation et de lissage (splines, noyaux)
ou de d́ecomposition (Fourier, ondelettes) sur différents types de bases. La question principale qui
se pose alors est la suivante.

Dans quelles situations une approche fonctionnelle peut s’avérer plus efficace que
celle vectorielle classique dans le cadre euclidien de IRp ?

Deux situations relativement fréquentes ont́et́e identifíees comme ŕepondant̀a cette question :
• lorsque lescourbesou fonctions observ́ees sont tr̀es régulìeres, les variables issues de la

discŕetisation sont tr̀es corŕelées deux̀a deux. Ceci a pour effet de masquer, par un effet
“taille” trivial, l’essentiel des ph́enom̀enes d’int́er̂et. Dans le cadre de l’ACP, Besse et Ram-
say (1986) proposent des pistes dévelopṕees ensuite par Ramsay (1996, 2000). L’objectif
est de d́ecomposer l’espace des courbes ou individus en deux sous-espaces orthogonaux. Le
premier contient l’effet trivial expriḿe comme la solution d’unéequation diff́erentielle et
correspond donc au noyau de l’opérateur diff́erentiel correspondant. Le deuxième, l’espace
orthogonal̀a ce noyau, s’attachèa repŕesenter la partie restante du phénom̀ene.

• Lorsque les donńees sont l’observation bruitée d’un ph́enom̀ene que l’on peut supposer
relativement ŕegulier, il est important de faire intervenir une action de lissage ou débruitage.
Le probl̀eme soulev́e est alors celui d’une coordination optimale entre une technique de
débruitage et celle multidimensionnelle considéŕee.

Évitant les d́eveloppements trop théoriques, nous insistons dans ce chapitre sur la mise en
œuvre matricielle d’une ACP de courbes supposées ŕegulìeres mais observées bruit́ees. Dans ce
cas, l’ACP rejoint l’objectif de la ŕegression non paraḿetrique en proposant une estimationsi-
multańeede plusieurs courbes. Elle doit incorporer des outils d’analyse numérique adapt́es pour
définir des approximations de ces courbes. Les fonctions splines d’interpolation et de lissage rem-
plissent bien ce r̂ole mais d’autres techniques, comme la décomposition en ondelettes, auraient pu
être utiliśees notamment si les fonctions que l’on chercheà estimer pŕesentent des singularités.

Pour simplifier la pŕesentation de la ḿethodologie propośee, nous supposons dans ce cha-
pitre que toutes les courbes sont observées selon le m̂eme plan de discrétisation c’est-̀a-dire aux
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mêmes instants. Dans le cas contraire, une adaptation aét́e propośee par Besse et coll. (1997) afin,
également, de pouvoir prendre en compte des données manquantes. Celle-ci repose sur l’utilisa-
tion d’une approximation par splines hybrides associant B-splines et splines de lissage. Tous les
programmes3 utilisés dans les exemples sontécrits en Splus (1997).

2 ACP de courbes bruit́ees

Nous nous int́eressons dans cette sectionà la description et̀a l’estimation des ŕealisations de
trajectoireszi d’un processusZ ou, c’estéquivalent, d’une variable aléatoire prenant ses valeurs
dans un espace hilbertien. Nous considérons que la variable aléatoireX constitue l’observation
bruitée des trajectoires, supposées ŕegulìeres, de la variable aléatoireZ. La figure9.1 donne un
exemple illustratif de telles données.

Chacune desn réalisations ou trajectoireszi, est donc supposée observ́ee pour un nombrep
d’instants de discŕetisationt1, . . . , tp de l’intervalleT , les m̂emes pour chaque trajectoire. Cette
mesure introduit des erreurs aléatoires ind́ependantes et identiquement distribuées de varianceσ2.
La situation correspond doncà n réṕetitions suppośees ind́ependantes d’un modèle de ŕegression
non-paraḿetrique (B.4) :

xj = z(tj) + εj ; E(εj) = 0, E(εjεk) = σ2δk, j, k = 1, ..., p
a ≤ t1 < t2 < ... < tp ≤ b

auquel il faut ajouter l’hypoth̀ese d’ind́ependance entre les différentes ŕealisations deZ et le bruit :
IE(εiz′i′) = 0.

À ce niveau, il serait possible de considérer l’estimation desn trajectoires deZ commen
probl̀emes classiques d’estimation non paramétrique de fonctions de régression. Ńeanmoins, in-
tuitivement et c’est v́erifié par des simulations (Besse et coll. 1997), il est important de tenir compte
du fait qu’il s’agit de l’estimation simultańee den réalisations d’un m̂eme processus et donc de
tenir compte de la structure de covariance qu’il est possible d’estimer. C’est réaliśe en introdui-
sant une contrainte supplémentaire issue de l’hypothèse que la variableZ évolue dans un sous-
ensemble de dimension finie de l’espace de SobolevW 2(T ) (fonctions continues admettant une
dérivée dansL2). Ceci revient encorèa écrire que ses trajectoires s’expriment comme combinai-
sons lińeaires d’un nombre réduitq de composantes. Ces composantesétant par ailleurs régulìeres
du fait de la premìere hypoth̀ese.

2.1 Modèle et estimation

Les observations de chacune des trajectoires sont rangées dans des vecteursxi de IRp et Aq

désigne un sous-espace affine de IRp de dimensionq < p. La situation impliqúee par l’estimation
simultańee den régressions non paramétriques sous une double contrainte de régularit́e et de
dimension se ŕesume par le mod̀ele suivant :

xi = zi + εi;
i = 1, . . . , n

avec


IE(εi) = 0 et IE(εiεi) = σ2I,
σ inconnue, (σ > 0)
xi indépendant deεi′ , i′ = 1, . . . , n,

xi ∈ Aq p.s. et ‖xi‖2
m ≤ c p.s..

(9.1)

Ce mod̀ele pŕesente donc la particularité d’associer deux types de contraintes, la première, de
dimension, conduisant̀a une d́efinition de l’analyse en composantes principales (cf. chapitre3),

3Ils sont accessibles̀a partir de l’URLwww.inra.fr/bia/T/cardot/
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la deuxìeme de ŕegularit́e, habituelle en statistique fonctionnelle ;` ‖x‖m désigne une semi-norme
définie par la norme dansL2[0, 1] de la d́erivéemième dex. L’estimation par les moindres carrés
pond́eŕes am̀eneà ŕesoudre un problème d’optimisation dans lequel la contrainte de régularit́e a
ét́e remplaćee par un multiplicateur de Lagrange` dépendant dec.

Avec les notations matricielles où M désigne la matrice associéeà la semi-normè ‖.‖m (cf.
annexeB) et en supposant que les observations sont pondéŕees par leśeléments diagonauxwi de
la matriceD, il s’agit de ŕesoudre :

min
zi,Aq

{
n∑

i=1

wi

(
‖zi − xi‖2

I + ` ‖zi‖2
M

)
; z ∈ Aq , dimAq = q

}
(9.2)

Notons parx =
∑n

i=1 wixi la moyenne des coordonnées et parX la matrice des observations
centŕees c’est-̀a-dire dans un contexte d’études climatiques, la matrice des anomalies(xi−x) des
observations par rapportà la moyenne annuelle ;S désigne la matrice de covariance empirique :
S = X′DX.

PROPOSITION9.1. — La solution du problème(9.2) est donńee par :

ẑi = A1/2
` P̂qA

1/2
` xi + A`x , i = 1, . . . , n.

La matriceP̂q = VqV′
q est la projection orthogonale sur le sous-espaceÊq engendŕe par lesq

vecteurs propres de la matrice

A1/2
` SA1/2

` .

assocíes auxq plus grandes valeurs propres.

Les estimations lisses des trajectoires s’obtiennent alors par interpolation spline des valeurs conte-
nues dans le vecteur̂zi.

Démonstration. —Notonszi le vecteur de IRp contenant les valeurs dezi et z =
∑n

i=1 wizi. On d́efinit
la matrice centŕeeZ (n × p) dont les vecteurs lignes(zi − z′) sont contraints̀a appartenir au sous-espace
vectorielEq = Aq − z. Cette contrainte estéquivalentèa imposer̀a la matriceZ d’être au plus de rangq.

Le critèreà minimiser se d́ecompose de la façon suivante :

n∑
i=1

wi

(
‖zi − xi‖2I + ` ‖zi‖2M

)
=

n∑
i=1

wi ‖xi − (zi − z)‖2I +

+ `
n∑

i=1

wi ‖zi − z‖2M + ‖x− z‖2I + ` ‖z‖2M .

Les deux derniers termes de cette expression conduisentà estimerz par lissage spline de la moyenne
empirique :

ẑ = A`x donc Âq = ẑ + Êq.

Les deux premiers termes nous amènent ensuitèa ŕesoudre :

min
Z(n×p)

{∥∥Z−X
∥∥2

I,D
+ ` ‖Z‖2M,D ; rang(Z) = q, q < p

}
(9.3)

où ‖Z‖2M,D = trZ′DZM désigne la norme euclidienne des matrices(n× p).
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NotonsX̃ = XA` la matrice des lignes lissées deX, de sorte que∥∥Z−X
∥∥2

I,D
+ ` ‖Z‖2M,D = trX

′
DX− 2trX

′
DZ + trZ′DZ(I + `M)

= trX̃
′
DX̃(I + `M)2 − 2trX̃

′
DZ(I + `M) +

+ trZ′DZ(I + `M)

=
∥∥∥X̃− Z

∥∥∥2

(I+`M),D
+ `
∥∥∥X̃∥∥∥2

M,D
+ `2

∥∥∥X̃∥∥∥2

M2,D
.

Seul le premier terme de cetteéquation d́epend deZ. Par conśequent, la solution est la meilleure ap-

proximation de rangq de la matricẽX. Elle est obtenue par la décomposition en valeurs singulières (DVS)
deXA` relativement aux ḿetriquesA−1

` etD :

Ẑq = ŨqL̃1/2
q Ṽ′

q,

où

{
XA`X

′
DŨ = ŨL̃ et Ũ′DŨ = I,

A`X
′
DXṼ = ṼL̃ et Ṽ′A−1

` Ṽ = I.

Cette d́ecomposition en valeurs singulières ǵeńeraliśee est aussi d́eduite de celle deXA1/2
` relativement̀a

I etD :
XA1/2

` = UL1/2V′

où

{
XA1/2

` A1/2
` X

′
DU = UL et U′DU = I,

A1/2
` X

′
DXA1/2

` V = VL et V′V = I.

On retrouve ensuitẽL = L, Ũ = U et Ṽ = A1/2
` V.

La décomposition en valeurs singulières de(XA1/2
` , I,D) conduit à l’analyse spectrale de

la matriceA1/2
` SA1/2

` . Les trajectoires discrètes du processus sont projetées sur le sous-espace
engendŕe par les vecteurs

ṽi = A1/2
` vj , j = 1, . . . , q.

Les trajectoires discrètes estiḿeeŝzi se d́ecomposent de manièreéquivalente sur la baseA−1
` -

orthonorḿee des{ṽj} par projection des données transforḿeesA`xi :

ẑi = A`x̄ +
q∑

j=1

〈ṽj ,A`xi〉A−1
`

ṽj . (9.4)

2.2 Dimension et param̀etre de lissage

Cette ḿethode ńecessite de régler les valeurs de deux paramètres : la dimensionq du sous-
espace ainsi que celle du paramètre de lissagè. Ce choix doitêtre ŕealiśe conjointement car, en
pratique, la ŕeduction de dimension opèreégalement une sorte de lissage ou filtre passe-bas. En
effet, il est courant d’observer sur les derniers vecteurs propres les composantes les plus perturbées
de la fonction aĺeatoire. Cela s’explique simplement car dans le cas d’un processus stationnaire
ou “peu” éloigńe de la stationnarité, son oṕerateur de covariance commute avec l’opérateur retard
et poss̀ede donc les m̂emes fonctions propres périodiques. L’ACP ressemble alors fortementà une
décomposition en śeries de Fourier et c’est pourquoi, dans les premiers travaux sur ce type de
donńees, Deville (1974) associait déjà ACP et analyse harmonique.

Les deux param̀etres : dimension et lissage, interfèrent donc l’un sur l’autre. Plus préciśement,
la réduction de dimension permet de moins lisserà l’aide des splines et donc de trouver une valeur
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optimale dè plus petite que celle qui serait obtenue avec le lissage seul. C’est une des raisons
qui fait que cette ACP fonctionnelle conduità de meilleures estimations des courbes qu’une suc-
cession de ŕegression non paraḿetrique pour laquelle chaque paramètre de lissage serait optimisé
indépendamment par validation croisée.

Le même crit̀ere, aidant au choix de dimension (cf. chapitre3 équation3.5) peutêtre utiliśe. Il
est baśe sur une approximation du risque moyen quadratique mesurant la qualité d’estimation du
sous-espace de représentationEq :

Rq = IE
1
2

∥∥∥Pq − P̂q

∥∥∥2
= q − trPqP̂q

L’approximation par la th́eorie des perturbations de l’estimation jackknife est donnée par :

R̂Pq =
1

n− 1

q∑
k=1

p∑
j=k+1

1
n

∑n
i=1 c2

ikc
2
ij

(λj − λk)2
(9.5)

où cij désigne le terme ǵeńeral de la matriceXA1/2
` Vq.

Besse et coll. (1997) ont montré, sur des donńees simuĺees, l’efficacit́e de cette approche asso-
ciant dans le m̂eme probl̀eme d’optimisation des contraintes de réduction de rang et de régularit́e.
Un lissage de chaque trajectoire prise sépaŕementà base de validation croisée conduità des
résultats moins performants. La prise en compte de la structure de covarianceà travers l’ACP
permet une meilleure extraction du signal pour différents rapports signal sur bruit. On note encore
que, lorsque la variance du bruit devient relativement importante, c’est-à-dire plus grande que la
ou les dernìeres valeurs propres de la partie signal, il est préférable de ŕeduire la dimension en
conśequence. Cettéetude montréegalement que le critèreR̂Pq de choix de dimension fournit des
résultats suffisamment précis pour̂etre oṕerationnels.

3 Exemples : ACP de śeries climatiques

3.1 ACP des pŕecipitations

Nous pŕeférons illustrer cette section par un exemple de données ŕeelles particulìerement
bruitées. Il s’agit des racines carrées des cumuls mensuels des précipitations de 26 villes en France
observ́ees pendant 10 ans (ECOSTAT 1991). La transformation (racine) s’avère ńecessaire afin de
stabiliser la variance comme dans le cadre d’un processus de Poisson. Pour traiter un problème
suffisamment complexe on s’intéressèa 26×5 courbes observées durant 2 années conśecutives.
L’ étude des donńees annuelles fournit le m̂eme type de ŕesultats mais avec une composante en
moins.

Une ACP classique calculée sur ces données fournit les ŕesultats de la figure9.2. Il s’agit
donc des trois premiers vecteurs ou plutôt fonctions propres qui, très bruit́ees, sont difficiles̀a
interpŕeter. Une ACP fonctionnelle incluant une contrainte de régularit́e contr̂olé par le param̀etre
de lissagè a ensuiteét́e calcuĺee. Le choix simultańe de la dimension et de ce paramètre de
lissage est guid́e par les ŕesultats de la figure9.3. Celle-ci repŕesente l’́evolution de la stabilit́e du
sous-espace de représentation en fonction de la valeur du paramètre de lissage et pour différentes
dimensions. Cet indicêRPq li é au comportement d’écarts entre valeurs propres est très instable
donc d́elicat à interpŕeter. Ńeanmoins, il apparaı̂t que pour de petites valeurs de` (log(`) < −5),
seule la premìere composante associée à une simple tendance est stable. Pour de plus grandes
valeurs(log(`) > 6), les donńees sont sur-lissées et beaucoup de composantes disparaissent. Le
comportement deRP5 présentant un minimum conduit finalementà retenirq = 5 etρ ≈ 1.
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FIG. 9.2 – Les trois premières fonctions propres de l’ACP classique (sans contrainte de régularit́e)
des donńees pluvioḿetriques. Tr̀es irŕegulìeres, elles sont difficiles̀a interpŕeter.
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FIG. 9.3 – Estimation de la stabilité R̂Pq du sous-espace de projection en fonction delog(ρ) et
pour différents choix de dimension.
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FIG. 9.4 – Les cinq premières composantes principales engendrant le sous-espace de projection
P̂q.

Les composantes principales d’une telle ACP avec contraintes de régularit́e devient alors nette-
ment plus facilèa interpŕeterà partir du graphique des fonctions propres plus régulìeres (figure9.4)
qui révèlent diff́erentes composantes périodiques.

3.2 ACP de temṕeratures

Cette section est le résultat d’une collaboration d’Antoniadou et coll. 2000 dévelopṕee au sein
d’un projet euroṕeen. Les donńeesétudíees sont celles de la série CET des moyennes mensuelles
des temṕeratures centrales en Angleterre qui débute en 1659. C’est la plus longue des séries de
temṕeratures enregistrées disponibles pour desétudes climatiques. Elle représente une moyenne
calcuĺee sur plusieurs stations du centre de l’Angleterre ce qui permet, entre autres, de suppléerà
des valeurs manquantes. Uneétude pŕeliminaire montre que cette série fait apparâıtre une tendance
linéaire montrant un réchauffement de l’ordre de 0,5 ˚ C par siècle pour les moyennes des mois
d’hiver mais seulement de 0,2 ˚ C pour les mois d’ét́e.

Les moyennes mensuelles de la température en Angleterre peuventêtre consid́eŕees comme
l’observation d’un processus aléatoire ŕeel et repŕesent́ees par une série chronologique. Ces données
peuvent́egalement̂etre consid́eŕees comme des observations discrétiśees d’un processus aléatoire
(Xi)i∈Z à valeurs dans un espace fonctionnel. Supposons quen trajectoiresxi, i = 1, . . . , n du pro-
cessus ont́et́e mesuŕees enp instants de discrétisation{t1, t2, . . . , tp}. Ainsi, les donńees peuvent
être ranǵees dans une matriceX d’éléments :xij = xi(tj), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p.

L’objectif de l’étudeétait l’étude conjointe du processus de température conjointement avec
celui relatantle ph́enom̀ene de balancier atmosphérique (north atlantic oscillation) présent dans
l’Atlantique nord et dont l’influence est marquante sur le climat européen. Un traitement préalable
a conduit̀a centrer les śeries autour des moyennes climatiques afin d’éliminer la forte composante
saisonnìere puisà les lisser par la ḿethode du noyau. Les paramètres de lissage ont́et́e opti-
misés afin de maximiser la corrélation lińeaire des deux séries lisśees centŕees. Seule l’́etude des
temṕeratures est reprise ici.
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FIG. 9.5 –Éboulis des valeurs et fonctions propres de l’ACP des tableaux des données brutes (̀a
gauche) et lisśees (̀a droite) de temṕerature.

L’ACP des donńees brutes, qui apparaissent très bruit́ees, ne pŕesente que peu d’intér̂et. La
décroissance des valeurs propres (cf. figure9.5) est tr̀es lente, seul le premier vecteur propre, un
peu trivial, semble fiable. L’axe associé (effet taille) distingue entre années chaudes et années
froides. Lorsque l’ACP est combinéeà un lissage, d’autres axes apparaissent comme pertinents
dans la d́ecomposition (figure9.5). Compte tenu de la forme particulière des vecteurs propres,
celle-ci ressemble beaucoupà une d́ecomposition en śerie de Fourier. Cela signifie, qu’une fois
lissée, la śerie centŕee se comporte approximativement comme un processus stationnaireà accrois-
sements ind́ependants avec décalagèa l’origine.

La repŕesentation des individus dans l’ACP des courbes de température mensuelle (figures9.6
et 9.7) révèle la tendance d́ejà signaĺee et amplement ḿediatiśee : la majorit́e des 25 dernières
anńees apparaissent parmi celles qui sont en moyenne plus chaudes (Axe 1). Le plan (2,3) de
cette m̂eme ACP apporte des résultats plus originaux. Il attribue principalement ce réchauffement
moyen aux hivers. En effet, les 25 dernières anńees se projettent dans le demi-plan associé à des
hivers plus doux que la moyenne géńerale. Ce ŕechauffement ǵeńeral expliqúe principalement par
des hivers moins rigoureux se confirme par létude d’Antoniadou et coll. (2000) du comportement
des valeurs extrêmes.
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FIG. 9.6 – Repŕesentation des individus sur les deux premiers plans de l’ACP des courbes an-
nuelles lisśees de temṕerature. La ligne briśee relie les 25 dernières anńees.
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temṕerature.



Chapitre 10

Analyse Canonique

1 Introduction

L’analyse canonique (AC ou en anglaiscanonical correlation analysys) est une ḿethode de
statistique descriptive multidimensionnelle qui présente des analogiesà la fois avec l’analyse en
composantes principales (ACP), pour la construction et l’interprétation de graphiques, et avec
la régression lińeaire, pour la nature des données. L’objectif ǵeńeral de l’analyse canonique est
d’explorer les relations pouvant exister entre deux groupes de variables quantitatives observées
sur le m̂eme ensemble d’individus. L’étude des relations entre deux groupes de variables constitue
la principale particularit́e de l’AC par rapport̀a l’ACP. De ce point de vue, l’AC est d’avantage
proche de la ŕegression lińeaire multiple (explication d’une variable quantitative par un ensemble
d’autres variables quantitatives), méthode dont elle constitue, d’ailleurs, une géńeralisation (on
retrouve la ŕegression lorsqu’un des deux groupes de l’AC ne comporte qu’une seule variable).

En fait, l’analyse canonique est, sur le plan théorique, une ḿethode centrale de la statistique
descriptive multidimensionnelle, dans la mesure où elle ǵeńeralise diverses autres méthodes et
peut aussîetre consid́eŕee comme un cas particulier d’ACP de deux paquets de variables dans un
espace muni d’une ḿetrique particuli-re (inverse par blocs des matrices de variance covariance).

Outre la ŕegression lińeaire, l’A.C. redonne en effet l’analyse factorielle discriminante lors-
qu’un des deux groupes de variables est remplacé par les indicatrices d’une variable qualitative.
Elle redonnéegalement l’analyse factorielle des correspondances lorsque chacun des deux groupes
est remplaće par les indicatrices d’une variable qualitative. Signalonségalement qu’il existe cer-
taines ǵeńeralisations de l’AC̀a plus de deux groupes de variables quantitatives et qu’elles per-
mettent de retrouver l’analyse des correspondances multiples (en remplaçant chaque groupe par
les indicatrices d’une variable qualitative), ainsi que l’ACP (en ne mettant qu’une seule variable
quantitative dans chaque groupe). Nous ne nous intéresserons ici qu’à l’AC classique, entre deux
groupes de variables.

En d́epit de sa place centrale au sein des méthodes de statistique multidimensionnelle, pendant
longtemps, l’A.C. n’́etait pas (ou tr̀es peu) enseignée dans ces cursus, compte tenu du petit nombre
d’applications auxquelles elle donnait lieu. Les choses ont changé, d’abord vers le milieu des
anńees 1990, avec le développement de la régression P.L.S. (partial least squares), méthode assez
voisine de l’A.C., ensuite, plus récemment, avec l’apparition des données d’expression génomique
(biopuces) combińeesà des variables biologiques, dans une situtation qui relève typiquementde
l’analyse canonique.

109
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2 La méthode

2.1 Notations

Dans toute la suite de ce chapitre, on noteran le nombre d’individus consid́eŕes (autrement dit,
la taille de l’́echantillon observ́e),p le nombre de variables (quantitatives) du premier groupe etq
le nombre de variables (également quantitatives) du second groupe. On désignera parX la matrice,
de dimensionn× p, contenant les observations relatives au premier groupe de variables et parY
la matrice, de dimensionn× q, contenant celles relatives au second groupe. Laj-ième colonne de
X (j = 1, . . . , p) contient les observationsxj

i de laj-ième variable du premier groupe (notéeXj)
sur lesn individus consid́eŕes (i = 1, . . . , n). De m̂eme, lak-ième colonne deY (k = 1, . . . , q)
contient les observationsyk

i de lak-ième variable du second groupe (notéeY k).

Géńeralement, en A.C., on supposen ≥ p, n ≥ q, X de rangp et Y de rangq. De plus,
sans perte de géńeralit́e, on supposéegalementp ≤ q (on d́esigne donc par premier groupe celui
qui comporte le moins de variables). Compte tenu des particularités des donńees de biopuces, les
quatre premìeres hypoth̀eses ci-dessus pourront ne pasêtre v́erifiées dans certains exemples.

2.2 Repŕesentations vectorielles des données

Comme en A.C.P., on peut considérer plusieurs espaces vectoriels réels associés aux observa-
tions.

Tout d’abord, l’espace des variables ; c’estF = IRn, muni de la base canonique et d’une
certaine ḿetrique, en ǵeńeral l’identit́e. À chaque variableXj est associé un vecteur uniquexj

deF dont les coordonńees sur la base canonique sont lesxj
i (i = 1, . . . , n). De m̂eme,à chaque

variableY k est associé un vecteur uniqueyk deF , de coordonńees lesyk
i . On peut ainsi d́efinir

dansF deux sous-espaces vectoriels :FX , engendŕe par les vecteursxj (j = 1, . . . , p), en ǵeńeral
de dimensionp, etFY , engendŕe par les vecteursyk (k = 1, . . . , q), en ǵeńeral de dimensionq.

Remarque. —Il est courant de munir l’espace vectorielF de la ḿetrique dite “des poids”, d́efinie,
relativement̀a la base canonique, par la matrice diag(p1, . . . , pn), où lespi (i = 1, . . . , n) sont des
poids (positifs et de somméegaleà 1) assocíes aux individus observés. Lorsque tous ces poids sont
égaux, ils valent ńecessairement1n et la matrice d́efinissant la ḿetrique des poids vaut1nIn, où In

est la matrice identité d’ordren. Dans ce cas, il estéquivalent d’utiliser la ḿetrique identit́e, ce que
nous ferons par la suite, dans la mesure où les individus seront systématiquement́equipond́eŕes.

On peut ensuite considérer deux espaces vectoriels pour les individus,E1 = IRp etE2 = IRq,
eux aussi munis de leur base canonique et d’une certaine métrique. DansE1, chaque individui est
repŕesent́e par le vecteurxi, de coordonńeesxj

i (j = 1, . . . , p) sur la base canonique. De même,
dansE2, l’individu i est repŕesent́e par le vecteuryi, de coordonńees lesyk

i .

En fait, c’est surtout l’espaceF que nous consid̀ererons par la suite, la définition de l’A.C. y
étant plus naturelle.

2.3 Principe de la ḿethode

Le principe ǵeńeral de l’A.C. est d́ecrit ci-dessous, dans l’espace des variablesF .

Dans un premier temps, on cherche un couple de variables(V 1,W 1), V 1 étant une combinai-
son lińeaire des variablesXj (donc unélément deFX ), norḿee, etW 1 une combinaison lińeaire
des variablesY k (donc unélément deFY ), norḿee, telles queV 1 et W 1 soient le plus corŕelées
possible.

Ensuite, on cherche le couple normé (V 2,W 2), V 2 combinaison lińeaire desXj non corŕelée
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à V 1 et W 2 combinaison lińeaire desY k non corŕeléeà W 1, telles queV 2 et W 2 soient le plus
corŕelées possible. Et ainsi de suite...

Remarque. —Dans la mesure òu l’A.C. consisteà maximiser des corrélations, quantit́es inva-
riantes par translation et par homothétie de rapport positif sur les variables, on peut centrer et
réduire les variables initialesXj etY k sans modifier les résultats de l’analyse. Pour des raisons de
commmodit́e, on le fera systématiquement. Par conséquent, les matricesX etY seront d́esormais
suppośees centŕees et ŕeduites (en colonnes).

L’A.C. produit ainsi une suite dep couples de variables (V s,W s), s = 1, . . . , p. Les variables
V s constituent une base orthonormée deFX (lesV s, combinaisons lińeaires de variables centrées,
sont centŕees ; comme elles sont non corrélées, elles sont donc orthogonales pour la métrique iden-
tité). Les variablesW s constituent, de m̂eme, un système orthonorḿe deFY (ils n’en constituent
une base que siq = p). Les couples (V s,W s), et plus particulìerement les premiers d’entre eux,
rendent compte des liaisons linéaires entre les deux groupes de variables initiales. Les variables
V s et W s sont appeĺees lesvariables canoniques. Leurs corŕelations successives (décroissantes)
sont appeĺees lescoefficients de corrélation canonique(ou corrélations canoniques) et not́eesρs

(1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ · · · ≥ ρp ≥ 0).

Remarque. —Toute variable canoniqueV s0 est, par construction, non corrélée (donc orthogonale)
avec les autres variables canoniquesV s, s 6= s0. On peutégalement montrer queV s0 est non
corŕelée avecW s, si s 6= s0 (la même propríet́e est bien ŝur vraie pour toute variableW s0 avec
les variablesV s, s 6= s0).

Remarque. —Si nécessaire, on peut compléter le syst̀eme des variablesW s (s = 1, . . . , p) pour
obtenir une base orthonormée deFY dans laquelle les dernières variablesW s (s = p + 1, . . . , q)
sont associéesà des coefficients de corrélation canonique nuls (ρs = 0, pours = p + 1, . . . , q).

2.4 Aspects math́ematiques

Dans l’espace vectorielF muni de la ḿetrique identit́e, notonsPX et PY les matrices des
projecteurs orthogonaux sur les sous-espacesFX et FY . Les formules usuelles de définition des
projecteurs permettent d’écrire (X′ désignant la matrice transposée deX) :

PX = X(X′X)−1X′ ; PY = Y(Y′Y)−1Y′.

On peut alors montrer la propriét́e ci-dessous.

PROPOSITION10.1. — Les vecteursV s sont les vecteurs propres normés de la matricePXPY

respectivement associés aux valeurs propresλs rangées par ordre d́ecroissant (on peut vérifier
que ces valeurs propres sont comprises entre 1 et 0). De même, les vecteursW s sont les vecteurs
propres norḿes de la matricePYPX respectivement associés aux m̂emes valeurs propresλs. De
plus, les coefficients de corrélation canoniqueρs sont les racines carrées positives de ces valeurs
propres :ρs =

√
λs, s = 1, . . . , p (le logiciel SAS fournit les corrélations canoniquesρs ainsi que

leurs carŕesλs).

2.5 Repŕesentations graphiques

Comme en A.C.P., les représentations graphiques des résultats d’une A.C. se font en dimen-
sion ŕeduite (souvent 2 ou 3). Nous noteronsd cette dimension, avec :1 ≤ d ≤ p. Plusieurs
repŕesentations sont envisageables,à la fois pour les variables et pour les individus.
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Repŕesentation des variables dans le sous-espaceFX

Désignons parvs etws les vecteurs deFX etFY respectivement associés aux variables cano-
niquesV s etW s.

DansFX , on consid̀ere la base orthonorḿee(v1, . . . , vp) que l’on restreint̀a(v1, . . . , vd) pour
les repŕesentations graphiques.

On peut tout d’abord représenter chacune des variables initialesXj au moyen de ses coor-
donńees sur lesvs. Ces coordonńees s’obtiennent en calculant les produits scalaires< xj , vs >,
j = 1, . . . , p, s = 1, . . . , d. Les variablesXj étant centŕees et ŕeduites, les vecteursxj sont
centŕes et norḿes (et il en va de m̂eme pour les vecteursvs), de sorte que ces produits scalaires
sontégaux aux corŕelations entre variables initialesXj et variables canoniqueV s (au coefficient
n près, puisqu’on a considéŕe la ḿetrique identit́e).

Dans le m̂eme espace, on peutégalement représenter les variables de l’autre groupe, lesY k, en
projetant tout d’abord les vecteursyk dansFX , au moyen dePX, puis en prenant le produit scalaire
de ces projections avec les vecteursvs. On doit donc calculer pour cela les produits scalaires

< PX(yk), vs >=< yk,PX(vs) >=< yk, vs >,

encoréegaux aux corŕelations entre les variables initialesY k et les variables canoniquesV s.

Dans la mesure òu le graphique ainsi obtenu est “bon” (sur ce point, voir plus loin), on peut
l’utiliser pour interpŕeter les relations (proximités, oppositions,́eloignements) entre les deux en-
sembles de variables. Par construction, ce graphique représente les corrélations entre les variables
canoniquesV s et les variables initialesXj et Y k, corŕelationsà la base de son interprétation. On
peut aussi conforter cette interprétation en utilisant les coefficients de corrélation lińeaire entre
variablesXj , entre variablesY k, et entre variablesXj etY k. Tous ces coefficients sont en géńeral
fournis par les logiciels.

Repŕesentation des variables dans le sous-espaceFY

De façon syḿetrique, on restreint le système(w1, . . . , wp) de FY aux premìeres variables
(w1, . . . , wd), par rapport auxquelles on représente aussi bien les variables initialesXj que les
Y k, selon le m̂eme principe que celui décrit ci-dessus (les coordonnées sont les corrélations).

Là encore, dans la mesure où ce graphique est “bon”, il permet d’interpréter les relations entre
les deux ensembles de variables.

Les deux graphiques (dansFX et dansFY ) ayant la m̂eme qualit́e et conduisant aux m̂emes
interpŕetations, un seul suffit pour interpréter les ŕesultats d’une analyse.

Repŕesentation des individus

Dans chacun des espaces relatifs aux individus (E1 et E2), il est encore possible de faire une
repŕesentation graphique de ces individus en dimensiond, ces deux représentations graphiques
étant comparables (d’autant plus comparables que les corrélations canoniques sontélev́ees).

En fait, on peut v́erifier que les coordonnées des individus sur les axes canoniques pour ces
deux repŕesentations sont respectivement données par les lignes des matricesVd (dansE1) etWd

(dansE2), Vd etWd désignant les matricesn× d dont les colonnes contiennent les coordonnées
desd premìeres variables canoniques sur la base canonique deF .
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Choix de la dimension

Comme dans toute ḿethode factorielle, diff́erentséléments doivent̂etre pris en compte pour
le choix de la dimensiond dans laquelle on réalise les graphiques (et dans laquelle on interprète
les ŕesultats).

• Tout d’abord, il est clair qued doit être choisi petit, l’objectif ǵeńeral de la ḿethodeétant
d’obtenir des ŕesultats pertinents dans une dimension réduite ; ainsi, le plus souvent, on
choisid égalà 2 ouà 3.

• Plus l’indice de dimensions augmente, plus la corrélation canoniqueρs diminue ; or, on
ne s’int́eresse pas aux corrélations canoniques faibles, puisqu’on chercheà expliciter les
relations entre les deux groupes de variables ; par conséquent, les dimensions correspondant
à desρs faibles peuvent̂etre ńegligées.

• Le pourcentage que chaque valeur propre représente par rapport̀a la somme, c’est-à-dire
par rapport̀a la trace de la matrice diagonalisée, facilitentégalement le choix ded (voir la
remarque 5).

2.6 Compĺements : analyse canonique et régression multivaríee

Introduction

Ouvrages et logiciels anglo-saxons de statistique présentent souvent l’analyse canonique pa-
rallèlement̀a la ŕegression lińeaire multivaríee (ŕegression d’un ensemble de variablesY k sur un
autre ensemble de variablesXj). Cette approche est, en fait, assez naturelle, dans la mesure où les
donńees sont de m̂eme nature dans les deux méthodes et òu l’on cherche, dans l’une comme dans
l’autre, des relations lińeaires entre variables.

Il convient toutefois de noter les deux différences fondamentales entre les deux métho-des :
contrairement̀a ce qu’il se passe en A.C., les deux ensembles de variablesXj et Y k ne sont pas
symétriques en ŕegression, puisqu’il s’agit d’expliquer les variablesY k au moyen des variables
Xj ; d’autre part, toujours en régression, on suppose la normalité des variables réponsesY k, alors
qu’aucune hypoth̀ese de cette nature n’est nécessaire en A.C. L’avantage de cette hypothèse (lors-
qu’elle est “raisonnable”) est de permettre de réaliser des tests dans le modèle de ŕegression.

Le mod̀ele de ŕegression multivaríee

Le mod̀ele de ŕegression multivariée des variablesY k sur les variablesXj s’écrit :

Y = XB + U ;

les matricesY, n × q et X, n × p, sont celles introduites en A.C. ;B est la matricep × q des
param̀etres inconnus,̀a estimer ;U est la matricen× q des erreurs du modèle. Chaque ligneUi de
U est un vecteur aléatoire de IRq suppośeNq(0,Σ), lesUi étant ind́ependants (Σ est une matrice
inconnue,̀a estimer, supposée constante eni).

L’estimation maximum de vraisemblance deB conduità la solution :

B̂ = (X′X)−1X′Y.

On appelle alorsvaleurs pŕedites(deY par le mod̀ele) les quantit́es :

Ŷ = XB̂ = PXY ;

d’autre part, on appellerésidusles quantit́es :

Û = Y − Ŷ = P⊥
XY
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(dans l’́ecriture ci-dessus,P⊥
X désigne, dans IRn, le projecteur orthogonal sur le sous-espace

suppĺementaire orthogonalàFX dans IRn ; on sait que ce projecteur s’écrit :P⊥
X = In −PX).

Matrices intervenant dans les tests

Dans le cadre du modèle gaussien, on peut tester la significativité du mod̀ele en ǵeńeralisant
le test de Fisher, bien connu dans le cas unidimensionnel. Au numérateur de la statistique de
Fisher figure la norme carrée du vecteur̂y − y, ici remplaćee parŶ′Ŷ (cette matrice est centrée).
Au dénominateur figure la norme carrée des ŕesidus, ici remplaćee parÛ′Û (on ńeglige, pour
l’instant, les degŕes de libert́e de ces quantités). La statistique de Fisher est donc remplacée par
le produit matricielŶ′Ŷ(Û′Û)−1. Comme on aŶ = PXY, il vient : Ŷ′Ŷ = Y′PXY = H
(la notationH est standard, car il s’agit d’une matrice proche de0 sous l’hypoth̀ese nulle de
non significativit́e du mod̀ele). D’autre part,Û = P⊥

XY entrâıne : Û′Û = Y′P⊥
XY = E (il

s’agit encore d’une notation standard, cette matrice représentant les erreurs du modèle). Les tets
multidimensionnels de significativité du mod̀ele sont ainsi basés sur l’́etude des valeurs propres
soit du produit matriciel

HE−1 = (Y′PXY)(Y′P⊥
XY)−1,

soit encore du produitH(H+E)−1, les valeurs propres de ces deux matrices se déduisant les unes
des autres. D́eveloppons le second produit matriciel :

H + E = Y′PXY + Y′(In −PX)Y = Y′Y;

d’où :

H(H + E)−1 = Y′PXY(Y′Y)−1,

matrice ayant les m̂emes valeurs propres que

PXY(Y′Y)−1Y′ = PXPY,

c’est-̀a-dire lesλs (s = 1, . . . , p), carŕes des corŕelations canoniques.

Remarque. —On peut v́erifier (le ŕesultat est classique) que les valeurs propres de la matrice

HE−1 valent
λs

1− λs
. Ces valeurs propres sont fournies par le logiciel SAS, ainsi que les pour-

centages (et les pourcentages cumulés) qu’elles repŕesentent par rapportà leur somme, trace de la
matriceHE−1.

En interpŕetant ces pourcentages comme la part d’inertie globale du nuage des individus res-
tituée par les diff́erents axes canoniques (ce qu’elles sont, par exemple, en analyse factorielle
discriminante), ces quantités facilitent le choix de la dimensiond retenue pour les graphiques et
les interpŕetations.

Tests

Il existe plusieurs tests de significativité du mod̀ele de ŕegression multivariée, en ǵeńeral
équivalents (au moins au niveau des décisions qu’ils entrâınent). Ces tests sont les géńerali-sations
classiques du test de Fisher au cas multivarié (on les retrouve, par exemple, en analyse de variance
multivariée). Le logiciel SAS fournit les trois premiers ci-dessous, mais pas le quatrième. Il fournit

également le test de Roy, basé sur la plus grande valeurs propre de la matriceHE−1, soit
λ1

1− λ1
,

mais ce test est̀a d́econseiller.
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• Le test de Wilks, adaptation du test du rapport des vraisemblances, est basé sur la statistique

Λ =
p∏

s=1

(1− λs) =
p∏

s=1

(1− ρ2
s).

• Le test de la trace de Pillai est basé sur la statistique

Z = traceH(H + E)−1 =
p∑

s=1

λs.

• Le test de la trace de Lawley-Hotelling est basé sur la statistique

T 2 = traceHE−1 =
p∑

s=1

λs

1− λs
.

• Le test du khi-deux, basé sur la statistique

K = −[(n− 1)− 1
2
(p + q + 1)] ln

p∏
s=1

(1− λs).

Le test du khi-deux présente l’avantage d’être directement utilisable, puisqu’on compare la
statistiqueK à une loi de khi-deux̀apq degŕes de libert́es (il s’agit d’un test approché).

Dans les trois autres tests ci-dessus, on doit transformer la statistique (Λ, Z ouT 2) pour obtenir
un test de Fisher approché, les transformationśetant assez compliquées̀a expliciter (toutefois, SAS
les ŕealise automatiquement).

Remarque. —Dans un article de 1951, Rao a montré que, dans la plupart des cas, l’approximation
de Fisher du test de Wilks est la meilleure. C’est donc le test que nous conseillerons dans ce cas
là.

Si le mod̀ele de ŕegression est signifcatif (il en va alors de même pour l’analyse canonique),
on peut tester la significativité d’une dimension et de l’ensemble des suivantes, en particulier pour
guider le choix de la dimension en A.C. Ainsi, supposons que les corrélations canoniques soient
significatives depuis la première jusqu’̀a lak-ième (1 ≤ k ≤ p). On peut alors tester l’hypothèse
nulle

{H0 : ρk+1 = · · · = ρp = 0} (⇐⇒ {H0 : d = k})

contre l’alternative
{H1 : ρk+1 > 0} (⇐⇒ {H1 : d > k}).

Pour cela, il faut adapter soit le test de Wilks, soit le test du khi-deux.

Pour le test de Wilks, il suffit de faire le produit des quantités(1 − λs) de l’indice k + 1 à
l’indice p et d’adapter la transformation en fonction des nouvelles dimensions. SAS le fait auto-
matiquement. Pour le test du khi-deux, il faut considérer la statistique

Kk = −[(n− 1− k)− 1
2
(p + q + 1) +

k∑
s=1

1
λs

] ln
p∏

s=k+1

(1− λs)

et la comparer̀a une loi de khi-deux̀a (p− k)(q − k) degŕes de libert́e.

Remarque. —Dans l’utilisation de ces tests, il convient de ne pas perdre de vue d’une part qu’il
s’agit de tests approchés (d’autant meilleurs que la taille de l’échantillon,n, est grande), d’autre
part qu’ils ne sont valables que sous l’hypothèse de normalité des variablesY k.
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3 Un exemple : la nutrition des souris

3.1 Les donńees

Ces donńees nous ont́et́e propośees par l’Unit́e Pharmacologie-Toxicologie de l’INRA de
Saint Martin du Touch, près de Toulouse. Elles ontét́e produites par Pascal Martin et Thierry
Pineau.

Il s’agit d’une population de 40 souris sur lesquelles, entre autres choses, on a observé deux
groupes de variables. Un premier groupe est constitué par 10 g̀enes sṕecifiques de la nutrition chez
la souris. Chaque variable est en fait la mesure (quantitative) de l’expression du gène correspon-
dant, ŕealiśee parmacroarrayssur membranes de nylon avec marquage radioactif. En fait, dans
l’expérience, on disposait de 120 gènes parmi lesquels 10 ontét́e selectionńes (a priori, parmi les
plus pertinents) pour réduire le volume des données. Pour ḿemoire, les codes de ces gènes sont
les suivants :

CAR1 BIEN CYP3A11 CYP4A10 CYP4A14 AOX THIOL CYP2c29 S14 GSTpi2 .

Un deuxìeme groupe de variables est constitué par les pourcentages de 21 acides gras hépatiques ;
il s’agit de variables quantitatives, avec la particularité que, tous les acides gras hépatiques ayant
ét́e pris en compte, la somme de ces variables vaut 100 pour tout individu. Pour mémoire, les codes
de ces acides gras sont les suivants :

C14_0 C16_0 C18_0 C16_1n_9 C16_1n_7 C18_1n_9 C18_1n_7
C20_1n_9 C20_3n_9 C18_2n_6 C18_3n_6 C20_2n_6 C20_3n_6 C20_4n_6
C22_4n_6 C22_5n_6 C18_3n_3 C20_3n_3 C20_5n_3 C22_5n_3 C22_6n_3 .

Le but de l’analyse canonique de ces données est donc d’étudier les relations pouvant exister
entre g̀enes et acides gras.

Remarque. —On notera que les hypothèses usuelles relatives aux données d’une A.C., que nous
avons mentionńeesà la fin du 2.1, sont ici toutes vérifiées.

3.2 Traitements préliminaires

Nous donnons ci-dessous les statistiquesélémentaires relatives aux deux groupes de variables.
Pour les corŕelations entre les variables de chaque groupe, on se reportera aux annexes A et B.

Variable N Mean Std Dev Minimum Maximum

CAR1 40 220.85000 60.76881 135 376
BIEN 40 214.67500 58.14191 105 385
CYP3A11 40 518.15000 294.13415 170 1327
CYP4A10 40 179.17500 83.91873 89 399
CYP4A14 40 171.37500 112.53733 99 658
AOX 40 830.55000 237.60385 452 1529
THIOL 40 644.05000 277.55461 206 1260
CYP2c29 40 1062.0 336.10239 371 1934
S14 40 328.65000 216.91881 132 1350
GSTpi2 40 2266.0 717.60913 965 3903

Variable N Mean Std Dev Minimum Maximum
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C14_0 40 0.76300 0.80057 0.22000 3.24000
C16_0 40 23.02600 3.57303 14.65000 29.72000
C18_0 40 6.74700 2.64016 1.68000 10.97000
C16_1n_9 40 0.68700 0.28498 0.29000 1.50000
C16_1n_7 40 4.41875 2.98497 1.59000 13.90000
C18_1n_9 40 25.27325 7.33966 14.69000 41.23000
C18_1n_7 40 4.42600 3.37585 1.53000 15.03000
C20_1n_9 40 0.28400 0.13965 0 0.65000
C20_3n_9 40 0.30675 0.72116 0 2.89000
C18_2n_6 40 15.27750 8.76020 2.31000 40.02000
C18_3n_6 40 0.37450 0.87840 0 5.07000
C20_2n_6 40 0.18525 0.20236 0 0.83000
C20_3n_6 40 0.77600 0.46167 0.11000 1.64000
C20_4n_6 40 5.27925 4.45999 0.75000 15.76000
C22_4n_6 40 0.18400 0.25213 0 0.73000
C22_5n_6 40 0.43700 0.66392 0 2.52000
C18_3n_3 40 2.88800 5.82863 0 21.62000
C20_3n_3 40 0.09100 0.17930 0 0.64000
C20_5n_3 40 1.78950 2.59001 0 9.48000
C22_5n_3 40 0.87175 0.85598 0 2.58000
C22_6n_3 40 5.91400 5.33487 0.28000 17.35000

Remarque. —Comme indiqúe dans la remarque 2, ces variables ontét́e centŕees et ŕedui-tes avant
la réalisation de l’A.C.

3.3 Analyse canonique

Géńeralités

Les premiers ŕesultats fournis par une A.C. sont les corrélations croiśees entre les deux groupes
de variables. Nous donnons ces corrélations dans l’annexe C.

Ensuite sont donńees les corŕelations canoniques reproduites ci-dessous.

Canonical Correlation

1 0.990983
2 0.978581
3 0.957249
4 0.891429
5 0.799633
6 0.794380
7 0.770976
8 0.635902
9 0.626384

10 0.325094

On notera que “le plus petit” groupe ne comportant que 10 variables, on ne peut déterminer
que 10 corŕelations canoniques. L’objectif principal de l’A.C.étant d’́etudier les relations entre
variables des deux groupes, on peut noter ici qu’il existe effectivement des relations fortes entre
ces deux groupes, puisque les premiers coefficiens canoniques sont trèsélev́es. Compte tenu des
valeurs importantes des premiers coefficients, on peut raisonnablement se contenter de deux ou
trois dimensions pouŕetudier les ŕesultats fournis par la ḿethode et nous avons choisi ici seulement
deux dimensions, compte tenu qu’il s’agit essentiellement d’une illustration.
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Remarque. —Les valeurs propres de la matriceHE−1 et les pourcentages d’inertie restitués par
les différentes dimensions sont les suivants :

Eigenvalues of Inv(E)*H
= CanRsq/(1-CanRsq)

Eigenvalue Difference Proportion Cumulative

1 54.7032 32.1069 0.5553 0.5553
2 22.5963 11.6451 0.2294 0.7847
3 10.9512 7.0816 0.1112 0.8958
4 3.8696 2.0964 0.0393 0.9351
5 1.7732 0.0629 0.0180 0.9531
6 1.7103 0.2448 0.0174 0.9705
7 1.4655 0.7866 0.0149 0.9854
8 0.6789 0.0332 0.0069 0.9922
9 0.6457 0.5275 0.0066 0.9988

10 0.1182 0.0012 1.0000

Par ailleurs, les tests de Wilks, de significativité de chaque dimension, sont les suivants :

Test of H0: The canonical correlations in the
current row and all that follow are zero

Likelihood Approximate
Ratio F Value Num DF Den DF Pr > F

1 0.00000023 2.19 210 104.61 <.0001
2 0.00001272 1.63 180 100.74 0.0035
3 0.00030012 1.25 152 95.57 0.1202
4 0.00358677 0.96 126 89.05 0.5890
5 0.01746624 0.82 102 81.12 0.8259
6 0.04843824 0.78 80 71.72 0.8542
7 0.13128287 0.69 60 60.78 0.9228
8 0.32367928 0.53 42 48.23 0.9807
9 0.54342420 0.47 26 34 0.9762

10 0.89431401 0.18 12 18 0.9980

On voit que le choix de la dimension 2 est recommandé.

Graphique des individus

Dans un premier temps, nous avons réaliśe le graphique des individus (les 40 souris) relative-
ment aux deux premiers axes canoniques de l’espace des gènesE1 (voir la Figure 1). Ce graphique
a pour seul but de regarder l’homogéneit́e de l’ensemble des individus. S’il ne présente aucune par-
ticularité notable, il y a ńeanmoins des individus occupant des positions assez différencíees et il
pourraitêtre int́eressant d’́etudier en d́etail ce qui les caractérise.

On notera qu’on áegalement ŕealiśe le graphique des individus relativement aux deux premiers
axes de l’autre espace (espace des acides gras,E2) et qu’il est tr̀es semblablèa celui-ci.

Graphique des variables

Pour la repŕesentation des variables, nous avons considéŕe le sous-espaceFX , engendŕe par
les 10 g̀enes, et nous avons représent́e à la fois les g̀enes et les acides gras relativement aux deux
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FIG. 10.1 –Nutrition : Repŕesentation des individus (souris) dans l’espace des gènes.
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premìeres variables canoniques,V 1 et V 2 (voir la Figure 2). Comme indiqúe en 2.5, les coor-
donńees des variables initiales sont fournies par leur corrélations avec les variables canoniques.

Certaines associations entre gènes et acides gras, en particulier celles correspondantà des
pointséloigńes de l’origine, sont intéressantes̀a noter.
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Chapitre A

Outils algébriques

Ce chapitre se propose de rassembler des notations et rappels d’algèbre lińeaire ainsi que
quelques compléments math́ematiques du niveau du premier cycle des Universités.

Dans tout ce qui suit,E et F sont deux espaces vectoriels réels munis respectivement des
bases canoniquesE = {ej ; j = 1, . . . , p} etF = {fi ; i = 1, . . . , n}. On note indiff́eremment
soit un vecteur deE ou deF , un endomorphisme deE, ou une application lińeaire deE dansF ,
soit leurs repŕesentations matricielles dans les bases définies ci-dessus.

1 Matrices

1.1 Notations

La matrice d’ordre(n× p) assocíeeà une application lińeaire deE dansF est d́ecrite par un
tableau :

A =


a1

1 . . . aj
1 . . . ap

1
...

...
...

a1
i . . . aj

i . . . ap
i

...
...

...
a1

n . . . aj
n . . . ap

n

 .

On note par la suite :

aj
i = [A]ji le terme ǵeńeral de la matrice,

ai = [a1
i , . . . , a

p
i ]
′ un vecteur-ligne mis en colonne,

aj = [aj
1, . . . , a

j
n]′ un vecteur-colonne.

Types de matrices

Une matrice est dite :
• vecteur-ligne (colonne)si n = 1 (p = 1),
• vecteur-unit́ed’ordrep si elle vaut1p = [1, . . . , 1]′,
• scalairesi n = 1 etp = 1,
• carréesi n = p.

Une matrice carŕee est dite :

• identit́e (Ip) si aj
i = δj

i =
{

0 si i 6= j
1 si i = j

,

125
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• diagonalesi aj
i = 0 lorsquei 6= j,

• syḿetriquesi aj
i = ai

j ,∀(i, j),
• triangulairesuṕerieure (inf́erieure) siaj

i = 0 lorsquei > j (i < j).

Matrice partitionńee en blocs

Matrices dont leśeléments sont eux-m̂emes des matrices. Exemple :

A(n× p) =
[

A1
1(r × s) A2

1(r × (p− s))
A1

2((n− r)× s) A2
2((n− r)× (p− s))

]
.

1.2 Oṕerations sur les matrices

Somme : [A + B]ji = aj
i + bj

i pourA etB de m̂eme ordre(n× p).

Multiplication par un scalaire : [αA]ji = αaj
i pourα ∈ R.

Transposition : [A′]ji = ai
j ,A

′ est d’ordre(p× n).

(A′)′ = A ; (A + B)′ = A′ + B′ ; (AB)′ = B′A′ ;
[

A1
1 A2

1

A1
2 A2

2

]′
=
[

A1′
1 A1′

2

A2′
1 A2′

2

]
.

Produit scalaire élémentaire : a′b =
∑n

i=1 aibi où a et b sont des vecteurs-colonnes.

Produit : [AB]ji = a′ib
j avecA(n×p),B(p×q) etAB(n×q), et pour des matrices par blocs :[

A1
1 A2

1

A1
2 A2

2

] [
B1

1 B2
1

B1
2 B2

2

]
=
[

A1
1B

1
1 + A2

1B
1
2 A1

1B
2
1 + A2

1B
2
2

A1
2B

1
1 + A2

2B
1
2 A1

2B
2
1 + A2

2B
2
2

]
sous ŕeserve de compatibilité des dimensions.

1.3 Propriétés des matrices carŕees

La trace et le déterminantsont des notions intrinsèques, qui ne d́ependent pas des bases de
repŕesentation choisies, mais uniquement de l’application linéaire sous-jacente.

Trace

Par d́efinition, siA est une matrice(p× p),

trA =
p∑

j=1

aj
j ,

et il est facile de montrer :

trα = α,

trαA = αtrA,

tr(A + B) = trA + trB,

trAB = trBA,

reste vrai siA est(n× p) et siB est(p× n)

trCC′ = trC′C =
n∑

i=1

p∑
j=1

(cj
i )

2

dans ce cas,C est(n× p).
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Déterminant

On note|A| le déterminantde la matrice carréeA (p× p). Il vérifie :

|A| =
p∏

j=1

aj
j , si A est triangulaire ou diagonale,

|αA| = αp|A|,
|AB| = |A||B|,∣∣∣∣ A B

0 C

∣∣∣∣ = |A||C|,∣∣∣∣ A1
1 A2

1

A1
2 A2

2

∣∣∣∣ = |A1
1||A2

2 −A1
2(A

1
1)
−1A2

1| (A.1)

= |A2
2||A1

1 −A2
1(A

2
2)
−1A1

2|, (A.2)

sous ŕeserve de la régularit́e deA1
1 etA2

2.

Cette dernìere propríet́e se montre en considérant les matrices :

B =
[

I −A2
1(A

2
2)
−1

0 I

]
etBAB′,

puis en comparant les déterminants|BAB′| et |A|.

Inverse

L’ inversedeA, lorsqu’elle existe, est la matrice unique notéeA−1 telle que :

AA−1 = A−1A = I ;

elle existe si et seulement si|A| 6= 0. Quelques propriét́es :

(A−1)′ = (A′)−1, (AB)−1 = B−1A−1, |A−1| = 1
|A|

.

Définitions

Une matrice carŕeeA est dite :

syḿetriquesi A′ = A,

singulìeresi |A| = 0,

régulìeresi |A| 6= 0,

idempotentesi AA = A,

définie-positivesi, ∀x ∈ IRp,x′Ax ≥ 0, et six′Ax = 0 ⇒ x = 0,

positive, ou semi-d́efinie-positive, si,∀x ∈ IRp,x′Ax ≥ 0,

orthogonalesi AA′ = A′A = I (A′ = A−1).

2 Espaces euclidiens

E est un espace vectoriel réel de dimensionp isomorphèa IRp.
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2.1 Sous-espaces

• Un sous-ensembleEq de E est unsous-espace vectoriel(s.e.v.) deE s’il est non vide et
stable :

∀(x,y) ∈ E2
q ,∀α ∈ IR, α(x + y) ∈ Eq.

• Le q-uple{x1, . . . ,xq} deE constitue un systèmelinéairement ind́ependantsi et seulement
si :

q∑
i=1

αixi = 0 ⇒ α1 = · · · = αq = 0.

• Un syst̀eme lińeairement ind́ependantEq = {e1, . . . , eq} qui engendre dansE un s.e.v.
Eq = vec{e1, . . . , eq} en constitue unebaseet dim(Eq) = card(Eq) = q.

2.2 Rang d’une matriceA(n×p)

Dans ce sous-paragraphe,A est la matrice d’une application linéaire deE = IRp dansF =
IRn.

Im(A) = vect{a1, . . . ,ap} est le s.e.v. deF imagedeA ;

Ker(A) = {x ∈ E ; Ax = 0} est le s.e.v. deE noyaudeA ;

E = Im(A)⊕ Ker(A) si A est carŕee associéeà un endomorphisme deE

etp = dim(Im(A)) + dim(Ker(A)).

rang(A) = dim(Im(A)),
0 ≤ rang(A) ≤ min(n, p),

rang(A) = rang(A′),
rang(A + B) ≤ rang(A) + rang(B),

rang(AB) ≤ min(rang(A), rang(B)),
rang(BAC) = rang(A), si B etC sont ŕegulìeres,

rang(A) = rang(AA′) = rang(A′A).

Enfin, siB (p × q) est de rangq(q < p) et A est carŕee(p × p) de rangp, alors la matrice
B′AB est de rangq.

2.3 Métrique euclidienne

SoitM une matrice carrée(p× p), syḿetrique, d́efinie-positive ;M définit sur l’espaceE :
• unproduit scalaire: 〈x,y〉M = x′My,

• unenorme : ‖x‖M = 〈x,x〉1/2
M ,

• unedistance: dM(x,y) = ‖x− y‖M,

• desangles: cos θM(x,y) = 〈x,y〉M
‖x‖M‖y‖M

.
La matriceM étant donńee, on dit que :

• une matriceA estM-syḿetriquesi (MA)′ = MA,
• deux vecteursx ety sontM-orthogonauxsi 〈x,y〉M = 0,
• un vecteurx estM-normési ‖x‖M = 1,
• une baseEq = {e1, . . . , eq} estM-orthonorḿeesi

∀(i, j), 〈ei, ej〉M = δj
i .
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2.4 Projection

Soit W un sous-espace deE etB = {b1, . . . ,bq} une base deW ; P(p × p) est une matrice
de projectionM-orthogonale surW si et seulement si :

∀y ∈ E,Py ∈ W et 〈Py,y −Py〉M = 0.

Toute matrice idempotente(P2 = P) etM-symétrique(P′M = MP) est une matrice de projec-
tion M-orthogonale et ŕeciproquement.

Propriét́es

• Les valeurs propres deP sont0 ou1 (voir § 3) :

u ∈ W, Pu = u, λ = 1, de multiplicit́e dim(W ),
v⊥W, (on notev ∈ W⊥) Pv = 0, λ = 0, de multiplicit́e dim(W⊥).

• trP = dim(W ).
• P = B(B′MB)−1B′M, où B =

[
b1, . . . ,bq

]
.

• Dans le cas particulier où lesbj sontM-orthonorḿes :

P = BB′M =
q∑

i=1

bjbj′M.

• Dans le cas particulier où q = 1 alors :

P =
bb′

b′Mb
M =

1
‖b‖M

bb′M.

• SiP1, . . . ,Pq sont des matrices de projectionM-orthogonales alors la sommeP1+· · ·+Pq

est une matrice de projectionM-orthogonale si et seulement si :PkPj = δj
kPj .

• La matriceI−P est la matrice de projectionM-orthogonale surW⊥.

3 Eléments propres

SoitA une matrice carrée(p× p).

3.1 Définitions

• Par d́efinition, un vecteurv définit unedirection propreassocíeeà unevaleur propreλ si
l’on a :

Av = λv.

• Si λ est une valeur propre deA, le noyau Ker(A−λI) est un s.e.v. deE, appeĺe sous-espace
propre, dont la dimension est majoré par l’ordre de multiplicit́e deλ. Comme cas particulier,
Ker(A) est le sous-espace propre associé, si elle existe,̀a la valeur propre nulle.

• Les valeurs propres d’une matriceA sont les racines, avec leur multiplicité, dupolyn̂ome
caract́eristique:

|A− λI| = 0.

THÉORÈME A.1. — Soit deux matricesA(n × p) etB(p × n) ; les valeurs propres non nulles
deAB etBA sont identiques avec le même degŕe de multiplicit́e. Siu est vecteur propre deBA
assocíe à la valeur propreλ différente de źero, alorsv = Au est vecteur propre de la matrice
AB assocíe à la même valeur propre.



130 Chapitre A. Outils algébriques

Les applications statistiques envisagées dans ce cours ne s’intéressent qu’à des types particu-
liers de matrices.

THÉORÈME A.2. — Une matriceA réelle syḿetrique admetp valeurs propres ŕeelles. Ses vec-
teurs propres peuventêtre choisis pour constituer une base orthonormée deE ; A se d́ecompose
en :

A = VΛV′ =
p∑

k=1

λkvkvk′

où V est une matrice orthogonale[v1, . . . ,vp] des vecteurs propres orthonormés assocíes aux
valeurs propresλk, ranǵees par ordre d́ecroissant dans la matrice diagonaleΛ.

THÉORÈME A.3. — Une matriceA réelleM-symétrique admetp valeurs propres ŕeelles. Ses
vecteurs propres peuventêtre choisis pour constituer une baseM-orthonorḿee deE ; A se
décompose en :

A = VΛV ′M =
p∑

k=1

λkvkvk′M

oùV = [v1, . . . ,vp] est une matriceM-orthogonale(V′MV = Ip etVV′ = M−1) des vecteurs
propres associés aux valeurs propresλk, ranǵees par ordre d́ecroissant dans la matrice diagonale
Λ.

Les d́ecompositions ne sont pas uniques : pour une valeur propre simple (de multiplicité1) le
vecteur propre norḿe est d́efini à un signe pr̀es, tandis que pour une valeur propre multiple, une
infinité de basesM-orthonorḿees peuvent̂etre extraites du sous-espace propre unique associé.

Le rang deA est aussi le rang de la matriceΛ assocíee et donc le nombre (réṕet́ees avec leurs
multiplicités) de valeurs propres non nulles.

Par d́efinition, siA est positive, on note la racine carrée deA :

A1/2 =
p∑

k=1

√
λkvkvk′M = VΛ1/2V′M.

3.2 Propriétés

Si λk 6= λj , vk⊥Mvj ;
trA =

∑p
k=1 λk ; |A| =

∏p
k=1 λk ;

si A est ŕegulìere, ∀k, λk 6= 0 ;
si A est positive, λp ≥ 0 ;
si A est d́efinie-positive, λp > 0 ;

3.3 Décomposition en Valeurs Singulìeres (DVS)

Il s’agit, cette fois, de construire la décomposition d’une matriceX(n× p) rectangulaire rela-
tivementà deux matrices syḿetriques et positivesD(n× n) etM(p× p).

THÉORÈME A.4. — Une matriceX (n× p) de rangr peut s’́ecrire :

X = UΛ1/2V′ =
r∑

k=1

√
λkukvk′ ; (A.3)
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U (n×r) contient les vecteurs propresD-orthonorḿes(U′DU = Ir) de la matriceD-syḿetrique
positiveXMX′D assocíes auxr valeurs propres non nullesλk rangées par ordre d́ecroissant
dans la matrice diagonaleΛ(r × r) ; V (p × r) contient les vecteurs propresM-orthonorḿes
(V′MV = Ir) de la matriceM-syḿetrique positiveX′DXM assocíes aux m̂emes valeurs
propres. De plus,

U = XMVΛ−1/2 etV = X′DUΛ−1/2.

4 Optimisation

4.1 Norme d’une matrice

L’espace vectorielE de dimensionp (resp.F de dimensionn) est muni de sa base canonique
et d’une ḿetrique de matriceM (resp.D). Soit X une matrice(n × p). L’ensembleMn,p des
matrices(n× p) est un espace vectoriel de dimensionnp ; on le munit duproduit scalaire:

〈X,Y〉M,D = trXMY′D. (A.4)

Dans le cas particulier où M = Ip et D = In, et en notant vec(X) =
[
x1′ , . . . ,xp′

]′
la

matrice “vectoriśee”, ce produit scalaire devient :

〈X,Y〉Ip,In
= trXY′ =

n∑
i=1

p∑
j=1

xj
iy

j
i = vec(X)′vec(Y).

La normeassocíeeà ce produit scalaire (A.4) est appeĺee norme trace :

‖X‖2
M,D = trXMX′D,

‖X‖2
Ip,In

= trXX′ = SSQ(X) =
n∑

i=1

p∑
j=1

(xj
i )

2

(SSQ signifie “sum of squares”).

La distanceassocíeeà cette norme devient, dans le cas où D est une matrice diagonale (D =
diag(w1, . . . , wn)), le critère usuel desmoindres carŕes:

d2(X,Y) = ‖X−Y‖2
M,D =

n∑
i=1

wi ‖xi − yi‖2
M .

4.2 Approximation d’une matrice

Les matricesX, M etD sont d́efinies comme ci-dessus ;X est suppośee de rangr. On cherche
la matriceZq, de rangq inférieurà r, qui soit la plus proche possible deX.

THÉORÈME A.5. — La solution du problème :

min
Z

{
‖X− Z‖2

M,D ;Z ∈Mn,p, rang(Z) = q < r
}

(A.5)

est donńee par la somme desq premiers termes de la décomposition en valeurs singulières (A.3)
deX :

Zq =
q∑

k=1

√
λkukvk′ = UqΛ1/2

q V′
q.
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Le minimum atteint est :

‖X− Zq‖2
M,D =

r∑
k=q+1

λk.

Les matricesUq,Λq etVq contiennent lesq premiers vecteurs et valeurs propres donnés par
la DVS deX ; Zq est appeĺee approximation de rangq deX.

Ce th́eor̀eme peut se reformuler d’une manièreéquivalente. On notêPq (resp.Q̂q) la projection
M-orthogonale surEq = Im(Vq) (resp.D-orthogonale surFq = Im(Uq)) :

P̂q =
q∑

k=1

vkvk′M = VqV′
qM

Q̂q =
q∑

k=1

ukuk′D = UqU′
qD,

Zq = Q̂qX = XP̂q
′
.

PROPOSITIONA.6. — Avec les notations préćedentes :

P̂q = arg max
Pq

{∥∥XP′
q

∥∥2

M,D
;

Pq projectionM-orthogonale de rangq < r} ,

Q̂q = arg max
Qq

{
‖QqX‖2

M,D ;

Qq projectionD-orthogonale de rangq < r} .



Chapitre B

Cadre fonctionnel

Cette annexe fournit une introduction sommaire au cadre mathématique ńecessairèa l’étude
de courbes. Un premier objectif est de définir les notations ńecessaires̀a la manipulation de va-
riables ou processus aléatoiresà valeurs dans un espace fonctionnel. Incontournables pour des
études asymptotiques, ces notions peuventêtre survoĺees en première lecture. Le deuxième ob-
jectif est de d́efinir des crit̀eres derégularit́ed’une fonction qui interviendront comme contraintes
dans les optimisations ou termes de pénalisation. Ils s’exprimeront pratiquement par l’explicitation
matricielle de normes ou semi-normes dans un espace euclidien de dimension finie.

0.3 Variable aléatoire hilbertienne

On consid̀ere une variable aléatoireZ à valeurs dans l’espace de Hilbert supposé śeparableH
muni de la tribu des boréliens. On note‖x‖H la norme dans cet espace. On suppose queZ est
du second ordre c’est-à-dire qu’elle v́erifie IE‖Z‖2

H < ∞. Sous cette hypothèse,Z admet une
esṕerance dansH not́ee IE(Z) et un oṕerateur de covariance compactΓ admettant donc un spectre
discret.

L’existence des moments deZ et leur d́efinition sont fournies par le théor̀eme de Riesz (H ′

désigne le dual topologique deH) :

∀f ∈ H, 〈IE(Z), f〉H = IE[〈f, Z〉H],

∀(u, v) ∈ H ′ ×H ′, 〈Γu, v〉H,H′ = IE
[
〈Z − IE(Z), u〉H,H′ 〈Z − IE(Z), v〉H,H′

]
.

L’opérateur de covariance s’écrit alors avec la notation de produit tensoriel :

Γ = IE [(Z − IE(Z))⊗ (Z − IE(Z))] .

Dans le cas particulier où H = L2(T ), il est facile de v́erifier que l’oṕerateur de covariance s’écrit
sous la forme d’un oṕerateur int́egral :

∀f ∈ L2(T ), ∀t ∈ T, Γf(t) =
∫

T
γ(s, t)f(s) ds, (B.1)

où γ(s, t) est la fonction de covariance du processusà temps continuZ(t) d’esṕerancea(t) :

γ(s, t) = IE [(Z(t)− a(t))(Z(s)− a(s))] , ∀(s, t) ∈ T × T. (B.2)

Nous seronśegalement amenésà consid́erer un processus̀a temps discret(Zi)i∈Z suppośe du
second ordre, auto-régressif d’ordre 1 et prenant ses valeurs dans un espace hilbertien :(Zi)i∈Z
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est dit ARH(1). NotonsΓ l’opérateur de covariance et∆ celui de covariance croisée du processus.
Le processuśetant suppośe stationnaire, ces opérateurs ne d́ependent pas dei et sont d́efinis par :

Γ = IE [(Z0 − IE(Z0))⊗ (Z0 − IE(Z0))] ,
∆ = IE [(Z0 − IE(Z0))⊗ (Z1 − IE(Z1))] ,

∆∗ = IE [(Z1 − IE(Z1))⊗ (Z0 − IE(Z0))]

où la fonctionµ repŕesente la moyenne du processus IE(Zi).. Ils vérifient :

∆∗(Zi − µ) = Γ(E(Zi+1|Zi, Zi−1, . . .)− µ),
∆ = ρΓ

et poss̀edent un spectre discret.

0.4 Condition de régularité

Les différentes techniques proposées reposent sur la recherche de solutions régulìeres ou lisses
au sens d’un crit̀ere faisant intervenir les normes des dérivées successives. Ce critère est couram-
ment utiliśe pour la d́efinition et la construction des fonctions splines, il se définit comme une
semi-norme dans un espace de Sobolev

Wm = {z : z, z′, . . . , z(m−1) absolument continues, z(m) ∈ L2}.

Pour toute fonctionz deWm, sa ŕegularit́e est contr̂olée par la semi-norme :

‖z‖2
m = ‖Dmz‖2

L2(T ) =
∫

T
(z(m)(t))2dt. (B.3)

Ce crit̀ere peut̂etre ǵeńeraliśe à d’autres semi-normeśequivalentes (Wahba 1990) en remplaçant
l’opérateurDm par tout oṕerateur diff́erentiel lińeaire faisant au moins intervenir le même ordre
m de d́erivation et conduisant ainsià la d́efinition de familles plus ǵeńerales de splines dites de
Tchebicheff.

0.5 Splines de lissage

L’estimation non-paraḿetrique par lissage spline a donné lieu à une importante litt́erature :
Wahba (1990), Green et Silverman (1994) en fournissent par exemple des présentations d́etaillées.
Plaçons-nous dans le cadre usuel du modèle de ŕegression non paraḿetrique :

xj = z(tj) + εj ; E(εj) = 0, E(εjεk) = σ2δk, j, k = 1, ..., p
a ≤ t1 < t2 < ... < tp ≤ b.

(B.4)

où xj est l’observation bruit́ee entj de la fonctionz suppośee ŕegulìere et lisse :z ∈ Wm.

L’estimation splinêz de la fonctionz est alors la solution du problème d’optimisation sous
contrainte de ŕegularit́e

min
z∈W 2

1
p

p∑
j=1

(z(tj)− x(tj))2; ‖z‖2
m < c (c ∈ IR+)

 . (B.5)

En introduisant un multiplicateur de Lagrange, ce problème d’optimisation est́equivalent̀a :
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min
z∈W 2

1
p

p∑
j=1

(z(tj)− x(tj))2 + ` ‖Dmz‖2
L2

 . (B.6)

Le param̀etre de lissagè, qui d́epend directement dec, permet d’effectuer un arbitrage entre
la fidélité aux donńees (̀ → 0) et la ŕegularit́e de la solution (̀ → +∞). En ŕegression non
paraḿetrique sa valeur est choisie en minimisant le critère de validation croiśee ǵeńeraliśee (GCV,
Wabha 1990).

La solutionẑ de ce probl̀eme est une fonction polynômiale par morceaux ; polynômes de degré
(2m-1) entre deux nœudstj ettj+1, de degŕe(m−1) aux extŕemit́es entrea ett1 et entretp etb. À
la limite (` = 0) la solution est la fonction d’interpolation spline passant par les données observ́ees
et minimisant le crit̀ere.À l’autre limite (̀ infini), la solution est une régression polyn̂omiale de
degŕe (m− 1) rendant nulle la ṕenalisation.

La construction explicite d́epend alors de la base choisie pour définir le sous-espaceSp des
fonctions splines et diff́erentes solutions sont proposées dans la litt́erature. La plus simple, sur
le plan th́eorique, consistèa utiliser les propríet́es d’auto-reproduction de l’espace de Sobolev et
donc son noyau (Wahba 1990) comme base. Cette approche, adoptée aussi par Besse et Ramsay
(1986), pose des problème nuḿeriques lorsque, en pratique, le nombre de nœudsp est grand car
elle conduità l’inversion d’une matrice mal conditionnée. Dans la version simplifiée de ce cha-
pitre, nous nous limitons aux fonctions splines cubiques dites naturelles, c’est-à-dire polyn̂omiales
de degŕe 3 par morceaux (m = 2) et dont les d́erivées secondes et troisièmes s’annulent aux
bornesa et b. L’algorithme de Reisch (Green et Silverman, 1994) conduit alorsà la ŕesolution
numérique d’un syst̀eme d’́equations tridiagonal par décomposition de Cholesky puis substitu-
tion en un nombre d’oṕerations qui crôıt linéairement avecp. Il ne pose alors plus de problèmes
numériques.

SoitQ la matrice bande(p× (p− 2)) d’éléments

qj−1,j =
1

tj − tj−1
, qj,j = − 1

tj − tj−1
− 1

tj+1 − tj
, qj+1,j = − 1

tj+1 − tj
,

sur les diagonales (0̀a l’extérieur) etR la matrice bande syḿetrique(p− 2)× (p− 2) d’éléments

rj,j =
1
3
(tj+1 − tj−1), rj+1,j = rj,j+1 =

1
6
(tj+1 − tj).

NotonsM la matrice associée au semi produit scalaire deW 2(T ) induit surSp : si z désigne
une fonction deW 2(T ) etz le vecteur de ses valeurs aux nœuds,∫

T
z′′(t)2dt = ‖z‖2

2 = z′Mz = ‖z‖2
M .

La matriceM est d́efinie parM = QR−1Q.

Formellement, si le vecteurx contient lesp observations aux nœudstj , le lissage spline revient
à calculer le vecteur

ẑ = A`x avec A` = (I + `M)−1

et òu A` est la matrice de lissage (ou hat matrix). Enfin, la fonctionẑ est obtenue par simple
interpolation spline aux valeurs du vecteurẑ. On remarque que les solutions obtenues ne dépendent
pas des positions des bornesa et b de l’intervalleT .
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Une autre matrice de produit scalaireN est ńecessaire, il s’agit de celle associant aux vecteurs
y1 et y2 issus d’un m̂eme sch́ema de discŕetisation le produit scalaire dans l’espaceL2(T ) entre
leur interpolant splinêy1 et ŷ2 :

y′1Ny2 =
∫

T
ŷ1(t)ŷ2(t) dt. (B.7)

D’une manìere ǵeńerale cette matrice s’obtientà l’aide des noyaux reproduisants associés aux
fonctions splines (Besse et Ramsay 1986, Ramsay et Dalzell, 1991). Il estégalement possible
de l’approcher en utilisant une méthode de quadrature. On peut considérer par exempleN =
diag(w1, . . . , wp) où w1 = (t2 − t1)/2, wj = (tj+1 − tj−1)/2, j = 2, . . . , p − 1 et wp =
(tp − tp−1)/2. Le calcul est alors rapide, stable et géńeralement suffisamment précis.
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2 Pŕesentatiońelémentaire de l’ACP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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5 Repŕesentations graphiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5.1 Les individus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5.2 Les variables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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