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Mathématiques

Corrigé du devoir 5

Exercice 1 (a) La famille {1, X, X2, X3} est une base de E, on a donc dimR(E) = 4.

(b) Si P, Q ∈ E et λ ∈ R, on a δa(P + λQ) = (P + λQ)(a) = P (a) + λQ(a) soit δa(P + λQ) = δa(P ) + λδa(Q).
L’application δa est donc linéaire.

(c) D’après la question précédente, les composantes de ϕ sont des applications linéaires, il en est donc de même
de ϕ.
Pour i ∈ {0, 1, 2, 3}, on a ϕ(X i) = (ai
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). La matrice de ϕ dans les bases canoniques est donc









1 a0 a2
0 a3

0

1 a1 a2

1
a3

1

1 a2 a2

2
a3

2

1 a3 a2
3 a3

3









.

Soit P ∈ Ker(ϕ). On a alors
P (a0) = P (a1) = P (a2) = P (a3) = 0.

Le polynôme P est de degré ≤ 3 et a quatre racines distinctes : il est nul. On a donc Ker(ϕ) = {0} et ϕ est
injective.
D’après le théorème noyau-image, on a

dimR(E) = dimR(Ker(ϕ)) + dimR(Im(ϕ))

donc dimR(Im(ϕ)) = 4 d’après la question (a) et ce qui précède. On a donc Im(ϕ) = R
4 et ϕ est surjective :

c’est un isomorphisme.

(d) Soient i, j ∈ {0, 1, 2, 3}. Si i 6= j, on a δaj
(Li) = Li(aj) = 0. Par ailleurs, on a δai

(Li) = Li(ai) = 1. On a
donc

ϕ(L0) = (1, 0, 0, 0), ϕ(L1) = (0, 1, 0, 0), ϕ(L2) = (0, 0, 1, 0) et ϕ(L3) = (0, 0, 0, 1).

L’image par ϕ de la famille B est la base canonique de R
4. Comme ϕ est un isomorphisme, la famille B

est une base de E.
Soit P ∈ E. On a ϕ(P ) =

(

P (a0), P (a1), P (a2), P (a3)
)

. Le calcul des ϕ(Li) montre alors que

(

P (a0), P (a1), P (a2), P (a3)
)

= P (a0)ϕ(L0) + P (a1)ϕ(L1) + P (a2)ϕ(L2) + P (a3)ϕ(L3).

Par linéarité de ϕ, on a

P (a0)ϕ(L0) + P (a1)ϕ(L1) + P (a2)ϕ(L2) + P (a3)ϕ(L3) = ϕ
(

P (a0)L0 + P (a1)L1 + P (a2)L2 + P (a3)L3

)

.

On a donc
ϕ(P ) = ϕ

(

P (a0)L0 + P (a1)L1 + P (a2)L2 + P (a3)L3

)

.

Comme ϕ est un isomorphisme, on a bien

P = P (a0)L0 + P (a1)L1 + P (a2)L2 + P (a3)L3

(c’est l’écriture de P dans la base B).

Exercice 2 (a) La famille B a trois éléments. Comme dimR(R3) = 3, pour montrer que B est une base, il
suffit de montrer que c’est une famille génératrice.
Soit {e1, e2, e3} la base canonique de R

3. On a e3 = u1−u2, donc e3 ∈ Vect(B), d’où e1 = u3−2e3 ∈ Vect(B)
et e2 = u2 − e1 ∈ Vect(B). Le sous-espace Vect(B) contient la base canonique : c’est R

3. La famille B est
donc génératrice, et c’est une base.

Remarque : on peut aussi montrer que B est une base en vérifiant que c’est une famille libre (en résolvant
un système).
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(b) D’après la question (a), on a e3 = u1−u2, e1 = u3−2e3 = −2u1 +2u2 +u3 et e2 = u2−e1 = 2u1−u2−u3.
On a donc

g(e1) = −2g(u1) + 2g(u2) + g(u3)

= −2(2u1 + u2) + 2(3u1 − u2 + u3) + (−u1 + 4u2 + 2u3)

= u1 + 4u3

= (e1 + e2 + e3) + 4(e1 + 2e3)

= 5e1 + e2 + 9e3

g(e2) = 2g(u1) − g(u2) − g(u3)

= 2(2u1 + u2) − (3u1 − u2 + u3) − (−u1 + 4u2 + 2u3)

= 2u1 − u2 − 3u3

= 2(e1 + e2 + e3) − (e1 + e2) − 3(e1 + 2e3)

= −2e1 + e2 − 4e3

g(e3) = g(u1) − g(u2)

= (2u1 + u2) − (3u1 − u2 + u3)

= −u1 + 2u2 − u3

= −(e1 + e2 + e3) + 2(e1 + e2) − (e1 + 2e3)

= e2 − 3e3

La matrice de g dans la base canonique est donc





5 −2 0
1 1 1
9 −4 −3



 .

Calcul de Ker(g) et de Im(g).

On a xu1 + yu2 + zu3 ∈ Ker(g) si et seulement si











2x +3y −z = 0 (L1)

x −y +4z = 0 (L2)

y +2z = 0 (L3)

⇐⇒











x −y +4z = 0 (L2)

y +2z = 0 (L3)

−19z = 0 (L1) − 2(L2)− 5(L3)

et donc (x, y, z) = (0, 0, 0), soit Ker(g) = {0}.

D’après le théorème noyau-image, on a

dimR(R3) = dimR(Ker(g)) + dimR(Im(g)),

donc dimR(Im(g)) = 3, i.e. Im(g) = R
3.
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