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V . —Actions de groupes, groupes quotients
V.1 . —Actions de groupe

Pour tout ensemble E, on rappelle qu’on note S(E) le groupe des bijections de £ défini en
I11.1.2.c) et pour toute bijection f : £ — F,

S(f) : S(E) — S(F)
I’isomorphisme de groupes qui s’en déduit (cf. IT1.2.6.)

Dans toute cette section (V.1,) (G, *) est un groupe dont on notera e I’élément neutre.

Définition V.1.1 (Action de groupe) Etant donné un ensemble E et un groupe (G, *) on dit que G
agit sur (ou opére sur) E ou que E est muni d’une action de GG, s’il existe un morphisme de groupe (cf.
11.2.1,)

¢ (Gx) = (S(E),0).

On dira aussi que E est un G-ensemble.
Remarque V.1.2 Sil’on aune action ¢ : (G,*) — (S(F),o), cela signifie que
Vg€ G, Vhe G, ¢(gxh) = ¢(g) o ¢(h)

et cela a pour conséquences que ¢(eq) = Idg (cf. L2.9.i);) et Vg € G, ¢(g7') = o(g9)~! (cf.
I11.2.9.i1).)

Notation V.1.3 Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble F il est usuel de noter
Vge G, Vx e E, g-z := ¢(g9)(x) .

On a alors
VeeE, eq-v = xetVge G, VheG, (g«h)-z = g-(h-x).

Exemple V.1.4 a) Pour tout ensemble F, le groupe S(F) agit évidemment sur F, dans la mesure ol
Ids(g) : S(E) — S(F) est un morphisme de groupes.

b) Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble F par ¢ : G — S (E) tout morphisme
f + H — G définit une action ¢ o f de H sur E. En particulier si G agit sur F, tout sous-groupe H
de G agit naturellement sur £ a travers ’injection naturelle H — G.

¢) Sif : E — F estune bijection d’un ensemble £ sur un ensemble £, I’isomorphisme
S(f) + S(E) — S(F)

défini en II1.2.6, associe a toute action ¢ : G — S(F) d’un groupe G sur F, une action
S(f)op : G — S(F)

et I’on a de maniere évidente :

V(g,ﬁ)EGXE, f(g:v) = gf(I)
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Les exemples ci-dessus sont en quelque sorte tautologiques et ne mettent pas en évidence daction
de groupes arbitraires (autre que le groupe S(F).) Or un des intéréts de la notion d’action de groupe est
précisément de permettre 1’étude d(d’un certain nombre de propriétés de groupes arbitraires a travers
la maniere dont ils peuvent agir. Donnons donc quelques exemples plus concrets qui sont cependant
tres loins d’épuiser la question :

Exemple V.1.5 a) Pour un K-espace vectoriel V, le groupe linéaire GL(V') i.e. le groupe des ap-
plications linéaires bijectives de V' dans lui-méme agit sur V, puisque GL (V) est un sous-groupe de
S(V).

Le groupe K* des éléments inversibles de K muni de la multiplication s’identifie au sous-groupe
de GL (V') formé des homothéties bijectives et agit donc également sur V.

b) Dans le cas oit V' est un K-espace vectoriel muni d’une structure euclidienne, il résulte de a) que
les sous-groupes O(V') et SO(V') de GL(V') agissent également sur V. Il peut étre plus intéressant
encore de constater qu’ils agissent sur des parties remarquables de V' (voir TD n° V, exercice B.)

¢) Etant donné un K-espace affine A, le groupe des translations, (resp. le groupe des isométries si A
est euclidien) agit sur A°.

Définition V.1.6 (Applications invariantes/G-morphismes) Etant donnés un groupe G et deux en-
sembles E et ' munis d’actions

op(resp. op) : G — S(E)(resp. S(F))

de GG, on dit qu’une application f : £ — F de E dans F est invariante si

Vg€ G, f odp(g) = or(g) o f
ce qui s’écrit encore
v(ng)eGXEv f(gEx) - gFf(w)
Le terme de morphisme de G-ensembles est synonyme d’application invariante.
Exemple V.1.7 On a vu un exemple d’application invariante en V.1.4.c) mais c’est loin d’étre le plus

intéressant.
Toute application linéaire V; — V5 est invariante pour 1’action par homothétie (cf. V.1.5.a).)

Proposition V.1.8 Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble E, Ia relation ~ définie sur F

par
Vee E,VyeFE,x ~y < dgeG,y =g -z

est une relation d’équivalence (ct. 1.2.2.v),) sur E.

Preuve : Voir I’exercice V.7.1.

6. On conseille de reconsidérer cet exemple a la lumiere du cours de géométrie.
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Définition V.1.9 (Orbite) Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble F, i.e. un G-ensemble
E

1) (orbite)

Les classes déquivalence pour la relation définie par la proposition V.1.8 sont appelées orbites.
Plus précisément pour tout x € F, la classe de x est appelée orbite de x sous ’action de G. On la
note usuellement O¢ () (ou simplement O(z) s’il n’en résulte aucune ambiguité) et I'on a :

O(x) = {g-z,9€G}.

ii) (point fixe)
Pour z € E, de maniere équivalente, O(xz) = {z}, O(x) est un singleton, Vg € G, g- = = =x.
On dit alors que x est un point fixe pour ’action de G sur E. On dit aussi que 1’ orbite de x est friviale.

Exemple V.1.10 Pour laction de K* sur V' par homothétie (cf. V.1.5.a),) les orbites sont, d’une part
I’origine Oy de V' et d’autre part les droites de V' privées de I’origine.

Lemme V.1.11 Etant donné un G-ensemble E, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Ily a une seule orbite sous I’action de G.

b)
Ve E, Og(x) = E.

c)
V(z,y) e ExE,Jge G,y = g-x.

Preuve : Voir I’exercice V.7.2.

Définition V.1.12 (Action transitive) Siun G-ensemble E vérifie les assertions équivalentes du lem-
me V.1.11, on dit que I’action de GG sur E est transitive ou encore que GG agit/opere transitivement sur
E.

Exemple V.1.13 Si E est un G-ensemble, pour tout z € FE, G agit transitivement sur 1’orbite O(z)
de .

Proposition V.1.14 (Stabilisateur d’un élément) Etant donnée une action d’un groupe G sur un en-
semble F, pour tout x € FE, I’ensemble :

Stabg(z) = {9 G; g-x = x} V.1.14.1
est un sous-groupe de G.

Preuve : Voir I’exercice V.7.3 et le TD n° V, exercice E, question 3), a) dans le cas particulier de
I’action par conjugaison.
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Définition V.1.15 (Stabilisateur) Etant donnée une action d’un groupe G sur un ensemble E, pour
toutx € F, le sous-groupe Stabg () défini par la proposition V.1.14.1 est appelé stabilisateur de .

Proposition V.1.16 Etant donné un G-ensemble E, pour tout x € E, notons Stabg(z) le stabilisa-
teur de x pour I’action de G, et

p:G—=O0@x),g— g-x.
Alors :

i) L’ensemble des p~1({y}) poury € O(z), forme une partition de G.

Preuve : Voir I’exercice V.7.4.

ii) Pourtoutg € G,

p1({g-z}) = gxStabg(z) = {gxh, h € Stabg(z)}.

Preuve : Pourtoutg € Gettouth € p~1({g-x}) siet seulement sip(h) = g-wi.e.
h-x =gz (g «h)-x =2 & g lxh € Stabg(z) & h € gxStabg(x) .

Corollaire V.1.17 Sous Iles hypothéses de la proposition V.1.16, si I’on suppose de plus que G est un
groupe fini alors :

Vo € B, #(G) = #(Stabg(r)) - #(0(x)) .

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la proposition V.1.16.

Proposition V.1.18 Soit F un G-ensemble. Pour tout x € F ettoutg € G,

Stabg(g-z) = g * Stabg(X) * ¢! := {gxhxg™ ', h € Stabg(z)} .

Preuve : (Voir aussi le V.7.5.)

Pour tout (x,g9,h) € Ex G x G, h € Stabg(g-x) sietseulementsih-(g-x) = g-xsiet
seulement si

gl (h-(g-x) =2 & (g xhxg) -2 =2 o g lxhxg € Stabg(x)

c’est-a-dire qu’il existe k € Stabg(z) telque g™' xh*g = kie h = gxkx*g ! cest-a-dire
finalement que
h € gxStabg(z) g '.
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Les définitions qui suivent sont données pour compléter la présentation des actions de groupe mais
il est probable qu’on n’en fera assez peu usage.

Définition V.1.19 Soit £ un G-ensemble.

i) (Action libre)
On dit que I'action de GG sur E est libre (ou encore que GG agit/opere librement) si pour tout
r € F,
Stabg(z) = {e} .

ii) (Action fidele)

On dit que I’action de G sur E est fidéle (ou encore que G agit/opere fidélement) sil’intersection de
touts les stabilisateurs des éléments de E est {e} ce qui équivaut a dire que le morphisme G — S(FE)
définissant I’action est injectif.

iii) (ACtion simplement transitive)
Laction est simplement transitive si elle est libre et transitive (cf. V.1.12.)

V.2 . —Action par translation a gauche

Dans ce paragraphe (G, x) est un groupe (noté seulement GG si aucune confusion n’en résulte)
et ’on note e son élément neutre.

Lemme V.2.1 Soit (G, *) un groupe. L’application de G x G dans G définie par g - x = g * x est
une action de G sur lui-méme.

Preuve : On constate d’abord que pour tout g € G, I'application de G dans lui-méme donée par
x g *x est bien une bijection de G dans lui-méme (i.e. un élément de S(G),) de bijection
réciproque x + g~ ! * .

En outre

V(g.h) € GxG, (gxh) -z = (gxh)xx = gx(hxz) = g (hxx) = g (h-2)
ce qui assure qu’on a bien une action.
Définition V.2.2 (Translation & gauche) Etant donné un groupe G, I’action de G sur lui-méme défi-
nie par le lemme V.2.1 est appelée action par translation a gauche.

Il résulte de V.1.4.b) que tout sous-groupe H de G agit encore sur (& a travers 1’action de G sur

lui-méme par translation a gauche. Cette action de H sur GG est encore appelée action par translation
a gauche de H sur G.
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Remarque V.2.3 Si P C G, est une partie de G (i.e.

P € P(G) pas nécessairement un sous-groupe , )

notons
Vge G, gxP := {gxx,z € P}.

Alors I’application G x P(G) — P(G) définie par (g, P) + ¢g- P := g* P estune action de G
sur I’ensemble de ses parties, qu’on apellera encore action par translation a gauche. Elle induit encore
une action par translation a gauche de tout sous-groupe H de G sur P(G).

Notation V.2.4 On a vu en V.1.8 que, dés que E est un G-ensemble, I’action de G sur FE induit une
relation d’équivalence ~ . Dans le cas de ’action de H sur GG par translation a gauche on notera
parfois ~p , cette relation. Elle prend une forme suffisamment particuliére dans ce cas pour qu’on
I’explicite :

V(z,y) € G x G, T ~Hg Y
& dheH,y = h-zx
= y = hxzx
& yxa ! e H
= zxy ! e H.

Remarque V.2.5 Soit (G, %) un groupe.

i) L’application de G' x GG dans G définie par g-x := z*g est une action a droite de G sur lui-méme.
Elle est appelée action par translation a droite.

La notion d’action a droite ne sera pass développée ni utilisée dans ce qui suit. Disons simplement
que la formule

(gxh)-z = g-(h-x)

qui caractérise les actions a gauches est remplacée par
(g*h)-x = h-(g9-x).
ii) 1l résulte de V.1.4.b) que tout sous-groupe H de G agit encore sur GG a travers 1’action de GG sur

lui-méme par translation a droite. Cette action de H sur G est encore appelée action par translation a
droite de H sur G.

iii) Si P C G, estune partie de G (i.e. P € P(G) pas nécessairement un sous-groupe,) notons

Vge G, Pxg := {xxg,z € P}.
Alors I’application G x P(G) — P(G) définie par (g, P) — ¢-P := P=x*g estune action a droite

de G sur I’ensemble de ses parties, qu’on apellera encore action par translation a droite. Elle induit
encore une action par translation a droite de tout sous-groupe H de G sur P(G).
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iv) On a vu en V.1.8 que, des que E est un G-ensemble, I’action de G sur E induit une relation
d’équivalence ~ . Dans le cas de I’action de H sur G par translation a droite on notera parfois ~ 7 4
cette relation. Elle prend une forme suffisamment particuliere dans ce cas pour qu’on I’explicite :

V(z,y) € G x G, T ~Hd Y
& dheH,y = h-zx
& y = xxh
& z vy € H
= ylxz € H.

Définition V.2.6 (Classes a gauche/droite) Etant donnés un groupe G et un sous-groupe H de G,
les classes d’équivalence pour la relation ~ g 4, (cf. V.2.4,) qui sont aussi les orbites (cf. V.1.9,) pour
I’action par translation a gauche, sont appelées classes a gauche. L’ ensemble de ses classes est noté
G/~Hg-

On a une définition analogue de classes a droite en utilisant la relation ~ g 4 (cf. V.2.5.iv),) dont
I’ensemble est noté G/~ 4.

Proposition V.2.7 Soit G un groupe et H un sous-groupe de g. On considére I’action de H sur GG par
translation a gauche. Alors :

i) Dans le cas ou G est abélien, la relations d’équivalence ~ 4 associ€e a I’action de H est la méme
ge celle définie en VIIL.7.3.

Preuve : Est une vérification immédiate.

ii) Pourtoutx € G, I’application
p:H— O),g— g-x
définie comme dans la proposition V.1.16 est bijective.
Preuve : Pour tout x € G, considérons 1’application
p:H— Ox),g— g-x
comme a la proposition V.1.16. Il résulte alors de V.1.16.ii) que
vy € O(x), p~'({y}) = Staby(z) .

Org € Staby(x) si et seulement sig-x = x, si et seulement si g x x = x si et seulement si
g = e. Le sous-groupe Staby () de H est donc un singleton. Ainsi en va-t-il donc aussi de p~!({y})
c’est-a-dire que p : H — O(x) est bijective.
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iii) H est I’orbite de 1’élément neutre e et la seule qui soit un sous-groupe de G.

Preuve : En effet
O(e) = {h-e,h € H} = {hxe, h € H} = {heH} = H.

Pour x € G, si O(x) est un sous-groupe e € O(x) et par conséquent O(x) = O(e).

iv) Il existe une bijection entre I’ensemble G/~ 4 des classes a gauche et I’ensemble G/~ 4 des
classes a droite.

Preuve : V.4.3.

Remarque V.2.8 Le point V.2.7.ii) pourrait se reformuler en disant que 1’action par translation a
gauche (resp. a droite) est libre (cf. V.1.19.1).)

Définition V.2.9 (Indice d’un sous-groupe) Etant donnés un groupe G et un sous-groupe H de G, si
I’ensemble G/~ 4, est fini (cf. I1.4.1,) son cardinal, qui est aussi celui de G/~ 4, est appelé indice
de H dans G.

V.3 . —Action par conjugaison

Dans cette section (G, x) (le plus souvent abrégé en () est un groupe dont on note e 1’élément
neutre.

1

Lemme V.3.1 Etant donné un groupe G, pour tout ¢ € G, I'application © +— ¢z % ¢! est un

automorphisme de groupe de G (cf. 111.2.7.ii).)

Preuve : Tout d’abord

1 1 1

V(g,z,y) EGX G XG, gxxxy*xg =~ = gxTxg % gxykg

! est bien un morphisme de G dans luie-méme (on pourrait dire un

si bien que x — gxxT*g
endomorphisme de GG.)

Par ailleurs,

Y(g,2) € Gx G, (g ) xgraxgtx(gH) ™ =2

si bien que x +— (g7 ') * 2 * (¢g71)~! est I'application réciproque de x + g*x * g~ ' cette der-

niére étant donc bijective donc un isomorphisme et finalement un automorphisme (isomorphisme et
endomorphisme.)
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Lemme V.3.2 L’application de G x G dans G donnée par (g,x) +— g-x = g*x * g~ ' définit une
action de G sur lui-méme.

Preuve : On a vu au lemme V.3.1 que x + g#*x* g~ ' est un automorphisme de G donc en

particulier une bijection de G sur lui-méme i.e. un élément de S(G) (cf. 1II.1.2.c).)
De plus

Y(g,h,2) EGxGxG, (g%h) -z = gxh*sxxg*xh!
gxhxxxh lxg™
g - (hxxxhh)
= g (h-x)

1

ce qui prouve qu’on a bien défini une action.

Définition V.3.3 (Action par conjugaison) Soit G un groupe :

i) L’action de G sur lui-méme définie par le lemme V.3.2 s’appelle action par conjugaison de G sur
lui-méme.

ii) Les orbites (cf. V.1.9,) pour I’action par conjugaison sont usuellement appelées classes de conju-
gaison.

iii) Deux élément appartenant a la méme orbite, ou de maniere équivalente, en relation par la relation
~ (cf. V.1.8,) sont dits conjugués. Ainsi explicitement, (z,y) € G x G sont conjugués s’il existe z
(appartenant 2 G ou 2 un sous-groupe selon 1’action considérée,) tel que y = z * x % 271

iv) Il résulte de V.1.4.b) que tout sous-groupe H de G agit encore sur GG a travers I’action de G sur
lui-mé&me par conjugaison. Cette action de H sur (G est encore appelée action par conjugaison de H
sur G.

Remarque V.3.4 Si P C G, est une partie de G,
(i.e. P € P(G), pas nécessairement un sous-groupe,) notons

1

Vge G, gxPxg ' = {gxaxg ',z € P}.

Alors I'application G' x P(G) — P(G) définie par (g, P) + g- P := g* P % g~ ! est une action
de GG sur I’ensemble de ses parties, qu’on apellera encore action par conjugaison. Elle induit encore
une action par conjugaison de tout sous-groupe H de G sur P(G).

Proposition V.3.5 Etant donné un groupe (G, %) on note G I’ensemble de ses sous-groupes. Pour tout
g € G,etH € G onnote :

gx Hxg 'l = {gsxxxgt, z e H. V.3.5.1

Alors :
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i) Pourtout H € G g H x g_1 est un sous-groupe de G i.e. un élément de G.

Preuve : Etant donné un sous-groupe H de G etg € G, g* H x g~' n’est autre que I’image de

H par I’application z + g x % g~ dont on a montré au lemme V.3.1 que c’est un morphisme de
groupe. L’ensemble g + H x g~ est donc un groupe.

i) L’application
GxG—G,(gH) — gxHxg?

est une action de GG sur G qui sera encore apppelée action par conjugaison.

Preuve : Voir I’exercice V.7.8.

V.4 . —Sous-groupes normaux

On pourrait tout a fait se passer, pour rédiger cette section (V.4,) des résultats des section
V.1, V.3 et V.2 c’est-a-dire de tout ce qui concerne les actions de groupes. Un certain nombre
de vérification devront alors étre faites. Dans toute cette section (V.4,) (G,*) est un groupe

d’élément neutre c.

Notation V.4.1 Pour tout sous-groupe H de G, on définit comme en V.2.4 ~ , (resp. comme en
V.2.5.iv) ~ g ) la relation binaire sur G x G par :

Ve e G, Yy € G, (xNH,dy @xil*yEH) Va1
(resp. Ve e G, Yy € G, (xNH,gy@)y*afleH) )
On notera encore, :

Vee G, zxH = {zxy;yc H} (resp.H*x = {yxx; yEH}) V4.1.2

On écrira parfois simplement x H (resp. Hzx) pour = * H (resp. H * x.)

Remarque V.4.2 La relation ~p 4, (resp. ~p 4,) est la relation d’équivalence induite par ’action de
H sur (7 par translation a gauche (resp. par translation a droite) C’est donc une relation d’équivalence
dont les classes sont les orbites de 1’action (cf. V.1.9.)

Si toutefois on ne veut pas tenir compte de ces résultas on peut montrer directement la proposition
suivante :

Proposition V.4.3 i) Les relations binaires définies en V.4.1.1 sont des relations d’équivalence.
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Preuve : Montrons que la relation ~ p 4 est une relation d’équivalence. Pour tout x € G, zlxr =

e € H ;car H est un sous-groupe de G, i.e. x~p qx c’est-a-dire que la relation ~ 7 4 est réflexive.

Par ailleurs :
Ve € G, Yy € G, ( T ~Hd Y
= rlxy € H
= ylxr = (atxy)t € H
= Y ~Hd SU)

la relation ~ 7 4 est donc symétrique.

Enfin :
VieG,Vye G, VzeG, ( r~gay et y~pgz
= rlxyeH e ylxzecH
= rlxyxy vz € H
= xlxz € H
= T ~Hd Z)

c’est-a-dire que la relation ~ 4 est transitive.
Un argument analogue vaut également pour ~j 4.

ii) L’ensemble G/~p 4 (resp. G/~ q) des classes d’équivalence pour la relation ~ 4 (resp. ~ . q)
s’identifie a{H x v ; x € G}, (resp. {z * H ; v € G}.)
Plus précisément :

Ve e G, cly(x) = {ye G; a~pgyt = Hxx (resp. clg(z) = {ye G; a~pay} = xxH ) 1

Preuve : Pourtoutx € G, unélémenty de G appartient a la classe de x modulo ~ 4 si et seulement
si
((:Ufl*yEH) & (3zeH, (a7t xy = 2) &y € xxH)).

iii) Toute classe d’équivalence pour la relation ~p 4 (resp. ~p q4) est en bijection avec H.
Preuve : Pour tout x € (G, I’application

G—> G,z xxz
induit par restriction une application H — x % H dont la bijection réciproque est

G = G,zw— ol xz.

iv) L’application v x H + H % x pour x € G, induit une bijection de I’ensemble G/~ 4 des
classes selon ~y 4 dans I’ensemble G/~ 4 des classes selon ~p .
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Proposition V.4.4 Pour tout sous-groupe H C G, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Larelations ~p 4 est compatible a la loi de groupe (cf. 1.6.17,) i.e.

V(z,y,2,t) € G X G xG %G, (x~H7dzety~H,dt) = Tky~ggZ*t.
b) Larelations ~p , est compatible a la loi de groupe.

¢) Les relations ~p 4 et ~p 4 sont égales.

d)

Vr € G, (ac*H = H*x)
e)

Vo € G, (m*H*:ﬂ_l C H)
1y

Ve € G, (H = x*H*xil).

Preuve : On montre I’équivalence e) < b) :

Remarquons que, pour touty € H,y ~p,4 e, et que, pour toutx € G, x ~p  x. 1l en résulte
donc, si I’on suppose I’assertion a) vérifiée, que pour touty € H ettoutx € G, x*y ~pgqx
c’est-a-dire précisément x * y * x~! € H.L’assertion b) entraine donc I’assertion e).

Réciproquement, étant donné un quadruplet (z, z,y,t) d’éléments de G, siy ~p 4 t, yxt~1 € H.
Si I’on suppose I’assertion e) vérifiée, xxyxt~'xx~1 € H. Maiszx ~1,¢ % €ntraine que rxz"t € H;
ce qui entraine, puisque H est un sous-groupe de GG, que

-1

zxyx(zxt) = zryxt lxzl = zxysttaa?

xrx2 ' € H

c’est-a-dire que x x y ~p 4 z * t. On a donc montré que I’assertion e) entraine I’assertion b).

Définition V.4.5 (Sous-groupes normaux/distingués) Un sous-groupe H de G est dit normal ou dis-
tingué, s’il vérifie les conditions équivalentes de la proposition V.4.4.

Remarque V.4.6 On peut reformuler la définition ci-dessus en termes d’actions par conjugaison (cf.
V.3,) un sous-groupe distingué n’étant rien d’autre qu’un point fixe pour I’action de G par conjugaison
sur ses sous-groupes (cf. V.3.5.) On dira donc parfois que H est invariant par conjugaison ou méme
simplement invariant.

Notation V.4.7 Le point V.4.4.c) autorise a noter, pour un sous-groupe distingué H de (G, simplement
~ g indifféremment ~p 4 et ~p ¢ qui sont €gales. De plus il résulte de V.4.4.b) (ou indifféremment
de V.4.4.a)) que ~; est compatible a la loi de groupe sur G (cf. 1.6.17.) L’ensemble quotient

G/ ~NH = G/NH7d = G/NH7g’

sera usuellement noté G/H et bénéficie de propriétés tout a fait intéressantes qui seront étudiées en
détail dans la section V.5.
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Définition V.4.8 Pour tout sous-groupe distingué H de GG, on appellera classes modulo H ou classes
selon H les classes d’équivalences pour la relation ~p . Cette derniere étant compatible, pour tout
couple («, 3) de classes, tout x, 2’ dans « tout y,3' dans 3, onax xy ~py ' *y c’est-a-dire que
x * y et 2’ * ¢y définissent la méme classe selon H. On peut donc poser

axf =Txy = T*xy V.4.8.1

la classe de x * y pour n’importe quel représentant  de « et n’importe quel représentant y de 3.
On note désormais G/H, I’ensemble des classes selon H muni de la loi de composition définie
ci-dessus.

Exemple V.4.9 a) Les sous-groupes {e} et G de G sont toujours distingués dans G.
b) Si G est un groupe abélien ((Z, +) par exemple,) tout sous-groupe de G est distingué.

c¢) Pourn € N, siS, estle groupe symétrique, le groupe alterné A,, est distingué dans S,, (cf.
VI1.4).

d) Si FE est un R-espace vectoriel euclidien, le groupe spécial orthogonal SO(FE) est un sous-groupe
distingué du groupe orthogonal O(FE).

Proposition V.4.10 Pour tout morphisme de groupes f : G — H (cf. Il.2.1,) I'image réciproque
f~1(H'") de tout sous-groupe distingué H' de H est un sous-groupe distingué de G.

En particulier, Ker f = f~'({ey}) est un sous-groupe distingué de G

En revanche, il n’est pas vrai en général que I'image f(G') d’un sous-groupe distingué G’ de G
est un sous-groupe distingué de H. C’est cependant le cas si f est surjectif.

Preuve : Voir I’exercice V.7.10.

Proposition V.4.11 (Relations d’équivalences compatibles) i) Une relation d’équivalence ~ sur G
est compatible si et seulement si pour tout (x,y) € G x G,

xwy@x_l*ywe.

Preuve : Si ~ est une relation d’équivalence compatible sur G, comme ~ est réflexive, pour tout
z € G, 2~ ~z~!. Comme ~ est compatible, siy ~ z,

x_l*y ~aTlxr = e

Réciproquement, si x ety dans G sont tels que x~'xy ~ e, comme = ~ x et que ~ est compatible,

Yy = m*m_l*y ~ TTxe = T.
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ii) La classe € de I’élément neutre e pour une relation d’équivalence compatible est un sous-groupe
distingué de G.
Preuve : Par définition méme d’une classe d’équivalence, e € €. Si x € €, comme "

réflexivité de ~,)

~ x 1, (par

e =a lsxx ~ ke = x_l,

(par compatibilité;) i.e. z=! € €. Enfin si (z,y) € € X €,
THkY ~ exe = e,

(par compatibilité;) i.e. x x y € €. D’apres la proposition I11.3.4, € est donc un sous groupe de G.
Pour tout x € €, et touty € G,

xr ~ e
= yxxr ~ y

= y*m*yil ~ Y ky

= y*x*y‘l ~ e,

c’est-a-dire que pour tout y € G,

y*é*y_l C e;

i.e., d’apres la caractérisation V.4.4.e), des sous-groupes distingués, € est un sous-groupe distingué de
G.

iii) Etant donné un sous-groupe distingué H de G, la relation ~; compatible définie ci-dessus est la
seule relation d’équivalence compatible ~ sur G telle quee = H.

Preuve : 1l est clair que la classe de e selon ~y; pour tout sous-groupe distingué H de G s’identifie a
H. L’unicité de ~p découle alors du lemme plus général :

Lemme V.4.12 Etant donné un groupe G et deux relations d’équivalence ~1 et ~o compatibles sur
G, on note T (resp. Tz) la classe d’un élément x de G selon ~1 (resp. ~s .)
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Les relations ~ et ~ sont égale c’est-a-dire que pour tout (z,y) € G x G,

T~ Y ST 2y

b) Pourtoutx € G

c¢) llexisteg € G tel que
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d)

Preuve :

i) (a)<b))

est pour ainsi dire tautologique.

i) (b)=1¢)

est immédiat.

iii) (¢)=d))
Soit donné g € G, tel que g, = g,. Pour tout

r € €
= r ~1 €
= Txg ~1 ¢
= Txg € 0
= Txg € g
= Txg ~9 (
= x*g*g_l ~9 g*glze
= Tr ~o €.

On vient donc de montrer que e; C e». Le raisonnement étant parfaitement symétrique, on peut
montrer, de la méme maniere, I’inclusion réciproque.

iv) (d)= a))
Pour tout (z,y) € G, six ~1 y, alors, d’aprés V.4.11.i)

z 1 x Yy ~1 €
= xlx y € e
= a7 lx Yy € €
= T ~o Y.
Le raisonnement étant évidemment symétrique, on montrerait, exactement de la méme maniére que
six ~go y alors x ~7 y; ce qui termine la preuve.

V.5 . —Groupe quotient, factorisation des morphismes

Dans toute cette section (V.5,) (G, ) est un groupe d’élément neutre c.

Proposition V.5.1 Pour (G, *) un groupe et H un sous-groupe distingué, la relation ~y; est compa-
tible a la loi * si bien qu’il existe une unique structyure de groupe sur I’ensemble G/H des classes
pour la relation ~ telle que la surjection canonique 7 : G — G/H soit un morphisme de groupe.
Alors I’élément neutre de G/H este = H et I'inverse de tout élément T est L,
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Preuve :

i) S’il existe une structure de groupe t sur I’ensemble G/ ~p des classes d’équivalence selon ~,
telle que 7 est un morphisme, alors nécessairement, pour tout quadruplet (x,x’,y,y’) d’éléments de
G tel que

x o~y alety ~py,

m(xxy) = w(z)in(y)
= 7(2’) t7(y)

/ /
= 7z xy).
Comme 7 est surjective, la structure | est nécessairement unique.

ii) Comme ~ est compatible a (G, x) (cf. V.4.4,)

m(rxy) = T*y
~ Ty
= 7w’ xy');

on peut donc poser, pour tout (Z,7) € G/ ~g XG/ ~p,

TTY := uxv

pour n’importe quel élément u € T (resp. v € § ;) ce qui prouve I’existence de la structure 7.

Définition V.5.2 (Groupe quotient) Le groupe
G/H ouméme le couple (G/H,w : G — G/H)
est appelé groupe quotient. On dit encore que 1’ensemble G/ ~ est muni de la structure quotient.

Exemple V.5.3 Nous avons remarqué (cf. V.4.9.b),) que dans un groupe abélien, et en particulier dans
(Z,+), tout sous-groupe est distingué. Nous avons aussi établi (cf. IV.5.5,) qu’une partie H de 7Z est
un sous-groupe si et seulement s’il existe un entier d > 0 tel que H = dZ.

On constate alors, que pour deux entiers x et y, x ~p y siy —x € H, ¢’est-a-dire si et seulement
si dly — z. Larelation ~y n’est autre, dans ce cas, que la relation de congruence modulo d.

Nous retrouvons dans ce cas particulier, grace aux résultats de cette section, que la relation de
congruence est compatible, fait que nous avions déja établi dans le TD n° IV, exercice B. L’ensemble
des classes modulo d que nous avions noté Z/dZ s’identifie en tant que groupe, au groupe quotient
Z/H = 7/dZ.

Proposition V.5.4 (Factorisation des morphismes) Pour tout morphisme de groupes

f + G — K et tout sous-groupe distingué H C G,

les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H C Kerf.
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b) Il existe un unique morphisme f : G/H — K telque f o 7 = f.
De plus, f est injectif (resp. surjectif) si et seulement si H = Ker f, (rsp. f est surjectif.)

Preuve :

i) Le fait méme qu’on demande que, pour tout x € G,

assure tautologiquement I’unicité de f.

ii) Pour tout z,z’ dans G, six ~g o',z * 2'~' € H ce qui implique que x * 2'~" € Ker f si I’on
suppose que H C Ker f, c’est-a-dire que f(x * 2'~!) = ey ou encore que f(x) = f(z'). On peut
donc définir f(Z) par f(x) pour n’importe quel représentant x de . Ceci assure donc I’existence de

7.

iii) Pour tout couple («, 3) d’éléments de G/ H, tout x € «, touty € [3, étant donné la définition de
la loi de composition sur G/H (cf. V.4.8.1,)

flaxp) = f(@+y)
= flzxy)
= f(@)*n f(y)
= f(a)*u F(B)

c’est-a-dire que f est un morphisme de groupes.

iv) Un élément w € H appartient 2 Im f si et seulement s’il existe un élément T € G/H tel que
f(T) = w c’est-a-dire si et seulement s’il existe © € G tel que w = f(x). Autrement dit,

Imf = Imf
ce qui établit (cf. II1.3.10,) que f est surjectif si et seulement si f I’est.

v) Enfin, f est injective si et seulement si

Ker f = eq/u = H

(cf. 111.3.10.) Ceci signifie exactement que f(f) = ey siet seulement siT = H, ou encore
f(z) = eq sietseulement si v € H c’est-a-dire si et seulement si
H = Kerf.
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Corollaire V.5.5 Etant donné un morphisme de groupes f : G — K il existe un unique isomor-
phisme de groupes

f:G/Kerf & Imftelquef = fon
our : G — G/Ker f est la surjection canonique. En particulier si f est surjectif
f:G/Kerf 2 K
est un isomorphisme.
Preuve : 1l suffit d’appliquer la proposition V.5.4a H := Ker f.

Corollaire V.5.6 Etant donné un morphisme surjectif de groupes p : G — Q, il existe un unique
isomorphisme de groupes

¢ : G/Kerp — Qtelquep = ¢ o moun : G — G/Kerp est la surjection canonique .

Preuve : C’est une conséquence immédiate du corollaire V.5.5 puisque Imp = Q.

Proposition V.5.7 Etant donné un groupe (G, *), les données suivantes sont équivalentes, au sens oil
la donnée de I'une d’entre elles permet de construire canoniquement les autres :

a) Un sous-groupe distingué K de G.

b) Une relation d’équivalence ~ compatible sur G.

¢) Un morphisme de groupes surjectifp : G — Q.
Preuve :

1) On a vu, grice a la proposition V.4.11, qu’a toute relation compatible ~ on associe canoniquement

un sous-groupe distingué H := € et que, réciproquement, a tout sous-groupe distingué H on associe
une unique relation compatible telle quee = H.

ii) On a vu également, grace a la proposition V.5.1, qu’a tout sous-groupe distingué (ou de maniére
équivalente a toute relation d’équivalence compatible) on associe une surjectionm : G — G/H qui
est un morphisme de groupes.

iii) Réciproquement, a tout morphisme surjectif p : G — (), on peut associer le sous-groupe dis-
tingué H := Kerp (cf. V.4.10.)

Le corollaire V.5.6 établit qu’en fait, les procédés ii) et iii) “inverses” I’un de I’autre, en un certain
sens.
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La proposition suivante V.5.8 étend au cas des groupes les constructions donées dans la proposition
I1.5.4.

Proposition V.5.8 Etant donnés un entiern € N*, (G}, %) ,1<k<n des groupes

n
Vi<k<n, p : HGi — G, les projections
i=1

(cf. IL.5.1.ii),) Alors :

n
i) 1l existe une unique loi de composition * sur H G}, telle que pour tout 1 < k < n, py soit un

k=1
morphisme de groupes; la loi x est donnée par

n n
V(@1 xn), (1o 2n)) € [[ G x [] G,
k=1 k=1
(X1, yxn) * (Y1, s Un) = (T1 %1 Y1y, Tn %0 Yn) -

n
ii) La loi x étant définie sur H Gk comme ci-dessus, si
k=1

a) pourtout 1 < k < n, e est I’élément neutre de Gy, (eq, ..., e,) est I’élément neutre pour * ;

n
b € H Gy, est tel que pour tout 1 < k < n, yp, € Gy est le symétrique de py(x), alors
k=1

n
(Y1, - .-, Yn) est le symétrique de x dans H G
k=1

n
iii) Si pour tout 1 < k < n, (Gg, *)) est un groupe abélien, (H Gy, *) est un groupe abélien.
k=1
iv) Pour tout n-uplet de morphismes de groupes
fe + H = Gpi<k<n,

il existe un unique morphisme de groupe

f+H = HthelqueV1§k:§n, fe = ppo f.
k=1
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n
v) Dans le cas ou il existe G tel que V1 < k < n, G = G, la bijection ¢ : Gltin] o~ H G
k=1

définie par la proposition 11.5.1.iv) est un isomorphisme, pour peu que G (7] soit muni de Ia structure
définie par la proposition 1.6.20.

vi) Pour (G1,*1), (G2, *2) des groupes d’élément neutre respectif € et €5, on définit les applications
i1 G1 — G1XG2, T = ($,€2)eti2 : G2 — G1XG2, T = (61,56).
Alors :

a) les applications 11 et i3 sont des morphismes injectifs de groupes;

b)
p1 o i1 = Idg, et py 0 ip = Idg, ;

Kerpy = Imis et Kerps = Imiy .

Preuve : Voir le Examen partiel du 24 octobre 2018 , exercice B.

Définition V.5.9 (Groupe produit) Avec les notations de la proposition V.5.8, la loi * définie sur

n
H G, comme en V.5.8.1) est appelée loi produit et le couple
k=1

n
(IT Gk
k=1
groupe produit.

V.6 . —Groupes finis : théoreme de Lagrange

Définition V.6.1 (Groupe fini) Un groupe (G, *) est un groupe fini si G est un ensemble fini au sens
de la définition I1.4.1.

Exemple V.6.2 Pour n € N*| le groupe (Z/nZ,+) est un groupe fini (cf. TD n° IV, exercice B.)
D’autres exemples de groupes finis seront étudiés dans le chapitre VI.

Proposition V.6.3 Si (G, %) est un groupe fini, une partie H de G munie de la loi de composition x
est un sous-groupe de G si et seulement si H est non-vide et pour tout (x,y) € Hx H,xxy € H.

Preuve : Voir le TD n° V, exercice A.
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Proposition V.6.4 Si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G, la relation d’équivalence ~p 4
(resp. ~ 1 4) €tant définie comme en V.2.4, (resp. V.2.5.iv),)

#(G) = #(H) *#(G/~mg) = #(H)* #(G/~ma)
d’ou il résulte en particulier que

#(H)[F#(G) -

Preuve : Puisque les orbites sous I’action de H (aussibien a gauche qu’a droite,) sont des classes
d’équivalence, elles réalisent une partition de G. Si GG est fini, les orbites sont donc toutes des sous-
ensembles finis (H = O(e) (cf. V.2.7.iii),) en particulier) et en nombre fini i.e. G/ ~ est aussi un
ensemble fini (ot ~ désigne aussibien ~p 4, que ~ g 4.)

En posant #(G/ ~) = k € N, choisissons x; ,1<;<), des éléments de G tels que

V(i,7) € [1ik] x [1;k], 7 # j = O(x) N O(z;) = 0

autrement dit un représentant par orbite. On a alors :

G = () Ox)

1<i<k

ce qui entraine
#(G) = i#(O(xi))-
Or il découle de V.2.7.ii) que V1 < i < k, #(O(in)) = #(H) d’ol il résulte finalement que
#(G) = kx#(H) = #(G/ ~) * #(H) .

Corollaire V.6.5 Si G est un groupe fini et H un sous-groupe, le cardinal de G est le produit de
I’indice de H dans G (cf. V.2.9p)ar le cardinal de H.

Corollaire V.6.6 (théoreme de Lagrange) Si G est un groupe fini pour tout sous-groupe H de G, le
cardinal de H divise le cardinal de GG.

Corollaire V.6.7 Le corollaire V.6.5 ci-dessus et le corollaire V.5.5 on pour conséquence que, pour
tout morphisme de groupes [ : G — H, avec G groupe fini,

#(G) = #(Ker f) «#(Im f) .
Proposition V.6.8 Etant donné un groupe (G, *) pour toutz € G :
i) Le sous-groupe < {x} > engendré par {x} (cf. [I1.4.2,) de G est I'image du morphisme
€z - L — G, n — a"
(cf. Probléme n° II, exercice A.)

Preuve : Voir I’exercice V.7.12.
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ii) a) Soit le noyau de €, est réduit a {0} au quel cas
<{z}>=7Z;

b) Soitil existed € N* tel que Kerex = dZ et

<A{x} >= Z/Kere, = Z/dZ .

Preuve : Le noyau du morphisme €, est un sous-groupe de 7 il existe donc d € N tel que Kere, =
dZ (ct. IV.5.5.) Ord = 0 si et seulement si €, est un morphisme injectift si et seulement si

Z = Ime, &< {z}>

ce qui correspond a la situation du point a).
Sid # 0, 1l existe un unique isomorphisme

€ : Z/Kere, = Z/dZ — Ime, =< {z} >.

On peut en effet appliquer les résultats du paragraphe V.5 et en particulier la proposition V.5.4.

Définition V.6.9 (Ordre d’un élément) Pour (G, *) un groupe et x € G, avec les notations de la
proposition V.6.8, si < {z} > = Z, on dit que x est d’ordre infini sinon on dit que z est d’ordre d
ou d est 'entier défini de maniere équivalente dans la proposition V.6.8.ii).b) par Kere, = dZ ou

d = #(Ime,).

Remarque V.6.10 Il est immédiat de vérifier que pour tout élément x d’un groupe G, 1’ordre de x
défini comme en V.6.9, est le plus petit (aussibien au sens de la relation d’ordre que de la relation de
divisibilité sur Z) entier n € N* tel que 2" = e.

Proposition V.6.11 (Propriétés de I’ordre d’un éléments) i) Soit f : G — h un morphisme de
groupes etz € G. Six est d’ordre fini, f(x) I’est aussi et I’ordre de f(x) divise I’ordre de x.

ii) Avec les notations du point i), si f est injectif, x et f(x) ont méme ordre.
iii) Dans un groupe g deux éléments conjugués (ct. V.3.3.iii),) ont méme ordre.

Théoreme V.6.12 (de Lagrange) Pour G un groupe fini, I’ordre de tout élément x de G divise le
cardinal de G.

Preuve : Remarquons d’abord que si G est fini, on ne peut se trouver dans la situation de V.6.8.ii).a)
si bien que I”ordre d de x est bien un entier naturel. Or il résulte de V.6.8.ii).b) que

d = #(Ime,) = #(< {z} >).

Puisque < {x} > est un sous-ghroupe de G, il suffit d’appliquer le corollaire V.6.6.
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Définition V.6.13 Avec les notations de la proposition V.6.8,
i) sile morphisme €, est surjectif, autrement dit si
G = Ime, =< 52 >,
on dit que G est monogéne;
ii) side plus on est dans la situation de V.6.8.ii).b), augel cas G = Z/dZ, on dit que G est cyclique.

Corollaire V.6.14 Un groupe est cyclique si et seulement s’il est monogene et fini.

Corollaire V.6.15 Si G est un groupe fini de cardinal p premier, G est isomorphe (non canonique-
ment) a (Z/p,+) et donc commutatif (abélien).

V.7 . —Exercices

Exercice V.7.1 Faire la preuve de la proposition V.1.8.
Exercice V.7.2 Faire la preuve du lemme V.1.11
Exercice V.7.3 Faire la preuve de la proposition V.1.14.
Exercice V.7.4 Faire la preuve de la proposition V.1.16.1).

Exercice V.7.5 [Stabilisateur]
Soit (G, x) un groupe et £ un ensemble muni d’une action de G notée g - = pour tout (g, x) €
G x E.

Montrer que pour tout (z,g9) € E x G,

Stabg(g-z) = g * Stabg(z) * g~ '.

Exercice V.7.6 Considérons I’action par translation a gauche sur les parties de G définie en
V.2.3.

1) Montrer que cette action ne se restreint pas en général en une action de GG sur I’ensemble de ses
sous-groupes.

2) Montrer que I’orbite O(P) d’une partic P € P(G) contient au plus un sous-groupe.

Exercice V.7.7 Faire les détails de la construction esquissée dans la remarque V.2.5.
Exercice V.7.8 Faire la preuve de la proposition V.3.5.ii).

Exercice V.7.9 Compléter la preuve de la proposition V.4.4.

Exercice V.7.10 Faire la preuve de la proposition V.4.10.

Exercice V.7.11 Faire la preuve de la proposition V.5.1.

Exercice V.7.12 Faire la preuve de la proposition V.6.8.1).
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