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III . —Groupes, morphismes, sous-groupes

III.1 . —Groupe

Définition III.1.1 (Groupe) Un groupe est un couple (G, *) (le plus souvent simplement noté G, )
ou GG estun ensemble et x : G Xx G — ( est une application appelée loi de composition vérifiant :

Gr;) Pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de G,
(xxy)xz = xx(y*z),

on dit que la loi interne * est associative.

Gry) Il existe un élément e € G appelé élément neutre de G tel que, pour tout x € G, xxe = exx =
x.

Gr3) Pour tout élément z € @, il existe un élément ' € G appelé symétrique de x et tel que
rxx = 2'xx = e

Il revient au méme de dire que (G, *) est un magma associatif possédant un élément neutre et dans
lequel tout élément possede un symétrique au sens des définitions du paragraphe 1.6.

Les formulations « (G, ) est un groupe » ou « * munit G d’une structure de groupe » sont syno-
nymes.

Exemple III.1.2 a) L’axiome III.1.1.Gry) entraine qu’il n’existe aucune structure de groupe sur I’en-
semble vide ). Un groupe est donc un ensemble possédant au moins 1 élément.

b) On peut définir une unique loi de composition qui donne a 1’ensemble {(}} & un élément une
structure de groupe :

D0 := 0.

¢) (Le groupe S(X))

Un des premiers groupes qu’on peut introduire, au sens ou sa définition ne nécessite guere plus
que les premiers axiomes de la théorie des ensembles introduite au chapitre I, est le groupe S(F) des
bijections d’un ensemble E muni de la loi o. C’est une partie du magma considéré dans 1’exemple
1.6.12, et précisément celle constituée des éléments qui ont un symétrique. Pour ne nécessiter que tres
peu de matériel pour &tre défini, ce groupe n’est cependant pas le plus aisé a étudier comme le montre
le chapitre VI qui lui est entierement consacré et encore seulement dans le cas ou E est un ensemble
fini. Pour tout ensemble E, I’ensemble S(E) des bijections de F dans lui-méme muni de la loi o de
composition des applications est un groupe. En effet :

— si fetg : E — FE sontdes bijections de E dans lui-méme la composée f o g est encore une

bijection de E dans lui méme, assurant que o est bien une loi de composition (cf. 1.6.1.)
— L’application identité de E (cf. 1.2.6.a),) usuellement notée Id g est un élément neutre pour o.
— Enfin pour toute bijection f : E — F son application réciproque f~! est précisément un
symétrique pour la composition o.
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d) SiK estun corps et E un K-espace vectoriel, I’ensemble GL(E) des applications linéaires bijec-
tives de F dans lui-méme (endomorphismes) est un groupe pour la loi de composition o. Si E est de
dimension finie n, une base de E étant fixée, cette derniere définit un isomorphisme de K-espace vec-
toriel £ = K" qui définit lui-mé&me un isomorphisme de GL(E) sur le groupe GL,, (K) des matrices
carrées n X n inversibles a coefficients dans K.

Définition IIL.1.3 Etant donné un groupe (G, ), si pour tout couple (x, y) d’éléments de G, z xy =
y * x, on dira que G est abélien ou commutatif .

Dans ce cas on notera usuellement + la loi interne et 0 I’élément neutre en référence au groupe
abélien (Z,+) (cf. IV.)

Un groupe n’étant rien de plus (ni de moins d’ailleurs) qu’un magma associatif possédant un
élément neutre et dans lequel tout élément posseéde un symétrique, la proposition 1.6.13 vaut encore
ici mutatis mutandis.

Proposition I11.1.4 (Propriétés) Soient (G, x) un grouepe.

i) Sieeté€ sont des éléments neutres de (G, *) alorse = €.

ii) Siy etz éléments de E sont des symétriques pourx € E,y = z.

Preuve : Voir I’exercice I11.5.1.

Remarque II1.1.5 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un groupe et du symétrique d’un
élément dans un groupe.

L’ élément neutre est souvent noté 1 et méme 0 dans le cas des groupes abéliens par analogie avec
le groupe (Z, +). Le symétrique d’un élément x est usuellement noté =~ et appelé inverse de x, voire
—z dans le cas d’un groupe abélien et appelé alors opposé de x.

De méme la proposition 1.6.20 a son pendant pour les groupes :

Proposition IIL.1.6 Etant donnés un groupe (G, %) etun ensemble E, I’ensemble G des applications
de E' dans G muni de la loi induite (ctf. 1.6.21,) est un groupe (abélien si G I’est.)
II1.2 . —Morphisme
Définition IT1.2.1 (Morphisme de groupes) Etant donnés des groupes
(G’ *) et (H’ ')’

un morphisme de groupes (ou homomorphisme de groupes) est une application f : G — H telle
que pour tout couple (z,y) d’éléments de G,

flxxy) = f(z)- f(y) .

On notera Homg, (G, H) (ou simplement Hom (G, H) si le contexte ne préte pas a confusion)
I’ensemble des morphismes de GG dans H.
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Remarque III.2.2 On constate que dans la définition ci-dessus aucune condition supplémentaire
n’est exigée par rapport a un morphisme de magma (cf. 1.6.2.)

On a I’exact analogue du lemme 1.6.3 :

Lemme II1.2.3 i) Pour tout groupe (G, *) I’identité Id¢ est un morphisme du groupe G dans Iui-
méme.

ii) Pour (G,*q), (H,*m) et (K,*x) des groupes, f : G — Hetg : H — K des morphismes,
le composé g o f est un morphisme.

On peut donc donner une définition analogue a la définition 1.6.4 :

Définition IIL.2.4 Etant donnés deux groupes (G, ) et (H,-), un morphisme f : G — H est un
isomorphisme s’il existe un morphisme g : H — G tel que

go f=1Idgetf og = Idy.

On notera Isomg,(G, H) (ou simplement Isom (G, h) si le contexte est clair) I’ensemble des
isomorphismes de (G, ) dans (H, ).

On a encore, san surprise puisqu’en fait I’axiomatique n’est pas vraiement différente, un analogue
de la proposition 1.6.5 :

Proposition IIL.2.5 Etant donnés deux groupes (G, ) et (H, -), une application f : G — H estun
isomorphisme si et seulement si ¢’est un morphisme bijectit.

Preuve : Il n’y arien de plus a montrer que dans la preuve de la proposition 1.6.5.

Exemple II1.2.6 Soit E et F' deux ensembles. On rappelle (cf. III.1.2.c),) que
(S(E), ) (resp. (S(F),0) )

est le groupe des bijections de E (resp. F',) dans lui-méme.
Soitw : EE — F'une bijection de E' dans F. L’application

Su) : S(E) - S(F), fr—uo foul

est un isomorphisme de groupes.

Des définitions analogues a 1.6.6 peuvent donc étre données :

Définition II1.2.7 Soit (G, *) un groupe.

i) (Endomorphismes)
Un morphisme f : G — G de G dans lui-méme est appelé endomorphisme. On note Endg,(G)
(ou simplement End(G),) I’ensemble des endomorphismes de G.
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ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : G — G est un automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme et un en-
domorphisme. Il revient au méme, grace a la proposition I11.2.5, de dire que f est un endomorphisme
bijectif. On note Autg,(G) (ou simplement Aut(G)) I’ensemble des automorphismes de G.

Exemple III.2.8 Pour un groupe G, I’identité Idg est un automorphisme.
Proposition II1.2.9 (Propriétés des morphismes) Etant donné un morphisme de groupe

f: (G,x) — (H,-) avec eg(resp. err) I’élément neutre de G(resp. H :)

i) fleq) = en;
ii) pourtoutx € G,siy € G est sont symétrique, f(y) est le symétrique de f(x) dans H.

Preuve : Voir I’exercice I11.5.3.

III.3 . —Sous-groupe

Définition II1.3.1 (Sous-groupe) Une partie H d’un groupe (G, *) est un sous-groupe si la restriction
de x a H x H donne a H une structure de groupe.

Remarque II1.3.2 i) Il ne suffit pas pour que H soit un sous-groupe de GG que H soit un sous-
magma de G comme le montre 1’exercice 1.8.15.question 2). Il faut en effet exiger en plus que H
possede un élément neutre (cf. III.1.1.Gry)e)t que tout élément de H posseéde un symétrique (cf.
1I1.1.1.Gr3).)

ii) La définition de sous-groupe donnée ci-dessus n’est peut-&tre pas celle qu’on a été habitué a ren-
contrer qui est parfois plutot la caractérisation donnée a la proposition II1.3.4.b). On ne peut cependant
se contenter de cette dernicre en 1’état puisqu’aux termes stricts de cet énoncé on ne saurait méme pas
qu’un sous-groupe est lui-méme un groupe, ce qui avouons-le devra a tout le moins étre établi, si
I’on veut bénéficier d’une théorie utilisable. L’énoncé clef est en fait I’équivalence entre 111.3.4.a) et
111.3.4.b).

Le lemme technique suivant est un ingrédient permettant d’établir 1I’équivalence entre les diverses
caractérisations des sous-groupes.

Lemme II1.3.3 Soit (G, ) un groupe d’élément neutre e; et H un sous-groupe de G au sens de la
définition II1.3.1. Notons *; la restriction de x a H x H.

i) L’élément neutre e de H est I’élément neutre ec; de G.
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Preuve : Si ey est I’élément neutre de H, pour tout x € H, x xg ey = x. Cependant, x et e
étant en particulier des éléments de (G, on peut encore écrire, r x ey = x. D’autre part, t x e = .
Notons 2! le symétrique de = dans G. On a alors :

TxeEg = T *Eq = x_l*x*EH = :c_l*:c*eG = € = €@

c’est-a-dire que 1’élément neutre de H est celui de G.

ii) Pourtoutx € H,I’inverse x 'y de x dans H est aussi son inverse dans G.

Preuve : Toutxz € H posséde un inverse z~ ' tel que
-1 1 _ _
T* g g = T HEXHT = € = €q
en utilisant le point i). Or - et x ' étant en particulier des éléments de G, on peut encore écrire,
1 -1

T*xT g =T HX*XT = €g

c’est-a-dire que ' i est I'inverse ' de x dans G puisque ce dernier est unique (cf. I1I.1.4.1).)

Proposition II1.3.4 (Caractérisation des sous-groupes) Etant donnés un groupe (G,x)etH C G
une partie de G, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H est un sous-groupe au sens de la définition I11.3.1.
b) H est non vide et pour tout couple (x,y) d’éléments de H, x  y~1 € H.
¢) Larestriction
IdG‘ g H — G
de I’identité Idg a H est un morphisme de groupes. Ceci signifie implicitement que H possede une

structure de groupe.

Preuve :

) (a)=Db))
Si H est un sous-groupe de GG, en particulier H est un groupe et il est donc non vide (ct. 111.1.2.a).)
Pour tout couple (x,y) d’éléments de H, z et y~ ! sont encore des éléments de H (cf. I1I.3.3.ii).)
Dire que la restriction g de * a H X H donne a H une structure de groupe signifie, en particulier,
qu’elle est a valeurs dans H, ce qui prouve que

zxy b = xxgyt € H.

61



L3/S5 M313, Algebre Générale, 111.3.7 Université Paris Sud, 2019-2020

i) (b)= a))

Réciproquement, supposons donnée une partie non vide H de G telle que pour tout couple (z,y)
d’éléments de H, z xy~ ' € H.

Si H est non vide il existe en particulier un élément x € H, et, dés lors, eq = xxx ' € H.II
est clair que e est alors un élément neutre pour H.

De plus, pour tout z € H, puisque e¢¢ € H,eqg*x™ ' = x7! € H c'est-a-dire que

tout élément de H posséde un inverse dans H.
Enfin, pour tout couple (x,y) d’éléments de H, y~* € H et

zxy =xx(y H e H

c’est-a-dire que la restriction de x & H X H est bien a valeurs dans H.
La partie H de G est donc bien un sous-groupe.

Exemple IT1.3.5 Etant donné un groupe (G, %) d’élément neutre ¢, les ensembles {¢} et G lui-méme
sont des sous-groupes de G.

Proposition 1I1.3.6 Soient G un groupe, H et K des sous-groupes de G.
i) H N K est un sous-groupe de G.
Preuve : (cf. TD n° I, exercice D.)

i) Plus généralement, pour H un ensemble non vide de sous-groupes de G, [\ <y, H est un sous-
groupe de G.

Preuve : Voir I’exercice II1.5.6.

iii) H U K est un sous-groupe de GG si et seulement si

Hc KouK C H.

Preuve : (cf. TD n° III, exercice E.)

iv) Si (Hn) ,neN est une suite de sous-groupes de G telle que
V(p,q) e NxN, IreN, H, C H,et H, C H,,

alors U n est un sous-groupe de G.
HeN

Preuve : Voir I’exercice II1.5.7 ou le TD n° III, exercice F.
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Proposition I11.3.7 (Image directe/réciproque) Soit f : G — H un morphisme de groupes.

i) (Image directe)
Pour tout sous-groupe G’ de G, I'image directe de G’

f(G)={yeH;Ixed, ,y= f(x)}

est un sous-groupe de H.

ii) (Image réciproque)
Pour tout sous-groupe H' de H, I’image réciproque

fTHH) = {z€G; f(z) € H}

est un sous-groupe de G.

Définition IT1.3.8 (Noyau/image) Etant donné un morphisme de groupes f : G — H, ey étant
I’élément neutre de H, on appelle

i) (Noyau)
noyau de f le sous-ensemble

Kerf = f'({e}n) = {z €G; f(z) = eu},

ii) (Image)
image de f I’ensemble

Imf = f(G) ={yeH;weG, ,y= f(x)}.

Corollaire I11.3.9 Pour un morphisme de groupes f : G — H, le noyau (resp. I’'image) de f est
un sous-groupe de G (resp. H.)

Proposition II1.3.10 Un morphisme de groupes f : G — H est injectif (resp. surjectif) si et seule-
ment si Ker f = {eg} (resp.Im f = H .)

Définition I11.3.11 Si¢ : H — G est un morphisme de groupes injectif, il induit un isomorphisme
H = Imi ; si bien que H est isomorphe a un sous-groupe de GG. On dira parfois méme par abus de
langage que H est lui-mé&me un sous-groupe de G.

2

N[

63



L3/S5 M313, Algebre Générale, 111.4.4 Université Paris Sud, 2019-2020

II1.4 . —Partie génératrice

Dans tout ce paragraphe (II1.4,) (G, %) est un groupe dont lélément neutre est noté ¢ et dans

lequel I’inverse (symétrique) de toute élément x est noté = .

Lemme IT1.4.1 Etant donnée une partic S C G, notons Gg I’ensemble des sous-groupes de G
contenant S. Alors
<8 >:= ﬂ K € GsK

est le plus petit élément (pour I’inclusion) de Gg.
Preuve : On remarque d’abord que Gg est non vide puisque G € Gg. Or pour tout K € (g,

S C K, donc
S C<S§S>.

11 s’ensuit en particulier que

<S>#10.

Pour tout (z,y) € < S > x < S >, par définition,
VK eGs,x € Kety € K

il s’ensuit (ct. 111.3.4,) que

VK €Gg, zxy ' € K
ce qui entraine que x *x y—' € < S > ce qui combiné au fait que < S > est non vide assure que
< S > est un sous-groupe de GG. On pourrait aussi déduire ce fait de la proposition 111.3.6.ii).

Puisque, de plus S C < S >,

<S>¢€ Gg.

1l est immédiat de montrer, et ce du fait méme de la définition de < S >, que
VK egGsg, <S>C K
c’est-a-dire que < S > est un minorant de Gg qui, étant de plus élément de Gg est son plus petit
élément.

Définition IT1.4.2 Etant donné un groupe G et S C G une partie de G :

i) (sous-groupe engendré)
le sous-groupe < S > de G défini par le lemme II1.4.1 s’appelle le sous-groupe de G engendré
par S

ii) (partie génératrice)
siG = < S >, ondit que G est engendré par S ou que S est une partie génératrice de G.
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Exemple II1.4.3 a) Pour tout groupe G d’élément neutre e,
<0>= {e}.
b) Pour tout groupe G, G =< G > .

Définition I11.4.4 (Groupe monogeéne) Pour un groupe G etx € G, si < {z} > = G on dit que
G est monogéne.

Notation III.4.5 Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe GG, on note
HK =< (HUK) >
qui est le plus petit sous-groupe contenant a la fois H et K. Si GG est abélien la notation
H+ K =< (HUK) >
sera plutdt utilisée.

Remarque II1.4.6 On a vuen II1.3.6.iii) que H U K n’est pas en général un sous-groupe de G et c’est
HK qui «joue alors le role » de H U K. Si le lecteur a quelques souvenirs de son cours d’algebre
linéaire il remarquera que c’est précisément la situation rencontrée pour les espaces vectoriels, ce qui
n’a d’ailleurs rien d’étonnant, ces derniers étant en particuliers des groupes abéliens.

Proposition I1L.4.7 Etant donnés un groupe G et une partie S de G, on note (comme au lemme
111.4.1,) Gs I’ensemble des sous-groupes de G qui contiennent S. Alors pour toute partie H G, les
assertions suivantes sont équivalentes :

a) L’ensemble H est I’intersection de tous les sous-groupes de G contenant S :

H= (] K;

K € gg

b)
H € GsetVK Gy, H C K

autrement dit H est le plus petit élément de Gg ;

c¢) H est constitué des éléments tqty ...t avec r > 1 ot un élément t; est dans S ou a son inverse
dans S.

Preuve : Voir le TD n° 111, exercice G.
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III.5 . —Exercices

Exercice IIL.5.1 [Unicité des éléments remarquables] Soit (F, %) un ensemble muni d’une loi asso-
ciative.

1) () (Elément neutre)
Montrer que si (E, x) posséde un élément neutre € celui-ci est unique.

2) () (Symétrique)
Montrer que si (F, ) posseéde un élément neutre ¢, tout élément x € E posséde au plus un symé-
trique.

Exercice III.5.2 Faire la preuve de la proposition II1.1.6.

Exercice II1.5.3 [Morphismes de groupes] Soit
f : (G>*36G) - (H>.36H)
un morphisme de groupes.

1) 0 (Elément neutre)
Montrer que f(eg) = €p.

2) () (Symétrique)
Montrer que pour tout z € G, si y est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(x).

3) O (Image)
Montrer que Im f est un sous-groupe de (H,e).

4) (O (Noyau)
Montrer que Ker f est un sous-groupe de (G, x).

5) () (Isomorphisme)
Montrer que si f est bijective et que g est son applications réciproque, alors g est un morphisme
de groupe.

Exercice III.5.4 Faire la preuve de la proposition II1.2.9 et comparer a la situation des magmas envi-
sagée dans I’exercice 1.8.13.

Exercice II1.5.5 Compléter la preuve de la proposition I11.3.4.
Exercice II1.5.6 Faire la preuve de la proposition I11.3.6.ii).
Exercice II1.5.7 Faire la preuve de la proposition I11.3.6.iv).
Exercice III.5.8 Faire la preuve de la proposition I11.3.7.

Exercice I11.5.9 1) () Etant donnés un groupe G et deux parties S et 7' de G, montrer que
<SUT>=<85>+<T>.
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2) () Etant donné un groupe (G, ) pour une partie S C G < S > est I'ensemble des éléments
x € G tels que:

d
dd € N*, Hsi 1<i<d € S, 30&2‘ )1<i<d € Z, r = HS?i s 1
=1

en prenant garde que, dans le produit ci-dessus, I’ordre des facteurs n’est pas indifférent, dans la
mesure ot I’on ne suppose pas que G est abélien. Pour ne pas exclure le cas ou S = (), on conviendra
que, dans ce cas, le produit ci-dessus vaut e.
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