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0 . —Introduction

A défaut de chercher 2 justifier I’intérét que pourrait avoir en soi ’étude des structures
algébrique (groupes, anneaux, corps ...) on est tenté de présenter deux questions pour la
résolution desquelles 1’algebre est en mesure de fournir des outils d’une grande efficacité.
Ces questions relevent de deux des plus anciens champs d’études de la mathématique que
sont la géométrie et I’arithmétique.

En premier lieu, au paragraphe 0.2, nous expliquerons comment 1’étude des groupes
(chapitre III) et plus précisément 1’étude des actions de groupes (chapitre V,) permet d’ap-
porter une solution compléte au probleme de la classification des polyedres régulier dans
I’espace de dimension 3. Apres avoir en effet ramené le probleme a celui de déterminer
les sous-groupes finis du groupe spécial orthogonal SO3(R), de R3, la théorie des ac-
tions de groupes permet d’écrire une formule numérique dite équation caractéristique (cf.
0.2.2.6,) qui contraint a tel point certains invariants liés au groupe que ceux-ci sont finalement
trés peu nombreux.

En second lieu nous exposerons, au paragraphe 0.3, la solution proposée par GAUSS au
probleme de FERMAT dans le cas de I’exposant n = 3.

Nous ne donerons évidemment aux paragraphes 0.2 et 0.3 qu’une esquisse de la stratégie
des preuves, en espérant bien qu’a la fin de ce cours nous serons en mesure d’en faire tous
les détails.

Nous reviendrons dans ce cours sur un certain nombre de notions fondamentales nott-
tament dans le domaine de la téhorie des ensembles sans toutefois consacrer une étude sys-
tématique a ce sujet qui excéderait le cadre de ce cours.

Il est usuel de construire I’ensemble N des entiers naturel, comme nous le ferons au
chapitre IL,a partir d’un systeme de PEANO dont on rappelle la définition :

Définition 0.1 (Systeme de Peano) On appelle Systéme de PEANO la donnée d’un ensemble
N, contenant au moins un élément 0, et de trois appplications :

s N —- N
+: NxN — N 0.1.1
*: NxN — N

satisfaisant les axiomes suivants :

PA;) (Succ;)

VpeN, (p # 0 < FeN, (p = s(q))) .
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PA2) (Succs)
VpeN,VgeN, (s(p) = s(qg) = p = q) .
PA;3) (Ind)
VACN, (0e AAVplpe A = s(p)eAd) = A=N).
PA4) (Add,)
VpeN, (0+p = p).
PA;) (Add,)
VpeN,VgeN, (s(p) + ¢ = s(p+q)) .
PAg) (Mult))
VpeN, (0 x p =0).
PA,) (Mult,)

VpeN,VgeN, (s(p) * ¢ = (p x q) + q) .

On constate cependant sur cette définition qu’elle fait librement appel aux notions d’ensemble,
d’application, de loi de composition etc... On pourrait s’en tenir a 1’idée intuitive qu’on a de
ces notions et c’est a peu pres ce que nous ferons dans la pratique, mais cela ne peut étre ni
suffisant ni satisfaisant si I’on s’interrroge sur ce qui fonde ces notions. D’autant qu’elles
seront de nouveau utilisée dans le chapitre VLIl semble, a ce point, a tout le moins raison-
nable de se demander si on parle de la méme chose, ou encore s’il existe un cadre dans lequel
envisager simultanément ces différentes notions.

On ne peut affirmer a priori qu’une théorie des ensembles et celle en particulier que
nous allons survoler dans les paragraphes 1.1 a 1.4, soit « le bon cadre » cherché, ce que
nous n’affirmerons pas, mais méme un « cadre acceptable ». Cependant un résultat comme
la proposition 1.3.10 affirmant qu’il existe une « représentation des entiers » dans le systéme
ZF est de nature a conforter la démarche consistant a chercher a « faire des mathématiques »
en prenant pour base le systtme ZF. La construction de I’ensemble des entiers relatifs Z
exposée au paragraphe [Vpeut se faire a partir de N par des « opérations ensemblistes » si
bien qu’on ne sort toujours pas du cadre. Le méme procédé permet de construire 1’ensemble
des nombres rationnels Q a partir de Z. Si la construction de I’ensemble des nombres réels R
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a partir de Q est un peu plus sophistiquée, elle n’échappe toujours pas au cadre de la téhorie
des ensembles. Ainsi en va-t-il encore de celle des nombres complexes C a partir de R !
Tout ceci n’a certainement pas pour but de modifier la maniere que nous avons de « faire
des mathématiques » 2 ¢’est-a-dire de démontrer logiquement des propositions. Cependant
en fournissant un cadre axiomatique aussi restreint que possible dans lequel « existent » les
objets mathématiques usuels la théorie ZFC permet de poser de maniere claire la question de
la cohérence de 1’édifice mathématique. Notons finalement que le succes de telles théories est
d@ en grande partie a la possibilité qu’elles offrent de formaliser de maniere satisfaisante les
questions relatives a la « taille des ensembles » dont la plus célebre est I’ hypothese du continu,
consistant a savoir s’il existe un « infini de taille intermédiaire entre N et R. Outre que cette
question n’a pour I’instant recu aucune réponse définitive, elle dépasse absoluement le cadre
de ce cours dans lequel il serait méme bien surprenant qu’il soit question de I’ensemble R.

Indépendamment de la cohérence qu’une théorie des ensembles peut apporter a 1I’édi-
fice mathématique, dont nous avons esquissé une présentation ci-dessus, un point de vue
plus pragmatique peut consister a constater que la plupart des textes mathématiques contem-
porains font référence a des collections d’objets partageant une méme propriété, ou méme
définies a priori, et considérées indépendamments de leurs constituants, comme de nouveaux
objets mathématiques. On pourrait trés bien considérer qu’il n’y a pas de raison de faire re-
poser 1’édifice sur ces objets, mais considérer que les entiers, les fonctions, les suites, les
réels ou que sais-je encore sont premiers. En tout état de cause il faut quand-méme savoir de
quoi I’on parle lorsque 1’on parle d’ensemble de ci ou ¢a et une fois encore I’axiomatique
ZFC se révele particulierement efficace sans modifier substantiellement la maniere qu’on a
d’écrire des mathématiques simplement sans doute parce qu’elle I’a inspirée de maniere plus
ou moins explicite au moins pour ce qui concerne les textes contemporains.

0.2 . —Les solides platoniciens

I1 s’agit d’expliquer pourquoi il n’y a qu’un nombre fini (5 en fait) de type de polyedres
convexes réguliers dans I’espace euclidien de dimension 3 usuel. En attachant a un telle po-
lyedre II un certain groupe (cf. III.1.1,) G, ce que nous ferons en 0.2.1, on est amené a
déterminer quels peuvent €tre les groupes ainsi associés a des polyedre convexes réguliers.
Nous verrons en 0.2.2 que les contraintes pesant sur de tels groupes sont a ce point impor-
tantes, qu’il n’y a en fait que trés peu de tels groupes. En réalité la maniere dont ces groupes
déplacent ou permutent certains objets (opérent, agissent, sur un certain ensemble) (cf.
V,) les contraint considérablement. Il en résulte donc finalement qu’il n’y a que trés peu
de tels groupes et partant que tres peu de polyedres convexes réguliers.

1. Cette derniere étant d’ailleurs plus simple que la précédente tant qu’on ne cherche pas a démontrer le
théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS affirmant que C est algébriquement clos.
2. pour peu qu’elle soit « « bonne » »



L3/S5 M313, Algebre Générale, 0.2.2 Université Paris Sud, 2019-2020

Plus précisément :

0.2.1. — FEtant donné un polyedre II, certaines isométries de I’espace R? euclidien le
laissent invariant. Autrement dit il s’agit des éléments f € O3(R) tels que f(II) = IL
On espere qu’il reste encore au lecteur quelques souvenirs de ce que sont les groupes O3(R)
(resp. SO3(R)) des isométries de I’espace R3, (resp. des déplacements de I’espace R3.) On
associera, en effet, au polyedre II I’ensemble

G = {g € SO3(R); g(II) = II} . 0.2.1.1

On établira d’abord, ce qui est un exercice sur les définitions, que GG est un sous-groupe
(cf. IL3.1,) de SO3(R) (cf. TD n° III, exercice J.)

Nous nous abstenons ici de donner une définition absoluement rigoureuse de ce que sont
les sommets, les arétes et les faces d’un polyedre (et méme ce qu’est un polyedre) car I'idée
que chacun a pu s’en faire au cours de ses études est amplement suffisante pour cette présen-
tation. Or si s est un sommet de I1 et (a1, as, a3) un triplet d’arétes adjacentes en s, (aq, as, as)
est une famille libre (donc une base) de R?. On ne justifie pas ici que cette situation se pro-
duise toujours, méme si c’est effectivement le cas. Il se trouve alors que pour f € G,
(f(a1), f(az,), f(as)) est encore un triplet d’arétes adjacentes en f(s) et donc encore une
base de R?. La donnée de (f(a1), f(az2), f(as)) détermine alors completement f. Oril y a
un nombre fini de triplets d’arétes adjacentes dans II si bien que le nombre de déplacements
laissant II invariant est donc fini. Autrement dit, le groupe G est un groupe fini.

0.2.2. — Reste donc a comprendre, au moins dans les grandes lignes, puisque précisé-
ment la suite de ce cours prétend fournir les outils nécessaires a la compréhension des détails,
ce qui empéche qu’il existe beaucoup de sous-groupes finis de SO3(R). La raison en est,
qu’un certain nombre d’invariants numériques associés a ces groupes vérifient une équation
dite équation caractéristique (cf. 0.2.2.6,) dont il est pour le coup tres élémentaire d’établir
qu’elle a tres peu de solution. Les éléments les plus avancés de théorie des groupes que nous
étudierons dans ce cours, notamment au chapitre V, sont nécessaire pour définir les grandeurs
intervenant dans 1’équation caractéristique ainsi que les relations entre ces grandeurs.

En premier lieu, on rappelle que, pour tout élément f € SO5(R) différent de 1”identité
il existe un unique couple (p1, p2) € R3 x R? tel que p; et p, sont de norme 1 et fixes par f,
ie.

f(p1) = pret f(p2) = p2.

Il se trouve d’ailleurs qu’alors p; = —ps. Les vecteurs p; et p, sont appelés pdles de f.
Etant donné un sous-groupe G C SOs(R), on note
G* = G\ {ld}

et P I’ensemble des pdles des éléments de G*. On note encore

F = {(g9,p) € G*"xP; g(p) = p}. 0.2.2.1

5
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On suppose désormais que G est fini a n éléments si bien que G* possede n — 1 éléments.
Chaque élément de G* ayant exactement 2 pdles P contient au plus 2(n — 1) éléments,
deux éléments de G* pouvant partager la méme paire de pdles. L’équation caractéristique
du groupe G résulte du fait que I’on peut compter les éléments de F de deux maniéres
différentes. L’ensemble F étant un sous-ensemble du produit cartésien G* x P, on pourrait
le représenter sur un graphique en portant les éléments de G en abscisse et les éléments de
P en ordonnée. On peut donc dénombrer les éléments de F soit en faisant la somme sur les
colonnes soit sur les lignes.

La somme sur les colonnes est tres élémentaire. En effet pour un élément ¢ € G* fixé,
les couples (g, p) tels que g(p) = p, sont exactement les couples (g, p) tels que p soit un
pole de g. Or on a dit plus haut qu’un élément de G* a exactement 2 poles. Il en résulte que :

#(F) = 2(n—1). 0222

Dénombrer les éléments de F suivant les lignes fait précisément intervenir un certain
nombre d’arguments de théorie des groupes.
Tout d’abord si p est un pole, il existe h € G, tel que h(p) = p, ce qui entraine que

gxhxg " (g9(p) = 9(p)

donc que g(p) estun pole de g x h x g~1 € G* (cf. V.3.) Ces constructions seront détaillées
et précisées au TD n° V, exercice B etau TD n° V, exercice C. On constate cependant d’ores
et déja que G transforme élément de P en éléments de P et I’on dit que G agit ou opeére sur
P (cf. V.1.1.)

Pour un pole p fixé,

Staba(p) == {9 € G; g(p) = p}
est un sous-groupe de G appelé stabilisateur de p (cf. V.1.15.) Puisque Id € Stabg(p),

#(Stabg(p) N G*) = #(Staba(p)) — 1.

On pourrait alors écrire une formule :

#(F) = > #(Stabg(p)) — 1. 0223

peP

Outre que cette formule n’est pas trés exploitable en soi, on peut encore aller plus loin
grace a d’autres arguments de théorie des groupes.
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On va donc regrouper les éléments de P en sous-ensembles de pdles pouvant se déduire
les uns des autres par I’action de (G. Autrement dit, pour un pdle donné p son orbite (cf.
V.1.9.1),) O(p) est définie par

O(p) = {9(p), g € G}.

Les orbites forment une partition (cf. 1.5.3,) de P. L’ensemble P étant fini il y a donc un
nombre fini r d’orbites (Oy, . .., O,) , chacune d’entre elle étant elle-m&me un ensemble fini.
La formule 0.2.2.3 se réécrit donc :

#(F) = > Y #(Stab(p) — 1. 0.2.2.4

i=1 pe0;

La proposition V.1.18 permet encore de faire une réduction assez considérable dans la
formule si dessus. En effet, méme si deux éléments p et ¢ de la méme orbite O; n’ont pas
nécessairement le méme stabilisateur, #(Stabg(p)) = #(Stabg(q)). En notant

S; = #(StabG(p)) yp€O; lleqlir 5

la formule 0.2.2.4 devient :

r

#H(F) = > #(0:)(si—1). 0225

i=1
Le corollaire V.1.17 a la proposition V.1.16, qui est En résultat clef de la théorie des
actions de groupes, permet de réécrire 0.2.2.5 #(F) = Z n — #(0;). Il en résulte, grace
20222, ) .
2n—1) = Y n—#(0)
i=1

qui donne I’équation caractéristique du groupe G :

r

2 1
2—— = 1——. 0.2.2.6
DY

SA
i=1 t

Un jeu d’inégalité sur cette équation, 0.2.2.6 permet d’abord d’éxclure le cas r = 1, puis
de montrer que r < 4.

Théoreme 0.2.2.7 Les solutions de 1’équation caractéristique sont :

1y
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2) r = 3etalors:

i) (2,2, g) et donc n est pair;

i)

(2,3,3)etn = 12;
iii)

(2,3,4)etn = 24
iv)

(2,3,5)etn = 60.

Ce théoreme a en particulier pour conséquence que le nombre de sous-groupes finis de
SO3(R) qui peuvent étre des groupes de transformations de polyedres réguliers est fini. On
peut ensuite en déduire qu’il y a un nombre fini de classes de polyedres convexes réguliers.
En affinant encore 1’étude on montrerai qu’il y a en fait :

— le tétraedre,

— le cube,

— 1’octaedre,

— le dodécaedre,

— I’icosaedre.

0.3 . —la preuve par GAUSS du cas n = 3 de la conjecture de FERMAT

On rappelle, s’il en était besoin, que FERMAT avait assuré que pour un entiers n > 3, il
n’existait aucun triplet (a, b, ¢) d’entiers, tous non nuls, tel que

a+b" = c".

On doute que, contrairement a ce quil afirmait, FERMAT ait jamais connu une preuve de
ce résultat. La démonstration du cas général est évidemment hors de portée de ce cours et
méme la spectaculaire avancée obtenue par Kummer au XIXe siecle nécessiterait de mettre
en ceuvre des outils dont nous ne disposerons pas.

En revanche la stratégie utilisée par GAUSS pour résoudre le cas n = 3, pourrait étre
exposée en détail avec le matériel dont nous disposerons a la fin de ce cours. Montrer qu’il
n’y a pas de solutions a I’équation de FERMAT dans un ensemble plus vaste que les entiers
relatifs pourrait constituer la premiere surprise de cette démarche. Et pourtant, la méthode
esquissée ci-apres consiste a chercher a résoudre 1’équation de FERMAT non dans I’ensemble
Z des entiers relatifs mais dans I’ensemble Z][j| des entiers d’Eisenstein En effet I’ensemble
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Z[j] est un anneau (cf. VIL.1.1,) et méme un anneau principal Cet anneau contient Z si
bien que I’absence de solution dans Z[j] entrainera immédiatement 1’absence de solutions
dans Z. Avant de tenter de faire comprendre avec les quelques idées qui suivent, pourquoi
en « agrandissant » I’ensemble ou chercher de potentielles solutions, on simplifie les argu-
ments, il convient de remarquer que la méthode utilisée ici ne se généraliserait pas aux cas
d’exposants n grands dans 1’équation de FERMAT, précis€ément parce que les aneaux qui se-
raient alors impliqués dans la construction ne seraient en particulier pas principaux. Certains
historiens pensent que ce serait précisément ce point qui aurait échappé a FERMAT ...

On rappelle que j désigne un nombre complexe vérifiant

g3 = letj # 1 sibienque 1 + j + j2 = 0. 0.3.1

On note 7 := 1 — j, qui est un élément premier (cf. VIL.5.4,) de Z[j]. On note v
la valuation qui lui est associée La méthode dite de descente infinie consiste a montrer
que si ’on dispose d’un triplet (a,b,c) € Z[j]3, solution de 1’équation de FERMAT a® +
b = 2, il en existe une autre (b, ;) telle que v(abc) > v(a''c’). Or v étant une
application a valeurs dans N, on aboutit a une contradiction. Les étapes de la constructions
sont essentiellement celles qui suivent :

Soit (a,b,¢) € Z[j]* deux a deux premiers entre eux (cf. VIL5.9,) (ce qu’on peut
supposer au terme d’un argument trés élémentaire) et vérifiant a®> + b> = ¢* ou encore,
quitte a changer cen —c :

ad+ b+ =0. 0.3.2

Ce qui a pour conséquence immédiate que :

(a+b+c)® = 3(a+b)(b+c)c+a). 0.3.3

Par ailleurs on calcul immédiatement que
™= (1) = 1=2j+] = =3,
d’ou —j272 = 3, d’ou il résulte, que
(a4 b+c).
Comme 7 est premier le lemme de GAUSS entraine que :

m|(a+ b+ c) 0.34

9



L3/S5 M313, Algebre Générale, 0.3.12 Université Paris Sud, 2019-2020

donc 73|(a + b + ¢)? ¢’est-a-dire que 3| — j272%(a + b)(b + ¢)(c + a) d’ou finalement :

m|(a+b)(b+c)(c+a). 0.3.5

En appliquant une fois encore le lemme de GAUSS on montre que 7 divise I’un des trois
facteurs (a+b), (b+c) ou (c+a). Supposons que 7|a + b. Comme d’apres 0.3.4, wla + b+ ¢ :

mle & wv(c) > 0. 0.3.6

Quitte a étudier I’anneau Z[j|/7Z[j] on peut déduire de ce qi précede que :

a = 1[rletb = —1[x] d’ot v(a) = v(b) = 0etwv(abc) = (ve) >0. 0.3.7

Une étude un peu plus approfondie de I’anneau quotient Z[j|/72Z|j] permettrait d’établir
que, quitte 2 multiplier a (resp. b) par j ou j2, on peut méme supposer qu’on a un triplet :

(a,b,c) € Z[j]® telque a®+b*+c = 0
c = 0][n]
0 = 1 0.3.8
b = —1[n?
Les trois entiers d’Eisenstein
A= (a+bj)/mr = Z(a+b—bn)
B:= (aj+b)/mr = Z(a+b—an) 0.3.9
C:= j*a+b)/m
sont
— premiers entre eux
— de somme nulle :
T(A+B+C) = (1+j+5%)(a+b) = 0; 0.3.10

— congrus respectivementa 1, —1 et O mod 7 ;
— et leur produit est un cube non nul :

10
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mABC = (a+0bj)(a+bj*)(a+b)

= a*+ b 0.3.11
= .
Il existe donc 6 € Z[j] tel que :
ABC = @ pourf = —< . 0.3.12
7r

On peut alors montrer qu’il existe (¢, ', ¢) € Z[j]? tel que :

A = a3,

13
g - i,,g’ 0.3.13
d = 0/(al)).

L’identité 0.3.10 combinée a 0.3.13 montre alors que (a’, b, ¢’) est une solution de I’équa-
tion de FERMAT. En utilisant 0.3.12 il vient :

(V) = ABCr® = (On)° = —c*. 0.3.14

D’ou il résult 3v(a't'c’) + 3 = 3v(c) c’est-a-dire

et finalement en utilisant 0.3.6 :

v(d'b'd) = v(abe) — 1. 0.3.15

I . —un bref survol de téhorie des ensembles

I.1 .—Le systeme de ZERMELO fini

Faute de pouvoir « définir » les ensembles (a partir de quoi d’ailleurs) on est amené a
proposer une axiomatique des ensembles. Une fois encore la pertinence de ce point de vue,
qui pourrait paraitre dogmatique, ne se révelera que dans le fait que 1’on puisse écrire les
mathématiques de maniere convenable dans ce cadre et en particulier que I’arithmétique dont

11
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nous avons ’habitude (appuyée sur les axiomes de PEANO (cf. 0.1,)) puisse se faire au sein
de cette théorie grice en particulier a des résultats comme la proposition 1.3.10.

Les axiomes de la théorie ZFC sécrivent avec les symboles de la logique dont nous rap-
pelons la signification, mais pour lesquels nous ne rappelons pas ici les regles qui font qu’un
enchainement de tels symboles constitue ou non une proposition correcte :

Notation I.1.1 i) V : pour tout (quantificateur universel ;)
i) d :il existe;

i) et ou A : et (conjonction;)

iv) ououV :disjonction;

v) nonou /négation;

vi) = :implication.

Le systeme de ZERMELO fini Zgy,; explicité ci-apres fournit un premier point de départ
a la théorie ZFC donnée en 1.4.2. 1l consiste en un certain nombre d’axiomes qui sont des
propositions écrites avec les symboles de la logiques rappelés ci-dessus et dont les seules
variables sont des ensembles. Il comportent en outre et principalement le symbole € dont en
quelque sorte, il fixe la « grammaire ». On pourait a juste titre s’étonner une fois encore ici
que les axiomes de Zg,; (et ceux de ZFC ne feront pas mieux d’ailleurs) ne « construisent un
monde ou il n’y a que des ensembles » alors que I’intuition semble suggérer qu’il « existe »
des objets mathématiques de « nature » multiple et diverse. Une fois encore le « miracle »
tient a des énoncés du genre de la proposition 1.3.10 qui assurent que ce « monde » des
ensembles est assez vaste pour représenter une partie substantiellle des mathématiques. En
outre I’homogénéité de ce systeme est d’une grande lisibilité pour les questions relatives a la
cohérence de 1’édifice mathématique.

Notation I.1.2 (<) Nous utiliseront librement dans la suite, pour deux proposition P et ()
P < (@ qui ne signifie rien de plus (mais rien de moins d’ailleurs), que

P=QANQ=P.

Définition 1.1.3 (Le systéeme Zg,i) Zsni1) (Ext)

Va,b(Vx (r €a & xz€b) = a = b),

12
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Zsio) (Paire)
Va,b3c(aecetbec),
Zgyi3) (Un)
Va IbVe (Jy (r €yety €a) = x€D),
Zgnis) (Par)

Va3V (Vy (y€x = y€a) = x€D),

et pour chaque formule ensembliste F'(x,c) ol a et b n’apparaissent pas comme variables
libres,

Zsyis) (Sepr)
VaVedbVe (x €b < (x € aet F(x,c))).
Les axiomes ci-dessus permettent d’introduire de nouveaux symboles :

Définition 1.1.4 (Symboles du langage ensembliste) i) (C :)

Va, Vb, (a C b & (Vz(zr€a=x€b)).

i) (P() )

L’ensemble b introduit dans 1’axiome 1.1.3.Zy;4) sera noté P(a).

i) (U 2

L’ensemble b introduit dans 1’axiome de ’'union 1.1.3.Zg,;3) peut étre noté

Ux.

rEa

iv) (U )
Pour deux ensembles a et b I’axiome de la paire 1.1.3.Zg,;0) assure que ¢ := {a,b} est
bien un ensemble et I’on peut des lors grace au point précédent, noter

an::Ux: U x .

TEC z€{a,b}
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v) (N 2)
Va, Vb, Vz,(r € aNb < x€a N z€D).
vi) (@ )
Ve(x = 0 < Vy(y ¢ 2)) .

Définition I.1.5 i) (Formules ensemblistes)
On appelle formule ensembliste une formule comportant des variables, les symboles de
la logique (cf. I.1.1) et le symbole € .

ii) (Formules ensemblistes étendues)
On appelle formule ensembliste étendue une formule comportant des variables, les sym-
boles de la logique et les symboles supplémentaires définis en 1.1.4.

Remarque 1.1.6 11 faut noter que toute formule ensembliste étendue peut se reformuler a
I’aide de formule ensemblistes et que par conséquent, on pourra les utiliser dans la suite sans
sortir du cadre des axiomes 1.1.3 y compris pour formuler de nouveaux axiomes. Un bon
exercice consiste a réécrire avec les symboles de I.1.4 ceux des axiomes de 1.1.3 qui peuvent
I’étre leur donnant alors une forme plus lisible et plus usuelle.

I.2 . —Représentation des objets mathématique

On peut désormais constater qu’un certain nombre de constructions tres usuelles peuvent
étre faite dans le cadre de la théorie des ensembles :

Définition 1.2.1 i) (Couples)

Au regard des axiomes de 1.1.3, seules les paires existent. Or dans une paire il est im-
possible de parler de I’ordre des éléments : {x,y} = {y,x}. On peut représenter le couple
(z,y) par {{z,y},{z}}. C’est alors un bon exercice sur les manipulations des axiomes de
I.1.3 de montrer que (z,y) # (y,x).

ii) (Produit cartésien)

Deés I’instant ou ’on dispose de couples on peut définir le produit cartésien de deux
ensembles a et b noté a X b par :

axb = {(z,y); r€a, yecb}.

14
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iii) (Relation)

une relation (ou relation binaire) sur un ensemble a est alors une partie 2 du produit
cartésien a X a. A la notation naturellement issue du formalisme développé jusqu’ici (z,y) €
R, on préférera bien siir, celle tout a fait usuelle et connue de = R y.

iv) (Fonction)
Une fonction f d’un ensemble a dans un ensemble b est une partie du produit cartésien
a x b3 telle que

V(z,y) € f,Y(z,y) € f, x = z.

Autrement dit un élément de a posseéde au plus une image par f. Ici encore on continuera a
écrire (comme on I’a toujours fait) y = f(x) pour (x,y) € f.

On rappelle maintenant quelques définitions espérons-le bien connues concernant les re-
lations et les fonctions :

Définition 1.2.2 (Relations) Soit a un ensemble et R une relation sur a :

i) (Réflexivité)
On dit que R est réflexive si
Vr€a, x Rx.

ii) (Symétrie)
On dit que R est symétrique si

Vee€a, Vy€a, (tRy = yRx).

iii) (Antisymétrie)
On dit que R est antisymétrique si

Ve€a, Vy€a, (tRy NyRx =z = vy).

iv) (Transitivité)
On dit que R est transitive si

Ve€a, VYy€a, Vz€a, (t Ry N yRZ =z Rz2).

v) (Relation d’équivalence)
On dit que R est une relation d’équivalence si elle est réflexive symétrique et transitive.

3. Autrement dit on représente une fonction par son graphe.
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vi) (Relation d’ordre)

On dit que R est une relation d’ordre si elle est réflexive antisymétrique et transitive. On
dit alors que le couple (a, R) est un ensemble ordonné. On dit que R est une relation d’ordre
totale si

Ve€a, Vy€a, (tRy V yRzx);

dans ce cas on dit que le couple (a, R) est un ensemble totalement ordonné.

vii) (Majorant/minorant . ..)
Si (a, <) est un ensemble ordonnée et b
subseta une partie de a : Un majorant (resp. minorant) pour b (dans a,) est un élément
x € a vérifiant
Vyeb, (y<xz)resp. (Vyeb, (z<vy)).

Si b possede un majorant (resp. un minorant) on dit que b est majoré (resp. minoré.)
Un plus grand élément (resp. plus petit élément) pour b est un majorant (resp. minorant)
de b appartenant a b.

Lemme 1.2.3 Si une partie b C a d’un ensemble ordonné (a, <) posséde un plut petit (resp.
plus grand) élément, celui-ci est unique.

Preuve : C’est une conséquence immédiate de I’antisymeétrie des relations d’ordre.

Définition 1.2.4 (Fonctions) Soit f une fonction de a dans b

ce que nous noterons f : a — b :

1) (Domaine)
On appelle domaine de f et on note

Domf := {z € a;yeb; (x,y)€f} = {z € a;yeb; flx) = y}

le sous-ensemble de a formé des éléments qui ont une image par f.

i) (Image)
On appelle image de f et on note

Imf:={y €eb;wrea; (z,y)€f} ={y € b;Irea; f(z) = y}

le sous-ensemble de b formé des éléments qui ont un antécédent dans a.
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iii) (Application)
On dit que f est une application si Dom f = a.

Notation 1.2.5 Pour deux ensembles a et b on peut montrer que les applications de a dans b
qui sont des parties de a x b i.e. des éléments de P(a x b) forment un ensemble qu’on notera
be.

Exemple 1.2.6 a) (Identité)
Pour tout ensemble A (y compris A = ()) I’ensemble A4 contient toujours au moins un
¢lément noté Id 4 appelé identité de A et caractérisé par

Ve € A, Ida(x) = x.
b) (4%

I existe une unique application ) — A si bien que A? est un singleton.
) (0

Si A n’est pas vide il n’existe aucune application de A dans () }* est donc vide. En
revanche (}? est un singleton.

Définition 1.2.7 (Applications) Soit f : a — bune application.
i) (Injectivité)
On dit que f est injective si
Veca, Vyea, (f(x) = fly) = = =y).
ii) (Surjectivité)
On dit que f est surjective si

Yy €b, Iz € a(f(x) = vy) .

iii) (Bijectivité)
On dit que f est bijective si elle est simultanément injective et surjective.

Définition 1.2.8 (Restriction) Soient a et b des ensembles. Pour tout ¢ C a, il est immédiat
de vérifier que

(exb) C (axb).
Pour toute fonction (resp. application) f : a — b* il n’est pas difficile de constater non
plus que f N (c x b) est une fonction (resp une application) de ¢ dans b, qu’on appellera
restriction de f a c et qu’on notera f.

Lemme 1.2.9 (Propriétés de la restriction) i) Si f : a — b est une fonction fipom 5 €st
une application.

4. définie rappelons-le par son graphe (cf. .2.1.iv),)
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ii) Si f : a — b estune application injective, pour tout ¢ C a, f|. est encore une applica-
tion injective.

Preuve : Laissée en exercice.

Définition 1.2.10 (Applications et ordre) Si
fia,<) = (b5

est une application d’un ensemble ordonné (a, <) dans un ensemble ordonné (b, <) on dit
que [ est croissante (resp. décroissante) si

Vz€a, Vy€a, (x<y = f(z) < fy)(resp. f(y) < f(2))) .
On dit que f est strictement croissante (resp. strictement décroissante si
Ve €a Vy€a, (z<y = flx)<f(ylresp. f(y) < [(2))) .

Lemme 1.2.11 Une application strictement croissante (resp. strictement décroissante) entre
ensembles ordonnés est injective.

Définition 1.2.12 (Image directe/réciproque d’une partie)

Etant donnée une fonction f : a — b,

1) (Image directe)
Pour toute partie ¢ € a de a, on appelle image directe (ou simplement image) de c par f
et on note f(c) I’ensemble

fle) ={y € b;3r € a,y = f(x)}.

C’est aussi I'image Im f|. de la restriction de f a c.

ii) (Image réciproque)
Pour toute partie d € b de b, on appelle image réciproque de d par f 1’ensemble noté

fHd) = {x € a; f(z)€d}.
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Remarque 1.2.13 (ATTENTION) La notation f~!(d) ci-dessus ne signifie pas qu’il existe
une fonction f~! et que f~'(d) soit I'image directe de d par cette fonction.

Dans le cas ou f est bijective, il existe effectivement une bijection réciproque g : b — a
vérifiant

fog=1Idyetg o f = 1d,.

Alors pour toute partie d € b de b, c’est un exercice (qu’il convient de faire si on ne I’a
jamais fait auparavant) de montrer que

f7H(d) = g(d).
Proposition 1.2.14 (Produit) Etant donnés deux ensembles a et b, on définit les applications
p:axb — a, (r,y) — zetq:axb — b, (r,y) — y.
Alors :
i) Les applications p et q sont surjectives.
ii) Pour tout ensemble c et tout couple d’applications
(f:c—>a,g:c—>b),

il existe une unique application

h:c— axbtellequep o h = fetqo h = g.

Définition 1.2.15 Avec les notations de la proposition ci-dessus, I’application p (resp. q,) est
appelée premiere projection (resp. deuxieme projection) ou encore projection sur le premier
facteur (resp. projection sur le deuxiéeme facteur.)

I.3 . —Représentation des entiers

On vient de voir qu’un certain nombre de construction usuelles peuvent se faire dans le
cadre des axiomes de ZERMELO finis I.1.3. On va expliquer sommairement maintenant com-
ment ils permettent presque de représenter les entiers ou tout au moins une classe d’objet
satisfaisant les axiomes de PEANO 0.1. On s’apercevra cependant que les axiomes de 1.1.3
ne sont pas tout a fait suffisants et la possibilité de faire de larithmétique motivera suffisaem-
ment, espérons-le, du moins, I’introduction de 1’axiome de 1”infini 1.3.4.

Remarque 1.3.1 Les axiomes 1.1.3.Zg;4) et 1.1.3.Zg,;5) permettent de définir pour tout en-
semble a le singleton

{a} = {beP(a);ab = a}.

L’union de deux ensembles construite en I.1.4.iv) permet ensuite de définir s(a) = a U {a}.
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Exemple 1.3.2 Rien dans I’axiomatique I.1.3 n’assure jusqu’ici que 1’ensemble vide () défini
en I.1.4.vi) existe ni méme qu’il existe aucun ensemble. Cependant on pourrait s’interroger
sur le bien fondé d’une théorie sans objets. De toute fagon 1’axiome de I’infini [.3.4 remediera
a cette lacune. Méme si nous en donnerons une formulation impliquant le symbole () il faut
se persuader qu’on pourrait en donner une formulation purement ensembliste au sens de la
définition I.1.5.1) et qu’alors I’existence de I’ensemble vide s’en déduit grace aux axiomes de
séparation [.1.3.Zgp;5).
A ce point, si on suppose cependant que ) existe on a :

s(0) = QuU{0}
(s(0)) — % {0y
506 = U
{@, {@}} 1.3.2.1
s(s(s(@))) = {0,{0}} U {{0,{0}}}
{0,403, {0, {0}}} ...

On s’apercoit qu’a chaque opération s, le « nombre d’éléments » augmente d’un et que

Y
les ensembles ainsi construits pourraient €tre de bons candidats pour représenter les entiers,
pour peu qu’on puisse les « équiper » de suffisamment de « structure algébrique » i.e.+, -, . ..

On va donc préciser un peu ce qui précede sans toutefois entrer trop dans les détails.
Définition 1.3.3 (Ensembles récurrent) On dit qu'un ensemble a est récurrent si

0 eaetVr €a, (s(x) €a).

On a des lors le sentiement qu’un ensemble représentant les entiers naturels c’est-a-dire
satisfaisant aux axiomes de PEANO (cf. 0.1,)devrait €tre un ensemble récurrent pour satis-
faire notamment 1’axiome
0.1.PA3).

Cependant a ce point il ne semble pas possible d’établir I’existence méme de telles en-
sembles uniquement a partir des axiomes du systéme de ZERMELO fini I.1.3. Dans ce cas on
a recours a I’introduction d’un nouvel axiome, lequel d’ailleurs ne choque pas la raison :

Définition 1.3.4 (Axiome de I’infini) On appelle axiome de [’infini 1a formule :
Ja(d € a etV € a, (s(z) € a)) .

Définition 1.3.5 (Systéeme de ZERMELO Z) On appelle systéme de ZERMELO le systéme
d’axiomes constitué des axiomes de ZERMELO fini I.1.3 auquel on adjoint 1’axiome de I’in-
fini.
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Autrement dit il existe au moins un ensemble récurrent. Cependant parmi les ensembles
récurrents reste a déterminer le bon candidat pour représenter les entiers naturels, c’est-a-dire,
moralement, celui qui contiendrait les entiers naturels ; rien de plus rien de moins. Moyennant
de vérifier le lemme :

Lemme 1.3.6 L’intersection de deux ensembles récurrents est un ensemble récurrent.

On peut introduire I’ensemble w défini comme suit :

Définition 1.3.7 On notera w le plus petit ensemble récurrent.

On se convainc assez facielement a ce point que le couple (w, s) doit satisfaire les axiomes
0.1.PA;), 0.1.PA>) et 0.1.PA3) mais reste la questions des axiomes
0.1.PA,) 2 0.1.PA7).

Notation 1.3.8 Pour deux ensembles a et b les axiomes de 1.1.3 assurent que pour deux
ensembles distincts z ety :

a+b:= (ax{z}) U (bx{y}) 1.3.8.1

et
a-b:=ax1b 1.3.8.2

sont des ensembles et que le premier (resp. le second) possede un nombre d’élément égal a
la somme (resp. au produit) du nombre d’éléments de a et du nombre d’éléments de b.

Ce qui en revanche est nettement moins évident et fait I’objet du lemme suivant est que
si a et b sont des éléments de w il en est de méme de leur produit et de leur somme. Un
tel résultat peux s’appuyer sur la théorie des bons ordres dont le développement dépasserait
largement le cadre de cette déja longue introduction.

Lemme 1.3.9 Pour touta € w, toutb € w,
a+b€ weta-b e w.

La proposition qui suit, et dont nous ne pouvons avec les éléments dont nous disposons,
donner une preuve, bien qu’une telle preuve soit possible a partir du systeme de ZERMELO,
assure finalement qu’un modele de I’ arithmétique existe dans la théorie Z :

Proposition 1.3.10 Le quintuplet (w, ), s, +, -) vérifie les axiome de PEANO 0.1
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I.4 . —Le systeme de ZERMELO-FRAENKEL

On présente les derniers axiomes qu’il faut adjoindre au syst¢eme de ZERMELO 1.3.5 pour
arriver au systeme de ZERMELO—FRAENKEL ZF (cf. 1.4.1,) puis finalement au systeme ZFC
(cf. 1.4.2.) On ne mentionnera ces axiomes que pour mémoire et parce que le systtme ZF
voire ZFC est couramment utilisé par une large partie de la communauté mathématique :

Définition 1.4.1 (Le systeme de ZERMELO-FRAENKEL ZF) Le systéme de
ZERMELO-FRAENKEL est obtenu en adjoignant au systtme de ZERMELO les axiomes :
Pour F'(x,y, c) formule ensembliste ol a et b n’apparaissent pas comme variables libres, on
appelle axiome de remplacement pour F' :

ZF7) (Rempy)

VaVe ((Vz,y, 2((F(z,y,¢) et&F(z,z,¢)) =y = z)
= IWVy(3z € a(F(z,y,c)) = y €D))) .

ZF;) (Fondation)

Va(a # 0 = Fbealbna = 0)).

On réserve ordinairement une place a part a I’axiome du choix sans doute parce qu’un
certain nombre de matthématiciens ne I'utilisent qu’avec une extréme circonspection tandis
que certains autres le refusent tout bonnement. Le point de vue le plus pragmatique consiste
a clairement désigner les résultats dont une preuve utilise 1’axiome du choix.

Les deux résultats marquants de GODEL (1938) s’il est cohérent, le systeme ZFne réfute
pas I’axiome du choix, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de preuve de la négation de I’axiome
du choix a partir des axiomes du systeme ZF et COHEN (1963) s’il est cohérent, le systéme
ZFne démontre pas I’axiome du choix, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de preuve de I’axiome
du choix a partir des axiomes du systeme ZF ne permettent de choisir ni en sa faveur ni en
sa défaveur.

Définition 1.4.2 (ZFC) i) (fonction de choix)
Soit a un ensemble. On appelle fonction de choix sur a une application f : a\ {0} — a
vérifiant f(x) € x pour tout z non vide dans a.

i) (Axiome du choix)
On appelle axiome du choix 1’énoncé : Tout ensemble possede une fonction de choix.
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iii) (Le systeme ZFC)
On appelle systeme ZFC la famille d’axiomes constituée des axiomes de ZF
et de I’axiome du choix ci-dessus, c’est-a-dire constituée des axiomes de ZERMELO fini [.1.3
de I’axiome de I’infini [.3.4 des axiomes de remplacement 1.4.1.ZF)
de I’axiome de fondation 1.4.1.ZF5)
et de I’axiome du choix.

I.5 . —Relations d’équivalence

Les relations d’équivalence, dont nous avons rappelé la définition en 1.2.2.v), étant ame-
nées a jouer un role majeur dans la plupart des constructions que nou déveloperons dans ce
cours, il ne nous a pas paru vain de leur consacrer quelques lignes afin de rappler certaines de
leur propriétés que nous espérons bien connues, ainsi que d’exposer quelques résultats moins
habituels. Ainsi I’ensemble Z des entiers relatifs est construit au paragraphe IV.1

comme un ensemble de classes d’équivalences. On pourrait d’ailleurs s’interroger sur le
bienfondé de cette méthode par opposition a une description de Z (que nous ne manquerons
d’ailleurs pas de donner (cf. IV.2.5.ii),))

comme réunion d’entiers positifs et d’entiers négatif. L’expérience montrera cependant
que la réunion ensembliste est une opération qui fait assez mauvais ménage avec les structures
algébriques.

On va voir immédiatement que les relations d’équivalences constituent une sorte de des-
cription alternative aux applications surjectives. Bien mieux encore, nombre de relations que
nous pourrons définir s’avérerons compatibles aux structures algébriques et fournirons des
lors non seulement des applications surjectives mais encore des morphismes surjectifs (cf.
1.6.17,) (cf. V.4, V.5,) (cf. VIL7.)

Définition 1.5.1 (Classes (d’équivalence)) Etant donnée une relation binaire (cf. 1.2.1.ii1),)
(pas nécessairement une relation d’équivalence,) ~ sur un ensemble £/, pour toutx € FE, on
appelle classe de x selon ~ (ou pour ~ ...) le sous-ensemble T := {y € F;y~z} C E
de E.

Si ~ est une relation d’équivalence, (ce qui est le cas qu’on rencontrera le plus souvent,)
on parlera de classe d’équivalence.

Le lemme technique suivant permet d’établir bon nombre de résultats concernant les re-
lations d’équivalence :

Lemme 1.5.2 Soit £/ un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~ . Pour tout (z,y) €
E x E, les assertions suivantes sont équivalentes :

a)

r ~Y;
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b)

TNY #0;
c)

T CY;
d)

T=7.

Preuve : Voir I’exercice 1.8.6.

Nous allons maintenant comparer les relations d’équivalence a d’autres objets mathéma-
tique dont on va s’apercevoir qu’ils ne sont en fait que des descriptions alternatives de la
méme réalité. En premier lieu les partitions d’un ensemble :

Définition 1.5.3 (Partition d’un ensemble) Soit £ un ensemble. On rappelle qu’une parti-
tion de E est une partie B de 1’ensemble P(E) des parties de £ (ou encore un élément de
P(P(E))) vérifiant :

Part)) ) ¢ B ;

Partg)
VXeB VWEeB, (XNY £#0 =X =Y);

Part3 )

U x=kE.

X eB

Proposition 1.5.4 Etant donné un ensemble E,

i) pour toute relation d’équivalence ~ sur E, I’ensemble des classes selon ~ est une partition
de E ;

ii) réciproquement, étant donnée une partition P de E, il existe une unique relation d’équi-
valence sur I dont I’ensemble des classes est égal a P.

On définit ainsi une bijection entre I’ensemble des relations d’équivalence sur E et I’en-
semble des partitions de E.

Preuve : Voir I’exercice 1.8.7.
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On compare maintenant les relations d’équivalence sur un ensemble £ et les applications
surjectives dont £ est I’ensemble de départ :

Notation I.5.5 Pour un ensemble £ muni d’une relation d’équivalence ~, on note £/ ~
I’ensemble des classes d’équivalence selon ~ .

Proposition 1.5.6 Soit E/ un ensemble,
i) pour toute relation d’équivalence ~ sur E, I’application
T:E > E/~,0—7T

est surjecctive;

ii) réciproquement pour toute application surjective p : E — [F', il existe une unique rela-
tion d’équivalence ~ sur F telle que I’application £/ ~ — F, T — p(z) soit une bijection
bien définie. La relation ~ est alors caractérisée par

z~y & px) = py).
On définit ainsi une bijection de I’ensemble des relations déquivalences sur IV dans 1’en-
semble des applications surjectives de I/ dans un ensemble F.

Preuve : Voir I’exercice 1.8.8.

Définition 1.5.7 Etant donné un ensemble E et une relation d’équivalence ~, on appel

i) ensemble quotient I’ensemble £/ ~ et

i) surjection canonique (et parfois méme projection canonique) 1’application

Tn:FE - E/~,2—T.

1.6 .—Magma

Définition 1.6.1 (Loi de composition) Pour un ensemble M on appelle loi de composition
(ou loi de composition interne ou loi interne) x sur M une application (cf. 1.2.4.iii),)

x : M xM — M.

Evidemment  la notation ((x,y), z) € * qui découle de I’axiomatique présentée précédem-
ment on préférera toujours celle x xy = z.
Le couple (M, *) est appelé magma.
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Définition 1.6.2 (Morphisme homomorphisme) Etant donnés deux magmas
(M7 *) et (N7 )

on dit qu’une application f : M — N est un morphisme ou homomorphisme de (M, )
dans (N, -) si

Lemme 1.6.3 i) Pour tout magma (M, x) I’identité 1d,,; est un morphisme du magma M
dans lui-méme.

ii) Pour (M, x*yr), (N, *y) et (P,*p) desmagmas, f : M — Netg : N — P des mor-
phismes, le composé g o f est un morphisme.

Définition 1.6.4 Etant donnés deux magmas (M, %) et (N, -), un morphisme f : M — N
est un isomorphisme s’1l existe un morphisme g : N — M tel que

gof = IdMetfog = IdN
On notera Isom (M, N) I’ensemble des isomorphismes de (M, ) dans (NN, -).

Proposition 1.6.5 Etant donnés deux magmas (M, ) et (N, -), une application f : M — N
est un isomorphisme si et seulement si c’est un morphisme bijectif.

Preuve : Si f est un isomorphisme, ¢’est par définition un morphisme qui est bijectif puisque
possédant une application réciproque.
Réciproquement si f : M — N est une application bijective, il existe une application

g: N — Mtellequeg o f = Idyset f o g = Idy .
Alors :
V(u,v) € N X N, g(u-v

SN—
I
Q
]
)
—~
IS
—
~
Q
VS
e
—

Définition 1.6.6 Soit (M, *) un magma.

i) (Enndomorphismes)
Un morphisme f : M — M de M dans lui-mé&me est appelé endomorphisme. On note
End(M) I’ensemble des endomorphismes de M.
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ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : M — M est un automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme
et un endomorphisme. Il revient au méme, grace a la proposition 1.6.5, de dire que f est un
endomorphisme bijectif. On note Aut(M/) I’ensemble des automorphismes de M.

Exemple 1.6.7 Pour un magma M, I’identité Id,; est un automorphisme de M.

Définition 1.6.8 (Associativité) On dit qu’une loi de composition * sur un ensemble M est
associative si

Vee M,Yye M, Vze M, (zxy)xz = xx(y*2)).
On peut alors parler pour (M, %) de magma associatif .

Définition 1.6.9 (Commutativité) On dit qu'une loi de composition * sur un ensemble M
est commutative si
Vee M, VYye M, (xxy = yxx).

Définition 1.6.10 (Eléments particuliers) Soit (M, %) un ensemble muni d’une loi de com-
position associative (magma associatif)

i) (Elément neutre)
Un élément neutre pour (M, x) est un élément e € M tel que

Vee M, (zxe = exx = x).

ii) (Symétrique)
Si M possede un élément neutre € on dit qu’un élément z € M possede un symétrique
pour la loi * s’il existey € M tel que

TxY = Yyxxr = €.

Remarque 1.6.11 Dans la suite on ne considérera que des magmas associatifs dans la mesure
ou ce seront les seuls que nous rencontrerons. Il se peut que certains énoncés puissent étre
formulés sans cette hypothese mais nous ne cherchons pas le plus grand degré de généralité
possible mais une présentation que nous espérons la plus claire et la plus lisible ainsi que la
moins répétitive.

Exemple 1.6.12 Si X est un ensemble I’ensemble M des applications de X dans lui-méme
est un magma associatif pour la loi o de composition des applications. Il possede un élément
neutre Idy. En revanche un élément f : X — X de M n’a pas de symétrique en général
puisque f n’est pas bijective en général. La loi o n’est en général pas commutative non plus.

Proposition 1.6.13 (Propriétés) Soient (M, ) un magma associatif.

i) Sie eté€ sont des éléments neutres de (M, x) alorse = €.
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ii) Si (M, *) posséde un élément neutre et si y et z éléments de M sont des symétriques
pourx € M,y = z.

Remarque 1.6.14 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un magma lorsqu’il en pos-
sede un et du symétrique d’un élément lorsqu’il en possede un.

Pour un magma (M, *) et une partie N de M, N x N est une partie de M x M. La restric-
tion x|y de * a N X N est une application *yxy : N x N — N. Il se peut cependant
que :

Définition 1.6.15 (Sous-magma) Que * |y, soit a valeurs dans N. On dit dans se cas que
la loi * se restreint en une loi interne (usuellement encore notée *) sur V.
On pourra alors dire que (/V, *) est un sous-magma de (M, x)

La définition ci-dessus ne présente pas un grand intérét en soi, hormis celui de pouvoir
énoncer confortablement la proposition 1.6.16. Cette derniere n’étant d’ailleurs elle-méme
qu’un moyen commode de ne pas réécrire de nombreuses fois le méme argument.

Proposition 1.6.16 Soit (M, x) un magma.

i) Le magma (M, x) est toujours un sous-magma de lui-méme. Si M possede un élément
neutre €, ({€}, %) est un sous-magma de (M, x).

ii) Soit (N, %) un sous-magma de (M, x). Si (M, x) est associatif (resp. commutatif) (N, )
I’est aussi.
Soit f : (M,*) — (N,-) un morphisme de magmas.

iii) Pour tout sous-magma M’ de M, f(M’) est un sous-magma de N.
iv) Pour tout sous-magma N’ de N, f~'(N') est un sous-magma de M.

Définition 1.6.17 Etant donné un magma associatif (M, ), on dit qu’une relation d’équiva-
lence ~ sur I’ensemble M est compatible a la loi * ou simplement compatible si

V(z,y,z,t) € M x M x M x M, (xwzetywt) = Txy ~ zxt.

Lemme 1.6.18 Si (M, %) est un magma associatif, et ~ une relation d’équivalence compa-
tible,

i) il existe une unique structure de magma sur I’ensemble quotient M/ ~ (ensemble des
classes d’équivalence pour la relation ~,) telle que la surjection canoniquen : M — M/ ~
soit un morphisme.

Preuve : (ct. 1.8.10.question 1).)
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ii) Le magma M/ ~ est alors associatif (resp. commutatif) (resp. posséde un élément
neutre) s’il en est ainsi pour (M, x).

Preuve : (ct. 1.8.10.question 2).)
Définition 1.6.19 (Magma quotient) Avec les notations du lemme 1.6.18, le magma M/ ~

est appelé magma quotient ou bien on dit que I’ensemble M/ ~ est muni de la structure
quotient.

Proposition 1.6.20 Soient (M, ) un magma, E un ensemble et M” I’ensemble des appli-

cations de E dans M. Pour tout (f,g) € MY x M¥, on définit f *y=g € MPF dela
maniere suivante : Pour toutx € F,

frae g(x) = fx) *g(x) .
i) (MP¥ %,E) est un magma c’est-a-dire que *,,= est une loi de composition interne sur
ME.
ii) La loi * & est la seule loi sur I’ensemble M¥ telle que, pour tout x € E, I’application

MP — M, f— f(x)

soit un morphisme.
iii) Le magma (M¥  x,,5) est associatif dés que (M, *) I’est.
iv) Le magma (M¥ x,r) est commutatif dés que (M, *) I’est.

v) Si (M, x*) posséde un élément neutre ¢, I’application
eme - B — M,z — €

est I’élément neutre de M .
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Définition 1.6.21 Etant donnés un magma (M, *) et un ensemble E, on appellera loi induite
par celle de M sur M¥ 1a loi *,,= construite & la proposition 1.6.20. On la notera bien siir
simplement * en général.

Exemple 1.6.22 On est habitué depuis longtemps a écrire f + g pour f et g des applications
de R dans lui-mé&me par exemple, ainsi que f * g en utilisant les lois de compositions + et *
dont on dispose sur I’ensemble R des nombres réels.

Proposition 1.6.23 Etant donnés deux magmas (M, ) et (N, -),

i) la loi | définie sur le produit cartésien M x N par
(@,y) T (2,1) = (x*z,y-1)
est I’unique loi telle que les projections
p:MxN — M, (z,y) = zetq : MXN — N, (z,y) — y

(cf. 1.2.15,)soient des morphismes;

ii) Pour tout magma (P, 1), et tout couple de morphismes
(f : (Pajj) — (Mv*) » 9 - (Pvﬁ) — (Na))
il existe un unique morphisme

h : (Pt) - (MxN,t)telquep o h = fetqo h = g.

Preuve : Voir I’exercice 1.8.18.

Définition 1.6.24 (Groupe) i) Un groupe est un magma associatif possédant un élément
neutre et dans lequel tout élément possede un symétrique (appelé inverse ou opposé selon les
cas.) Le groupe est de plus dit abélien ou commutatif si la loi de composition est commuta-
tive.

i1) Un morphisme de groupes ou de maniere exactement synonyme un homomorphisme de
groupes est une application qui préserve les lois de compositions ou encore un morphisme
de magma.

iii) Un isomorphisme de groupes est un morphisme possédant une application réciproque,
cette derniere étant elle-méme un morphisme.
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Ces notions seront développées en détail aux chapitres Il et V.

Définition 1.6.25 (Anneau) i) Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de compo-
sitions + et * tels que (A, +) soit un groupe abélien et (A, ) un magma associatif possédant
un élément neutre 1. Par ailleurs la loi * est distributive sur +, a savoir que

V(z,y,2) EAXAXA zx(y+z) = sxyt+arxzet(x+y)*xz = x*xz+y*xz.

i1) Un morphisme d’anneaux (homomorphisme) est un morphisme de groupe qui est simul-
tanément un morphisme de magma pour la loi *. De plus on exige que I’image de 1’élément
neutre 1 pour la loi * soit I’élément neutre pour la loi *.

i) Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme possédant une application réciproque,
cette derniere étant elle-m&me un morphisme.

Ces notions seront développées en détail au chapitre VII.

.7 .—Ce qu’il faut retenir

La plupart des développements de ce chapitre I constituent des considérations historiques
ou de motivation.

Cependant il est indispensable de pouvoir utiliser correctement les symboles €, C, N et
U du langage ensembliste.

Il est également nécessaire d’étre familier avec les définitions concernants les relations
binaires et les fonctions 1.2.1.iii) a 1.2.13 ainsi qu’avec les dévelopements du paragraphe 1.5.

Enfin le paragraphe 1.6 servira de base aux chapitres III et VII.

I.8§ . —Exercices

Exercice 1.8.1 [Fonctions caractéristiques]  Soit A une partie de F, on appelle fonction
caractéristique de A I’application f de E dans I’ensemble a deux éléments {0, 1}, telle que :

f(x):{o siz ¢ A

1 size A

Soit A et B deux parties de E, f et g leurs fonctions caractéristiques. Montrer que les fonc-
tions suivantes sont les fonctions caractéristiques d’ensembles que I’on déterminera :

1_f7fg'7 7f+g_fg

Exercice 1.8.2 [Injection] Etant donée une application f : A — B, démontrer que les pro-
positions suivantes sont équivalentes

i) f estinjective.
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ii) il existe une application g de B dans A telleque go f = Ida4.
On dit alors que g est une rétraction de f.
Une telle rétraction est elle unique ? Etudier le casde A = B =N, f(n) = 2n .

Exercice 1.8.3 [Surjection] Etant donnée une application f : A — B, démontrer que les
propositions suivantes sont équivalentes

i) f estsurjective.

i) il existe une application g de B dans A telle que f o g = Idp.
On dit alors que g est une section de f.

Une telle section est elle unique ? Démontrer que si deux sections ont méme image elles
coincident.

Exercice 1.8.4 [Propriétés des applications]
Soit f : E — F une application.

1) () a) () Montrer que
VA e P(F), f(f1(4) C A.
b) () Montrer que f est surjective si et seulement si

VA€ P(F), A = f(f1(A4)).

2) () (Injectivité (facultatif))

a) () Montrer que
VAe P(E), A C [TH(f(A)).

b) () Montrer que f est injective si et seulement si

VAEP(E), A = fUf(A)).
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Exercice 1.8.5 [] Faire la preuve de la proposition 1.2.14.
Exercice 1.8.6 [] Faire la preuve du lemme 1.5.2.

Exercice 1.8.7 [] Donner la preuve de la proposition 1.5.4.
Exercice 1.8.8 [] Faire la preuve de la proposition 1.5.6.

Exercice 1.8.9 []
Soit £ un ensemble.

1) () Onsuppose que £ est muni d’une relation d’équivalence R. Onnote7w : £ — E/R
la surjection canonique.

Montrer que si F' est un ensemble et f : £ — F une application constante sur les
classes de IR c’est-a-dire que

Ve e E,Vy € E, ((zRy) < (f(z) = f(y)))

Il existe une unique application f : E/R — F vérifiant f = for.

2) () Soitp : £ — E’uneapplication surjectiveet / : £ — [ une application constante
sur les fibres de p, c’est-a-dire que

Vre E, Yy e E, (px) = ply) & (f(x) = f(y))).

Montrer qu’alors il existe une unique application f : E' — Ftelleque f = fop.

Exercice 1.8.10 []
On suppose que £ est munie d’une relation d’équivalence R et d’une loi

- ExE — E.
On suppose que - et X sont compatibles c’est-a-dire que
Va,y,z,t € E, (tRy A 2Rt = x-zRy-t).

Onnote 7 : £ — FE/R lasurjection canonique.

1) () Montrer qu’il existe une unique loi ¥ : F' x ' — F' tel que 7 soit un morphisme
c’est-a-dire que
Va,y € B? (n(z-y) = 7(x) t7(y)) .

On parle alors de structure quotient.
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2) () Montrer que si - est associative, (resp. posseéde un élément neutre) (resp. est commu-
tative) il en est de méme de . Montrer que si * € E possede un symétrique y pour - alors
7(y) est le symétrique de () pour f.

3) () Montrer que si £/ est muni d’une autre loi x également compatible a R, qui induit une
loi £ sur F et si x est distributive sur - alors f est distributive sur .

4) () Donner des exemples déja connus des constructions précédentes.

Exercice 1.8.11 [Produit cartésien et applications] Soient A, B, C' trois ensembles. Etant
donnée une application f : A x B — C, pour tout z € A, on définit g(z) € CP une

application de B dans C par
9(@)(y) = f((z,y)) .
Montrer que 1’application
¢ 2 CPF 5 (CP) f = g

est une bijection,
Indication : on pourra donner sa bijection réciproque.

Exercice 1.8.12 [] Faire les détails de la preuve de la proposition 1.6.13.

Exercice 1.8.13 [] Etant doné un morphisme f : M — N, (de magmas associatifs,) mon-
trer que :

1) () si € est I’élément neutre de M son image f(e) n’est pas nécessairement 1’élément

neutre de /V ;

2) () siy estle symétrique de = dans M, f(y) n’est pas nécessairement le symétrique de
f(z) dans N.

Exercice 1.8.14 [] Donner la preuve de la proposition 1.6.20.

Exercice 1.8.15 []

1) () Compléter la preuve de la proposition 1.6.16.
2) () Sieestunélément neutre de M est-il encore un élément neutre d’un sous-magma N 7
Si N possede un élément neutre 7 celui-ci est-il nécessairement celui de M 7

Six € N posséde un symétrique dans M celui-ci est-il aussi son symétrique dans N 7
Six € N possede un symétrique dans /N est-il aussi son symétrique dans M 7
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Exercice 1.8.16 [] Soit (M, %) un magma associatif, d’élément neutre € et N un sous-magma
tel que e € N. Montrer que :

1) () €estl’élément neutre de N.

2) () siz € N auninverse y dans N, c’est aussi son inverse dans M.

Exercice 1.8.17 [] Faire la preuve du lemme 1.6.18.

Exercice 1.8.18 [] Faire la preuve de la proposition 1.6.23.

II .—L’ensemble N des entiers naturels
I1.0 . —Introduction

On choisit, dans ce cours, de définir I’ensemble N a partir des axiomes de Peano : 1l
existe un ensemble N contenant un élément noté 0 et muni d’une applications : N — N
vérifiant :

PA;) (Succ;)

VpeN, (p # 0 & FgeN, (p = s(9)) -
PA5) (Succs)

VpEN, Vg eN, (s(p) = s(a) = » = q).
PA3) (Ind)

VACN, (0€e AAVplpe A = s(p)cA) = A=N).
Remarque I1.0.4 On constate qu’ici on ne suppose pas donné I’ensemble de ce qu’on avait
appelé systeme de Peano en 0 mais seulement les axiomes 0.1.PA;) a 0.1.PA3).
On avait constaté que 1I’ensemble w construit dans le systeme de Zermelo Z en 1.3.7, satis-

faisait ces trois axiomes. On avait mentionné aussi alors que la construction d’une addition +

et d’'une multiplication * demandaient des arguments supplémentaires qu’on s’était contenté
d’esquisser. Une approche un peu différente sera développée dans les paragraphes II.1 et I1.3.

Définition I1.0.5 (Entiers naturels) On appellera entiers naturels les éléments de N et N
I’ensemble des entiers naturels.
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Nous allons, a partir des axiomes de Peano PA;) a PAs)

— Construire 1’addition sur N (cf. II.1) et la multiplication sur N (cf. 11.3;)

— établir les propriétés algébriques (d’ailleurs bien connues) de N c’est-a-dire les pro-
priétés des opérations + et x ;

— définir une relation d’ordre < sur N au paragraphe II.2 et montrer notamment le ré-
sultat clef que toute partie non vide de N possede un plus petit élément (cf. 11.2.9;)

— introduire la notion d’ensemble fini en 1.4 et donner quelques propriétés.

Définition I1.0.6 (suite) Pour tout ensemble E, on appellera suite a valeurs dans E une
application
u: N = E.

On notera, en général, u := (un) ,neN €t pour tout entier naturel n, u,, := u(n) I'image de
I’entier naturel n par u qu’on appellera n'“™ terme de la suite u.

La notation E™ pour désigner 1’ensemble des suites a valeurs dans F est un cas particulier
de la notation introduite en 1.2.5.

II.1 . -—DL’addition +

Proposition I1.1.1 (Existence) II existe une application
4+ :NxN — N

satisfaisant les axiomes :

PA,) (Add,)
VpeN, (0+p = p).
PA;5) (Add,)
VpeN,VgeN, (s(p) + ¢ = s(p+q)) .

Preuve : (ctf. 11.6.1.question 1).)

Lemme I1.1.2 Ona:

VpeN, VgeN, s(p)+q = s(p+q) = p+s(q) .

Preuve : Voir I’exercice I1.6.1.question 2).
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Remarque II.1.3 La formule ci-dessus n’a I’air de rien et semble tout a fait superflue des
I’instant ol on aurait établi la commutativité de 1’addition. Elle est cependant d’une grande
utilité technique, précisément pour établir les propriétés algébriques de 1’addition.

Notation I1.1.4 On notera :
1 := 5(0). I1.1.4.1

En prenant ¢ = 0 dans ’axiome 0.1.PAj5) et en utilisant 0.1.PA,), il vient alors :

s(p) = s(p+0) =p + s0) =p + 1. I.1.4.2

Plutét que s(p) on utilisera p + 1 qui est plus habituel ; ce qui donne a I’axiome de ré-
currence I1.0.PA3) la forme plus familiére : Si A C N contient 0 et contient p + 1 pour tout
p € A, alors A = N. Si P est une propriété portant sur des entiers, etsi A := {p e N <
P(p)} (autrement dit A est I’ensemble des entiers vérifiant P,) alors o a :

0eAN(peA=ptled) o (PO)A Pp) = Plp+1))

par aillleurs
A =N« P(pVvpeN.

Si bien que I’axiome de récurrence peut se reformuler, lorsque A est défini par une propriété
Pen:

(P(0) A (P(p) = P(p+1))) = (YpeN, (P(p)).

Proposition I1.1.5 (Propriétés algébriques de la loi +) La loi + sur N a les propriétés sui-
vantes :

i) (Associativité)
Elle est associative (cf. 1.6.8;)

Preuve : (ct. 11.6.1.question 3).)

ii) (Elément neutre)
0 est un élément neutre (cf. 1.6.10.1) ;)

Preuve : (ct. 11.6.1.question 4).)
iii) (Commutativité)
elle est commutative (cf. 1.6.9.)

Preuve : (ct. 11.6.1.question 5).)
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Définition I1.1.6 On dit que les propriétés ci-dessus donnent a (N, 4) une structure de mo-
noide commutatif .

Proposition I1.1.7 (Régularité) Tout élément de N est régulier c’est-a-dire que
VpeN, VgeN, Vr e N, ((p—l—'r =q+r=p=q@ AN(r+p=r+q =p = q))

Remarque I1.1.8 Si on pouvait d’ores et déja considérer N comme un sous-monoide de
Z, la justification de la propriété ci-dessus serait immédiate. Cependant dans le point de
vue axiomatique que nous avons adopté, la construction de Z vient apres celle de N. La
propriété de régularité des éléments de N s’avere alors déterminante dans la construction de
Z et est a la source de nombres des propriétés algébriques les plus importantes de Z (cf.

IV.)

Proposition I1.1.9 On a :

VpeN, VgeN, (p+q=0=p=0Aqg=0).

Preuve : La démonstration de cette proposition se fait par contraposée : Si en effet, p ou q
est différent de 0, supposons, par exemple que ce soit p, alors p est le successeur d’un élément
r ¢’est-a-dire qu’il existe un entier naturel r tel que p = s(r) (cf. IL0O.PA,).) Il en résulte que
s(r) + ¢ = 0 c’est-a-dire, d’aprés II.1.1.PA5), que s(r + q) = 0 ce qui contredit I’axiome
I1.0.PA, ).

I1.2 . —La relation d’ordre <

On définit maintnant une relation d’ordre sur N (cf. [.2.2.v1),) dont on va montrer qu’elle
satisfait de « bonnes propriétés » relativement a I’addition + et la multiplication .

Définition I1.2.1 (<) On définit la relation < sur N, par la formule :
VpeN,VgeN, (p < qg < FreN, (g =p+r)). 11.2.1.1
Pour tout couple (p, q) d’entiers, si p < ¢, on dira que p est inférieur ou égal a q.

Proposition I1.2.2 (<) La relation < définie ci-dessus est une relation d’ordre sur N (cf.
1.2.2.vi).)

Preuve :

i) (Réflexivité)
Comme,Vp € N, p+0 = p (cf. II.1.5.i1),) p < p i.e.< est réflexive.
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ii) (Antisymétrie)
Pour deux entiers naturels p et q, sip < q et q < p, il existe des entiers naturels u et v
tels que
p+u = qgetg+v = p.

Ilen résulte quep+u+v = q+v = p c’est-a-dire, comme p est régulier (ct. I1.1.7,) que
u + v = 0. Il découle alors du point II.1.9 que v = v = 0 d’ou il résulte finalement que
p = q. La relation < est donc antisymétrique.

iii) (Transitivité)

Enfin pour tout triplet (p, q, ) d’entiers naturels, sip < q et ¢ < r, il existe des entiers
naturels u et v tels que ¢ = p+wetr = q+ v. Il en résulte quer = p+ u + v et, par
conséquent, la relation < est transitive.

Il résulte des trois points ci-dessus que < est une relation d’ordre.

Définition II.2.3 On peut définir de maniere exactement analogue une relation > (supérieur
ou égal) par p > ¢ s’il existe r tel que p = q + r ce qui est exactement équivalenta ¢ < p.

On peut aussi définir une relation < strictement inférieur a (resp. > strictement supérieur
a,) par p < q (resp. p > q) si p < g (resp. p > q) et p # q. Les relations < et > ne sont pas
des relations d’ordre, puisqu’elles ne sont pas antisymétriques.

Notation I1.2.4 On noteraVp € N, Vg € N, :

p;q) = {r e N;p<r <gq}
pigl == {r e N;p <r < g}
Ipiq) = {r e N;p <r < g}
M.2.4.1
il = {r e N;p <r < gq}
[p; ool == {r e N;p < r}
Ip;4oof == {r € N;p < r}.

Proposition I1.2.5 (Ordre total) La relation < est une relation d’ordre totale sur N (cf.
1.2.2.vi).)

Preuve : Ceci équivaut encore au fait que, pour tout couple d’entiers naturels (p, q) il existe
r € N tel que, soitq = p+ 1, soit p = q + r. Cet énoncé équivaut encore, avec les notations
I11.2.4, a:

VpeN, (N = [0;p] U [p;+o0]) . 11.2.5.1

On va démontrer que pour tout p € N, I’ensemble [0; p] U [p; +oo] satisfait I’axiome de
récurrence I1.0.PA3) et est donc égal a N ce qui établit 11.2.5.1 :

i1) Tout d’abord
0€[0;p] C [0;P] U [p;+ool.
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iii) Siq € [0;p] U [p; +ool, deux cas sont possibles :

a) Soitq € [p;+oo] c’est-a-dire qu’il exister € N tel que ¢ = p + r ce qui entraine que
qg+1=p+r+1etdoncqueq+1¢€ [p;+oo

b) Soitq € [0;p] c’est-a-dire qu’il exister € N telquep = g+ r. Sir =0 p = q donc
g+1=p+1¢€[p;+oo|. Sir # 0, il existe (cf. II.O.PA;),)t € Ntelquer =t+ 1d’ouil
découle quep = q+t+1 = q+ 1+t c’est-a-dire que g + 1 € [0; p).

iv) Dans tous les cas, on a démontré que [0; p] U [p; +o0| satisfait au principe de récurrence
et donc

[0;p] U [p; +00[= N.

Proposition I1.2.6 (Addition)

VpeN,VgeN,VreN, (p<q & p+r < g+r & s(p) < s(q)) .

Preuve : Sip < q, il existeu € N tel que ¢ = p + w. Il s’ensuit que pour toutr, g +r =
p+ u + r. Il s’ensuit également que s(q) = s(p+u) = s(p) + u.

Réciproquement sip +r < g+ r, il existeu € Ntelqueq+r = p-+r+ u ce qui
entraine, puisque r est régulier (cf. I.1.7,) ¢ = p + u. sis(p) < s(q), on pourrait, grice a
ce qu’on a établi auparavant, conclure en prenant r = 1, dans ce qui précede. On peut aussi
écrire qu’il existe u € N, tel ques(q) = s(p) +u = s(p+ u). Puisque s est injective, il
en résulte que ¢ = p + u.

Corollaire I1.2.7 L’applications : N — N est strictement croissante.

Remarque I1.2.8 Pour toutp € N, p = 0 + p (cf. I1.1.5.11),) c’est-a-dire que 0 < p. 0 est
donc un plus petit élément pour N lui-méme.

Proposition I1.2.9 (Plus petit élément) Toute partie non vide de N posséde un plus petit
élément
(ct. 1.2.2.vii).)

Preuve :

1) On déduit de la remarque 11.2.8, que toute partie P de N contenant 0 posséde 0 comme
plus petit élément c’est-a-dire que I’ensemble A des entiers p tels que toute partie de N
contenant p possede un plus petit élément, contient 0.
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i) Supposons que p € A, c’est-a-dire que toute partie contenant p posséde un plus petit
élément. Soit P une partie de N contenant s(p).
si0 € P d’apres ce qui précéde, 0 est le plus petit élément de P P contient donc un plus
petit élément.
si0 & p Notons Q := s (P). Puisque 0 ¢ P, il découle de I’axiome II.0.PA,) que la
restriction de s/ est surjective. Comme d’apres I’axiome 11.0.PA>), s est injective, sa
restriction $|¢ reste injective.
Intuitivement ce qui préceéde signifie simplement que, comme P ne contient pas 0,
pour tout ¢ € P, ¢ — 1 (pour peu qu’on puisse donner un sens a cette écriture,) reste
un entier.
Puisque s(p) € P, p € Q. Par hypothése de récurrence, () posséde donc un plus
petit élément q. Il s’ensuit que Vr € ), q¢ < r. Il s’ensuit que Vr € @Q, s(r) < s(q)
d’aprés la proposition I1.2.6. 11 s’ensuit que Vr € s(Q), s(q) < r, ce qui signifie
exactement, puisque s : (Q — P est une bijection que Vr € P, s(q) < r. Or
q € @ doncs(q) € P si bien que s(q) est le plus petit élément de P.

Remarque ii).1 On aurait pu établir, au rang des propriétés des applications croissantes, que
si f est une application croissante, que a posséde un plus petit élément x alors f(z) est le
plus petit élément de f(a). On aurait ensuite appliqué ce résultat a s : () — P grice au
corollaire I1.2.7.

iii) On vient donc de montrer que I’ensemble A satisfait au principe de récurrence autre-
ment dit que A = N ce qui achéve la preuve de I’existence d’un plus petit élément.

Proposition 11.2.10 (Plus grand élément) Une partie non vide P de N est majorée
(cf. 1.2.2.vii),) si et seulement si elle posséde un plus grand élément. Celui-ci est alors le plus
petit de ses majorants.

Preuve : Si P possede un plus grand éléments, celui-ci est un majorant par définition. Et P
est évidemment non vide.

Réciproquement si P est majorée I’ensemble M de ses majorants est non vide. Il résulte
de I1.2.9 que M posséde un plus petit élément m. Comme Vp € P, | p < m,

m¢P = VpeP, ,p<mAp#m

c’est-a-dire
VpeP, ,p < m. 11.2.10.1

11 s’ensuit alors que
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Donc
p#D=m=#0.
1l existe donc (cf. I1.0.PA;),)n € Ntelquem = n+ 1.11.2.10.1 entrraine alors que

VpeP,p<n+l1l=VpeP,p<n=necM.

Mais n < m m étant le plus petit élément de M.
On en déduit donc que m € P c’est-a-dire que m est le plus grand élément de P.

II.3 . —La multiplication

Les propriétés algébriques de la multiplication (associativité élément neutre, distributivité
sur I’addition et commutativité) sont énoncées dans la proposition I1.3.3 dans 1’ordre ou on
les énonce en général dans le cadre des structures algébriques. Il s’agira d’en déduire des
propriétés similaires pour I’anneaux Z étudié au paragraphe I'V.3.

La preuve de ces propriétés est cependant donnée dans un ordre différent dans le lemme
I1.3.2 (comme d’ans le TD n° II, exercice A. Cet ordre correspond a celui dans lequel on
peut raisonablement déduire ces propriétés les unes des autres. On constate en particulier
que ’associativité (cf. I1.3.2.iv),) qui ne concerne pourtant que la seule loi *, est établie
postérieurement a la distributivité a droite qui pourtant met en jeu les deux lois + et *. Il faut
juste remarquer que 1’axiome I1.3.1.PA7) comporte un signe + dans son énoncé. Autrement
dit, comme on s’y attendrait et comme on le sait d’ailleurs naivement depuis fort longtemps,
la multiplication des entiers est définie par une itération de sommes. Le but de ce qui suitn’a
pour seul but que de rendre formelle (mais pas trop espérons-le) et rigoureuse cette intuition.

Proposition I1.3.1 (Existence) Il existe une application
4+ : NxN — N

satisfaisant les axiomes :

PAg) (Mult,)
VpeN, (0 x p = 0).
PA;) (Mult,)

VpeN,VgeN, (s(p) * ¢ = (p * q) + q) .
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Preuve : Montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme I1.3.1.1 Il existe un unique élément

r e (NN
tel que :
i) m(0) := Oie
VneN, 7(0)(n) = 0;
ii)

Vn €N, m(s(n)) = m(n)+Idy, i.e. Vn € N, Vp € N, 7(s(n))(p) = 7(n)(p) +p.

Preuve : Montrons que 7 est bien définie c’est-a-dire que le domaine de définition D de 7

est égal aN. La condition i) assure que 7(0) est bien un élément de N i.e.une application de
N dans lui-méme. On en conclut que 0 € D.

Sin € N appartient a D, cela signifie que w(n) est une application bien définie de N
deans Iui méme. Alors m(n) + Idy est encore une application de N dans Iui-méme et I’on
peut donc définir w(s(n)) par m(n) + Idy entrainant que s(n) € D.

L’ensemble D satisfait donc au principe de récurrence 11.0.PAs) si bien que D = N.

On a bien constaté dans ce qui préceéde que la condition ii) impose que 7 se prolonge de
maniere unique, ce qui assure 1’unicité de .

Posons alors désormais
VpEN, Vg €N, p x q == 7(p)(q)
et I’on constate que la condition 11.3.1.1.1) (resp. 11.3.1.1.ii)) entraine précisément que I’axiome

PAg) (resp. PA7)) est satistait.

Lemme I1.3.2
VpeN, VqgeN, Vr e N,

i) (Elément neutre)
lxp=px1=np;

ii) (Elément absorbant)
Oxp=px0=0;
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iii) (Distributivité a droite)
(p+q) * 1 =pxr + gxr;
iv) (Associativité)
px(gxr) = (pxq) * r;
v) (Distributivité partielle a gauche)
p*(qg+1) =pxq+ p;
vi) (Commutativité)
p*xq=4qg*p;
vii) (Distributivité a gauche)
p*x(qg+r) =pxq+ pxr.
Preuve :

i) (Elément neutre)
Le fait que
VpeN, 1xp = p, 1

est une conséquence de 11.3.1.PAg), 11.3.1.PA7), 11.1.1.PA4) et 11.1.1.PA5) sans qu’il soit
nécessaire de recourir a un raisonement par récurrence.
Considérons désormais A := {p € N; px1 = p}. Il résulte de I’axiome I1.3.1.PAg)
queOx1 = 0ie0€ A.
Par ailleurs d’apres 11.3.1.PA7),

VpeN, (p+1)x1 = px1 + 1x1.
Si on suppose que p € A, il vient
(p+1)*x1 =pxl + 1x1 =p+ 1x1

et en appliquant 1, il vient finalement (p+1)«x1 = p+1liep+1 € Asibienque A = N.

ii) (Elément absorbant)
Il découle immédiatement de I1.3.1.PAg) que

0 A:={peN;px0 =0}.

DeplusVp € N, (p+1)%0 = p*x0 + 0 en vertu de II.3.1.PA7). Si en supposant que
p € A, il vient, en vertu également de I1.1.1.PA,),

p+1)*x0=px0+0=0+0=0

c’est-a-dire que p + 1 € A et donc finalement que A = N.
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iii) (Distributivité a droite)
D’apres I’axiome I1.3.1.PAg), Vr € N, 0« r = 0 ce qui, combiné a II.1.5.ii), entraine
que
Ve N, VreN, O0xr+qgxr = (0+q)*r

c’est a dire que
0eA ={pe N;VgeN, VreN, (p+q)xr = pxr +qx*r}.
De plus,
VpeN, Vge N, VreN, (p+1+q)xr = (p+q)+1)xr = (p+q)*r+r

la derniere égalité résultant de I’axiome 11.3.1.PA7) et I’avant derniere de II.1.1.PA3).
Si on supposep € A, on a

(p+1+q)xr = (p+q)xr+r = pxr+q*xr+r = pxr+r+q*xr = (p+1)*r+q*r

en utilisant I1.3.1.PA;) et I1.1.5.1ii). Il s’ensuitque p + 1 € A et donc que A = N.

iv) (Associativité)
L’axiome I1.3.1.PAg) entraine que

Vge N, VreN, 0x(g*xr) = 00%xr = (0*xq)*r
si bien que
0€e A={peN;VgeN, VreN, px(gxr) = (p*xq)*r}.
En outre
VpeN, Vge N, VreN, (p+1)x(gxr) = px(qg*r)+qgxr
en appliquant I’axiome I1.3.1.PA7). 1l en résulte, sip € A, que
(p+1)*(g*r) = px(gxr)+qxr = (pxq)xr+qxr = (prq+q)xr = ((p+1)xq)*r

I’avant derniéere égalité résultant de iii) et la derniere de I’axiome I1.3.1.PA7). On an déduit
finalement que p + 1 € A etdoncque A = N.
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v) (Distributivité partielle a gauche)
On a bien entendu, Vg € N, 0 (¢+1) = 0 = 0%q + 0x1 en utilisant ii), si bien que

0 € A:={pe N;VgeN px(g+1) = pxq+p}.
En outre
VpeN, VgeN, (p+1)x(g+1) = px(g+1) + ¢ + 1
en vertude I1.3.1.PA;). Sip € A, ona
(p+1D)x(g+1) =px(g+1)+q+1 =pxqgtp+q+1.
Comme I’addition + est commutative (cf. II.1.5.iii),) il vient
P+ =*(g+1) =prqgt+p+q+l =prgtqg+tp+l = (p+1)xq+ (p+1)

en utilisant I1.3.1.PA7). Ce qui précéde assure que p + 1 € A et donc que A = N.

vi) (Commutativité)
1l résulte de ii) que

0 A:={peN:;VgeN, pxq = qxp}.

Par ailleurs
VpeEN, VgeN, (p+1)*xq = pxq + ¢

en vertu de I1.3.1.PA7). Si on suppose de plus quep € A, ona:

p+1)xq =pxq+q = qxp+q = qgx(p+1)

en utilisant v). Il en résulte quep + 1 € Ai.ee A = N.

vii) (Distributivité a gauche)
C’est une conséquence immédiate de iii) et vi).
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Proposition I1.3.3 (Propriétés de la loi x) La loi x sur N posséde les propriétés suivantes :
Elle est associative (ct. 11.3.2.iv),) possede un élément neutre 1 (cf. 11.3.2.1),) est distributive
a gauche et a droite sur I’addition (cf. I1.3.2.vii) et I1.3.2.iii),) est commutative (cf. 11.3.2.vi),)
0 est un élément absorbant (cf. 11.3.2.ii).)

Proposition I1.3.4 (Intégrité)
Vp e N, Vg € N, (p*q =0 p=0Vgq-= O).

Preuve : Biensirsip = 0V g = 0,pxq = 0 en vertu de I1.3.2.ii).
Réciproquement sip # Oetq # 0,ilexisteuetvtelsquep=u-+1letqg=v+1len
vertu de I’axiome I1.0.PA, ). On a alors en utilisant la proposition 11.3.3 :

pxq = (u+1)x(v+1) = uxv+ut+v+1 =s(uxv+utv) # 0
en appliquant I’axiome 11.0.PA,).

Proposition 11.3.5
VpEN, Vge N, VreN, ((p # 0Apxq = pxr) & (¢ = 7).

Preuve : Notons
A:={qgeN;VpeN,VreN, ((p # 0Apxq = pxr) & (¢ =1))}.
Sig = 0,
Vp eN, Vr € N, ((psé() ANpkxq =pxr) & (pxr = O))

ce qui entraine que v = 0, en vertu de la proposition 11.3.4. On vient donc de constater que
0e A
Pour tout (p,q,r,) € N x N x N,

(pxs(g) = pxr) & (pxa+p = p*r)).
Or
p#0=pxq+p #0=pxr #0=1r #0.
II s’ensuit qu’il existeu € N tel quer = s(u). On a donc
pxs(q) = pxr & prq+p = pxs(u) & pxq+p = prxutp & pxq = pxu
la derniere égalité résultant de la proposition I1.1.7. si ¢ € A,
pg = pxu = q =u = s(q) = s(u) =r

ce qui prouve que s(q) € A et assure que A satisfait au principe de récurrence I1.0.PA3z). On
adonc A = N ce qui acheve la preuve.
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Proposition 11.3.6
VpeN, VgeN, Vr e N, (qgr = p*qu*r)
la réciproque étant vraie si p # 0.

Preuve :

i) (Sens direct)
Pour tout ¢, € N,
(g<r = FueN, (r = qg+u)).

Ceci entraine
VpeEN, pxr = pxq + pxu

ce qui entraine
pxqg < pxr.

ii) (Réciproque)
11 découle du sens direct et de la proposition I11.3.5, que

VpeN, Vge N, Vr e N, ((p #F0ANqg<r)e (prqg < p*r)).

En utilisant que la négation de ¢ < r estr < g, on établit le résultat par contraposée.

Proposition I1.3.7 Pour tout couple d’entiers naturels (p,q), px g = 1 si et seulement si
p=q=1

Preuve : Pourtoutp,q € N, p*q = 1, entraine par I1.3.4
p#FOANg#0.
11 s’ensuit en particulier que 1 < q, ce qui entraine, en vertu de I1.3.6
p=pxqg=1
c’est-a-dire p < 1. Un raisonnement symétrique sur q donne
1 <pAhg<l

d’ou il résulte finalement
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Remarque I1.3.8 Pour tout couple d’entiers naturels (p, q) on définit p? par : p° = 1 et
pq+1 = plxp.
On remarque, q’avec cette définition :
0° = 1 ce qui correspond a # (%),
0?7 = 0 pour p # 0, ce qui correspond au fait qu’il n’existe aucune application d’un
ensemble non vide dans I’ensemble vide,
p® = 1 pour tout p correspondant a I’'unique application de () dans un ensemble quel-
conque.
La définition de p? donnez ici est donc en accord avec la notation A”

(cf. 1.2.5,11.4.11.iv).)

II.4 . —Ensembles finis

Définition I1.4.1 (Ensemble fini) On dira qu’un ensemble A est fini s’il existe p € N et
une application injectivei : A — [1;p].

Proposition I1.4.2 (Conséquences de la définition I1.4.1) i) Si A est un ensemble fini, et
B — A

une application injective, B est un ensemble fini.
ii) Si A est un ensemble fini, pour toute partie B € P(A), B est un ensemble fini.

iii) SiA € P(E)etB € P(E), sont des ensembles finis, il en est de méme de AN B et
AU B.

iv) Si A et B sont des ensembles finis, il en est de méme de A x B (cf. 1.2.1.ii),) et A® (cf.
L2.5.)

Preuve : (cf. 11.6.2.)

Exemple I1.4.3 Par définition pour tout p € N, [1; p| est fini puisque Id[;, fournit évidem-
ment une application injective [1;p] < [1;p].
En particulier ) = [1;0] est un ensemble fini.

Lemme I1.4.4 Pour tout (p,q) € N x N, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une application injectivei : [1;p] — [1;q].
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b)

P =q
Preuve :
i) (@a=b))
On a [1;0] = 0 or pour tout ¢ € N, I'unique application ) — [1;q] est injective.

L’assertion H,, : Pour tout ¢ € N, s’il existe une injection [1;p| — [1;q] alors p < q est
vraie pourp = 0.

Pour tout p € N, s(p) # 0doncl € [1;8(p)] # 0. s’il existe donc une applica-
tion injective i : [1;8(p)] — [1;q], [1;9] # 0 = ¢ # 0.1l existe donc, en vertu de
I’axiome II.0.PA;) un entierr € N tel que ¢ = s(r). Notons z := i(s(p)) € [l;q] et
t : [1;q] — [1;q] définie par

tx) = q, tq) =2, ty) = yWy elliq, y# 2,y #q.

L’application t ainsi définie est bien entendu une bijection de [1; q| sur lui-méme et I’applica-
tion t ot est donc encore une application injective ainsi que sa restriction j := t o i1, a1'in-
tervalle [1; p|. Or j est a valeurs dans [1; r]. On a donc une application injective j : [1;p] < [1;7].
Si on suppose donc H,, vérifiée, il s’ensuit que p < r. Il en résulte, en vertu de la proposition
I1.2.6 que

s(p) < s(r) < s(p) <q

c’est-a-dire que H () est satistaite si bien qu’on a démontré le résultat par récurrence sur p.

ii) (b) = a))
sip <gq,
Vre[lip, 1 <r < p=r € [liq

donc [1;p] C [1;¢| I'inclusion naturelle fournit donc

une application injective [1;p] < [1;¢] .

Corollaire I1.4.5 L’ensemble N des entiers naturels lui-méme n’est pas un ensemble fini.

Preuve : En effet, pour tout entier p et toute applicationi : N — [1;p], on peut considérer
sa restriction

Up+1] [Lp+1] — [1;p].

Si i est injective, i|(1,,41) I’€st encore, ce qui, en vertu du lemme I1.4.4 entrainep +1 < p.
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Définition I1.4.6 (Ensemble dénombrable) On dit qu'un ensemble A est dénombrable s’il
existe une bijection A = N.

Exemple 11.4.7 (Ensembles dénombrables) Les ensembles
N, Z, Q
sont dénombrables mais P (N) ne 1’est pas non plus que R.

Proposition 11.4.8 Pour tout ensemble fini A, le plus petit entier p tel qu’il existe une appli-
cation injectivei : A — [1; p] est 'unique entier p tel qu’il existe une bijection A = [1; p).

Preuve :

i) (Existence de I’entier p)

Tout d’abord par définition (cf. 11.4.1,) I’ensemble I C N des entier q tel qu’il existe une
application injective A — [1; q| est non vide. D’apreés la proposition I1.2.9, I posséde donc
un plus petit élément noté p.

Sip = 0, A = 0 et I'unique application ) — () est bijective.

Sip # 0, il existe, par définition une application injective t : A < [1;pl|. sii n’est
pas surjective, il existe x € [1;p| qi n’a pas d’antécédent. Notons alorst : [1;p] — [1;p]
définie par

tx) = p,tp) =z, ty) = yVyellip,y#z,y#p.

Comme p # 0, il existe, d’aprés I’axiome II.0.PA,), un entierr € N tel que p = s(r).
Puisquet est bijective, toi reste injective et a valeurs dans [1; r]. Comme r < p, ceci contredit
le fait que p soit le plus petit élément de 1. L’application i est donc surjective et donc bijective
puisque injective par hypothese.

On a ainsi démontrer I’existence d’un entier p et d’une bijection A = [1;p).

ii) (Unicité de I’entier p)
S’il existe une bijection 5 : A = [1;p] et une bijectiony : A = [1;(]
Boy™t: [Lig] — [Lipletyos™ : [Lip] = [1;d]

sont des bijections et donc en particulier des applications injectives. Il découle alors du lemme
11.4.4 que

q < petp < ¢
doncp = q.
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Définition I1.4.9 (Cardinal) Pour un ensemble fini A ’'unique entier p tel qu’il existe une
bijection A = [1;p] est appelé cardinal de A ou nombre d’éléments de A on le notera #(A).

Exemple I1.4.10 On a déja remarqué que [1;0] = () d’ou il résulte que

#(0) = 0.

L’application
{z} = [1], 2 — 1

est manifestement une bijection d’oti il résulte que
#({z}) = 1 = 5(0).
Proposition I1.4.11 Etant donnés deux ensembles finis A et B -

i) Pourtoutz ¢ A,
HAU{2}) = #(4) + 1.

ii)
#(A) + #(B) = #(AUB) + #(ANB);
iii)
#(Ax B) = #(A) = #(B)
iv)

Preuve : On notera

p = #(A), ¢ = #(B), a: A= [Lipletf : B — [1;q]
des bijections définies par la proposition I1.4.8.

i) Pour x ¢ A, I'application vy : AU{x} — [l;p+ 1] définie par v(z) = p+ 1, et
Y4 = «, estune bijection.
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ii) SiB = 0,
#(A)+#(B) = #(A) = #(AUB) = #(AUB)+#(0) = #(AUB)+#(ANB).

11 s’ensuit que I’ensemble E des entiers q tels que pour tout A et tout ensemble B de
cardinal q, la formule #(A) + #(B) = #(AU B) + #(A N B) est satisfaite, contient 0.
Pour g € N soit B un ensemble tel que #(B) = s(q). Alors

#(B) £0= B #£0.

Soit donc x € B, etnotons B = C U {x}.Il résulte alors du point i) que #(C') = q ou
encore

#(B) = #(C)+1.
On considére alors les deux cas suivants :
z € A On aalors

AUB = AuCet ANB = (ANC)U{z}
d’ou il résult, d’apres le point i), que
#AUB)+#(ANB) = #(AUC)+#(ANC)+ 1.

Sige E,ona:

#AUB)+#(ANB) = #AUC)+#(ANC)+1

#(A) +#(C) +1 = #(A) +#(B) .
On a ainsi montré que
(e EANz€A) & (s(q) € E)).

x ¢ A On aalors
AUB = AuCU{z}et ANB = ANC

d’ou il résult, d’apres le point i), que
#AUB)+#(ANB) = #(AUC)+#(ANC)+1.
Sige E,ona:
#(AUB)+#(ANB) = #AUC)+#(ANC)+1
#(A) +#(C) +1 = #(A) + #(B) .
On a ainsi montré que
(e ENz¢A) < (s(q) € E)).

On a donc montré que dans tous les cas, I’ensemble FE satistait au principe de récurrence
II.0.PA3) et donc que E = N ce qui achéve la preuve.
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iii) Pour B = ) A x B = (), ce qui entraine que #(A x B) = #(A) x #(B).
Pourq € Net#(B) = s(q), B # (). Ecrivons alors B = C U {x}. On a alors

Ax B = (AxC)U (A x {z})

ce qui permet de terminer la preuve par récurrence sur le cardinal de B en utilisant le point

ii).

iv) Pour B = () A désigne I’ensemble des application ) — A qui est toujours un single-
ton quel que soit A. Il s’ensuit que

#(AP) = 1 = #(A)° (cf 11.3.8.)

Pourq € N, et B tel que #(B) = s(q), notons C := B U {z}. On laisse alors le soin
au lecteur de définir une bijection

AB >~ AC x A

qui permmetra de terminer la preuve par récurrence grice au point iii).

Proposition I1.4.12 Soient A et B deux ensembles finis. Si #(B) < #(A) :

i) toute applicationi : A — B injective, est bijective;
ii) toute application surjectivep : B — A est bijective.

Preuve : On notera
p=#(A), q=#(DB),a: A= [LipletB: B = [l
des bijections définies par la proposition 11.4.8.

i) L’application

Boioa™ : [Lip] = [Liq]
est injective ce qui entraine, en vertu du lemme I1.4.4 que p < q. Comme par hypothése
g<p,onap = q.

Corollaire I1.4.13 (de la proposition I1.4.8) Soient A et B deux ensembles finis. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une bijection A = B.
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b) Il existe une injection A — B et une injection B — A.

c)

Preuve :

i) (@=Db))
Est immédiat dans la mesure ot la bijection A = B (resp. saréciproque B = A) fournit
I’injection demandée A — B (resp. B — A.)

ii) (b)= ¢))
soient
1:A— Betj: B — A

des applications injectives. Puisque A et B sont des ensembles finis, il existe, d’apres la
proposition I1.4.8, entiers p et q et des bijections

a: A= [Lpletp : B = [l;q.

Il s’ensuit que

1

Boioa™ : [Lip] — [LigletaojoB™ : [Lig] — [Lip

sont des applications injectives. Il résulte alors due lemme I1.4.4 que
p=4q.

iii) (¢)= a))
Notons p := #(A) = #(B). D’apres la proposition I1.4.8 il existe des bijections

a: A= [Liplets : B = [1;p].

Il s(s’ensuit que
floa: A~ B

remplit la condition a).

Proposition I1.4.14 (Parties finies de N) Etant donnée une partie P C N, les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) La partie P est non vide et finie.
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b) La partie P est non vide et majorée.
¢) La partie P possede un plus grand élément.
d) Il existe un unique m € N tel qu’il existe une bijection [1;m] = P.

Preuve : Cette proposition n’est qu’une sunthése de résultats déja établis et nous laissons au
lecteur le soin de les rassembler.

Proposition 11.4.15 Une partie P C N de N est soit finie soit dénombrable.

Preuve : Pour toute partie P de N, on peut définir les suites

(Pn) meN €t (Qn) meN

de la maniére suivante :

PQ = P
Qo = 0
VneN P, = Pn'\ {min(P,)} si P, # () 14151
:= () sinon
VneN Qui1 = @Q,U{min(P,)}siF, #0
= @, sinon .
1l n’est pas difficile d’établir par récurrence que :
VPCN,VneN, P = P, UQ,etQ, estfinie . 11.4.15.2

Il s’ensuit que si P n’est pas finie, pour tout n P, n’est pas finie et en particulier,
VneN, B, # 0.

Posons donc
Vn €N, f(n) := min(F,) .

On définit ainsi une application f : N — P. Ce peut étre un trés bon exercice de montrer
qu’elle est bijective.

56



L3/S5 M313, Algebre Générale, 11.5.1 Université Paris Sud, 2019-2020

IL.S . —Suites, produits finis

la proposition qui suit (II.5.1) généralise la proposition 1.2.14 qui en est un cas particulier
pour n = 2, mais doit cependant étre établie préalablement pour pouvoir raisonner par
récurrence.

Proposition I1.5.1 Soientn € N*, et F) ,1<k<y , des ensembles.

1) On définit par récurrence le produit cartésien des ensembles Ly, ,1 <<, par

n+1

15 = [[& x Eun
k=1 k=1

sachant que le produit cartésien de deux ensembles a été défini en 1.2.1.ii).

ii) On définit également des projections

n+1
pr P o= HEk — Eig<k<nt

=1

en supposant construites py, ,1<k<n , on définit p,, par

Prs1 (HEk) X By — (zyy), y — .
k=1

Ce qu’on peut écrire
pr(x1, .., T,) = o

iii) Pour tout ensemble F' et tout n-uplet d’applications fi, : ' — Ej .1 < <n, il existe
une unique application

f:F = P=]]Ectellequevi<k<n, fi =psof.
k=1

iv) Dans le cas ot il existe un ensemble E tel que V1 < k < n, E, = F, on rappelle
que BN désigne I’ensemble des applications de [1;n] a valeurs dans E (cf. 1.2.5.) Pour tout
1 < k < n, on définit

q 2 BN — B f o f(k).

En vertu de iii), il existe une unique application

o - pln HEtelquueVlgkgn, Qx = Pk © @.
k=1

L’application ¢ est alors une bijection ;
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Preuve : Pourtouty € HE,I’application f : [I;n] — FE définie par
k=1

V1<k<n, f(k) = pily)

vérifie évidemment ¢(f) = y ce qui assure que ¢ est surjective;
Pour tout (f,g) € EWN x Enl ¢(f) = é(g) entraine que pour tout1 < k < n,

prlo(f)] = prlo(g)] c’est-a-dire qi(f) = qi(g) ou encore f(k) = g(k) ce qui entraine
f = g, et assure donc finalement que ¢ est injective.

Remarque I1.5.2 La construction faite en 1I.5.1.iv) consiste en fait a considérer une appli-
cation de [1; n| dans E a travers son graphe qui est un n-uplet de couples

(L (@), (n, f(n)

qu’on identifie a

n
qui est un élément de H E.
k=1

Notation I1.5.3 Dans le cas de I1.5.1.iv) ou de la remarque 11.5.2, pour tout n € N*, et tout

ensemble £/, on notera
n

5
Il
—
e
1%
=

i

La proposition quie suit (I[.5.4) généralise la proposition I.5.1 au cas des magmas ou
bien encore la proposition 1.6.23 au cas de plus de deux facteurs :

Proposition I1.5.4 Etant donnés un entier n € N*, (My, *k) 1 < k < n des magmas (cf.
1.6.1,) notons

Vi<k<n, p: HMZ — Mj, les projections .
i=1
Alors :

n
i) 1I existe une unique loi de composition * sur H My, telle que pour tout1 < k < n pyg

k=1
soit un morphisme; la loi x est donnée par

V((@1, .o ), (Y1, 20)) € HMk X HMK,
k=1 k=1

(1, @n) * Y1y Un) = (TR Y1y oy Ty ki Yn) -
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n
i) La loi % étant définie sur H M, comme ci-dessus, si
k=1
a) pourtoutl < k

IN

n * est associative, x 1’est aussi;

b) pourtoutl < k < n %, est commutative, * I’est aussi;

c) pour tout 1 < k < n %, posséde un élément neutre ey, (eq,...,e,) est un élément
neutre pour * ;

d z € H M, esttel que pourtout 1 < k < npg(z) posséde un symétrige yj, dans My,
k=1

n
alors (y1, . . ., yn) est un symétrique pour x dans H M;,.
k=1

iii) Pour tout n-uplet de morphismes
Je t: N = Myg<k<n,

il existe un unique morphisme

fiN = [[Mitelquevi<k<n, fp = ppo f.

k=1

iv) Dans le cas ol il existe M tel queV1 < k < n, M), = M, labijection¢ : M =~ HM
k=1

définie par la proposition I.5.1.iv) est un isomorphisme, pour peu que M" soit muni de la
structure définie par la proposition 1.6.20.

Définition IL.5.5 (Structure produit) Avec les notations de la proposition 11.5.4 1a loi * dé-

finie sur H M}, comme en I1.5.4.1) est appelée structure produit ou loi produit.
k=1

II.6 . —Exercices

Exercice I1.6.1 [L’addition dans N]

1) () (I’addition dans N)

On suppose donné, dans cet exercice, un ensemble N contenant un élément 0, muni
d’une application s : N — N satisfaisant les axiomes :

PA;) (Succ))

VpeN, (p #0 & FgeN, (p = s(q)) .
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PA,) (Succy)
VpeN,VgeN, (s(p) = s(¢) = p = q) .
PA;) (Ind)

VACN, (0€e AAVplpe A = s(p)cA) = A=N).
On veut définir ’addition - : N x N — N satisfaisant les axiomes :

PA,) (Add,)
VpeN, (0+p = p).
PA;) (Add,)

VpeN, Vg eN, (s(p) +q = s(p+q)) -
ainsi qu’un certain nombre d’autres propriétés.

On cherche a définir une application o : N — N ou encore un élément de (NY)N de la
maniere suivante :

i) 0(0) := Idy,

ii)
Vn €N, o(s(n)) = s o o(n).

a) () Montrer que o est bien définie c’est-a-dire que le domaine de définition D de o est
égal a N.

b) () Montrer que
VneN, soo(n) = og(n)os.
Dans la suite, on notera

VpeN,VgeN, p + q = o(p)(qg) € N.

Il découle immédiatement des hypotheses i) et ii) respectivement que les axiomes 0.1.PA )
et 0.1.PA;) sont satisfaits.

2) () Montrer que

VpeN, VgeN, s(p)+q = s(p+q) = p+s(q) .
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3) () (Associativité de I’addition)
Montrer que

VpeN, VgeN, VreN, (p+q)+r = p+(g+7);
4) () (Elément neutre)

Montrer que
VpeN, O0+p =p+0 =1p.

5) () (Commutativité)
VpeN, VgeN, p+q =qg+p.

Exercice I1.6.2 [] Faire le preuve de la proposition 11.4.2.

III . —Groupes, morphismes, sous-groupes

III.1 . —Groupe

Définition II1.1.1 (Groupe) Un groupe est un couple (G, %) (le plus souvent simplement
noté GG, ) ot GG estun ensemble et x : G x G — (@ est une application appelée loi de com-
position vérifiant :

Gr;) Pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de G,
(x*xy)*xz = vx*x(y*xz),

on dit que la loi interne * est associative.

Gry) 1l existe un élément e € G appelé élément neutre de G tel que, pour tout z € G,
r*xe = exr = T.

Grs3) Pour tout élément x € G, il existe un élément =’ € G appelé symétrique de x et tel
quexxx’ = x’'xx = e.

Il revient au méme de dire que (G, x) est un magma associatif possédant un élément
neutre et dans lequel tout élément possede un symétrique au sens des définitions du para-
graphe 1.6.

Les formulations « (G, *) est un groupe » ou « x munit G d’une structure de groupe »
sont synonymes.

Exemple II1.1.2 i) II n’existe pas de loi de composition x sur () fasse de ({), ) un groupe.
L’axiome III.1.1.Gry) entraine, en effet, qu'un groupe possede toujours au moins un élément
c’est-a-dire n’est jamais vide.
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b) On peut définir une unique loi de composition qui donne a 1’ensemble {(}} & un élément
une structure de groupe :

Dx0 = 0.

¢) (Le groupe S(X))
Un des premiers groupes qu’on peut introduire, au sens ou sa définition ne nécessite
guere plus que les premiers axiomes de la théorie des ensembles(cf. 1) est le groupe S(FE)
des bijections d’un ensemble £’ muni de la loi o. C’est une partie du magma considéré dans
I’exemple 1.6.12, et précisément celle constituée des éléments qui ont un symétrique. Pour
ne nécessiter que tres peu de matériel pour étre défini, ce groupe n’est cependant pas le plus
aisé a étudier comme le montre le chapitre VI qui lui est entierement consacré et encore
seulement dans le cas ot E est un ensemble fini. Pour tout ensemble F, I’ensemble S(E)
des bijections de F dans lui-méme muni de la loi o de composition des applications est un
groupe. En effet :
— si fetg : E — FE sontdes bijections de £ dans lui-méme la composée f o g est en-
core une bijection de £ dans lui méme, assurant que o est bien une loi de composition
(cf. 1.6.1.)

— L’application identité de F (cf. 1.2.6.a),) usuellement notée Id g est un élément neutre
pour o.

— Enfin pour toute bijection f : £ — E son application réciproque f~* est précisé-
ment un symétrique pour la composition o.

d) Si K est un corps et E un K-espace vectoriel, I’ensemble GL(E) des applications li-
néaires bijectives de I dans lui-méme (endomorphismes) est un groupe pour la loi de com-
position o. Si £ est de dimension finie n, une base de E étant fixée, cette derniere définit
un isomorphisme de K-espace vectoriel £ = K" qui définit lui-méme un isomorphisme de
GL(F) sur le groupe GL,,(K) des matrices carrées n x n inversibles a coefficients dans K.

Définition ITI.1.3 Etant donné un groupe (G, ), si pour tout couple (z,y) d’éléments de
G,xxy = yxx, ondiraque G estabélien ou commutatif.

Dans ce cas on notera usuellement -+ la loi interne et 0 I’élément neutre en référence au
groupe abélien (Z, +) (cf. IV.)

Un groupe n’étant rien de plus (ni de moins d’ailleurs) qu’un magma associatif possédant
un élément neutre et dans lequel tout élément possede un symétrique, la proposition 1.6.13
vaut encore ici mutatis mutandis.
Proposition I11.1.4 (Propriétés) Soient (G, *) un grouepe.

i) Sie et€ sont des éléments neutres de (G, x) alorse = €.
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ii) Siy et z éléments de E sont des symétriques pourxz € E,y = z.

Preuve : (cf I1IL.5.1.)

Remarque II1.1.5 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un groupe et du symétrique
d’un élément dans un groupe.

L’élément neutre est souvent noté 1 et méme O dans le cas des groupes abéliens par
analogie avec le groupe (Z, +). Le symétrique d’un élément x est usuellement noté z—* et
appelé inverse de x, voire —x dans le cas d’un groupe abélien et appelé alors opposé de x.

De méme la proposition 1.6.20 a son pendant pour les groupes :

Proposition IIL.1.6 Etant donnés un groupe (G, *) et un ensemble E, I’ensemble G des
applications de E' dans GG muni de la loi induite (cf. 1.6.20,) est un groupe (abélien si GG I’est.)

III.2 . —Morphisme

Définition IT1.2.1 (Morphisme de groupes) Etant donnés des groupes
(G7 *) et (Ha ')7

un morphisme de groupes (ou homomorphisme de groupes) est une application f : G — H
telle que pour tout couple (x,y) d’éléments de G,

flxxy) = f(@)- fy).

On notera Homg, (G, H) (ou simplement Hom (G, H) si le contexte ne préte pas a confu-
sion) I’ensemble des morphismes de G dans H.

Remarque II1.2.2 On constate que dans la définition ci-dessus aucune condition supplé-
mentaire n’est exigée par rapport a un morphisme de magma (cf. 1.6.2.)

On a I’exact analogue du lemme 1.6.3 :

Lemme I11.2.3 i) Pour tout groupe (G, *) I'identité 1dg est un morphisme du groupe G
dans lui-méme.

ii) Pour (G, x¢g), (H,*y) et (K, ) des groupes, f : G — Hetg : H — K des mor-
phismes, le composé g o f est un morphisme.
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On peut donc donner une définition analogue a la définition 1.6.4 :

Définition I11.2.4 Etant donnés deux groupes (G, *) et (H,-), un morphisme f : G — H
est un isomorphisme s’il existe un morphisme g : H — G tel que

go f =1Idgetf og = Idy.

On notera Isomg, (G, H) (ou simplement Isom(G, h) si le contexte est clair) I’ensemble
des isomorphismes de (G, *) dans (H, -).

On a encore, san surprise puisqu’en fait I’axiomatique n’est pas vraiement différente, un
analogue de la proposition 1.6.5 :

Proposition IIL.2.5 Etant donnés deux groupes (G, *) et (H, -), une application f : G — H
est un isomorphisme si et seulement si c’est un morphisme bijectif.

Preuve : Il n’y arien de plus a montrer que dans la preuve de la proposition 1.6.5.

Exemple II1.2.6 Soit £ et [' deux ensembles. On rappelle (cf. III.1.2.c),) que
(S(E), o) (resp. (S(F),0) )

est le groupe des bijections de E (resp. F') dans lui-méme.
Soitw : 2 — F une bijection de E dans F. L’application

Su) : S(E) = S(F), f = uo fou
est un isomorphisme de groupes.

Des définitions analogues a 1.6.6 peuvent donc étre données :

Définition II1.2.7 Soit (G, *) un groupe.

i) (Endomorphismes)
Un morphisme f : G — G de G dans lui-méme est appelé endomorphisme. On note
Endg,(G) (ou simplement End(G),) I’ensemble des endomorphismes de G.

ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : G — G est un automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme
et un endomorphisme. Il revient au méme, grace a la proposition II1.2.5, de dire que f est
un endomorphisme bijectif. On note Autg,(G) (ou simplement Aut(G)) I’ensemble des
automorphismes de G.
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Exemple I11.2.8 Pour un groupe (7, I’identité Id est un automorphisme.
Proposition ITL.2.9 (Propriétés des morphismes) Etant donné un morphisme de groupe

f: (G,x) — (H,-) avec eg(resp. ey) I’élément neutre de G(resp. H :)

i) fleq) = en;

ii) pourtoutx € G, siy € G est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(x) dans
H.

Preuve :

i) (ct. III.5.3.question 1).)

ii) (cf. II1.5.3.question 2).)

III.3 . —Sous-groupe

Définition II1.3.1 (Sous-groupe) Une partie H d’un groupe (G, *) est un sous-groupe si la
restriction de * a H x H donne a H une structure de groupe.

Remarque I11.3.2 i) Il ne suffit pas pour que H soit un sous-groupe de GG que H soit un
sous-magma de G comme le montre 1’exercice 1.8.15.question 2). Il faut en effet exiger en
plus que H possede un élément neutre (cf. II1.1.1.Gry)e)t que tout élément de H possede un
symétrique (cf. II1.1.1.Gr3).)

ii) La définition de sous-groupe donnée ci-dessus n’est peut-€tre pas celle qu’on a été ha-
bitué a rencontrer qui est parfois plutdt la caractérisation donnée a la proposition I11.3.4.b).
On ne peut cependant se contenter de cette derniere en I’état puisqu’aux termes stricts de cet
énoncé on ne saurait méme pas qu’un sous-groupe est lui-méme un groupe, ce qui avouons-le
devra a tout le moins étre établi, si I’on veut bénéficier d’une théorie utilisable. L’ énoncé clef
est en fait I’équivalence entre I11.3.4.a) et 111.3.4.b).
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Le lemme technique suivant est un ingrédient permettant d’établir I’équivalence entre les
diverses caractérisations des sous-groupes.

Lemme II1.3.3 Soit (G, %) un groupe d’élément neutre ¢; et H un sous-groupe de G au sens
de la définition I11.3.1. Notons * la restriction de x a H x H.

i) L’élément neutre ¢;; de H est I’élément neutre e de G.

Preuve : Si ey est I’élément neutre de H, pour toutx € H, x xy ey = x. Cependant, x et
ey étant en particulier des éléments de G, on peut encore écrire, x x ey = x. D’autre part,
x*eqg = x. Notons 27! le symétrique de x dans GG. On a alors :

T*x€g = T*keqg = :c_l*:c*eH = x_l*x*eg = €y = €g

c’est-a-dire que I’élément neutre de H est celui de G.

1

ii) Pourtoutx € H, I'inverse x~ 'y de x dans H est aussi son inverse dans G.

Preuve : Toutx € H posséde un inverse x =1y tel que
-1 _ -1 _ _
T* g g = & Hg*XgIT = €g = €g
en utilisant le point i). Or x et x~ 1 étant en particulier des éléments de G, on peut encore
écrire,
x*:c_lH = x_lH*x = €g

1

c’est-a-dire que 'y est I'inverse ! de x dans G puisque ce dernier est unique (cf.

111.1.4.i).)

Proposition IT1.3.4 (Sous-Groupe) Etant donnés un groupe (G,*) et H C G une partie de
G, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H est un sous-groupe au sens de la définition II1.3.1.
b) H est non vide et pour tout couple (z,y) d’éléments de H, z x y~* € H.

¢) H estnon vide, pour tout couple (x,y) d’élémentsde H,z xy € H etpourtoutr € H,
-1
x € H.

d) La restriction
IdG|H . H — G

de I’identité Id a H est un morphisme de groupes. Ceci signifie implicitement que H pos-
sede une structure de groupe.
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Preuve :

) (a)= b))

Si H est un sous-groupe de GG, en particulier H est un groupe et il est donc non vide (cf.
11.1.2.1).)

Pour tout couple (z,y) d’éléments de H, x et y~' sont encore des éléments de H (cf.
1I1.3.3.ii).) Dire que la restriction xy de x a H x H donne a H une structure de groupe
signifie, en particulier, qu’elle est a valeurs dans H, ce qui prouve que

1

rxy =gyt € H.

i) (b)= a))

Réciproquement, supposons donnée une partie non vide H de G telle que pour tout couple
(v,y) d’élémentsde H, z xy~! € H.

Si H est non vide il existe en particulier un élément x € H,et, déslors,eq = zxx~ ' €
H. 1l est clair que € est alors un élément neutre pour H.

De plus, pour tout v € H, puisque e € H,eqg*x™t = x7! € H c’est-a-dire que
tout élément de H posséde un inverse dans H.

Enfin, pour tout couple (z,y) d’éléments de H,y™' € H et

rxy = x*x(y )t e H

c’est-a-dire que la restriction de x a H X H est bien a valeurs dans H.
La partie H de GG est donc bien un sous-groupe.

Exemple II1.3.5 Etant donné un groupe (G, *) d’élément neutre ¢, les ensembles {¢} et G
lui-mé&me sont des sous-groupes de G.

Proposition II1.3.6 Soient GG un groupe, H et K des sous-groupes de G.
i) H N K estun sous-groupe de G.

Preuve : (cf. TD n° III, exercice D.)

ii) Plus généralement, pour H un ensemble non vide de sous-groupes de G, (<4, H estun
sous-groupe de G.

Preuve : Voir I’exercice 111.5.6.
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iii) H U K est un sous-groupe de G si et seulement si

Hc KouK C H.

Preuve : (cf. TD n° III, exercice E.)

iv) Si (Hn) ,neN est une suite de sous-groupes de G telle que

V(p,q) e NxN, Ir ¢ N, H, C H,et H, C H,,

alors U H est un sous-groupe de G.

neN

Preuve : (cf. 1I1.5.7.)
Proposition II1.3.7 (Image directe/réciproque) Soit f : G — H unmorphisme de groupes.

i) (Image directe)
Pour tout sous-groupe GG' de G, I'image directe de G’

f(G)={ye H;Jx € G, ,y = f(x)}

est un sous-groupe de H.

ii) (Image réciproque)
Pour tout sous-groupe H' de H, I’image réciproque

fUH) = {z € G; f(z) € H}
est un sous-groupe de G.

Définition I11.3.8 (Noyau/image) Etantdonné un morphisme de groupes f : G — H, ey
étant 1’élément neutre de /, on appelle

i) (Noyau)
noyau de f le sous-ensemble

Ker f = f~'({e}u) = {z € G; f(x) = en} (resp..f7{O}),
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i) (Image)
image de f 1’ensemble

Imf = f(G) ={y € H;3x € G, ,y = f(x)}(resp. f(4) ).

Corollaire II1.3.9 Pour un morphisme de groupes f : G — H, le noyau (resp. I’'image)
de f est un sous-groupe de G (resp. H.)

Proposition II1.3.10 Un morphisme de groupes [ : G — H est injectif (resp. surjectif) si
et seulement si Ker f = {eq} (resp. Im f = H .)

Définition II1.3.11 Si¢ : H — G est un morphisme de groupes injectif, il induit un iso-
morphisme H = Im ; si bien que H est isomorphe a un sous-groupe de G. On dira parfois
méme par abus de langage que H est lui-méme un sous-groupe de G.

II1.4 . —Partie génératrice

Dans tout ce paragraphe (IIL.4,) (G, *) est un groupe dont 1élément neutre est noté e et
dans lequel I’inverse (symétrique) de toute élément z est noté z .

Lemme I11.4.1 Etant donnée une partie S C G, notons Gs ’ensemble des sous-groupes de
G contenant S. Alors
< S>:= ﬂ K e gsK

est le plus petit élément (pour I’inclusion) de Gg.

Preuve : On remarque d’abord que Gg est non vide puisque G € Gg. Or pour tout K € Gg,
S C K, donc
S C<S>.

11 s’ensuit en particulier que

<S>#10.

Pour tout (z,y) € <S> x < S >, par définition,
VK eGg,x € Kety € K

il s’ensuit (cf. I11.3.4,) que
VK €Gg, xxy ' € K

ce qui entraine que x x y~' € < S > ce qui combiné au fait que < S > est non vide assure
que < S > est un sous-groupe de G.
Puisque, de plus S C < S >,
<S>¢€ Gs.
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1l est immédiat de montrer, et ce du fait méme de la définition de < S >, que
VkeGs, <S>C K

c’est-a-dire que < S > est un minorant de Gg qui, étant de plus élément de Gg est son plus
petit élément.
Définition II1.4.2 Etant donné un groupe G et S C G une partie de G :

i) (sous-groupe engendré)
le sous-groupe < S > de (G défini par le lemme I11.4.1 s appelle le sous-groupe de G
engendré par S;

ii) (partie génératrice)
si G = < S >, ondit que G est engendré par S ou que S est une partie génératrice de
G.

Exemple I11.4.3 a) Pour tout groupe GG d’élément neutre e,
<0 >= {e}.
b) Pour tout groupe G, G =< G > .

Définition I11.4.4 (Groupe monogene) Pour un groupe G etz € G,si < {z} >= Gon
dit que G est monogéne.

Notation II1.4.5 Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe G, on note
HK =< (HUK) >
qui est le plus petit sous-groupe contenant a la fois H et K. Si GG est abélien la notation
H+ K =< (HUK) >
sera plutdt utilisée.

Remarque I11.4.6 On a vu en I11.3.6.iii) que H U K n’est pas en général un sous-groupe de
G et c’est HK qui « joue alors le rdle » de H U K. Si le lecteur a quelques souvenirs de son
cours d’algebre linéaire il remarquera que c’est précisément la situation rencontrée pour les
espaces vectoriels, ce qui n’a d’ailleurs rien d’étonnant, ces derniers étant en particuliers des
groupes abéliens.
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Proposition IT1.4.7 Etant donnés un groupe G et une partie S de G, on note (comme au
lemme 1I1.4.1,) Gg I’ensemble des sous-groupes de GG qui contiennent S. Alors pour toute
partie H GG, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) L’ensemble H est I’intersection de tous les sous-groupes de G contenant S :

H= (] K;

K e Gs

b)
H e GgetVK € Gy, H C K

autrement dit H est le plus petit élément de G ;

c) H est constitué des éléments tit, ...t avecr > 1 oll un élément t; est dans S ou a son
inverse dans S.

Preuve : Voirle TD n° 111, exercice G.

III.5 . —Exercices

Exercice II1.5.1 [Unicité des éléments remarquables] Soit (£, *) un ensemble muni d’une
loi associative.

1) () (Elément neutre)
Montrer que si (£, %) posséde un élément neutre e celui-ci est unique.

2) () (Symétrique)
Montrer que si (F, *) posséde un élément neutre €, tout élément z € E posséde au plus un
symétrique.

Exercice II1.5.2 [] Faire la preuve de la proposition III.1.6.
Exercice II1.5.3 [Morphismes de groupes] Soit

f o (G,xeq) — (H, o €p)
un morphisme de groupes.

1) () (Elément neutre)
Montrer que f(eq) = €g.
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2) () (Symétrique)
Montrer que pour tout z € @, si y est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(z).

3) O (Image)
Montrer que Im f est un sous-groupe de (H, ).

4) (O (Noyau)
Montrer que Ker f est un sous-groupe de (G, *).

5) () (Isomorphisme)
Montrer que si f est bijective et que g est son applications réciproque, alors g est un
morphisme de groupe.

Exercice II1.5.4 [] Faire la preuve de la proposition II1.2.9 et comparer a la situation des
magmas envisagée dans 1’exercice 1.8.13.

Exercice II1.5.5 [] Compléter la preuve de la proposition I11.3.4.
Exercice II1.5.6 [] Faire la preuve de la proposition II1.3.6.ii).
Exercice II1.5.7 [] Faire la preuve de la proposition II1.3.6.iv).
Exercice II1.5.8 [] Faire la preuve de la proposition I11.3.7.

Exercice II1.5.9 []

1) () Etant donnés un groupe G et deux parties S et 7' de G, montrer que

<SUT>=<S>+ <T>.

2) () Etant donné un groupe (G, *) pour une partie S C G < S > est I’ensemble des
éléments z € G tels que :

dd € N, Elsialgigd €S, Hai,lsigd € L,z = HSZ%, 1

i=1

en prenant garde que, dans le produit ci-dessus, 1’ordre des facteurs n’est pas indifférent,
dans la mesure ou 1’on ne suppose pas que GG est abélien. Pour ne pas exclure le cas ou
S = (), on conviendra que, dans ce cas, le produit ci-dessus vaut e.
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IV . —L’ensemble Z des entiers relatifs

IV.0 . —Introduction

Méme si, dans ce chapitre, nous allons montrer au paragraphe IV.3 que I’ensemble Z
possede une structure d’anneau et méme au paragraphe IV.5, une structure d’anneau euclidien
nous ne considérerons dans les chapitres IV, V et VI la structure de groupe abélien de (Z, +).
Les propriétés arithmétiques de 1’anneau Z seront étudiées en détail

IV.1 . —Construction de I’ensemble Z des entiers relatifs

On cherche a définir Z comme 1’ensemble des « différences » d’entiers naturels c’est-a-
dire que, pour deux entiers p et ¢, il existe un entier naturel r tel que soit ¢ = p + r soit
p = q+r (cf. I.2.5.) Dans le dernier cas, on voudrait écrire p — ¢ = r et dans le premier cas,
p—q=—r.

En procédant ainsi il faudra bien évidemment tenir compte du fait que plusieurs couples
peuvent donner la méme différence, et prendre ce dernier point en compte dans la définition
des opérations sur 7Z : (cf. IV.3.)

Ce point de vue risque d’étre source d’une grande quantité de disjonctions pénibles a
manier et 1’on sait bien que deés qu’il s’agit d’« identifier » on doit pouvoir recourir au for-
malisme des relations d’équivalences (cf. [.2.2.v)).

On évite ces inconvénients en procédant comme suit, et 1’on retrouvera I’idée initiale
apres avoir construit I’addition sur Z (cf. IV.3.9.ii) :)

Notation IV.1.1 On note :
7 = NxN IV.1.1.1

I’ensemble des couples d’entiers naturels a ne pas confondre avec Z que nous allons définir
dans cette section.
Sur I’ensemble Z, on considere la relation binaire (cf. [.2.1.iii) :) ~ définie par :

V(p,q) € Z, ¥(r,s) € Z, (p,q) ~ (r,s) & p+s =q+r. IV.1.1.2

Ceci pourrait se réécrire, pour peu qu’on ait introduit la notation p — ¢ = r — s et corres-
pond donc bien a I'idée qu’on se fait que 1’on identifie deux couples qui donnent la méme
« différence ».

Proposition IV.1.2 La relation ~ est une relation d’équivalence (ct. 1.2.2.v).) Pour tout

(p,q) € Z on notera (p,q) = {(7’, s) € Z; (r,s) ~ (p, q)}
la classe du couple (p, q).
Preuve: . (cf.1V.6.1.)
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IV.2 . —Entiers relatifs

Définition IV.2.1 (Entiers relatifs) On appelle ensemble des entiers relatifs I’ensemble des
classes de Z selon ~ encore appelé ensemble quotient 7/ ~ et finalement noté Z. Un élément
de Z est un entier relatif .

Notation IV.2.2 On notera :

T Z > L= 2~ v2.2.1
H

)

la surjection canonique (cf. 1.5.7.ii).)

)
3
RS}

Proposition IV.2.3 Pour toute classe (p, q) € Z, il existe un unique entier naturel r, tel que

(p,q) = (r,0) ou (0,7).

La disjonction précédente n’étant pas exclusive.

Preuve : Pour tout couple d’entiers naturels (p, q), il existe, (cf. II.2.5) un entier naturel r tel
que
p+r =q<% (pg)~0,r)oug+r =p < (pq)~(r0)
ce qui prouve I’existence
Si maintenant, r et r’ sont deux entiers naturels tels que, par exemple,

(p,q) = (r,0) = (1,0),

(r,0) ~ (r',0) c’est-a-dire (cf. IV.1.1.2) r + 0 = 1’ + 0 c’est-a-dire r = 1’ ce qui assure
Iunicité.

Proposition I1V.2.4 Les applications

Wi No— 2 V241
p — (p,0)
et .
e N—= Z 1V.2.4.2
p — (0,p)

sont injectives. (cf. 1.2.7.1).)

Preuve : Pour (p,q) € Z, sir etr’ sont deux entiers naturels tels que i (r) = i (1), alors

(p,q) = (r,0) = (1,0)
ce qui, nous I’avons déja vu dans la démonstration de la proposition 1V.2.3 implique que
r=r.
La vérification pouri_ est tout a fait identique.
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Corollaire IV.2.5 Les propositions IV.2.3 et 1V.2.4 ont pour conséquence que :

i) i, (N) est une partie de 7 en bijection (cf. 1.2.7.iii)) avec N. On identifiera dans la suite N

ai, (N) et pour tout entier naturel p € N, on écrira aussip € Z pour (p,0) € Z.

ii) L’ensemble Z est la réunion de i (N) eti_(N).
On notera souvent
Z" = i,(N)etZ := i_(N)

et I’on écrira, égalementN = Z+.

iii) L’intersection de i, (N) et i_(N) est la classe (0,0) que nous ne tarderons pas a noter
simplement 0.

Définition IV.2.6 (Entiers positifs/négatifs) On appellera Z* 1’ensemble des entiers rela-
tifs positifs et Z~ I’ensemble des entiers relatifs négatifs.

IV.3 .—L’anneau (7Z, +, )
Dans ce paragraphe (IV.3) I’ensemble noté  est celui introduit en IV.1.1.1.

Notation IV.3.1 On définit une loi de composition +, sur Z par :

V(p,q) € Z ,N(r,s) € Z, (p,q) +z (r,s) == (p+n7,q+n5) Iv3.1.1

cette écriture ayant un sens puisque 1’addition sur N est bien définie (cf. I.1.5.)

Une chose est de comprendre quelle peut étre la formule qui définit la multiplication, une
autre de justifier qu’elle définit bien I’opération que 1’on souhaite.

Néanmoins, si I’on supposait la multiplication completement construite, et possédant
toutes les propriétés usuelles, on pourrait tout d’abord écrire tout couple d’entiers relatifs

(,8) = ((p,q), (r,5)) -

Avec les notations introduites en 1V.3.9.i), on aurait encore « = p —qet § = r — s. On
€crirait alors trés naturellement

axf = (p—q)*(r—s) = (pr+gqs) — (¢ +ps)

qui est la classe (pr + ¢s, ps + qr). Cette démarche nous montre qu’on doit pouvoir définir
la multiplication dans Z a partir de la multiplication dans N et passage aux classes.
On définit donc une loi de composition %z sur Z (pas encore sur Z, ) par :

V(p,q) € Z,N(r,s) € Z, (p,q) *z (r,s) == (p*xr+qg*xs,pxs+qgxr) IV3.1.2

en utilisant les opérations + et * de N qui sont bien définies.
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Lemme IV.3.2 Les lois 4+, et x5 définie ci-dessus sur Z sont compatibles a la relation
d’équivalence ~ définie en IV.1.1.2 au sens ou

Ve € Z,
Yy € Z,
Vo' € Z,
VWeZ (x~ad ANy~y = z4zy~ad +zy ctaszy~a xzy).

Preuve :

i) (+)
On a, par définition (ct. IV.3.1.1,)

(p.q) +z(r,s) = (p+rg+s)et (.q) +2 (', s") = (' +1".d +5).

Par ailleurs (cf. IV.1.1.2)p+ ¢ = p +qetr+s = r' + s ce qui implique que
p+q +r+s = p +q+r'"+scequis’écrit encore

(p+r) + (@ +5) =@ +7) + (¢+3)

c’est-a-dire que
(p+rqg+s) ~ @ +1,d+5)

et prouve le résultat.
i) (k)
Onadonc:p+q = p+qetr+s = r' + s. Il en résulte que

pkr4+qgxs+pxs+qdxr = (p+¢)xr+(g+p)=*s
= (P H+axr+p+dq)=s
= prr+q¢s+prxstqgxr;:

c’est-a-dire que
(P, @) *z (r,s) ~ (P',q) *z (r,s).

En appliquant une fois encore ce raisonnement on obtient :
(plv q,> *z (Ta 8) ~ (plv q,> *z (T,7 S/)

ce qui achéve la preuve par transitivité de ~ .
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Proposition IV.3.3 1l existe un unique couple de lois (+, *) sur Z tel que la surjection cano-
nique 7 définie en IV.2.2.1 soit simultanément un morphisme de (Z,+ ) dans (Z,+) et de
(Z,%z) dans (Z, *).

Preuve : La compatibilité des lois + et x, sur Z avec la relation déquivalence ~ ayant été
établie au lemme 1V.3.2, le résultat découle du lemme 1.6.18.

Proposition IV.3.4 (Le groupe (Z,+)) Le couple (Z,+) est un groupe abélien
(cf. [IL1.1.)

Preuve :

i) (Associativité)
11 faut vérifier que la loi + est associative, mais en vertu du lemme 1.6.18,il suffit de
vérifier que + ; est associative. Or

((p,q) +2 (r,8)) +z (tu) = (P+7,qg+5) +z (t,u)

= ((p+7r)+t,(g+s)+u)
= (p+(r+t),q+(s+u))
= (p,q) *z ((r,8) +2z (t,u))

en utilisant I’associativité de + dans N (cf. I1.1.5.1).)

ii) (Elément neutre)
On constate que

V(p,q) € Z, ((p,q) +2(0,0) = (0,0) +z (p,q) = (p,q))

c’est-a-dire que (0, 0) est un élément neutre pour + . En utilisant encore le lemme 1.6.18,il
s’ensuit que (0,0) est un élément neutre pour (7, +).

iii) (Symétrique)
Pour tout (p,q) € Z,

(r,q) + (¢,p) = (p+qpr+q) = (0,0);

c’est-a-dire que (q, p) est un opposé a droite pour (p, q) mais I’identité ci-dessus étant vraie
Vp, Vq, c’est aussi un opposé a gauche.

iv) (Commutativité)
Il est encore immédiat de constater que

Y(p,q) € Z,Y(r,s) € Z, (p,q)+2(r,s) = (p+r,q+s) = (r+p,5+q) = (r,5)+2(p,q))

en utilisant la commutativité de +y dans N (cf. II.1.5.iii).) On conclut ensuite a la commuta-
tivité de (Z,+) une fois encore grace au lemme L.6.18.
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Les propriétés établies ci-dessus font de (7, +) un groupe abélien.

Remarque 1V.3.4.5 (L’opposé dans Z) 1l convient de s’arréter un instant sur le fait que,
parmi les quatre propriétés établies dans la démonstration de la proposition IV.3.4 la seule qui
ne s’obtienne pas grice a une propriété analogue de (N, +y) est I’existence du symétrique
(oppposé.) Rien de surprenant a cela, puisque précisément c’est le manque de symétrique
dans N qui conduit a construire Z rien d’étonnant encore qu’on ne le trouve pas avant (méme
dans Z) sans quoi on ne se serait peut-étre pas donné le mal de construire Z.

Proposition IV.3.5 Pour tout groupe (G, *) et tout élément x € @, il existe un unique mor-
phisme de groupes e, : (Z,+) — (G,*) tel quee;(1) = x.

Notation I'V.3.6 Avec les notations de la proposition IV.3.5, on notera usuellement

" = €,(n) ouméme nr = €,(n) si G estabélien .

Proposition IV.3.7 (L’anneau (Z, +, *)) Le triplet (Z,+, %) est un anneau commutatif (cf.
VILI.1.)

Preuve :
i) (Associativité de )

V(p,q) € Z, V(r,s) € Z, V(t,u) € Z,

ona:

(0 q) %2 (,9)) *2 (t,u) = (pr+qs,ps +qr) %z (t,u)
prt + gst + psu + qru, pst + qrt + pru + gsu)
p(rt + su) + q(st + ru), p(st + ru) + q(rt + su)

p.q) *z ((r;5) *z (t,u)) -

I suffit ensuite d’utiliser le lemme 1.6.18pour assurer I’associativité de * sur Z.

(
(
(
(

ii) La démonstration des autres propriétés (€lément neutre, commutativité et distributivité
sur +) est facile et laissée en exercice. Elle se fait sur le méme modéle.
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Proposition IV.3.8 Pour tout couple (p, q) d’entiers naturels,

iv(pta) = iv(p) +iv(e) , i-(ptaq) =i-(p) + i-(q),
i+(pxq) = it(p)*xir(q) et i-(pxq) = i-(p)*ir(q) = i+(p)xi-(q)-

Remarque IV.3.8.1 On dit que i, est un morphisme (cf. 1.6.2,) pour les lois + et .
C’est également le cas pour ¢_ vis-a-vis de + mais pas tout a fait pour x.

Preuve : (cf. 1V.6.2.)

Notation IV.3.9 i) (Opposé)

On sait (cf. IV.2.5.11)) que pour tout entier relatif « il existe un entier naturel p, tel que
a = iy (p) oui_(p) c’est-a-dire que @ = (p,0) ou @ = (0,p). On a déja convenu, (cf.
IV.2.5.1),) de noter simplement p la classe (p,0). Nous venons de plus de constater (cf.
IV.3.4) que (0, p) est I'opposé de (p,0) pour la loi de composition + que nous venons de
définir. Traditionnellement on note —p I’ opposé de p, et I’on retrouve ainsi la notation usuelle.

Pour résumer, pour tout entier relatif «, il existe un unique entier naturel p tel que o = p
ou « est ’opposé dans Z de p vu comme entier relatif qu’on note —p.

i) Meéme si cette opération est définie grace a la loi 4 et a I’'opposé dans Z il est commode
de définir une loi de soustraction noté — sur Z et définie comme la somme avec I’opposé
¢’est-a-dire que pour tout couple (p, ¢) d’entiers relatifs,

p—q :=p+(-q).

On remarque qu’alors, pour des entiers naturels p et g,

p—q = (p,a)-
Proposition 1V.3.10 (Reégles de calcul) On a les propriétés suivantes :

i) Pourtoutp € 7Z,—(—p) =p.
ii) Pourtoutp € Z,p € Z sietseulementsi —p € Z~ (cf. IV.2.5.ii).)
iii) Pour tout couple (p, q) d’entiers relatifs,

—(p—q) =q—p.
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On établit de maniére analogue les regles usuelles :
iv)
(=p)xq = px(=q) = —(p*q)

que I’on notera simplement —p * q.

v)
(=p)*(—q) = pxq.

vi) (=1)*p = —p.

Preuve : Les démonstrations de ces propriétés sont faciles et essentiellement basées sur
I"unicité de I’opposé  (cf. IV.6.3.)

Proposition IV.3.11 (Intégrité) Pour tout couple d’entiers relatifs (p,q) p x ¢ = 0 si et
seulementsip = 0ouq = 0 c’est-a-dire que (7, +,*) estun anneau intéegre”>

Preuve : On laisse le soin au lecteur de déduire cet énoncé de la proposition I1.3.4.

Corollaire IV.3.12 Pour tout triplet (p, q, ) d’entiers relatifs, p x r = q* r si et seulement
sir=0o0up=gq.

Proposition IV.3.13 Pour tout couple d’entiers relatifs (p,q) p * ¢ = 1 si et seulement si
(p,q) = (L) ou(p,q) = (=1,-1).

Preuve :

i) Sip et q sont positifs (cf. IV.2.6,) on a (p,q) = (1,1) d’apreés la proposition II.3.7.

ii) Sip et q sont négatifs, —p et —q sont positifs (cf. IV.3.10.ii).) De plus, pxq = (—p) *(—q)
(cf. IV.3.8.)

Il en résulte que (—p, —q) = (1,1) d’apres le point précédent et par conséquent que
(p7 q) = (_17_1)'

iii) Si p est négatif et q positif, —p est positif et p x ¢ = —(—p) * q est négatif d’apres
les propositions 1V.3.8 et 1V.3.10.ii). Cette situation n’est donc pas possible puisque 1 =
(1,0) € Z*.

5. Cette notion sera étudiée en plus grands détails au chapitre VII.
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Définition IV.3.14 (Eléments inversibles) Les seuls éléments de Z qui ont un inverse sont
donc 1 et —1. On dira que ce sont des éléments inversibles de Z. On notera Z* = {—1,1}
I’ensemble des éléments inversibles de Z.

Remarque IV.3.15 De manicre analogue a ce qu’on a fait dans la remarque I1.3.8, pour tout
p € Z,onposep’ = let

Vn eN, p"t = pxp".

On définit ainsi la puissance n®™ de I’entier relatif p. Dans 1’écriture ci-dessus, I’entier n
s’appelle I’ exposant.

Il n’est pas difficile d’établir, par récurrence sur 1I’exposant bien entendu (cf. I1.0.PA3),)
que pour tout couple (n, m) d’entiers naturels,

IV4 . —Ordre sur Z

On définit maintnant une relation d’ordre sur Z (cf. 1.2.2.vi),) dont on va montrer qu’elle
satisfait de « bonnes propriétés » relativement a 1’addition +, la multiplication * et les injec-
tioniy eti_.

Définition IV.4.1 (<) On définit la relation < sur Z, par la formule :
VpEeZ NqgeZ, (p < g FIreN, (g =p+r)). IvV4.1.1
Pour tout couple (p, ¢) d’entiers relatifs, si p < ¢, on dira que p est inférieur ou égal a q.

Proposition IV.4.2 (Ordre) La relation < définie ci-dessus est une relation d’ordre totale
surZ (cf. 1.2.2.vi).)

Preuve : Le fait que < soit réflexive et transitive procéde d’arguments semblables a ceux
utilisés pour les propriétés analogues de la relation < sur N (cf. 11.2.2.)

Pour tout couple (p,q) d’entiers relatifs, sip < q,etq < p,ona:q—p € Z* et
p—q€Z". Orp— q € Z" équivaut (cf. IV.3.10.ii))) 4q — p € Z~. On a donc

qg—p € ZT NZL
ce qui implique (cf. IV.2.5.iii)) que ¢ — p = 0 c’est-a-dire que p = gq. La relation < est
donc antisymétrique et c’est donc une relation d’ordre.

Le fait qu’elle est totale c’est-a-dire qu’on puisse toujours comparer deux éléments, est
une conséquence de 1V.2.5.ii).
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Remarque IV.4.3 On peut définir une relation > de maniere évidente sur Z qui est aussi
une relation d’ordre ainsi que des relations < et > qui ne sont pas des relations d’ordre (cf.
I1.2.3.)

Proposition IV.4.4 Pour tout couple d’entiers naturels (p, q), p <y ¢ au sens de la relation
d’ordre sur N si et seulement si i, (p) <z iy(q) (cf. IV.2.4.1) que I’on écrira bien entendu
p < q au sens de la relation d’ordre sur Z. Autrement dit, i, est un morphisme pour les
relations d’ordre < sur N et Z c’est-a-dire encore une application croissante (ct. 1.2.10.)

On pourrait encore dire que la relation d’ordre sur 7. « prolonge » la relation d’ordre sur
N.

Proposition 1V.4.5 (Propriétés de <) i) (Cone positif)
Pourtoutp € 7Z ettoutq € Z*,p <q.

ii) (Addition et ordre)
Pour tout quadruplet d’entiers relatits (p, q,r,s) p < g etr < s, impliquep +1r < q+ s.

iii) (Multiplication et ordre)
Pour tout triplet (p, q,r) d’entiers relatifs, sip < g etr > 0, alorsT *p <1 % q.

Remarque IV.4.6 On laisse le soin au lecteur d’établir toutes les variantes usuelles de 1’é-
noncé ci-dessus.

Proposition IV.4.7 Toute partie non vide majorée (resp. minorée) de 7 possede un plus
grand élément (resp. un plus petit élément.)

Le plus grand élément est le plus petit des majorants, tandis que le plus petit élément est
le plus grand des minorants. Ceci implique, en particulier, I’'unicité du plus grand (resp. du
plus petit élément.)

Preuve : On ne démontre que partiellement cette proposition, le reste de I’argument ayant la
méme forme.
Etant donnée une partie non vide et majorée P de Z,

i) siQ = PNZ" # 0, Q est une partie non vide majorée de N et posséde donc un plus
grand élément (cf. I1.2.10.) 1I est tacile de voir que ce plus grand élément est encore un plus
grand élément pour P.

ii) Si PNZ" = 1), il découle de la proposition IV.3.10.ii) que P' := {—p, p € P},

est une partie de Z* = N. Elle posséde donc un plus petit élément { d’aprés la proposition
I1.2.9. Reste a vérifier, ce qui est élémentaire, que —{ est un plus grand élément pour P.
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Proposition 1V.4.8 (Parties finies) i) Une partie de Z est soit finie (ct. 11.4.1,) soit dénom-
brable (cf. 11.4.6.)

ii) Une partie non vide de Z est finie si et seulement si elle est a la fois majorée et minorée,
si et seulement si elle admet simultanément un plus grand et un plus petit élément.

Définition IV.4.9 (Valeur absolue) La proposition IV.3.10.ii) permet de définir la valeur ab-
solue
d’un entier relatif de la maniere suivante :

i) sip € Z", on appelle valeur absolue de p et on note |p| I’entier relatif p lui-méme;

ii) sip € Z,lavaleur absolue |p| de p est I’entier —p € Z*.

De maniere équivalente, on peut dire que la valeur absolue d’un entier relatif p est le plus
grand des deux nombres p et —p :

Il = max(p, —p) .
La valeur absolue est donc une application de Z dans N.

Proposition 1V.4.10 (Propriétés de la valeur absolue) La valeur absolue sur Z a les pro-
priétés suivantes :

i) 0] = 0;
i)
VpelZ,p < |p;
ii)
VpeZ,VqeZ, [pxq| = |p|*|ql;
iv)
VpeZ, | —p| = |p|;
V)

VpEeZ, Vg eZ, |lp|—lql| < [p+dql < Ipl + lql.
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IV.5 . —Le théoreme de la division euclidienne
Proposition IV.5.1
VpEeZ, Vg eZ (plgetq ~ 0 = |p| <lq|) .

Preuve :
VpeZ,Vq e, plg et ¢#0
= dr € Z, q = pxr et r=#0
= dr € Z, |r|x|p| = |g| et r#0

Or
r#0 = |r[#0 = 1<|r| = [p|*x1 < [p[*|r| = |q

en utilisant la proposition 11.3.6.

Théoréme IV.5.2 (de la division euclidienne) Pour tout couple d’entiers relatifs (a,b), b #
0, il existe un unique couple d’entiers relatifs (q, ) tel que :

a =bxqg+ret0 <r < [b. IV5.2.1

Preuve :

i) (Existence)
Montrons d’abord I’existence du couple (q, ). Considérons pour cela I’ensemble

K ={a-bxk,keZ}.

Lemme i).1
KnZ"#10.

Preuve : Remarquons que K n’est pas vide puisquea = a—bx 0 € K. Si K N7Z" était
vide, d’apres la proposition IV.2.5.ii), pour toutm € K, m < 0. L’ensemble K serait donc
une partie non vide majorée de 7 et posséderait donc, d’apres la proposition IV.4.7, un plus
grand élément a — b * k.

Cependant, sib > 0,

a—bx(kg—1) = a—bxko+b > a—bxky

ce qui est contradictoire.
Sib <0,
a—bx(kg+1) = a—bxkyg—b > a—0bxk

ce qui est encore contradictoire.
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Il en résulte donc que K NZ™" posséde, d’aprés la proposition I1.2.9, un plus petit élément
a—bxq.
Reste finalement a montrer que a — b * ¢ < |b|. Ora — b * ¢ > |b| entraine :
— sib > 0,|b] = beta—0bxq > bimpliquea —bx* (¢ + 1) > 0. Par ailleurs,
a—0bx(q+1) < a—b=xq ce qui contredit la minimalité de a — b x q dans K N Z+.
— Le cas b < 0 est laissé en exercice.

ii) (Unicité)
Supposons maintenant qu’il existe deux couples (q,r) et (¢',r") satisfaisant aux condi-
tions IV.5.2.1 du théoréme. On a alors b x g +1r = bx ¢ + 1’ ce qui implique

r—r =bx(g—d)

c’est-a-dire que b divise 1’ — r (cf. VIL.5.1.) Par ailleurs, on a0 < r < |[b| et 0 < 7’ < |b]
ce qui implique que —|b| < " — r < |b|. Ceci équivaut a |r’" — r| < |b|. On en déduit, en
appliquant le résultat IV.5.1 que v’ — r = 0. Il s’ensuit que b x (¢ — ¢') = 0 mais comme
b # 0, d’aprés la proposition IV.3.11, ¢ — ¢ = 0 ce qui achéve de prouver I’unicité du
couple (q,).

Définition IV.5.3 Avec les notations du théoreme IV.5.2, on adopte en général la terminolo-
gie usuelle suivante : a est le dividende b le diviseur q un quotient et r un reste.

Remarque IV.5.4 a) On laisse le soin au lecteur de justifier que, si dans la division eucli-
dienne de a par b, a et b sont positifs q 1’est aussi.

Corollaire IV.5.5 (Sous-groupes de (Z,+)) Pour toute partie H C 7, H est un sous-
groupe (cf. I11.3.1,) si et seulement s’il existe d € 7 tel que

H =dZ = {d«k; ke 7}

Preuve : (cf. TD n° IV, exercice A.)
— SiH = {0},
H =072 = {0z, z€Z}.

— Si H # {0} il existe un entier relatif t # 0 appartenant a H. Soit x € N* soit
—x qui appartient également a H puisque H est un sous-groupe de Z, appartient a N*
c’est-a-dire que

HnNN £ (.

Notons d Ie plus petit élément de H N N* qui existe en vertu de la proposition I1.2.9.
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— Remarquons tout d’abord que
dZ = {dz, z€Z} C H.

En effet, d« 0 = 0 € H. Pour tout entier naturel n, sidn € H,d* (n+1) =
dxn+d € H.Ilen résulte (cf. I1.0.PA3),) que dN* € H. Par ailleurs, pour tout
entier relatif n, dn € H si et seulement si

—dn = dx(—n) € H.
Ceci, combiné avec ce qui précéde montre que
dZ C H.

— Enfin, pour toutn € H, effectuons la division euclidienne , de n par d > 0. Il existe
donc des entiers q et r tels que

n=dg+ret0 < r <d.

Ordq € H d’apres le point précédent et n € H par hypothése, ce qui implique, H
étant un sous-groupe, que
r=n—dqg € H.

L’encadrement de r et la minimalité de d, impliquent que r = 0 c’est-a-dire que
n = dq. On en conclut que
H Cc dZ.

Corollaire IV.5.6 (Notation de position) Un entier naturel b > 1 étant fixé, pour tout entier
relatif a # 0, il existe un unique entier naturel d un unique élémente € 7Z* = {—1;1} et
un unique d + 1-uplet r; ,o<i<q tel que

a=ey b 1V.5.6.1

=0
VO<:<d,0<r;<b; 1V.5.6.2
rg # 0. 1V.5.6.3

Preuve: (cf. TD n° IV, exercice D.)

i) (Existence)
On va tout d’abord chercher a prouver I’existence des entiers d et r; ,o<i<d -
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a) (a=0)
Supposons d’abord que a > (0. Notons A I’ensemble des entiers naturels p > 0 tels que
pour tout g < p, il existe un entiers d, et des entiers rq; ,0 < ; < d, tels que

dq
q = Zrtm’bi avec( < rg; < betrgq, #0.
i=0

L’entier 1 appartient a A puisque 1 = 1+ 0 x b.
Pourp € A, I’ensemble

B, = {b" keN; vV <p+1}

est non vide puisque 1° = 1 < p + 1 et clairement majoré par p + 1. Il admet donc un plus
grand élément (cf. IV.4.7,) b%. Comme b > 1, b%! = b* b? > b? et par maximalité de b?
on a donc

Vo< p41 < bt

Notons 14 le quotient de la division euclidienne de p + 1 par b? et p son reste. On a donc,
0<p< b

Ceci implique, en particulier, que rgb¢ < p+1 < b ce qui implique que 4 < b.

Par ailleurs, en vertu de la remarque IV.5.4.a), on a également r; > 0. Cependant, ry; = 0

signifierait que p = p+1 > b? ce qui est contradictoire. Il en résulte que

0 <rg <b.

Finalement p < b?, implique que p < p + 1 c’est-a-dire que p < p. Grice a I’hypothése de
récurrence faite sur p, on sait qu’il existe un entier d’ et des entiers 1; o < ; < o tels que

&
p = ngbi
=0

avec 1, # 0. Ce dernier point a en particulier pour conséquence, comme p < b%, que d’ < d.
On a donc finalement que

d/
p+1 = rgb? + ngbi
=0
c’est-a-dire, sous I’hypothése que p appartient a A, p + 1 appartient a A. Autrement dit A

satisfait au principe de récurrence IL.0.PA3) et par conséquent, A est I’ensemble [1, +oo[ des
entiers supérieurs ou égaux a 1.
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b) (a<0)
Si a est négatif, on peut appliquer le résultat précédent a —a et I’on prendra e = —1.
ii) (Unicité)
On va maintenant montrer 1’unicité de I’écriture précédente. Supposons que pour un en-
tier relatifa # 0, il existe

/ ! /
€,€,d,d,ri0<icd etTi0<i<a

tels que
d d
a:egmbzze’gr;bl.
=0 i=0

a) Il est tout d’abord clair que ceci implique que ¢ = €.

b) Sid # d', on peut par exemple supposer que d > d'. Or on montrera en exercice que

d/

; /
> oy < b
=0

Or d > d' implique que d > d' + 1 ce qui implique encore, comme rq # 0 par hypothése,
que

d/
rgb® > bt > Z ribt
i=0
ce qui est contradictoire. On a doncd = d'.

¢) On a par conséquent,

d d
E rib" = E rib’
=0 i=0

ce qui implique que
d
r / bz
ro— Ty = (ri —r;)
i=1
d
! i—1
= bx E (ri —r;)b
i=1
c’est-a-dire que b|ro — r(. Ceci implique, par un argument déja donné dans la preuve du
théoreme IV.5.2 que ry = 1(. On commence ainsi un raisonnement par récurrence sur i
compris entre 0 et d, permettant de montrer que r; = 1 pour tout) < ¢ < d. On laisse le
lecteur terminer cette preuve.
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Remarque IV.5.7 Ce corollaire justifie la notation de position c’est-a-dire qu’on peut écrire
tout entier relatif en base b (usuellement en base 10 ou 2, ) comme somme de puissances de
b avec des coefficients compris entre 0 et b et en utilisant également un signe + ou —.

IV.6 . —Exercices

Exercice IV.6.1 [] Faire la preuve de la proposition IV.1.2.
Exercice IV.6.2 [] Faire la preuve de la proposition IV.3.8.

Exercice IV.6.3 [] Faire la preuve de la proposition IV.3.10.

V . —Actions de groupes, groupes quotients

V.1 . —Actions de groupe

Pour tout ensemble £, on rappelle qu’on note S( ) le groupe des bijections de £ défini
en I11.1.2.c) et pour toute bijection [ : £ — [,

S(f) : S(B) —» S(F)

I’isomorphisme de groupes qui s’en déduit (cf. IT1.2.6.)
Dans toute cette section (V,) (G, *) est un groupe dont on notera ¢ 1’élément neutre.

Définition V.1.1 (Action de groupe) Etant donné un ensemble E et un groupe (G, *) on
dit que G agit sur (ou opére sur) E ou que E est muni d’une action de GG, s’il existe un
morphisme de groupe (cf. 111.2.1,)

¢ (Gx) = (S(E),0).

On dira aussi que E est un G-ensemble.
Remarque V.1.2 Sil’on aune action ¢ : (G,x) — (S(E),o), cela signifie que
Vge G, VheG, ¢(gxh) = ¢(g)o¢(h)

et cela a pour conséquences que ¢(eg) = Idg (cf. 111.2.9.0);) et Vg € G, ¢(g7') = ¢(g9)!
(cf. M.2.9.11).)

89



L3/S5 M313, Algebre Générale, V.1.6 Université Paris Sud, 2019-2020

Notation V.1.3 Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble F il est usuel de noter
Vge G, Vr € E, g-z = ¢(g)(x) .
On a alors
Vee B, eq-v = xetVge G,VheG, (9xh)-x = g-(h-x).
Exemple V.1.4 a) Pour tout ensemble F, le groupe S(F) agit évidemment sur F, dans la

mesure ot Idsz) : S(E) — S(E) est un morphisme de groupes.

b) Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble E par ¢ : G — S(E) tout mor-
phisme f : H — G définit une action ¢ o f de H sur E. En particulier si GG agit sur F/, tout
sous-groupe H de GG agit naturellement sur £ a travers I’injection naturelle H — G.

c) Sif : E — Festunebijection d’un ensemble £ sur un ensemble F, I’isomorphisme
S(f) : S(E) — S(F)

défini en II1.2.6, associe a toute action ¢ : G — S(F) d’un groupe G sur F, une action
S(f)ogp : G — S(F)

et I’on a de maniere évidente :

Les exemples ci-dessus sont en quelque sorte tautologiques et ne mettent pas en évidence
daction de groupes arbitraires (autre que le groupe S(£).) Or un des intéréts de la notion
d’action de groupe est précisément de permettre 1’étude d(d’un certain nombre de propriétés
de groupes arbitraires a travers la maniere dont ils peuvent agir. Donnons donc quelques
exemples plus concrets qui sont cependant tres loins d’épuiser la question :

Exemple V.1.5 a) Pour un K-espace vectoriel V, le groupe linéaire GL (V') i.e. le groupe
des applications linéaires bijectives de V' dans lui-méme agit sur V, puisque GL(V') est un
sous-groupe de S(V).

Le groupe K* des éléments inversibles de K muni de la multiplication s’identifie au
sous-groupe de GL (V') formé des homothéties bijectives et agit donc également sur V.

b) Dans le cas ou V' est un K-espace vectoriel muni d’une structure euclidienne, il résulte
de a) que les sous-groupes O (V') et SO(V') de GL (V') agissent également sur V. Il peut &étre
plus intéressant encore de constater qu’ils agissent sur des parties remarquables de V' (voir
TD n° V, exercice B.)
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c¢) Etant donné un K-espace affine A, le groupe des translations, (resp. le groupe des isomé-
tries si A est euclidien) agit sur A°S.

Définition V.1.6 (Applications invariantes/G-morphismes) Etant donnés un groupe G et
deux ensembles F et F' munis d’actions

op(resp. op) : G — S(E)(resp. S(F))

de GG, on dit qu’une application f : E — [ de E dans I est invariante si

Vge G, fodrlg) = ¢r(g) o f

ce qui s’écrit encore

Le terme de morphisme de G-ensembles est synonyme d’application invariante.

Exemple V.1.7 On a vu un exemple d’application invariante en V.1.4.c) mais c’est loin d’étre
le plus intéressant.

Toute application linéaire V; — V5 est invariante pour 1’action par homothétie (cf.
V.1.5.a).)

Proposition V.1.8 Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble E. la relation ~ dé-
finie sur F par
Vie E,VYyeFE, o~y & dge G,y =9 -z

est une relation d’équivalence (cf. 1.2.2.v),) sur .

Preuve : (cf. V.7.1.)

Définition V.1.9 (Orbite) Etant donnés un groupe (' agissant sur un ensemble E. i.e. un
G-ensemble E :

1) (orbite)

Les classes déquivalence pour la relation définie par la proposition V.1.8 sont appelées
orbites. Plus précisément pour tout x € F, la classe de x est appelée orbite de x sous
P’action de G. On la note usuellement O¢(x) (ou simplement O(x) s’il n’en résulte aucune
ambiguité) et 'on a :

Ox) ={g-z,9eG}.

6. On conseille de reconsidérer cet exemple a la lumiere du cours de géométrie.
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ii) (point fixe)

Pour x € FE, de maniere équivalente, O(x) = {z}, O(z) est un singleton, Vg €
G, g-x = x.Ondit alors que x est un point fixe pour ’action de GG sur E. On dit aussi que
I’orbite de x est triviale.

Exemple V.1.10 Pour laction de K* sur V' par homothétie (cf. V.1.5.a),) les orbites sont,
d’une part I’origine Oy de V' et d’autre part les droites de V' privées de 1’origine.

Lemme V.1.11 Etant donné un G-ensemble E, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Ily a une seule orbite sous ’action de G.

b)
Ve € E, Og(x) = E.

c)
V(z,y) e EXFE,3g € G,y = g-x.

Preuve : Voir I’exercice V.7.2.

Définition V.1.12 (Action transitive) Siun G-ensemble E vérifie les assertions équivalentes
du lemme V.1.11, on dit que I’action de GG sur E est transitive ou encore que GG agit/opere
transitivement sur E.

Exemple V.1.13 Si E est un G-ensemble, pour tout x € F, (G agit transitivement sur
Iorbite O(x) de z.

Proposition V.1.14 (Stabilisateur d’un élément) Etant donnée une action d’un groupe G
sur un ensemble E/, pour toutx € FE, I’ensemble :

Stabg(z) == {9 € G; g-x = z} V.1.14.1
est un sous-groupe de G.

Preuve : C’est un exercice(cf. V.7.3 et TD n° V, exercice E, question 3), a) dans le cas
particulier de I’action par conjugaison.)
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Définition V.1.15 (Stabilisateur) Etant donnée une action d’un groupe G sur un ensemble

E, pourtout z € F, le sous-groupe Stabg(x) défini en V.1.14.1 est appelé stabilisateur de
x.

Proposition V.1.16 Etant donné un G-ensemble E, pour tout = € E, notons Stabg(x) le
stabilisateur de x pour I’action de GG, et

p:G—O0(@),g— g-x.
Alors :
i) L’ensemble des p~'({y}) poury € O(z), forme une partition de G.

Preuve : Voir I’exercice V.7.4.

ii) Pourtoutg € G,
p({g-a}) = g*Stabg(z) = {g*h, h € Stabg(z)}.

Preuve : Pourtoutg € Gettouth € p~*({g-x}) sietseulementsip(h) = g-xie.
h-v =g-v < (g '+h)-o =2 & g 'xh € Stabg(z) <& h € g* Stabg(z) .

Corollaire V.1.17 Sous les hypothéses de la proposition V.1.16, si I’on suppose de plus que
G est un groupe fini alors :

Vi € B, #(G) = #(Staba(z)) - #(O(x)) -

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la proposition V.1.16.

Proposition V.1.18 Soit E/ un G-ensemble. Pour toutx € E ettoutg € G,
Stabg(g-x) = g * Stabg(X) * g1 = {g*h*xg ', h € Stabg(z)}.

Preuve : (cf. V.7.5.)

Pour tout (x,g9,h) € ExGxG,h € Stabg(g-x) sietseulementsih-(g-z) = g-x
si et seulement si

gt (h-(g-2) =2 & (g *hxg) 2 =2 < glxhxg € Stabg(z)

c’est-a-dire qu’il existe k € Stabg(z) tel que g xhxg = kie h = g*xkx*g!
c’est-a-dire finalement que
h € gx*Stabg(z)*g*.
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Les définitions qui suivent sont données pour compléter la présentation des actions de
groupe mais il est probable qu’on n’en fera assez peu usage.

Définition V.1.19 Soit £ un G-ensemble.

i) (Action libre)
On dit que I’action de GG sur E est libre (ou encore que G agit/opere librement) si pour
toutr € FE,
Stabg(z) = {e}.

ii) (Action fidele)

On dit que I'action de GG sur E est fidéle (ou encore que GG agit/opere fidelement) si
I’intersection de touts les stabilisateurs des éléments de F est {e} ce qui équivaut a dire que
le morphisme G — S(E) définissant I’action est injectif.

iii) (ACtion simplement transitive)
Laction est simplement transitive si elle est libre et transitive (cf. V.1.12.)

V.2 . —Action par translation a gauche

Dans ce paragraphe (G, ) est un groupe (noté seulement G si aucune confusion n’en
résulte) et I’on note ¢ son élément neutre.

Lemme V.2.1 Soit (G, *) un groupe. L’application de G x G dans G définie par g-x := g*x
est une action de G sur lui-méme.

Preuve : On constate d’abord que pour tout g € G, I’application de G dans lui-méme
donée par x +— g * x est bien une bijection de G dans lui-méme (i.e. un élément de S(G),)
de bijection réciproque x + ¢! * x.

En outre

V(g,h) € G X G, (gxh) -z = (gxh)xx = g*(hxx) = g - (h*xx) = g - (h-x)

ce qui assure qu’on a bien une action.
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Définition V.2.2 (Translation 3 gauche) Etant donné un groupe G, ’action de G sur lui-
méme définie par le lemme V.2.1 est appelée action par translation a gauche.

Il résulte de V.1.4.b) que tout sous-groupe H de G agit encore sur GG a travers 1’action de
G sur lui-méme par translation a gauche. Cette action de H sur G est encore appelée action
par translation a gauche de H sur G.

Remarque V.2.3 Si P C G, est une partie de GG (i.e.

P € P(G) pas nécessairement un sous-groupe , )

notons
Vge G, g« P = {gxx,z € P}.

Alors Iapplication G x P(G) — P(G) définie par (g, P) — ¢g-P := g= P estune action
de GG sur I’ensemble de ses parties, qu’on apellera encore action par translation a gauche. Elle
induit encore une action par translation a gauche de tout sous-groupe H de G sur P(G).

Notation V.2.4 On a vu en V.1.8 que, dés que E est un G-ensemble, I’action de G sur F
induit une relation d’équivalence ~ . Dans le cas de 1’action de H sur GG par translation a
gauche on notera parfois ~ 4 cette relation. Elle prend une forme suffisamment particuliere
dans ce cas pour qu’on I’explicite :

V(z,y) € G x G, T o~y Y
& dhe Hyy = h-x
& y = hxzx
& yxxz ! € H
& rxy b € H.

Remarque V.2.5 Soit (G, ) un groupe.

i) L’application de G x G dans G définie par g - & := x * g est une action a droite de G sur
lui-méme. Elle est appelée action par translation a droite.

La notion d’action a droite ne sera pass développée ni utilisée dans ce qui suit. Disons
simplement que la formule

(gxh)-z =g-(h-z)

qui caractérise les actions a gauches est remplacée par
(gxh)-x = h-(g-2).
ii) Il résulte de V.1.4.b) que tout sous-groupe H de GG agit encore sur G a travers 1’action de

G sur lui-méme par translation a droite. Cette action de H sur G est encore appelée action
par translation a droite de H sur G.
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iii) Si P C G, estune partie de GG (i.e. P € P(G) pas nécessairement un sous-groupe,)
notons

Vge G, Pxg := {zxg,z € P}.

Alors I’application G x P(G) — P(G) définie par (g, P) — g-P := P=xg estune action
a droite de GG sur I’ensemble de ses parties, qu’on apellera encore action par translation a
droite. Elle induit encore une action par translation a droite de tout sous-groupe H de G sur
P(G).

iv) On a vu en V.1.8 que, dés que F est un G-ensemble, I’action de G sur F induit une
relation d’équivalence ~ . Dans le cas de ’action de H sur G par translation a droite on
notera parfois ~p 4 cette relation. Elle prend une forme suffisamment particuliere dans ce
cas pour qu’on I’explicite :

V(z,y) € G x G, T ~gd Y
& dhe Hyy = h-x
& y = xxh
& xlxy € H
& ylxx € H.

Définition V.2.6 (Classes 4 gauche/droite) Etant donnés un groupe G et un sous-groupe [
de G, les classes d’équivalence pour la relation ~ g 4, (cf. V.2.4,) qui sont aussi les orbites (cf.
V.1.9.i),) pour I’action par translation a gauche, sont appelées classes a gauche. L’ensemble
de ses classes est noté¢ G/~ .

On a une définition analogue de classes a droite en utilisant la relation ~ 4 (cf. V.2.5.iv),)
dont I’ensemble est noté G/~ 4.

Proposition V.2.7 Soit G un groupe et H un sous-groupe de g. On considere I’action de H
sur G par translation a gauche. Alors :

i) Dans le cas ou G est abélien, la relations d’équivalence ~p , associée a I’action de H est
la méme qe celle définie en VII.7.3.

Preuve : Est une vérification immédiate.

i) Pourtoutxz € G, I’application
p:H—Ox,g—g-x

définie comme dans la proposition V.1.16 est bijective.
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Preuve : Pourtoutx € G, considérons I’application
p:H—O@x,g—g-x
comme a la proposition V.1.16. Il résulte alors de V.1.16.ii) que
vy € O(z), p~'({y}) = Stabp(z).

Or g € Staby(x) si et seulement si g - x = w, si et seulement si g x x = x si et
seulement si g = e. Le sous-groupe Staby(z) de H est donc un singleton. Ainsi en va-t-il
donc aussi de p~'({y}) c’est-a-dire que p : H — O(x) est bijective.

iii) H est I’orbite de I’élément neutre e et la seule qui soit un sous-groupe de G.
Preuve : En effet
O(e) = {h-e. h € HY = {hxe, h € H} = {he H} = H.

Pour x € G, si O(x) est un sous-groupe e € O(x) et par conséquent O(z) = Ofe).

iv) 1I existe une bijection entre I’ensemble G/~ , des classes a gauche et I’ensemble
G/~ q des classes a droite.

Preuve : V.4.3.

Remarque V.2.8 Le point V.2.7.11) pourrait se reformuler en disant que I’action par transla-
tion a gauche (resp. a droite) est libre (cf. V.1.19.1).)

Définition V.2.9 (Indice d’un sous-groupe) Etant donnés un groupe G et un sous-groupe [
de G, si I’ensemble G/~ 4, est fini (cf. I1.4.1,) son cardinal, qui est aussi celui de G/~ 4,
est appelé indice de H dans G.

V.3 . —Action par conjugaison

Dans cette section (G, x) (le plus souvent abrégé en () est un groupe dont on note ¢
I’élément neutre.

Lemme V.3.1 Etant donné un groupe G, pour tout g € G, I’applicationz +— g*x % g~"

est un automorphisme de groupe de G (cf. I11.2.7.ii).)
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Preuve : Tout d’abord
V(9,2,y) EGX G X G, gxxxyxg ' = gxax*xg ' x gxyxg '

si bien que v — g * x * g~ ' est bien un morphisme de G dans luie-méme (on pourrait dire
un endomorphisme de G.)
Par ailleurs,

V(g,2) € G X G, (g7 ) xgxaxgx(g") ! =2

1 1

si bien que x — (g7 ') xx* (g71)~! est I'application réciproque de x + g%z * g~
cette derniere étant donc bijective donc un isomorphisme et finalement un automorphisme
(isomorphisme et endomorphisme.)

Lemme V.3.2 L’application de G x G dans G donnée par (g,x) + g -z = gxxxg !

définit une action de G sur lui-méme.

Preuve : On a vu au lemme V.3.1 quex + g*x * g ! est un automorphisme de G donc
en particulier une bijection de G sur lui-méme i.e. un élément de S(G) (cf. II1.1.2.c).)
De plus

V(g,h,t) e G x G xG, (g*h) -z = gsh*xxw*xgxh?
= gxh*xoxht*xg™
= g (h*xxxh)
= g (h-7)

1

ce qui prouve qu’on a bien défini une action.

Définition V.3.3 (Action par conjugaison) Soit G un groupe :

i) L’action de G sur lui-méme définie par le lemme V.3.2 s’appelle action par conjugaison
de G sur lui-méme.

ii) Les orbites (cf. V.1.9.1),) pour I’action par conjugaison sont usuellement appelées classes
de conjugaison.

iii) Deux élément appartenant a la méme orbite, ou de maniere équivalente, en relation par
la relation ~ (cf. V.1.8,) sont dits conjugués. Ainsi explicitement, (z,y) € G x G sont
conjugués s’il existe z (appartenant a G ou a un sous-groupe selon I’action considérée,) tel

quey = zxx %z L.

98



L3/S5 M313, Algebre Générale, V.4.1 Université Paris Sud, 2019-2020

iv) Il résulte de V.1.4.b) que tout sous-groupe H de G agit encore sur G a travers 1’action
de GG sur lui-méme par conjugaison. Cette action de H sur GG est encore appelée action par
conjugaison de H sur G.

Remarque V.3.4 Si P C G, estune partie de G,
(i.e. P € P(G), pas nécessairement un sous-groupe,) notons

Vge G, gxPxg ! == {gxoxg ', o € P}.

Alors Iapplication G x P(G) — P(G) définie par (g, P) — g-P = g* Pxg 'est
une action de G sur I’ensemble de ses parties, qu’on apellera encore action par conjugaison.
Elle induit encore une action par conjugaison de tout sous-groupe H de G sur P(G).

Proposition V.3.5 Etant donné un groupe (G, *) on note G I’ensemble de ses sous-groupes.
Pour toutg € G, et H € G onnote :

1

g+ Hxg':={gxoxg ' v c H}. V.3.5.1

Alors :
i) Pourtout H € G g* H % g~! est un sous-groupe de G i.e. un élément de G.

Preuve : Etant donné un sous-groupe H de G etg € G, g* H % g~' n’est autre que I’image
de H par I’application x + ¢*x g ' dont on a montré au lemme V.3.1 que c’est un
morphisme de groupe. L’ensemble g x H x g—* est donc un groupe.

ii) L’application
GxG—=G,(gH) = gsHxg!

est une action de GG sur G qui sera encore apppelée action par conjugaison.

Preuve : Voir I’exercice V.7.8.

V.4 . —Sous-groupes normaux

On pourrait tout a fait se passer, pour rédiger cette section (V.4,) des résultats des
section V, V.3 et V.2 c’est-a-dire de tout ce qui concerne les actions de groupes. Un
certain nombre de vérification devront alors étre faites. Dans toute cette section (V.4,)

(G, %) est un groupe d’élément neutre e.
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Notation V.4.1 Pour tout sous-groupe H de (G, on définit comme en V.2.4 ~p , (resp. comme
en V.2.5.iv) ~p 4) la relation binaire sur G x G par :

Ve e G,Vy € G, (x~pgagy & txy € H)

(resp. VeeG, Ve, (x~pyy & yxale H) ) ' V4.1.1

On notera encore, :

VeeG, axH = {xxy;yec H} (resp. Hxx := {yxx;ye H}.) V4.1.2

On écrira parfois simplement x H (resp. Hzx) pour x x H (resp. H * x.)

Remarque V.4.2 La relation ~p g, (resp. ~p q4,) est la relation d’équivalence induite par
I’action de H sur G par translation a gauche (resp. par translation a droite) C’est donc une
relation d’équivalence dont les classes sont les orbites de I’action (cf. V.1.9.1).)

Si toutefois on ne veut pas tenir compte de ces résultas on peut montrer directement la
proposition suivante :

Proposition V.4.3 i) Les relations binaires définies en V.4.1.1 sont des relations d’équiva-
lence.

Preuve : Montrons que la relation ~p 4 est une relation d’équivalence. Pour tout x € G,
v~ 'xx = e € H ;car H est un sous-groupe de G, i.e. x~y 4x c’est-a-dire que la relation
~ .4 est réflexive.

Par ailleurs :
Ve e G, Vy € G, ( T ~gd Y
= rlxy € H
= ylxr = (z7lxy)t € H
= Y ~Hd $)
la relation ~ 7 4 est donc symétrique.
Enfin :
Ve e G, Vy € G, Vz € G, ( T~gay et y~paz
= rlxyeH et ylxzeH
= vl xyxytxz € H
= vz € H
= T ~Hd Z)

c’est-a-dire que la relation ~ 4 est transitive.
Un argument analogue vaut également pour ~p; 4.
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ii) L’ensemble G/ ~, py (resp. G/ ~4p) des classes d’équivalence pour la relation ~ j
(resp. ~q i) s’identifie a{x * H ; x € G}, (resp. {H xz ; v € G}.)
Plus précisément :

Vo€ G, cg(z) = {y € G; x~ypgyt = axH (resp.cla(z) = {y € G; w2~y y} = Hxzx.)
1

Preuve : Pourtoutx € G, unélémenty de G appartient a la classe de x modulo ~ 4 si et
seulement si

(z7'xyeH) & (3zeH, (a7'xy =2) &y € xxH)).

iii) Toute classe d’équivalence pour la relation ~ ; (resp. ~4 ) est en bijection avec H.
Preuve : Pour tout x € (G, I’application

G — G,z oxz
induit par restriction une application H — x x H dont la bijection réciproque est

G —> G,z a7 lxz.

iv) L’applicationz «+ H — H xx pourx € G, induit une bijection de I’ensemble G/~ 4
des classes selon ~; 4 dans I’ensemble G/~ , des classes selon ~p ,.

Proposition V.4.4 (Sous-groupe normal) Pour tout sous-groupe H C G, les assertions
suivantes sont équivalentes :

a) Larelations ~p q est compatible a la loi de groupe (cf. 1.6.17,) i.e.

V(z,y,2,t) € G x G x G xG, (wavdzetyrvH’dt) = Txyr~pgzt.
b) Larelations ~p , est compatible a la loi de groupe.

¢) Lesrelations ~y 4 et ~p 4 sont égales.

d)
Vied, (xxHxa™" C H).

e)
Ve e G, (zxH = Hxx).
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f)
Vo e G, (H = :p*H*x_l).

Preuve : On montre I’équivalence d) < b) :

Remarquons que, pour touty € H,y ~pgg4e, etque, pourtoutr € G,z ~pg,x. 1l
en résulte donc, si I’on suppose I’assertion a) vérifiée, que pour touty € H ettoutx € G,
xxy ~pr g ¢’est-a-dire précisément xxyxx ' € H. L’assertion b) entraine donc I’assertion
d).

Réciproquement, étant donné un quadruplet (z, z,y,t) d’éléments de G, si y ~p, t,
y*t~' € H.Sil’on suppose I'assertion d) vérifiée, v x y x t ' x z=! € H. Maisx ~p, 2
entraine que x x 2~ € H ; ce qui entraine, puisque H est un sous-groupe de G, que

rry*(zxt) " = oxyxt txz = pxyst Txalvaxz € H

c’est-a-dire que x x y ~p 4 2 * t. On a donc montré que I’assertion d) entraine I’assertion b).

Définition V.4.5 (Sous-groupes normaux/distingués) Un sous-groupe H de G est dit nor-
mal ou distingué, s’1l vérifie I’'une des conditions équivalentes de la proposition V.4.4.

Remarque V.4.6 On peut reformuler la définition ci-dessus en termes d’actions par conju-
gaison (cf. V.3,) un sous-groupe distingué n’étant rien d’autre qu’un point fixe pour I’action
de G par conjugaison sur ses sous-groupes (cf. V.3.5.) On dira donc parfois que H est inva-
riant par conjugaison ou méme simplement invariant.

Notation V.4.7 Le point V.4.4.c) autorise a noter, pour un sous-groupe distingué H de G,
simplement ~ indifféremment ~ g 4 et ~g 4 qui sont égales. De plus il résulte de V.4.4.b)
(ou indifféremment de V.4.4.a)) que ~p est compatible a la loi de groupe sur G (cf. 1.6.17.)
L’ensemble quotient

G/~ = G/~pa = G/~ug,
sera usuellement noté G/H et bénéficie de propriétés tout a fait intéressantes qui seront
étudiées en détail dans la section V.5.

Définition V.4.8 Pour tout sous-groupe distingué H de G, on appellera classes modulo H
ou classes selon H les classes d’équivalences pour la relation ~y . Cette dernicre étant
compatible, pour tout couple («, ) de classes, tout x, z’ dans « tout y, 3y’ dans 3, on a x *
y ~p ' xy cest-a-dire que x * y et &’ x yy’ définissent la méme classe selon H. On peut
donc poser

axf =Txy ;= T*xy V.4.8.1

la classe de = * y pour n’importe quel représentant x de o et n’importe quel représentant y
de 3.

On note désormais G/ H, I’ensemble des classes selon H muni de la loi de composition
définie ci-dessus.
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Exemple V.4.9 a) Les sous-groupes {e} et G' de G sont toujours distingués dans G.
b) Si G est un groupe abélien ((Z, +) par exemple,) tout sous-groupe est distingué.

c) Pourn € N;siS, estle groupe symétrique, le groupe alterné A, est distingué dans S,
(cf. VL4).

d) Si E est un R-espace vectoriel euclidien, le groupe spécial orthogonal SO(FE) est un
sous-groupe distingué du groupe orthogonal O(F).

Proposition V.4.10 Pour tout morphisme de groupes f : G — H (cf. III.2.1,) I'image ré-
ciproque f~'(H') de tout sous-groupe distingué H' de H est un sous-groupe distingué de
G.

En particulier, Ker f = f~'({ey}) est un sous-groupe distingué de G.

En revanche, il n’est pas vrai en général que I'image f(G') d’un sous-groupe distingué
G’ de G est un sous-groupe distingué de H. C’est cependant le cas si f est surjectif.

Preuve : (cf. V.7.10.)

Proposition V.4.11 (Relations d’équivalences compatibles) i) Une relation d’équivalence
~ sur GG est compatible si et seulement si pour tout (z,y) € G X G,

xwy(:)xfl*ywe.

Preuve : Si ~ est une relation d’équivalence compatible sur G, comme ~ est réflexive, pour
toutw € G, 27 ~ 2~ 1. Comme ~ est compatible, siy ~ x,

x’l*y ~zlxxr =e.

Réciproquement, si x et y dans G sont tels que z~!
compatible,

*x Yy ~ e, commezx ~ T et que ~ est

Yy = x*:p_l*y ~ TrTxe = T.
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ii) La classe e de I’élément neutre e pour une relation d’équivalence compatible est un sous-
groupe distingué de G.

Preuve : Par définition méme d’une classe d’équivalence, e € €. Six € €, comme z~! ~

Y, (par réflexivité de ~, )
e =z lxr ~ o lxe = x_l,
(par compatibilité;)i.e. v=' € €. Enfin si (z,y) € € X €,

T*xy ~ exe = e,

(par compatibilité;) i.e. v x y € e. D’apres la proposition 111.3.4, € est donc un sous groupe
de G.
Pour toutx € €, ettouty € G,

T o~ e
= Yy*xxr ~ Yy
= yxxxy b ~ yxy !
= yxxxy ' ~ e;

c¢’est-a-dire que pour touty € G,
Y *ex y’l C e;

i.e., d’apres la caractérisation V.4.4.d), des sous-groupes distingués, € est un sous-groupe
distingué de G.

iii) Etant donné un sous-groupe distingué H de G, la relation ~y compatible définie ci-
dessus est la seule relation d’équivalence compatible ~ sur GG telle quee = H.

Preuve : 1l est clair que la classe de e selon ~p pour tout sous-groupe distingué H de G
s’identifie a H. L’unicité de ~ découle alors du lemme plus général :

Lemme V.4.12 Etant donné un groupe G et deux relations d’équivalence ~, et ~y compa-
tibles sur GG, on note T, (resp. T») la classe d’un élément = de G selon ~ (resp. ~ .)
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Les relations ~; et ~ sont égale c’est-a-dire que pour tout (xz,y) € G X G,

T~ Y =T~ Y.
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b) Pourtoutx € G

Zq
c¢) llexisteg € G tel que

[
d)

€1
Preuve :
i) (a<Db))

est pour ainsi dire tautologique.

i) (b)=c¢))

est immédiat.

iii) (c¢) = d))

Soit donné g € G, tel que g, = 7,. Pour tout

x
x

T g

T g
T*g
T*g
Txg*rg !
x

R

S

~2

€1

e
g
91
92
g

gxgt
e .

e

On vient donc de montrer que e; C €. Le raisonnement étant parfaitement symétrique, on
peut montrer, de la méme maniere, 1’inclusion réciproque.

iv) (d)= a))

Pour tout (z,y) € G, six ~1 y, alors, d’apreés V.4.11.i)

1
1

T
-
l’_l

=
=

=

Yy ~1 €

Yy € e
Y € e
r ~o Y.

Le raisonnement étant évidemment symétrique, on montrerait, exactement de la méme ma-
niere que Si x ~5 y alors x ~7 y; ce qui termine la preuve.
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V.5 . —Groupe quotient, factorisation des morphismes

Dans toute cette section (V.5,) (G, %) est un groupe d’élément neutre .

Proposition V.5.1 Pour (G, *) un groupe et H un sous-groupe distingué, la relation ~; est
compatible a la loi % si bien qu’il existe une unique structyure de groupe sur 1’ensemble
G/ H des classes pour la relation ~y; telle que la surjection canonique 7 : G — G/H soit
un morphisme de groupe. Alors 1’élément neutre de G/H este = H et I'inverse de tout
élément T est z—1.

Preuve :

i) S’il existe une structure de groupe t sur I’ensemble G/ ~; des classes d’équivalence se-
lon ~y, telle que 7 est un morphisme, alors nécessairement, pour tout quadruplet (z, x', y,y')
d’éléments de G tel que

x ~poalety ~p oy

m(xxy) = w(z)

Comme 7 est surjective, la structure 1 est nécessairement unique.

ii) Comme ~p est compatible a (G, *) (cf. V.4.4,)

m(xxy) = Txy

' xy

= 72’ xy');

on peut donc poser, pour tout (Z,y) € G/ ~y xXG/ ~y,

T1Y := uxv

pour n’importe quel élémentu € T (resp.v € ;) ce qui prouve I’existence de la structure

t.
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Définition V.5.2 (Groupe quotient) Le groupe
G/H ou méme le couple (G/H,m : G — G/H)

est appelé groupe quotient. On dit encore que I’ensemble GG/ ~p est muni de la structure
quotient.

Exemple V.5.3 Nous avons remarqué (cf. V.4.9.b),) que dans un groupe abélien, et en parti-
culier dans (Z, +), tout sous-groupe est distingué. Nous avons aussi établi (cf. IV.5.5,) qu’une
partie H de Z est un sous-groupe si et seulement s’il existe un entier d > 0 tel que H = dZ.

On constate alors, que pour deux entiers x et y, v ~py y siy — x € H, c’est-a-dire si et
seulement si d|y — x. La relation ~y n’est autre, dans ce cas, que la relation de congruence
modulo d.

Nous retrouvons dans ce cas particulier, grace aux résultats de cette section, que la re-
lation de congruence est compatible, fait que nous avions déja établi dans le TD n° IV,
exercice B. L’ensemble des classes modulo d que nous avions noté Z/dZ s’identifie en tant
que groupe, au groupe quotient Z/H = 7/dZ.

Proposition V.5.4 (Factorisation des morphismes) Pour tout morphisme de groupes
f : G — K et tout sous-groupe distingué H C G,
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H C Kerf.

b) Il existe un unique morphisme f : G/H — K telque f o 7 = f.
De plus, f est injectif (resp. surjectif) si et seulement si H = Ker f, (rsp. f est surjectif.)

Preuve :

i) Le fait méme qu’on demande que, pour tout xz € G,

assure tautologiquement I’unicité de f.

ii) Pour tout z,z' dans G, six ~g o', x x 2’1 € H ce qui implique que x x '~ € Ker f
si I’on suppose que H C Ker f, c’est-a-dire que f(z * 2'~') = ey ou encore que f(z) =
f(z'). On peut donc définir f(%) par f(z) pour n’importe quel représentant x de T. Ceci
assure donc I’existence de f.
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iii) Pour tout couple («, ) d’éléments de G/H, tout x € «, touty € [, étant donné la
définition de la loi de composition sur G/H (ct. V.4.8.1,)

flaxp) = [f(@¥y)
= flzxy)

= f(@)*u f(y)

J(e) xu F(B)

c’est-a-dire que f est un morphisme de groupes.

iv) Unélémentu € H appartient aIm f si et seulement s’il existe un élément T € G/ H tel
que f(T) = wu c’est-a-dire si et seulement s’il existe v € G tel queu = f(x). Autrement
dit,

Imf = Im f

ce qui établit (cf. I11.3.10,) que f est surjectif si et seulement si f I’est.
v) Enfin, f est injective si et seulement si
Ker f = eq = H

(cf. I11.3.10.) Ceci signifie exactement que f(T) = ey si et seulement siT = H, ou encore
f(z) = ey sietseulementsiz € H c’est-a-dire si et seulement si

H = Ker f.
Corollaire V.5.5 Etant donné un morphisme de groupes f : G — K il existe un unique
isomorphisme de groupes
f:G/Kerf 2 Imf telque f = for
ourm : G — G/Ker f est la surjection canonique. En particulier si f est surjectif
f:G/Kerf 2 K
est un isomorphisme.

Preuve : I suffit d’appliquer la proposition V.5.4a H := Ker f.
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Corollaire V.5.6 Etant donné un morphisme surjectif de groupes p : G — @, il existe un
unique isomorphisme de groupes

¢ : G/Kerp — Q telque p = ¢pomourm : G — G/Kerpest la surjection canonique .

Preuve : C’est une conséquence immédiate du corollaire V.5.5 puisque Imp = Q.

Proposition V.5.7 Etant donné un groupe (G, ), les données suivantes sont équivalentes, au
sens ou la donnée de I’une d’entre elles permet de construire canoniquement les autres :

a) Un sous-groupe distingué K de G
b) Une relation d’équivalence ~ compatible sur G.
¢) Un morphisme de groupes surjectifp : G — Q.

Preuve :

i) On a vu, grice a la proposition V.4.11, qu’a toute relation compatible ~ on associe ca-
noniquement un sous-groupe distingué H := e et que, réciproquement, a tout sous-groupe
distingué H on associe une unique relation compatible telle quee = H.

ii) On a vu également, grice a la proposition V.5.1, qu’a tout sous-groupe distingué (ou
de maniere équivalente a toute relation d’équivalence compatible) on associe une surjection
m : G — G/H qui est un morphisme de groupes.

iii) Réciproquement, a tout morphisme surjectif p : G — (), on peut associer le sous-
groupe distingué H = Kerp (cf. V.4.10.)

Le corollaire V.5.6 établit qu’en fait, les procédés ii) et iii) “inverses” I’'un de I’autre, en
un certain sens.
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La proposition suivante V.5.8 étend au cas des groupes les constructions donées dans la
proposition 11.5.4.

Proposition V.5.8 Etant donnés un entiern € N*, (Gy, 1) ,1 < » < » des groupes

Vi<k<n, p : H G; — Gy, les projections
i=1

(ctf. 11.5.1.ii),) Alors :

n
i) Il existe une unique loi de composition * sur H G|, telle que pour tout 1 < k < n pg

k=1
soit un morphisme de groupes; la loi x est donnée par

V((l’l,. .. ,l’n), (yl,. . ,.T}n)) € HGk X HGK,
k=1 k=1

(1, oy xn) * (Y1, Un) = (T1 %1 Y15+, T %0 Yn) -

n
ii) La loi * étant définie sur H G x comme ci-dessus, si
k=1

a) pourtoutl < k < n ey est I’élément neutre de Gy, (eq,. .., e,) est ’élément neutre
pour  ;

b)) » € H Gy est tel que pour tout 1 < k < ny, € Gy estle symétrique de py(x),
k=1

alors (y1, .. .,yn,) est le symétrique de = dans H G.
k=1

iii) Si pour tout 1 < k < n (Gy,*) est un groupe abélien, (H Gk,*) est un groupe

) k=1
abélien.

iv) Pour tout n-uplet de morphismes de groupes

fo i H = Gra<k<n,

il existe un unique morphisme de groupe

f:H— Hthelque‘v’lgkgn, fe = pr o f.
k=1
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v) Dans le cas o il existe G tel queV1 < k < n, G, = G, labijectiong : G = H G

k=1
définie par la proposition I1.5.1.iv) est un isomorphisme, pour peu que GI"™ soit muni de la
structure définie par la proposition 1.6.20.

vi) Pour (G1,%1), (Go, %) des groupes d’élément neutre respectif €, et €5, on définit les
applications

11 - G1 — G1XG2,SU — (SC,EQ)et’iQ : G2 — G1XG2,.T — (61,5(7).
Alors :

a) les applications i, et i, sont des morphismes injectifs de groupes;

b)
b1 © Z.l - IdGl eth o 2.2 - Ing;

c)

Kerp; = Imiyet Kerps = Imi, .

Définition V.5.9 (Groupe produit) Avec les notations de la proposition V.5.8, la loi x défi-

nie sur H G, comme en V.5.8.1) est appelée loi produit et le couple
k=1

([16x )
k=1
groupe produit.

V.6 . —Groupes finis : théoréme de Lagrange

Définition V.6.1 (Groupe fini) Un groupe (G, *) est un groupe fini si G est un ensemble fini
au sens de la définition I1.4.1.

Exemple V.6.2 Pour n € N*| le groupe (Z/nZ,+) est un groupe fini (cf. TD n° IV, exer-
cice B.)
D’autres exemples de groupes finis seront étudiés dans le chapitre VI.

Proposition V.6.3 Si (G, *) est un groupe fini, une partie H de G munie de la loi de compo-
sition * est un sous-groupe de G si et seulement si H est non-vide et pour tout (z,y) € Hx H,
rxy € H.

Preuve : Voirle TD n° V, exercice A.
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Proposition V.6.4 Si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G, la relation d’équiva-
lence ~p 4 (resp. ~p q) €tant définie comme en V.2.4, (resp. V.2.5.iv),)

#(G) = #(H) *#(G/~ny) = #(H) x #(G/~ma)
d’ou il résulte en particulier que

#(H)[#(G) -

Preuve : Puisque les orbites sous I’action de H (aussibien a gauche qu’a droite,) sont des
classes d’équivalence, elles réalisent une partition de GG. Si G est fini, les orbites sont donc
toutes des sous-ensembles finis (H = O(e) (cf. V.2.7.iii),) en particulier) et en nombre fini
i.e. G/ ~ est aussi un ensemble fini (ou ~ désigne aussibien ~p ,, que ~ 4.)

En posant #(G/ ~) = k € N, choisissons x; ,1<;<) des éléments de G tels que

V(i,j) € [LK] x [Lik], i # j = O(z:) N Ox;) = 0

autrement dit un représentant par orbite. On a alors :

G= () O)

1<i<k

ce qui entraine

k
#(G) = Y_#(O(w)).

Or il découle de V.2.7.ii) que V1 < i < k, #(O(z;)) = #(H) d’ou il résulte finalement
que

#(G) = kx#(H) = #(G/ ~) = #(H) .

Corollaire V.6.5 Si G est un groupe fini et H un sous-groupe, le cardinal de GG est le produit
de I’indice de H dans G (cf. V.2.9p)ar le cardinal de H.

Corollaire V.6.6 (théoreme de LAGRANGE) Si G est un groupe fini pour tout sous-groupe
H de G, le cardinal de H divise le cardinal de G.

Corollaire V.6.7 Le corollaire V.6.5 ci-dessus et le corollaire V.5.5 on pour conséquence
que, pour tout morphisme de groupes f : G — H, avec GG groupe fini,

#(G) = #(Ker f) «#(Im f) .
Proposition V.6.8 Etant donné un groupe (G, *) pour toutz € G :
i) Le sous-groupe < {x} > engendré par {x} (cf. II1.4.2,) de G est I'image du morphisme

€z - L — G, n— x"

Preuve : Voir I’exercice V.7.12.
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ii) a) Soit le noyau de ¢, est réduit a {0} au quel cas
<{z} >= Z;
b) Soitil existed € N* tel que Kerexy = dZ et

<A{x}>= Z/Kere, = Z/dZ .

Preuve : Le noyau du morphisme €, est un sous-groupe de Z il existe donc d € N tel que
Kere, = dZ (cf. 1V.5.5.) Ord = 0 si et seulement si €, est un morphisme injectif si et
seulement si

Z = Ime, = <{z}>

ce qui correspond a la situation du point a).
Sid # 0, Il existe un unique isomorphisme

€ @ LZ/Kere, = Z/dZ — Ime, =< {z} >.

On peut en effet appliquer les résultats du paragraphe V.5 et en particulier la proposition
V.5.4.

Définition V.6.9 (Ordre d’un élément) Pour (G, *) un groupeetx € G, avec les notations
de la proposition V.6.8, si < {z} > = Z, on dit que x est d’ordre infini sinon on dit que x
est d’ordre d ou d est ’entier défini de maniere équivalente dans la proposition V.6.8.ii).b)
par Kere, = dZoud = #(Ime,).

Remarque V.6.10 Il est immédiat de vérifier que pour tout élément x d’un groupe GG, I’ordre
de x défini comme en V.6.9, est le plus petit (aussibien au sens de la relation d’ordre que de
la relation de divisibilité sur Z) entier n € N* tel que 2" = e.

Proposition V.6.11 (Propriétés de I’ordre d’un éléments) i) Soit f : G — h un morphisme
de groupes et x € (. Six est d’ordre fini, f(x) I’est aussi et ’ordre de f(x) divise I’ordre
de x.

ii) Avec les notations du point i), si f est injectif, x et f(x) ont méme ordre.

iii) Dans un groupe g deux éléments conjugués (cf. V.3.3.iii),) ont méme ordre.
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Théoreme V.6.12 (de Lagrange) Pour G un groupe fini, I’ordre de tout élément x de G
divise le cardinal de G.

Preuve : Remarquons d’abord que si GG est fini, on ne peut se trouver dans la situation de
V.6.8.ii).a) si bien que I”ordre d de x est bien un entier naturel. Or il résulte de V.6.8.ii).b)
que

d = #(Ime) = #(<{z} >).
Puisque < {x} > est un sous-ghroupe de G, il suffit d’appliquer le corollaire V.6.6.

Définition V.6.13 Avec les notations de la proposition V.6.8,
i) sile morphisme €, est surjectif, autrement dit si
G = Ime, =< 52 >,
on dit que G est monogéne;
ii) side plus on est dans la situation de V.6.8.ii).b), augel cas G = Z/dZ, on dit que G est
cyclique.
Corollaire V.6.14 Un groupe est cyclique si et seulement s’il est monogene et fini.

Corollaire V.6.15 Si G est un groupe fini de cardinal p premier, G est isomorphe (non cano-
niquement) a (Z/p, +) et donc commutatif (abélien).

V.7 . —Exercices

Exercice V.7.1 [] Faire la preuve de la proposition V.4.3.
Exercice V.7.2 [] Faire la preuve du lemme V.1.11

Exercice V.7.3 [] Faire la preuve de la proposition V.1.14.
Exercice V.7.4 [] Faire la preuve de la proposition V.1.16.1).

Exercice V.7.5 [Stabilisateur]
Soit (G, *) un groupe et £ un ensemble muni d’une action de GG notée g - = pour tout
(9,2) € GxXE.
Montrer que pour tout (z,9) € F x G,
Stabg(g- 1) = g * Stabg(z) * ¢7*.
Exercice V.7.6 []
Considérons I’action par translation a gauche sur les parties de G définie en V.2.3.

1) () Montrer que cette action ne se restreint pas en général en une action de GG sur 1’en-
semble de ses sous-groupes.
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2) () Montrer que I’orbite O(P) d’une partie P € P(G) contient au plus un sous-groupe.

Exercice V.7.7 [] Faire les détails de la construction esquissée dans la remarque V.2.5.
Exercice V.7.8 [] Faire la preuve de la proposition V.3.5.ii).

Exercice V.7.9 [] Compléter la preuve de la proposition V.4.4.

Exercice V.7.10 [] Faire la preuve de la proposition V.4.10.

Exercice V.7.11 [] Faire la preuve de la proposition V.5.1.

Exercice V.7.12 [] Faire la preuve de la proposition V.6.8.1).

VI .—Groupe symétrique et groupe alterné

V1.0 . —Introduction

Si E est un ensemble fini (cf. IL.4.1,) on dispose, par définition, d’une bijectiony : E = [1;n].
Ainsi, en vertu de II1.2.6, on dispose d’un isomorphisme de groupes

S(v) = (8(E),0) = (S([1;n]),0) .
L’étude des bijection d’un ensemble fini dans lui-méme se rameéne donc a I’étude du groupe
S, = S([I;n])

qu’on appellera le groupe symétrique.

VI.1 .—Groupe symétrique, permutations

Définition VI.1.1 (Groupe symétrique) i) (Groupe symétrique)
Pour toutn € N, le groupe

S, = (S([l;n]),o)

est appelé groupe symétrique sur n éléments.

ii) (Permutation/Substitution )
Unélément s € &, est appelé permutation ou substitution.
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iii) Pour toute permutation s € §,,, on notera

1 2 n

5T ( s(1) s(2) ... s(n) ) '
Exemple VI.1.2 i) Le groupe &; est le groupe a un élément.

ii) Le groupe Ss a pour éléments 1’identité et I’application définie par 1 — 2 et 2 — 1. C’est
donc un groupe a deux éléments canoniquement isomorphe a Z/27Z.

Proposition VI.1.3 Pour tout (p,q) € N* x N*, p < ¢,
S ={s e S ;Verep+1lyq, s(x) = x}
est un sous-groupe de S, et S est isomorphe a S,,.

Preuve : (cf. VI.5.2.)

Remarque VI.1.4 i) On peut donc, grice a la proposition VI.1.3 ci-dessus, écrire S, C S,
pour p < ¢ et identifier S, a un sous-groupe de S,.

i1) On étudiera d’autres relations entre les groupes symétrique notamment au TD n° VI,
exercice G.

Lemme VI.1.5 Pourn € N, larelation ~ définie sur le groupe S,, 1 par
s~te s (nt+l) =t n+l)

est la relation d’équivalence déterminée par I’action de S,, (ct. V.4.3,) par translation a gauche
surS, 1 (cf. V.2.2.)

Preuve : Pour tout (s,t) € Sp11 X Spia,
s ~t e st (ntl) =t (n+l) & sot l(n+l) = n+l & tos ' (n+l) = n+l.
Ceci équivaut encore, en vertu de la proposition VI.1.3 et de la remarque VI1.1.4.1) ci-dessus,
a

sot™ € S,ettos !t € S,

c’est-a-dire qu’il existe (u,v) € S, x S, tel que
s = uotett = vos

ce qui signifie que I’orbite (cf. V.1.9.1),) de s est égale a I’orbite de t sous I’action a gauche
de S,. (Voir aussi I’exercice VI.5.1.question 4).)
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Corollaire VI.1.6 Avec les notations du lemme VI.1.5, chaque classe d’équivalence pour ~

ou de maniere équivalente chaque orbite pour I’action a gauche de S,, est en bijection avec
Sy

Preuve : C’est une conséquence du lemme VI.1.5 ci-dessus et de la proposition V.2.7.ii).

Lemme VI.1.7 Pourn € N :

i) L’application
v i8Sy — [Lin+l],s = s(n+1).

est surjective.
Preuve : Pour toutk € [1;n + 1], considérons I’application :

t: [Lin+1] — [L;n+1]
k — n+1

n+1l — k
0 — IV1</i<nmn, ,l #Fk.

D’une part on vérifie trés facilement que t est bijective, et donc que t € S, 1 et de
maniere tautologique que v(t) = k.

ii) Il existe une bijection

v : S,1/R — [1;n+1] telle que Vs € S,41, v(s) = 7(3).

Preuve : Par définition, pour touts € S, tout (t,u) € sx3,t(n+1) = u(n+1)ie
v(t) = v(u). On posera donc

7(s) = v(t)
pour n’importe quel élément t € 5. L’application U est bien définie puisque tous les élé-
ments de's ont méme image par v.

Par ailleurs, pourr toutk € [1;n + 1], il existe, en vertu de VL5.1.question 8), s € S, 11

telle que v(s) = k. Il s’ensuit donc que 7(S) = k et, par conséquent, que U est surjective.
Pour tout (s,t) € Spy1 X Spii,

7(3) =) @ v(s) = v(t) & s(n+1) =tn+1l) & sRt &35 =1

si bien que U est injective.
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Proposition VI.1.8 Pour toutn € N*, le groupe S,, est un groupe fini et I’on a la relation
d’ou il résulte finalement que

Vn eN, #(S,) = n!.

Preuve : On a vu dans I’exemple VI.1.2 que les groupes S; et Sy sont des groupes finis.
Pour n € N, considérons la relation d’équivalence introduite au lemme VI.1.5. On sait
que S, est alors I'union disjointe des classes dé’quivalence pour ~ . Comme d’une part
chacune de ces classes est en bijection avec S,, en vertu du corollaire VI.1.6, et que d’autre
part I’ensemble S, 1/ ~ des classes est en bijection avec [1;n + 1], d’aprés le lemme
VI.1.7.ii), si I’on fait I’hypothése que S,, est un groupe fini S,, 1 est une union finie d’en-
sembles finis et est donc un ensemble fini. On a de plus

#(Sni1) = #(Snr/ ~) - #(Sa) = #([Lin+1]) - #(Sa) = (n+1) - #(S) -

Définition VI.1.9 Soientn € N*ets € S,,.

i) (Point fixe)
On ditque x € [1;n] estun point fixe pour s si s(x) = .

ii) (Support)

Le support de s noté Supp(s) est le complémentaire de I’ensemble des points fixes de s,
autrement dit

Supp(s) = {z € [Lin]; s(z) # =z}.
Proposition VI.1.10 Pour toutn € N* tout (u,v) € S, X S,,

Supp(u) N Supp(v) =0 = wov = v o u.

Preuve : Voirle TD n° VI, exercice A.
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VI.2 . —Orbites cycles

Dans cette section (VI.2,) on fixe un entier » € N* et I’on note S,, le groupe symétrique
sur n éléments.

Lemme VL.2.1 Pourtouts € S, le morphisme

€ 0 Z — S, k — s

définit une action de Z sur [1;n|,

V(k,x) € Z x [I;n], k - © = s"(x).

Preuve : Cela découle immédiatement de la définition d’action de groupe donnée en V.1.1.

Corollaire V1.2.2 Pour tout élément s du groupe symétrique S,,, la relation Ry définie sur
[1;n] par aR.b s’il existe k € 7 tel queb = s*(a), est une relation d’équivalence.

Preuve : (cf. V4.3.)

Définition VI.2.3 Soit s un élément du groupe symétrique S,,.

1) (Orbite)

Pour tout a € [1;n], la classe de a selon la relation R, définie a la proposition VI.2.2 est
appelée orbite de a sous s et notée O (a). C’est bien évidemment 1’ orbite de a pour 1’action
donnée par le lemme VI.2.1 au sens de la définition V.1.9.i).

ii) (Orbite non triviale)

Une orbite réduite a un élément est dite triviale. On note que 1’orbite d’un élément a est
triviale si et seulement si Og(a) = {a} c’est-a-dire que a est un point fixe (cf. VI.1.9.i),)
pour s.

iii) (Cycle)

Une permutation ¢ € S,, dont 1’une seulement des orbites O.(a) n’est pas triviale, est ap-
pelée cycle; O.(a) est appelé support du cycle c, et le cardinal de O,(a) la longueur du cycle
c.

Un cycle de longueur [ est usuellement appelé un [-cycle.

iv) (Permutation circulaire)

Un cycle dont le support est égal a [1;n] c’est-a-dire encore une permutation n’ayant
qu’une orbite, est appelé permutation circulaire.
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v) (Transposition)
Un cycle de longueur 2 ¢’est-a-dire encore une permutation ayant n — 1 orbites est appelé
transposition.

Exemple VI.2.4 L’identité Id[;,, n’est pas un cycle puisque toutes ses orbites sont triviales.

Remarque VI.2.5 (Support) On remarque que le support Supp(s) d’une permutations € S,
(cf. VI.1.9,) est la réunion des orbites non triviales de s.

Lemme VI.2.6 Soit ¢ € S, un cycle. On note O.(a), a € [1;n] son unique orbite non
triviale et { := #(0O,.(a)) sa longueur.

i) L’ordre de c dans le groupe S,, (cf. V.6.9,) est un nombre entierd > 2.

ii) 1l existe un entier y > 2, tel que pour toutb € O,(a) le stabilisateur de b pour I’action
de Z (ct. V.1.15,) soit égal a yZ.

iii) Ona:
v =d.
iv) L’application
p:7Z — Oda), k — k-a := c*a)
(cf. V.1.16,) induit une application bijective

D Z/vZ — O.a), -+— kp(k) 1

oil k désigne la classe d’un entier modulo .
Il s’ensuit que

= ~.
Preuve :

i) Le morphisme

€ L — Sy, k — cF

ne peut étre injectif puisque S, est fini (cf. VI.1.8,) et que Z ne I’est pas. L’ordre d de c est
donc un entier naturel > 0. De plusd = 1, entraine ¢ = Id.
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ii) Soit donc a € [1;n], tel que O.(a) soit la seule orbite non triviale de c. Le stabilisateur
S de a pour I’action de 7 est un sous-groupe de Z. Il existe doncy € Ntelque S = ~Z.
v = 0 entraine que I’application

p 7 — Oda), k — c¥a)

est injective (cf. V.1.16.ii).) Or O.(a) C [l;n] est fini, p ne peut donc pas étre
injective.
~v = 1 entraine que c(a) = a i.e.a est un point fixe, ce qui contredit le fait que O.a(a)
soit une orbite non triviale.
1l en résulte donc que v > 2.
Enfin pour toutb = c*(a) € O.(a) il résulte de la proposition V.1.18 que le stabilisateur
T deb vérifieT = k+ S —k d’ou il découle, puisque 7Z est un groupe abélien, que T’ = S.
Tous les éléments de O.(a) ont donc le méme stabilisateur 7.

iii) Par définition de I’ordre d de ¢, ¢ = 1d. Il s’ensuit que
Vb € O.(a), ¢*(b) = b

c’est-a-dire que d est dans le stabilisateur de b qui, en vertu de ii) est égal a yZ. 1l en résulte
donc que

v|d .

Toujours en vertu de ii) pour toutb € O.(a), ¢?(b) = b si bien que

0.y = Ido.(a) -

Or pour toutb ¢ O.(a), c(b) = b si bien que pour toutb ¢ O.(a) ¢'(b) = b c’est-a-dire
que

lNoc(@) = 1d.
11 en résulte donc que
¢ =1d
ce qui entraine
dly
et finalement
d =~
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iv) Pour tout (k,0) € Z x Z,
p(k) = p(t) & fla) = fa) & & a) =a & k-1 € 7Z
(cf. ii).) Il s’ensuit que d’une part on peut définir p par
Vk € Z, p(k) = p(k)

et que d’autre part p ainsi définie est injective. Comme p était surjective, p 1’est encore si bien
que D est bijective.
11 s’ensuit que

#(Z/7Z) = #(O(a)) & v = (.

Théoréme V1.2.7 Pour tout entier naturel n > 1, tout cycle ¢ € S, la longueur du cycle
c est ’ordre de I’élément c dans le groupe S,, .

Preuve : C’est bien entendu une conséquence immédiate de VI1.2.6.iii) et VI1.2.6.iv).

Remarque VI.2.8 Pour tout cycle ¢ € §,, de longueur ¢ et tout élément a du support de c,
le point VI.2.6.iv) donne une bijectionp : Z/{Z = O.(a). Pour tout k € Z, on a alors

c(p(k)) = **(a)

d’oti I’on déduit que p! o co P est la bijection de Z/Z sur lui-méme donnée par k — k+ 1.
On posera alors

a; = Ci(a) 50 <4< 0-1
et I’on notera
c = (ap...apq) . VI1.2.8.1

En particulier pour deux éléments distincts a et b de [1; n], on notera (ab) la transposition
t telle que t(a) = bet t(b) = a. On a immédiatement

(ab) = (ba) et (ab)* = Id. VI.2.8.2

Proposition VI.2.9 Tout cycle ¢ € S,, de longueur ¢ peut étre écrit comme un produit de
¢ — 1 transpositions.

Preuve : (ct. TD n° VI, exercice D, question 2).)
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Théoreme VI.2.10 Etant donnés un entiern € N* pour deux cycles c et d éléments de S,,,
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Les cycles c et d ont méme longueur.

b) Ilexisteu € &, tel que

d=wuocoul

autrement dit ¢ et d sont conjugués (cf. V.3.3,) dans S,,.

Preuve :
) (b)=a)

On remarque que, s’il existe u € S,, tel que d = wocou~!, alors pour tout k € Z,
d* = wocou™!; ce qui entraine que d* = 1d si et seulement si ¢ = 1d et finalement

que c et d ont méme ordre. Le théoreme V1.2.7, assure alors que c et d ont méme longueur.

ii) (a)= b))
Notons
— O¢(a) (resp. O4(b)) le support de c (resp. d,)

p:7Z — Oda), k — cF(a) (resp.q : Z — Oq(b), k — d*(b))

I’application définie comme en V.1.16,
— ( la longueur commune de c et d,

P Z/UZ = O.a)resp.q : ZJUZ = O4b) )
la bijection déduite de p (resp. q) comme en VI.2.6.iv).
Pour touty € Oy(b) il existe k € Z tel quey = dF(b), il s’ensuit que :

(qop tocopog ')(b) =

o~ o~~~

Y QR

1l
Q.
>
T
+

Définissons donc
v = gop ' : Oa) = O4(b).

Nous venons de montrer ci-dessus que

Yy € Oq(b), vocov t(b) = d(b).

123



L3/S5 M313, Algebre Générale, VI1.3.1 Université Paris Sud, 2019-2020

Puisque #(Ou(a)) = #(0a(b)),
#([1:n]\ Oc(a)) = #([1;n]\ Oa(b))
il existe donc une bijection (a priori certainement pas unique,)
w s [1;n]\ Oca) = [1;n]\ Oq(b) .

1l s’ensuit que pour touty € [1;n] \ O4(b), w™*(y) ¢ O.(a) si bien que c(w™'(y)) =
w(y) d’on
wocow (y) = y = d(y).

En définissant u par :

U|O(a) = VL U[1n)\Oc(a) = W

il vient
d = wuocou!.

Proposition VI.2.11 Etant donnés des cycles c et d éléments de S, s’il existe u € S, tel
qued = wocou™!, (autrement dit si c et d sont conjugués (cf. V.3.3,)) alors

Supp(d) = u(Supp(c))

et si I’on peut écrire

on a

Preuve : Exercice.

VI.3 . —Décomposition d’une permutation en produit de cycles

Dans tout ce paragraphe, un entier n € N* est donné et on note S, le groupe symé-
trique sur n éléments ;

Proposition VI.3.1 Pour tout élément s € S,, s # 1d, il existe un entier d > 1 et des
cycles ¢; 1<i<a € Sy, de supports deux a deux disjoints et tels que

S = ||Ci-

i=1
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Preuve : Puisque s # 1d, s posséde au moins une orbite non triviale. Notons O; ,1<;<4 les
orbites non triviales de s. Les O; ,1<;<4 étant des classes d’équivalence (cf. V1.2.3.i).) elles
sont deux a deux disjointes.

Pour tout 1 < i < d notons ¢; la permutation dont la restriction a O; est la restriction
de s a O; et la restriction au complémentaire de O; est I’identité.

11 est alors clair que c; est un cycle et que

S = ||Cz

i=1

Proposition VI.3.2 Pour tout élément s € S, s’il existe des entiers naturels d et d’ des
cycles ¢; ,1<i<a € S, etc, 1<i<aw € S, tels que pour tout (i,j) i # j, les supports de c; et
cj (resp. c; et ¢;) sont disjoints et

d/

s:”ci: ”c;,

=1 i=1

alorsd = d’ et il existe une permutationu € Sq telle quec; = ¢, ;).

Preuve : On démontre ce résultat par récurrence sur le maximum max(d, d').

i) (max(d,d) = 1)
Simax(d,d) = 1l,onas = ¢; = ¢}, ce qui donne immédiatement le résultat.

ii) (max(d,d’) > 1)

Sim := max(d,d’) est supérieur a 1, posons
d d
s = Hciet s = Hc;
i=1 i=1
avec s = s'. Soit a un élément du support de c,. Alors, ¢1(a) # a et, par conséquent,
s(a) = ci(a) # a. Il en résulte que s'(a) = s(a) # a. Il existe donc un entier

1 < i < dtelques'(a) = ci(a) # a. On aencore
ci(a) = s(a) = s'(a) = di(a)
d’ou I’on déduit que, pour toutk € 7, cY(a) = *(a) d’ot il résulte que
{ci(a), keZ} = {(a), keZ)}

c’est-a-dire
O (a) = Oy(a).
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On en déduit aussi que, pour toutx € O, (a) = Ogy(a), ci(r) = cj(x) c’est-a-dire
finalement, que ¢, = c,.
L’égalité s = s’ implique donc que

_ || /

d
=2 1<) < djiti

On a alors max(d — 1,d’ — 1) = m — 1 et I’on peut appliquer I’hypothése de récurrence.
Proposition V1.3.3 Toute permutations € S,,, s’écrit comme un produit de transpositions.

Preuve : Cet énoncé est une conséquence des propositions V1.3.1 et VI.2.9.

Définition VI.3.4 Pour tout entier naturel n > 1 et toute permutation s € S, différente de
I’identité, on peut écrire

S = ||Ci

i=1
ou d est uniquement déterminé par s et ou les ¢; sont des cycles a supports deux a deux
disjoints.

On peut également choisir une numérotation des c; telle que, si \; désigne la longueur de
cionait,pourtout 1 < i < dA; < Aiq. On appelle alors le d-uplet (Mg, ..., A\q) le type
cyclique de s.

On pourra fixer, par convention, que le type cyclique de 1’identité est ().

Proposition VI.3.5 Etant donnés deux éléments s, et s, du groupe symétrique S,,, les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

a) sp et sy sont conjugués (ct. V.3.3;)
b) sy et sy ont le méme type cyclique.

Preuve :

i) Remarquons que la classe de conjugaison de I’identité ne contient que I’identité et que
c’est la seule permutation dont Ie type cyclique est (). On peut donc, dans la suite, ne consi-
dérer que des permutations différentes de I’identité.
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i) (a)= b))

d
Supposons qu’il existeu € S, tel que s, = uos ou t. Sis, = H Ci,
i=1

Sy = uoslou_1

= uo(l_[ci)ou_1

i=1

d
_ -1
= ”uociou
i=1

ce qui prouve, en utilisant le théoréeme V1.2.10 que s, et sy ont méme type cyclique.

iii) (b)= a))

Réciproquement, si I’on suppose que s et s' ont méme type cyclique, il existe un entier
naturel d > 1 des cycles ¢; ,1<i<q €t ¢, ,1<i<q tels que les ¢;, (resp. les ;) sont a supports
deux a deux disjoints,

¢, s = Hc;

1 =1

I
z&

s .
Il

et pour tout 1 < i < d ¢; et ¢; ont méme longueur. D’apres le théoreme V1.2.10, il existe
des éléments u; ;1 <i<q € S, tels que ¢, = u; 0¢; 0 ui_1 pourtoutl < i < d.

Définissons u de la maniére suivante : Pour tout1 < ¢ < d larestriction de u au support
de c; est la restriction de u; au support de c;. Le complémentaire F/ de la réunion des supports
des ¢; est un ensemble dont le cardinal est égal au cardinal du complémentaire E' de la
réunion des supports des c;. Il existe donc une bijection v : E = FE’. On définit donc la
restriction de u a F/ par v.

On laisse alors le soin au lecteur de vérifier que

/

s = uosou'.

Proposition VI.3.6 L’ordre d’une permutation s de type cyclique (A1, ..., ;) est le Ppcm
des \;.

Preuve : (ct. TD n° VI, exercice F, question 1),) (cf. TD n° VI, exercice F, question 1), b).)

i) Sis estde type cyclique (Aq, ..., \a), il existe des cycles ¢; ,1<;<q de longueur respective
i, & supports deux a deux disjoints et tels que
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Notons m := [Ay,...,\q] le Ppem des ;. Par définition, \;|m, pour tout 1 < i < d
donc ¢[* = 1d. les ¢; sont a support deux a deux disjoints, pour tout1 < ¢ < j < d,
cic; = cjc; (cf. VI1.10,) et, par conséquent,

[
;:1
=TI

=1

d

=

Il
—

d’ou il résulte que I’ordre de s divise m.

ii) Réciproquement, pour tout k € Z, s* = Id si et seulement si pour tout x € [1;n],
sk(x) = . En particulier, s’il existe 1 < i < d tel que x soit dans le support de c;, pour

toutj # i,c;j(x) = x.Ilenrésulte que s*(x) = cF(z). Sis*(x) = x alors nécessairement

c¥(z) = z et ce pour tout x dans le support de c; ce qui signifie que ¥ = 1d autrement dit

7

que I’ordre \; de c; divise k. En bref, s* = 1d implique que k est divisible par chacun des
\; ¢’est-a-dire divisible par m c’est-a-dire que m divise I’ordre de s.

V1.4 . —Signature et groupe alterné

Dans tout ce paragraphe (V1.4,) un entier n € N* est donné et S, est le groupe symé-
trique sur n éléments.

Définition VI.4.1 Soient s € &, une permutation :
i) On note v(s) le nombre d’orbites (cf. VI.2.3.i)) de s.

Ainsi, pour tout cycle ¢ de longueur [, v(c) = n — [ + 1 en particulier, pour une transpo-
sition t, v(t) =n — 1.
ii) On appelle signature de s et I’on note o(s) I’entier (—1)"~(*) appartenant a {—1; 1}.
Exemple VI.4.2 a) L’identité ayant exactement n orbites toutes triviales, o(Id) = 1.
b) Sit € S, estune transposition, v(t) = n — 1 et par conséquent, o(t) = —1.

c) Sicestun3-cycle,v(c) = n—3+1 =n—2douo(c) = 1.

d) Si s est une permutation circulaire (cf. VL.2.3.iv),) o(s) = (—1)"".
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Proposition VI.4.3 Pour tout (n,p) € N x N, notons
op @ S, = {—-1,1} (resp. 0 1p * Spsyp — {—1,1})

I’application signature définie en VI1.4.1.ii).
Si -
Z.mp : Sn — Sn+p

désigne I’application définie en I’injection naturelle (cf. VI.1.3,) on a

O'n+p (0] Zn,p = Op .

Preuve : Rappelons que i, , associe a toute permutation s € S,, la permutation i,,,(s) €
Spp définie par :

V1<i<n, iny(s)(i) = s(i), Vn+1<i<p, iny(s)(i) = i.

Il s’ensuit alors que :

Vs e S,, V(ing(s)) = w(s)+

= Tnipling(s)) = (= 1)"*” ”(’” o)
—1)ntp=@(s)+p)

)nV
= ouls).

A/_\

Proposition V1.4.4 Pour toute permutation s € S, et toute transpositiont € S,

o(sot) = —a(s) = a(s)o(t).

Preuve : I existe des éléments a et b de [1;n] distincts tels quet = (ab). On est amené a
considérer les deux situations suivantes :

D) (Os(a) = O4(b))

Supposons que Og(a) = Og(b) et notons A := #(0Os(a)) . Notons ¢ I’élément de
S,, dont la restriction a O4(a) est celle de s et la restriction au complémentaire de Og(a) est
I’identité. Il est dés lors clair que c est un cycle de support Os(a) = O.(a) et de longueur \.
Il est par conséquent, en vertu du théoreme V1.2.7 d’ordre \. Soit

P Z/ANL — Ocla), k — c¥(a)
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la bijection définie comme en VI.2.6.iv).1. Notons o« € [0; A\ — 1] I'unique entier tel que
c*(a) = b.On peut en fait prendre o« € [1; A\ — 1] puisque a # b. Il existe alors un unique
B € [1;\A—1] tel queP(a) = betl’ona

a+ B =N
Cherchons maintenant a déterminer I’orbite O;o;(a). On a tout d’abord,
sot(a) = s(b) = s*(a) = **(a).
Pourtoutl < ¢ < (,ona
A(a) # aet ™ (a) # b.

En effet, c®"(a) = a impliquerait \ja+ior0 < a+14 < ) ce qui est donc impossible.
D’autre part, c®™(a) = b impliquerait ¢'(a) = a c’est-a-dire \|i qui est encore impossible
puisque 0 < 7 < B < A\

Il en résulte que, pour tout 1 < i < B, t(c*"(a)) = ¢*™(a) c’est-a-dire que

sot(c®(a)) = s(c*™(a)) = s*T(a) .
On en déduit que
Osot(a)) = {s"(a), 1 < i < B} C Oya) 1

d’ou il résulte, en particulier, que

#(Osot<a>) = 6 2
On montre de méme que
Oset(b) = {c'(a), 1 < i < a} C O4(a) 3
d’ou il résulte, en particulier, que
#(Os0(b)) = . 4

11 résulte de ce qui précede que
Osot(@) N Ogoi(b) = 0
et que, par conséquent,
#(Osor(@) U Osor (D)) = #(Osor(a)) + #(Osor(b)) = a+ 5 = #(0s(a)) -
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On en déduit finalement que
Osot(a) U Osot<b) = Os(a) .
Dans le dessin ci-apres, on a représenté le cas particulier ou

AN=6eta = a = 3 :

s%(a) s(a)
b=53(a) a
s'(a) s°(a)
Comme, par ailleurs, pour tout x ¢ O(a), t(x) = x,donc sot(x) = s(x) et par

conséquent, Ogoy(x) = Og(zx). On en déduit donc que

v(isot) = v(s) + 1. 5

i) (Oy(a) £ O4(b)
Supposons a présent que Os(a) # O(b). On a alors bien évidemment O¢(a) N O4(b) =

(). Notons

Q= #(Os(a)) et § := #(Os(b))
et cherchons a déterminer Oy (). Tout d’abord, s o t(a) = s(b) et
VI<i<fp , s'(b) € Os(b),s'(b) #b,s'(b) # a
s

= VI<i<B , t(s'(h) = s'(b)
= V1I<i<f , sot(si(b)) = sTL(b).

De plus
sot(s’(b)) = sot(b) = s(a).
D’ou : _ A A
Vi<i<a , s'(a) € O4a),s'(a) # a,s"(a) #b

= Vi<i<a , t(s'(a)) = s'(a)
= Vli<i<a , sot(s'(a)) = s

On en déduit que
Osot<a) == Os<a) ) Os<b) = 030t<b) :
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s%(a) s(a) s°(b) s'(b)
s3(a) a b s3(b)
st(a) s5(a) s(b) s%(b)
Comme, par ailleurs, pour tout v ¢ Og(a) U O4(b) t(z) = = et par conséquent,

Osot(z) = Og(x),0na:
v(sot) = v(s) — 1. 1

Corollaire V1.4.5 Pour toutn > 1, la signature o est un morphisme du groupe symétrique
S,, dans le groupe

(27, %) = ({—1,1},%) = Z/2Z

des éléments inversibles de 7.

Preuve : 1l découle immédiatement de la définition de o (ct. VI.4.1.ii),) que o est a valeurs
dans {—1,1}.
Pourn = 1,onaoc(Id) = 1 (cf. VI.4.2) ce qui prouve que o est bien un morphisme.

Pourn > 2, soit (s1, s2) un couple d’éléments de S,,. Si sy # 1d, il existe un entier
d+1

d > 0 et des transpositions t; ,1<i<ay1 € Sy, tels que sy = Hti (ct. V1.3.3.) On a alors
i=1

d d

o(s182) = U(Slﬂtitd+1) = U(Slﬂtz‘)a(tdzl)

=1 i=1

en appliquant la proposition V1.4.4. En faisant une hypothése de récurrence convenable in-
dexée par I’entier d on a

o(s150) = J(sl)a(Hti)a(th) = a(sl)a(Hti)

la derniere égalité résultant encore de la proposition VI.4.4. Il en résulte que

o(s189) = o(s1)o(sa) .
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Définition VI.4.6 i) (Groupe alterné)
Pour tout entier n > 1, on appelle groupe alterné et on note A,,, le noyau de o

ii) (Permutations paires/impaires)
On dit qu’un élément du groupe alterné A,, est une permutation paire tandis qu’un €lé-
ment du complémentaire de .4,, dans S,, est une permutation impaire.

Exemple VI.4.7 Une transposition est une permutation impaire, tandis qu’un 3-cycle est
une permutation paire. Plus généralement, pour tout entier naturel k, un 2k-cycle est une
permutation impaire tandis qu’un 2k + 1-cycle est une permutation paire.

Proposition V1.4.8 (Propriétés du groupe alterné) i) Pour tout entier naturel n > 1, le
groupe alterné A,, est un sous-groupe distingué du groupe symétrique S,, .

ii) Pourn > 2, le quotient S,,/ A, (cf. V.5.2) est isomorphe au groupe Z/27. et, par consé-
quent,

s(a,) = HE)

iii) Pour tout (n,p) € N x N, le morphisme de groupes
2:;; S = Sutp
(cf. VI.1.3,) se restreint en un morphisme injectif encore noté
2:;; A, = Ay
Preuve :

i) Comme A, = Ker o, on peut se rapporter au résultat V.4.10.

ii) Pourn > 2, S, contient des transpositions et, par conséquent, o a valeurs dans {—1; 1}
est surjective (ctf. V1.4.2.)
Par la proposition V.5.4on a un isomorphisme

SufAn = ({151}, %)

ce dernier groupe étant canoniquement isomorphe a (Z/27,+).
Finalement, la relation entre les cardinaux de A,, et S,, est obtenue a partir de V.6.4.

iii) C’est une conséquence immédiate de la proposition V1.4.3.
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VLS . —Exercices
Exercice VI.5.1 [Introduction au groupe symétrique]

1) () Etant donné un ensemble E,
montrer que ’ensemble S(E) des bijections de £ sur lui-méme, muni de la loi o de compo-
sition des applications, est un groupe.

On suppose désormais que F est fini et non vide c’est-a-dire qu’il existe une bijection

t: E = [1;n],n € N,

2) () Montrer que I’application
¢: SE

u

= S, = S([1;n])
— touoy !

est un isomorphisme de groupes.
3) () Quelest le cardinal de Sy ?
Fixons un entier n > 0. On définit sur S, | la relation binaire R par

sRt & s(n+1) = t(n+1).

4) () Montrer que R ainsi définie est une relation d’équivalence.

5) () Rappeler pourquoi I’ensemble S,,;1/R des classes d’équivalences selon R forme une
partition de S,, ;.

6) () Montrer que pour tout s € S,,41 il existe une bijection entre la classe 5 de s selon R
etS, .

Indication : On pourra chercher a construire explicitement une bijection ¢ : 5 — S, en
considérant, pour toutt € 3, s~! ot, ainsi que sa bijection réciproque ji : S, — 3.

7 0 A quelle condition (nécessaire et suffisante) la classe s d’un élément de S, est-elle
un sous-groupe de S,, ;1 7 Caractériser ce sous-groupe.

8) () Montrer que I’application
v i8Sy — [Lin+l],s = s(n+1).

est surjective.
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9) () Montrer qu’il existe une bijection

v :S,1/R — [I;n+ 1] telleque Vs € S,41, v(s) = 7(3).

10) () Déduire de ce qui précede une relation entre les cardinaux de S, et S, ; puis le
cardinal de S,, en fonction de n.

Exercice V1.5.2 [] Faire la preuve de la proposition VI.1.3.

VII . —Anneau, morphisme...

VII.1 .—Anneau

Définition VII.1.1 (Anneau) Un anneau est un triplet (A, +, *) (le plus souvent noté A,)
tel que :

Ann;) Le couple (A, +) est un groupe abélien (cf. I11.1.3 )
etlaloi*x : Ax A — A vérifie :

Anny) pour tout triplet (z, y, z) d’éléments de A,
rx(yxz) = (xxy)*z,

(la loi * est associative);

Anng) il existe un élément 14 de A, appelé élément neutre de (A, x), (souvent noté 1 lorsque
le contexte est clair) tel que, pour tout z € A,

lyxx = xzx1ly = x;
(on supposera toujours que 14 # 04 ol 04 est 1’élément neutre pour la loi + ;)
Anny) pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de A,
rx(y+z2) = xxy+axxz, et (r+y)xz = xxz+y*xz,

(la loi * est distributive par rapport a la loi +.)
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On dira aussi que les lois + et * donnent a I’ensemble A une structure d’anneau.

La loi + est usuellement appelée addition et la loi * multiplication, par analogie avec
I’anneau “modele” (Z, +, *). Pour tout couple (x,y) d’éléments de A, on appellera = + y et
x * y respectivement somme et produit de et y.

On remarque que pour tout x € A,

OA*ZL‘ = :L‘*OA = OA.
On dit que 04 est un élément absorbant.

Remarque VII.1.2 On aurait pu formuler les axiomes VII.1.1.Ann,) et VII.1.1.Ann3) en
disant que (A, %) est un magma associatif possédant un élément neutre (cf. 1.6.)

Exemple VII.1.3 Un exemple fondamental qui entrera dans un certain nombre de construc-
tions que nous allons envisager, est constitué par I’anneau (Endg,(G),+,0) ot (G, +) est
un groupe abélien. Plus précisément :

Proposition VII.1.4 Soit (G, +) un groupe abélien (ct. II1.1.3.)
i) L’ensemble Endg,(G) = Homg, (G, G) est un sous-groupe du groupe G (cf. I11.1.6.)

ii) Le triplet (Endg,(G), +, o) est un anneau.

Preuve :

VII.1.1.Ann;) Le point i) assure que (Endg,(G),+) est un groupe abélien si bien que 1’axiome
VII.1.1.Ann, ) est vérifié.

Par ailleurs, si f et g sont deux éléments de Endg,(G), f o g est un élément de
Endg,(G) si bien que o définit bien une loi interne sur Endg,(G). Reste donc a
vérifier les axiomes :

VII.1.1.Anny) C’est un résultat connu concernant les applications que la loi o est associative.
VIIL.1.1.Annz) L’élément Id; € Endg.(G) vérifie

foIdG = IdGof = f7

pour tout f € Endg,(G).
VII.1.1.Ann,) Etant donnés trois éléments f, g, h de Endg,(G), pour toutz € G,

[ho (f +Ender@) 9)(@) = P[(f +Ender(@) 9)()]
= hlf(z) +¢ g(x)]
= h[f(z)] +a hlg(z)]

)

)|+

= (ho f)(z )+G(hog)( )
(70 f) +Bnda.@) (o g)l(x) ;
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et

+Ende. (@) 9)[7(7)]

[(f +Ender(@) 9) 0 hl(x) = (f

= (f[h(@)] +¢ flg(z)]
(
[

foh)(x)+a (fog)(x)
(f o h) +Endan@) (f o g)l(x) .

Ce qui prouve que o est distributive sur +guag, (@)

Définition VII.1.5 (Anneau commutatif) Etant donné un anneau (A, 4, *), si
V(z,y) e AX A, x*xy = yx*x

on dira que la loi * est commutative ou encore que I’anneau (A, +, ) est un anneau commu-
tatif.

Exemple VII.1.6 a) L’ensemble Z des entiers relatifs étudié au chapitre IV, muni de ses
opérations + et * est un anneau commutatif.

b) La relation ~,, de congruence modulo n (cf. TD n° IV, exercice B,)est compatible a la
multiplication i.e. pour tout (a,b) € Z x Z,et (a',V) € Z X Z, si

a ~, dethb ~, b,
alors
ab ~, d'lt .

Ce qui permet de définir une multiplication *z,,7 sur I’ensemble Z/nZ des classes modulo
n par : ~
a*Z/an = axb.
Le triplet (Z/nZ, +7/nz, *2/nz.), € plus souvent noté Z/nZ, est un anneau commutatif.
(Z/nZ, ) n’est jamais un groupe.

¢) On dira qu’une fonction f : R — R est a support compact, s’il existe un intervalle
[a;b] C R (i.e.un sous ensemble compact de R, ) tel que pour tout z ¢ [a;b], f(x) = 0.
L’ensemble C des fonctions continues a support compact, muni de 1’addition :

+: CxC — C
(fr9) = f+gl(f+9)(z) = f(z)+g(x)Vz eR, ;
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et de la multiplication :

x: CxC —= C
(fr9) = fxgl(f*xg)(x) = f(z)*g(x)Vax eR, ;

n’est pas un anneau au sens de la définition VII.1.1. En effet, C ne possede pas d’élément
neutre pour la multiplication * et ne vérifie donc pas I’axiome VII.1.1.Anns).

Dans la suite de ce cours, nous n’aurons pas a considérer de tels objets, ce qui nous a
incité a donner une définition d’anneau plus restrictive a laquelle satisferont tous les objets
de notre étude. Les anneaux que nous considérerons sont parfois appelés anneaux uniféres.

Les propositions 1.6.13 et III.1.4 s’étendent encore au cas des anneaux. On peut en effet
remarquer qu’un anneau est un magma a la fois pour sa loi d’addition + ainsi que pour sa loi
de multiplication * si bien que :

Proposition VIL.1.7 (Propriétés) Soient (A, +, x) un Anneau. Le couple (A, +) est en par-
ticulier un groupe abélien si bien que :

i) L’élément neutre 04 pour la loi + est unique.

ii) Tout élément de A posséde un unique opposé pour la loi +.

iii) L’élément neutre 1 4 pour la loi * est unique.

iv) Un élément de A possede au plus un symétrique pour la loi x qu’on appellera inverse.
Définition VII.1.8 (Elément inversible) Tous les éléments d’un anneau A différents de 04
ne possédant pas nécessairement un inverse pour la loi *, on notera A* I’ensemble des é1é-

ments de A inversibles pour x i.e. ceux qui posseédent un inverse. On appelle parfois égale-
ment unité un élément de A*.

Proposition VII.1.9 Si A est un anneau (resp. un anneau commutatif) (A*, x) est un groupe
(resp. un groupe abélien.)

Preuve : (cf. VIL.8.1.)

Exemple VIL.1.10 a) Le groupe (Z*, ) des inversibles de Z est ({—1, 1}, %) (cf. IV.3.13,)
qui est isomorphe au groupe abélien Z/27Z.

b) Pour un K-espace vectoriel V' I’ensemble End (V') des endomorphismes de V' est un
anneau dont le groupe des inversibles End(V) ™ est le groupe linéaire GL(V).
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Définition VII.1.11 (Anneau intégre) Si (A, +, %) est un anneau tel que
Vee A, Vy € A (xxy =0 =2 =0Vy=0),
on dit que A est un anneau integre.

Exemple VII.1.12 a) Un corps (cf. VII.1.13) est une Z-algebre (un anneau) integre.
b) L’anneau (Z, +, %) est integre.
c) L’anneau K[X] estintegre.

d) Si E estun K-espace vectoriel ? I’anneau End(£) (cf. VII.1.4) des endomorphismes de
E n’est pas integre.

Définition VII.1.13 (Corps) Un anneau commutatif (A, +, %) est un corps si tous les élé-
ments de A différents de 04 posseédent un inverse pour laloi * ; i.e. A = A\ {04}.

Remarque VII.1.14 Un corps est un anneau integre mais la réciproque est fausse. En effet
I’anneau (Z, +, ) est intégre mais n’est pas un corps.

Exemple VIL.1.15 Les ensembles Q, R, C munis de leurs lois usuelles sont des corps com-
mutatifs ainsi que Z/p pour p premier; en revanche le corps des quaternions de HAMILTON
n’est pas commutatif.

Les propositions 1.6.20 et I11.1.6 ont leur pendant pour les anneaux :

Proposition VIL1.16 Etant donnés un anneau (A, +, %) et un ensemble E, I’ensemble A”
des applications de E/ dans A muni des lois induites (cf. 1.6.20,) est un anneau (commutatif
si A I’est.)

Preuve : (cf. VIL.8.3.)

VIL.2 . —Morphismes, isomorphismes
Définition VIL.2.1 (Morphisme d’anneaux) Une application
f : (A7 +A7*A) — (Ba_'_Bu*B)

est un morphisme (homomorphisme) d’anneaux (ou simplement morphisme si le contexte ne
préte pas a confusion,) si :

Anng) f : (A,+4) — (B,+p) est un morphisme de groupes (cf. I11.2.1.)
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Anng) Pour tout couple (z,y) d’éléments de A,
flxxay) = f@) x5 f(y).

AIlIl7) f(lA) = IB.

Cela revient a dire que f est un morphisme a la fois pour les magma (A, +) et (B, +)
(cf. Annj;),) ainsi que pour les magma (A, x) et (B, x) (cf. Anng).) Néanmoins on ajoute la
condition Anny;) dont on verra I’importance dans la suite.

On a I’exact analogue des lemmes 1.6.3 et I11.2.3 :

Lemme VIL.2.2 i) Pour tout anneau (A, +, x) I’identité 1d 4 est un morphisme de I’anneau
A dans lui-méme.

ii) Pour A, B etC des anneaux, f : A — Betg : B — C des morphismes, le composé
g o f est un morphisme.

On peut donc donner une définition analogue aux définitions 1.6.4 et I111.2.4 :

Définition VII.2.3 (Isomorphisme) Etant donnés deux anneaux (A, +, %) et (B, +, %), un
morphisme f : A — B estun isomorphisme s’il existe un morphisme

g: B — Atelqueg o f = Idget f o g = Idy.

On notera Isomany (A, B) (ou simplement Isom (A, B) si le contexte est clair) I’ensemble
des isomorphismes de A dans B.

On a encore, sans surprise puisqu’en fait I’axiomatique n’est pas vraiement différente, un
analogue des propositions 1.6.5 et II1.2.5 :

Proposition VIL.2.4 Etant donnés deux anneaux A et B, une application f : A — B est
un isomorphisme si et seulement si c’est un morphisme bijectif.

Preuve : Comme précédemment, si f est un isomorphisme c’est en particulier un morphisme
bijectif.

Réciproquement si f est un morphisme bijectif, il résulte de la proposition III.2.5 que
son application réciproque g : B — A est un morphisme du groupe (B, +) dans le groupe
(A, +) ce qui assure que g vérifie VIL2.1.Anns).

En outre il résulte de la proposition 1.6.5 que g est un morphisme du magma (B, x) dans
le magma (A, x) ce qui assure que g vérifie VIL2.1.Anng).

Enfin f vérifiant VIL.2.1.Ann;), f(14) = 1p d’ol

1a = g[f(1a)] = 9(1p)

ce qui entraine que g vérifie VI.2.1.Anny).
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Des définitions analogues a 1.6.6 et I11.2.7 peuvent donc étre données méme si elles seront
en fait moins utilisées au moins dans ce cours :

Définition VIL.2.5 Soit (A, +, %) un anneau.

i) (Gndomorphismes)
Un morphisme f : A — A de A dans lui-méme est appelé endomorphisme. On note

Endann(A) (ou simplement End(A), )

I’ensemble des endomorphismes de A.

ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : A — A est un automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme
et un endomorphisme. Il revient au méme, grace a la proposition VIL.2.4, de dire que f est
un endomorphisme bijectif. On note Autann(A) (ou simplement Aut(A)) I’ensemble des
automorphismes de A.

Exemple VIL.2.6 Pour un anneau A, I’identité Id 4 est un automorphisme.

Lemme VIL.2.7 i) Pour tout morphisme d’anneaux Mor fADB, la restriction f* := fax
de f a A* est un morphisme de groupes a valeurs dans B*.

ii) Pour tout anneau A,
IdAX = IdAx .

iii) Pour tous morphismes d’anneaux f : A — Betg : B — C,
(gof) =g of".

iv) Pour tout isomorphisme d’anneaux f : A — B d’isomorphismeréciproqueg : B — A,
[ (A% %) — (B*, %)

est un isomorphisme de groupes d’isomorphisme réciproque g*.

Preuve : Voir I’exercice VIL8.5.
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Proposition VIL.2.8 Pour tout anneau (A, +,*) (pas nécessairement commutatif) il existe
un unique morphisme d’anneau Z. — A appelé morphisme structural de A.

Preuve : S’il existe un morphisme d’anneaux f : 7Z — A, I'axiome VII.2.1.Ann;) en-
traine que

f(1) = 14.

Par ailleurs f étant, en particulier un morphisme de groupes de (Z,+) dans (A, +),
f(0) = 04, pourtoutn € N,

fin+1) = fn)+f(1) = f(n) +1aet f(=n) = —f(n).

Il s’ensuit que f est nécessairement le morphisme de groupes ¢,

L’application f est donc déja un morphisme de groupes pour les structures additives qui,
de plus, vérifie I’axiome VII.2.1.Ann;). Ne reste donc qu’a montrer que f satistait I’axiome
VII.2.1.Anng).

Pour toutq € Z,

f(Oxq) = f(0) = 04 = 0axf(q) = f(0)* f(q).

Par ailleurs pour toutp € N, et tout p € Z, si I’on ssupose que f(p*q) = f(p)* f(q),
alors :

fllp+1)xq) = flp*xq+q)
fp*q)+ f(9)
= (f(p) +14) = f(0)
= flp+1)*f(q)

et

f(=()*q) = f(=(p*q))
—f(p) * fq)
f(=p) x f(q);

ce qui montre le résultat par récurrence.

VII.3 . —Sous

Définition VII.3.1 (Sous-annau) Etant donné un anneau (A, +, *) un sous-anneau de A est
une partie B de Atelleque 14 € B et les restrictions respectives des lois + et * a B donnent
a B une structure d’anneau.

En particulier (B, +) est alors un sous-groupe de (A, +).
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Remarque VIL.3.2 i) Notons que I’axiome VII.1.1.Ann;) a en particulier pour conséquence
que (B, +) est un sous-groupe de (A, +) ; ce qui entraine, en particulier (cf. I1.3.3,) que 1’¢é1é-
ment neutre 04 de (A, +) est aussi I’élément neutre de (B, +) et que 1’opposé d’un élément
x € B estson opposé dans A.

ii) Notons que la condition 14 € B, entraine que 1 4 est I’élément neutre pour la loi * sur B
(cf. 1.8.16.question 1),) et que tout inversible dans B est inversible dans A et que son inverse
dans B est encore son inverse dans A (cf. 1.8.16.question 2).) Il s’ensuit que (B>, %) est alors
un sous-groupe de (A*, ).

iii) La condition 14 € B est automatiquement satisfaite dans le cas ou A est integre. En
revanche si I’on consideére un anneau R quelconque (méme intégre) et A := R X R muni
des lois

(l‘, y) +4 (Zat) = ("E +r Y +r t) et (xay) *A (Zv t) = ("E *RZ,Y *R t)a
(ce qu’on appelle la structure produit ,) La partie
B = {(z,0),z € R}

est une partie qui est un sous-groupe pour la loi +4 un sous-magma pour la loi 4. B est
méme un anneau isomorphe a R dont1’élément neutre est 15 = (1g, 0) différent de 1élément
neutre 14 = (1g, 1g) de A. On ne dira pas dans ce cas que B est un sous-anneau de A.

La condition 14 € B est a rapprocher de la condition VII.2.1.Ann;) et donne sa cohé-
rence a un énoncé comme la proposition VII.3.3.c).

Proposition VIL.3.3 (Caractérisation des sous-anneaux) Etant donnés un anneau
(A, +,x)et B C A
une partie de A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) B est un sous-anneau au sens de la définition VII.3.1.

b) Bestnonvide, 14 € B, et pour tout couple (z,y) d’éléments de B,

y—x € Betxxy € B.

c¢) Larestriction
Idap : B — A

de I’identité Id 4 a B est un morphisme d’anneaux. Ceci signifie implicitement que B posséde
une structure d’anneau.
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Preuve : Voir I’exercice VIL8.7.

Exemple VII.3.4 L’anneau Z des entiers relatifs est un sous-anneau du corps Q des nombres
rationnels, lui-m&me un sous-anneau du corps R des nombres réels, lui-méme un sous-anneau
du corps des nombres complexes C.

Proposition VIL.3.5 (Image directe/réciproque) Soit f : A — B un morphisme d’anneaux.

i) (Image directe)
Pour tout sous-anneau A’ de A, I’image directe de A’

fLA) ={y € B; 3w € A, ,y = f(2)}

est un sous-anneau de B.

ii) (Image réciproque)
Pour tout sous-anneau B’ de B, I’image réciproque

[7U(B) ={z € A; f(z) € B}
est un sous-anneau de A.

Définition VIL.3.6 (Noyau/image) Etant donné un morphisme d’anneaux f : A — B,0p
étant I’élément neutre du groupe (B, +), on appelle

i) (Noyau)
noyau de f le sous-ensemble

Ker f = f({0}5) = {z € A; f(z) = 05},
c’est-a-dire en fait le noyau du morphisme de groupes
fo(A+) = (B+)

(cf. II1.3.8.1),)

i) (Image)
image de f ’ensemble

Imf = f(A) ={y € B;3x €A ,y=fa)}.
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Corollaire VI1.3.7 Pour un morphisme d’anneaux f : A — B, I'image de f est un sous-
anneau de B.

Proposition VIL.3.8 Un morphisme d’anneaux f : A — B est injectif (resp. surjectif)
(cf. 1.2.4.iii),) si et seulement si Ker f = {04} (resp. Im f = B .)

Remarque VIL.3.9 Remarquons que le noyau d’un morphisme d’anneaux f : A — B,
n’est pas un sous-eanneau de A en général. En effet, si Ker f est un sous anneau de A,
14 € Ker fsibienque f(14) = 0p. Or, d’aprés I’axiome VIL.2.1.Anny), f(14) = 1p,si
bien que Op = 1p, ce qui entraine que B = {0} qui est un cas trés particulier.

Définition VIL.3.10 Sii : A — B est un morphisme d’anneaux injectif, il induit un iso-
morphisme A = Imi ; si bien que A est isomorphe a un sous-anneau de B. On dira parfois
méme par abus de langage que A est lui-méme un sous-anneau de B.

VII.4 . —Idéaux

Soit (A, +, ) un anneau commutatif (cf. VIL.1.5.) L’anneau (Z, +, x) (cf. IV,) en est
un bon exemple. On notera A* I’ensemble des éléments inversibles de A (cf. VII.1.8)
et on rappelle que le couple (A* *) est un groupe, (resp. un groupe abélien si A est
commutatif) (cf. VIL.1.9.)

Définition VIL.4.1 (Idéal) Etant donné un anneau commutatif (A, +, %), une partie J C A
de A estun idéal siJ estun sous-groupe de (A, +) tel que

V(a,z) € AxTJ,axz € J.

Proposition VIL.4.2 (Caractérisation des idéaux) Une partie J d’un anneau commutatif
(A, +, ) est un idéal de a si et seulement siJ # () et

V(z,y) €T x T, V(a,b) e AxX A axx+bxy € TJ.

Preuve : Voir I’exercice VIL.8.9.

Exemple VIL.4.3 a) Les sous-ensembles {0}, et A de A sont des idéaux de A. Ce sont les
seuls idéaux de A si A est un corps.

b) Pourtouta € A, le sous-ensemble
aA = {axb, b € A}

est un idéal de A.

145



L3/S5 M313, Algebre Générale, VIL4.6 Université Paris Sud, 2019-2020

c) Les idéaux de I’anneau (Z, +, *) sont exactement les sous-groupes du groupe (Z, +)
c’est-a-dire les sous-ensemble de Z de la forme dZ avec d € 7Z comme nous ’avons vu
dans le corollaire IV.5.5.

Nombre des résultats établis pour les sous-groupes aux paragraphes III.3 et suivants ont
leur analogue dans le cadre des idéaux. La proposition qui suit est a rapprocher de la propo-
sition I11.3.7 :

Proposition VII.4.4 Soit
f : (A7 =+, *) — (B7 +B, *B)

un morphisme d’anneaux (cf. VIL2.1) (ou (B, + g, *p) est un anneau commutatit.) Pour tout
idéal J de B, f~1(J) est un idéal de A.

Preuve : Puisque [ est un morphisme d’anneaux, donc en particulier un morphisme de

groupes (A, +) — (B,+5), f(0) = 0p € J sibienque f~'(J) # 0.
Par ailleurs

V(w,y) € () x f71(J), V(a,b) € AxA, flaxa+bxy) = f(a)spf(x)+5f(b)*pf(y) € J

ce qui entraine que a x v +bxy € f~1(J) assurant que f~'(J) est un idéal.

Corollaire VII.4.5 Avec les notations de la proposition VIIL.4.4, le noyau Ker f du mor-
phisme f est un idéal de A.

Preuve : En effet, Ker f = f~1({0}) .

On a, pour les idéaux d’un anneau A, 1’exact analogue de la proposition I11.3.6 pour les
sous-groupes.

Proposition VIL4.6 (Propriétés des idéaux) Etant donnés deux idéaux

JC Aety C A

i) J N Jestunidéal de A ;
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Preuve : Comme J et J sont en particulier des sous-groupes de (A, +),0 € J N J si bien
queJ N J # (). Par ailleurs,

V(z,y) € (INJ) x (INJ),

V(a,b) € A x A, (x,y) € TxJ
= axr+bxy € 7

et (r,y) € IxJ
= axr+bxy € J

puisque J et J sont des idéaux. Il s’ensuitque a x x +b*xy € T N J ce qui assure que
J N J est un idéal.

ii) Plus généralement pour Z un ensemble non vide d’idéaux de A, ()., J est un idéal de

A.
i) J U Jestunidéal de A sietseulementsiJ C Joug C J.

iv) Si(J) smen est une suite d’idéaux de A telle que
V(p,q) e NxN, Ir € N, J, C J,etJ, C J,,

alors U J est un idéal de A.
neN
Un cas particulier est celui o (J,,) ,nen est croissante, i.e.

VpeN, VgeN, p < q= Tp C 7T,

car alors

\V/p S N, \V/q S N, jp C jmax(p,q) et jq - jmax(p,q) :

Le corollaire VII.4.7 qui suit est I’exact analogue du lemme I11.4.1 :

Corollaire VI1.4.7 Pour S C A une partie de A, I’ensemble Zs des idéaux de A contenant
S possede un plus petit élément pour I’inclusion noté (.S). autrement di (S) est I’'unique idéal
de A caractérisé par le fait que S C (S), et pour tout idéal J contenant S, (S) C J.

Preuve : 1l faut remarquer que A € Tg entraine que Zs # () et qu’on peut donc appliquer
VII.4.6.ii) si bien que

répond a la question.
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Définition VIL.4.8 Pour toute partie S C A, I’idéal (S) construit grice au corollaire VII.4.7
ci-dessus est appelé idéal engendré par S.

Exemple VIL4.9 a) (0) = {0}.

b) Pour tout idéal J de A,
(J) =7.

Les résultat qui suivent sont a rapprocher de la proposition I11.4.7 :

Lemme VIL4.10 Pour tout S C A, toutx € A, x € (S), si et seulement s’il existe
r c N, Tiy1<i<r € S, eta; 11<i<r € Atels que

r
r = E a; X T; .
i=1

Preuve : NotonsJ C A, I’ensemble des élémentsz € Atelsqu’ilexister € N, x; 1<i<, €

,
S, a; 1<i<r € A, telquexr = Zai « x; . Pour tout (x,y) € J x J, on peut, par défini-
=1

m n
tion,écrire x = Zai *xpety = sz’ * Ui, Qi si<i<m € A, bisi<icn € A, T 1<i<m €S,
i=1 i=1
Yi yi<i<n € S. Pourtout (a,b) € A x A, notons
Vi<i<m, ¢ = ax*xa;etz = z;

Vi<ml<m-+mn,c =bxb_etz; .= Yi_m.

11 s’ensuit que
m+n

axr+bxy = Zci*zi eJ.
i=1
C’est-a-dire que J est un idéal.

Il est immédiat de constater que S C 7, et que pour tout idéal J contenant S;J C J, si
bien que

148



L3/S5 M313, Algebre Générale, VIL.4.15 Université Paris Sud, 2019-2020

Définition VIL.4.11 Pour tout X C A, I'idéal (X)) s’appelle I’idéal engendré par X.

Notation VIL.4.12 Pour Z un ensemble d’idéaux de A, on note ) T I’idéal engendré par
JeT
I'union |J 7.
Jel

Corollaire VIL.4.13 Pour deux idéaux J et J de A, I’'idéal J + J engendré par J U J est
I’ensemble des x + y avecx € Jety € J.

Preuve : Preuve tout a fait analogue a celle donnée pour les groupes au TD n° 11I, exer-
cice H.

Notation VIL.4.14 Sia € A, I'idéal ({a}) engendré par le singleton {a}, est usuellement
noté aA ou (a),et’ona:
({a}) = (a) = aA = {axb, b € A}.
Un tel idéal est dit principal
Lemme VIL.4.15 Etant donné un idéal J de A, les assertion suivantes sont équivalentes :
a) J=A;
b) 3N A £ 0;
c) Ju € A, T = uA.

d1e7;

Preuve :

) (a)=b))

Ceci est immédiat puisque A* C A.

ii) (b)= ¢))

Puisque 3 N A* # 0, il existeu € A* tel que v € J. Puisque J est un idéal, pour
touta € A,uxa = uxa+ux0 € Jc’est-a-dire que uA C 7.

Réciproquement, puisque u € A*,ilexistev € A* telqueu*v = 1. Ainsi pour tout
r € J,x = uxvxx = ux(v*xx) € uAsibienqueJ C uA et finalement

J = uA.
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iii) (¢)=d))
Puisque w € A, ilexistev € A* telqueu*v = 1. Donc

1l =u*xv € ud = 7.

iv) (d)= a))
Sil € J,pourtouta € A,a = ax1 € Jsibienque A C J. Comme, par définition
JC A,
A=17.

Définition VIL.4.16 (Idéal stricte/propre) Unidéal I C A, estun idéal strict ou un idéal
propresiJ # A.

Définition VIL.4.17 Un idéal p C A est premier sip # A (i.e. p est un idéal propre) et
V(ia,b) e Ax A axbep=aecpVbepyp.

Définition VII.4.18 (Idéaux comaximaux) On dit que deux idéaux [/ et J de A sont co-
maximaux ou étrangers (ou éventuellement premiers entre eux) si [ + J = A.

VIL.S . —Divisibilité et idéaux

La relation de divisibilité peut étre introduite, comme nous allons le faire dans ce para-
graphe pour n’importe quel anneau commutatif et étre reliée a la notion d’idéal introduite en
VIL.4. Nous verrons cependant qu’elle acquiert d’intéressantes propriétés (cf. VIL.6,) lorsque
I’anneau est integre.

Supposons donc dans cette section (VIL.5) que (A, +, *) est un anneau commutatif (cf.
VIL.1.1.)

Définition VIL.5.1 (Divisibilit€) Pour tout couple (a,b) € A x A, on dit que a divise b ou
que a est un diviseur de b ou encore que b est un multiple de a et I’on note a|b, s’il existe
c € Atelqueaxc = b.

Lemme VILS.2
V(a,b) € Ax A, alb & DA C aA & b € aA
(ol a A est I’idéal principal engendré par a ,)

Preuve : Presqu’immédiat sur les définitions.
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Remarque VIL.5.3 On remarque que la notion de divisibilité « correspond » a 1’inclusion
sur les idéaux laquelle est une relation d’ordre partielle. La réflexivité et la transitivité ne
posent aucune difficulté pour la relation de divisibilité mais il n’est pas clair qu’elle soit
antisymétrique : a|b et bla n’implique pas forcément que a = b. Méme dans Z 5| — 5 et
—5]5.

On verra comment on peut affiner cette notion de maniere intéressante dans le paragraphe
concernant les anneaux integres (cf. VIL.6.)

Définition VIL5.4 (Elément premier) Un élément a € A est dit premier si I’idéal princi-
pal engendré par a , a A est premier (cf. VIL.4.17;) ce qui équivaut a dire que a ¢ A* (cf.
VIL.4.15,) et

V(b,c) e AX A, albxc = alb V alc.

Définition VIL5.5 (Eléments irréductibles) Un élémentz € A de A est dit irréductible si
a ¢ A* (an’est pas inversible) et

Vye A, VzeA, (yxz =a = ye AX VvV z€ AY).
Notation VIL.5.6 On notera
VX CA,DX) :={y € A; Ve e X, ylz} (resp. M(X) = {y € A;Vz e X, z|y})

I’ensemble des diviseurs (resp. multiples) communs a tous les éléments de X.
De maniere un peu abusive, on notera encore

D(z,y) := D({x,y}) (resp. M(z,y) := M({z,y}) )
Proposition VILS5.7 Pour tout X C A,
d e DX) & (X) C dA,
(ou (X) est I’'idéal engendré par X défini en (cf. VIL4.11.)

Preuve : Sid € D(X),
Ve e X, d|x .

n
Par conséquent, pour touty := Z a; xx; € (X),d|lyiey € dA ce qui entraine
=1

(X) C dA.
Réciproquement si (X) C dA, pourtouty € (X),d|y. Comme X C (X),
Ve e X, d|x
ce qui entraine
d € DX).
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Corollaire VIL.5.8 Pourtout X C A, A* C D(X).

Preuve : C’est une conséquence de la proposition VII.5.7 et du lemme VII.4.15.

Définition VIL.5.9 Pour X C A, si D(X) = A* on dit que les éléments de X sont
premiers entre eux (dans leur ensemble).

Remarque VIL.5.10 Cependant la situation que nous aurons souvent a considérer par la suite
est celle ol deux éléments = et y de A sont premiers entre eux i.e.ot D({z,y}) = A* ou
vienou X C A est constitué d’éléments deux a deux premiers entre eux c’est-a-dire

V(z,y) € X x X, D({x,y}) = A*.

Bien siir que cette situation entraine que les éléments de X sont premiers entre eux dans leur
ensemble mais le fait que les éléments de X sont deux a deux premiers entre eux est une
hypothese plus forte. Les éléments 2, 5, 6 de Z sont premiers entre eux dans leur ensemble
mais pas deux a deux premiers entre eux.

Définition VIL5.11 (Pged Ppecm) Etant donné un ensemble X C A, on appelle plus grand
commun diviseur ou Pgcd (resp. plus petit commun multiple ou Ppcm)

un plus grand élément de D (X )(resp. un plus petit élément de M (X), )

au sens de la relation | bien entendu, autrement dit, un élémentd € D(X) (resp.m € M(X))
tel que :

Va € X, dlaet Vb € D(X), bld (resp. Va € X, alm et Vb € M(X), m|b.) VILS.11.1

Remarque VIL.5.12 La définition VIL.5.11 peut sembler un peu abusive au sens ol nous
n’avons parlé de plus grand élément ou de plus petit élément que pour une relation d’ordre
(cf. 1.2.2.vii).) Nous verrons en outre que la relation -|- n’est pas « vraiment » une relation
d’ordre (cf. VIL.6.6,) met en particulier en défaut le fait que de tels éléments, s’ils existent,
(ce que nous n’avons pas encore établi mais qui le sera pour les anneaux principaux est
unique ; cependant :

Lemme VIL5.13 Etant donné une partie X C A, tous les Pged (resp. Ppem) de X s’ils
existent engendrent un méme idéal

Preuve : Aneffetsid etd (resp. m etm') sont deux Pged (resp. Ppem) de X, par définition
on a

d'|d et d|d’ (resp. m'|m et m|m’)
ce qui entraine, en vertu du lemme VIIL.5.2

dA = d'A(resp. A = m'A )
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Notation VIL.5.14 Le lemme ci-dessus peux motiver les notations suivantes :Pour X C A d
(resp. m) un Pged (resp. Ppem) de X, on notera :

A\ X = dAet (XV):= mA. VIL5.14.1

Pour tout (z,y) € A x A, on notera :

TNy = /\ {z,y} et (z,yV )= ({z,y}V). VIL5.14.2

VIL6 .—Eléments remarquables d’un anneau intégre

Dans cette section (VIL6,) (A, +, %) est un anneau commutatif integre (cf. VIL.1.1, VIL1.11.)

Proposition VIL.6.1 Dans un anneau commutatif intégre A, tout élément premier (ctf. VIIL.5.4,)
non nul est irréductible (cf. VIL.5.5.)

Preuve : Soiteneffetp € Aet(a,b) € A x Atelsquep = axb. Alors p|a x b et puisque
p est premier , p|a ou p|b. Si pla il existec € Atelquea = pxc. L'égalitétp = axb
entraine alors p = p x ¢ * b qui entraine encore

px(l—cxb) = 0.

Orp # 0 et A est integre donc
cxb =1

c’est-a-dire que b est inversible, ce qui assure que p est irréductible .

Définition VIL6.2 (Eléments associés) Pour (z,y) € A x A, on dit que y est associé A
s’il existe un élément inversible u € A* telque y = u * x.

Lemme VII.6.3 La relation d’association est une relation déquivalence .

Preuve : (cf. VII.8.11.)

Lemme VII1.6.4 Pour tout (a,b) € A x A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) albetbla;

b) aA = bA;
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¢) Ju € A, b = ax*xu;
d Ju € A%, a = bxu;
e) a etb sont associés.

Preuve :

i) (a)<b))

L’équivalence entre a) et b) est une conséquence immédiate du lemme VIL.5.2.

i) (¢)=d) < e)
L’équivalence entre c) et d) signifie exactement que la relation « étre associés » est symé-
trique. L’équivalence avec e) est tautologique.

iii) (c¢) = a))

Puisque d) et ¢) sont équivalentes, c) entraine c) et d) qui entrainent tautologiquement a).

iv) (a)=d))

Remarque iv).1 Notons que dans cette partie seulement de la démonstration 1’hypothese
que A est inteégre sera utilisée.

Si alb et bla, il existe (u,v) € A X Atelsquea = bxuetb = axwv. Il s’ensuit que
a = a*v*u ou encore que
ax(l—vxu) = 0.

a=0 Sia = 0, albentraineb = 0, et pour toutw € A* a = b*w.
a#0 Sia # 0, puisque A estintéegre 1 —v+u = 0 c’est-a-dire que vxu = 1 si bien
que u et v sont inversibles, ce qui achéve la preuve.

Remarque VIL.6.5 L’équivalence entre VII.6.4.b) et VIL.6.4.e) peut se reformuler en disant
qu’on a une bijection naturelle entre les classes d’équivalences pour la relation d’association
et les idéaux principaux de A.

Remarque VIL6.6 Bien qu’elle soit réflexive et transitive, la relation | (divise) n’est pas
« vraiment » antisymétrique (cf. 1.2.2.iii),) fait qu’on ne peut pas dire que | est une relation
d’ordre.

Cependant la relation d’association est une relation d’équivalence. On dira dans ce cas
que | est une relation de pré-ordre. Ce pré-ordre n’est pas total, en effet on ne peut pas
toujours comparer deux éléments de Z du point de vue de la divisibilité. Par exemple, on n’a
ni 3|5 ni 5|3.
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Remarque VIIL.6.7 On sait que dans un anneau A, pour touta € A,0xa = 0 Il enrésulte
que pour touta € A, al0.
Par ailleurs

Vaec A, Vbe A Vee A, (albetalc = alb+c) .

Lemme VIL6.8 Pour tout X C A, les PGCD de X (resp. Ppem de X ) forment une classe
d’équivalence pour la relation d’association.

Preuve : C’est une conséquence du lemme VII.5.13 et de la remarque VII.6.5.

Remarque VII.6.9 On n’a pas parlé jusqu’ici du Pged ni du Ppem mais d’un Pged ou
d’un Ppem a cause du défaut d’unicité constaté dans le lemme ci-dessus. Ce dernier énoncé
montre en outre que de toute évidence, le « bon objet » a considérer n’est pas un Pged ou
un Ppem mais la classe d’association des Pged (resp Ppem) qui, pour le coup, et d’apres
le lemme VIIL.6.8 est unique. Cette classe d’association ne semble pourtant pas €tre un objet
tres utilisable sauf a remarquer qu’on peut la représenter par un objet tout a fait maniable a
savoir un idéal. Grace au lemme VII.6.4 on sait en effet que tous les PGCD (resp. PPCM)
engendrent le méme idéal.

Le défaut majeur de ces notions, dans ce cadre trop général, est de ne pas jouir d’un
résultat d’existence. Un cadre confortable pour s’y intéresser est celui des anneaux principaux
a moins qu’on introduise la notion d’anneau factoriel, ce qui ne sera pas fait dans le cadre de
ce cours.

VIL.7 .—Anneau quotient et factorisation des morphismes

Remarque VIL.7.1 On aremarqué en VIIL.3.9, que pour un morphisme d’anneaux f : A —
le noyau Ker f de f n’est pas un sous-anneau de A. En revanche, puisque c’et le noyau
du morphisme de groupes f : (A,+) — (B,+) c’est un sous-groupe de (A, +) (cf.
I11.3.9.)

De plus pour tout couple (z,y) d’éléments de Ker f et tout couple ((a, b) d’éléments de
A, puisque f est un morphisme d’anneaux,

flaxz+bxy) = ax f(x) +bx f(y) = 0,

sibienque axx+bxy € Ker f. On constate, comme on I’a déja remarqué dans le corollaire
VIL4.5, que le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal.

Remarque VII.7.2 Pour un anneau (A, +, *) puisque (A, +) est un groupe abélien tout idéal
J de A est en particulier un sous-groupe distingué de (A, +). les consttructions de la section
V.5 peuvent s’appliquer mutatis mutandis. Néanmoins elles sont plus riches en générale,
puisqu’on dispose d’une structure plus riche que celle de groupe.
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Proposition VIL.7.3 (Relations déquivalences compatibles) Soient (A, +, *) un anneau com-
mutatif et J un idéal de A la relation ~5 définie par

V(z,2y) EAX A x~yy & y—x €7

est une relation d’équivalence compatible aux lois + et x de A. Il s’ensuit qu’il existe une
unique structure d’anneau sur le quotient A/J := A/~ telle que la surjection canonique
m : A — A/J soit un morphisme d’anneaux.

Preuve : On a déja remarqué mais on rappelle encore que (A, +) étant un groupe abélien,
et J un sous-groue, il est distingué (ctf. V.4.9.b).) On constate que, de plus, la relation ~5
définie ici est exactement celle définie dans la section V.4. Il s’ensuit que la proposition V.5.1
s’applique si bien qu’il existe une unique structure de groupe (encore notée +) sur A/J telle
que

T (A +) = (A)3,+)

soit un morphisme de groupes.

De plus :
Ve e A, Vze A,
Yy € A, Vt € A, xrogz et yrogt
= zxl—x*xy = 2Z*kl—2*xy+zxy—ax*y
= zx(t—y) +yx(z—x)
e J
= Zxt ~3 T *Y

c’est-a-dire, du fait que I est un idéal, que la relation ~5 est compatible a x et qu’il existe
donc une unique loi x sur A/7J telle que

Vo€ A Vyc A m(zxy) = n(x)*7(y)

(cf. 1.6.18.)
I reste encore a vérifier que (A/J, +, *) satisfait aux axiomes VII.1.1.Anny) a VIL.1.1.Ann,)
et que 7 vérifie bien la définition VIL.2.1.

Certaines des propriétés de la surjection canonique 7 : A — A/7J sont, pour ainsi dire,
presque évidentes au vu de ce qui précede mais il n’est pas mauvais de les dégager de maniere
formelle :

Proposition VIL.7.4 (Propriétés de la surjection canonique) Dans la situation de la pro-

position
VIL7.3:

i) Le morphisme 7 est surjectif .
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i) Kerm = 7.

Preuve :

i) Remarqons encore une fois que pour tout élément « € A/, v est une classe d’équiva-
lence qui est par conséquent non vide. Les écritures x € a ouw(xr) = « renvoient toute
deux au méme fait que v € A est un représentant de la classe .

Les expressions « x est au-dessus de a » « x reléve o » ou « x est un relevement de o »
pourraient bien échapper au rédacteur de ces lignes sans qu’elles signfient pourtant ni plus ni
moins que

() = «.

ii) Pourtoutx € A, w(x) = 0, signifie exactementz ~5 0, c’est-d-direx — 0 € 7,
iexr € 7.

Définition VIL.7.5 (Anneau quotient) L’ anneau
A/J ou méme le couple (A/i,m : A — Afi)

construit par la proposition VII.7.3 est appelé anneau quotient. On dit encore que 1’ensemble
A/~ est muni de la structure quotient.

Remarque VIL.7.6 On remarque que, si on oublie la multiplication * sur A, (A, +) est un
groupe abélien et J un sous-groupe, nécessairement distingué. La structure de groupe qu’on
obtient sur A/J en oubliant aussi la multiplication, donne un groupe abélien qui est exacte-
ment le groupe quotient défini en V.5.2.

Exemple VIL.7.7 La situation considérée dans I’exemple V.5.3 peut étre complétée. En effet
pour tout d € Z, I’ensemble dZ des multiples de d est non seulement un sous-groupe de
(Z,+) mais encore un idéal de (Z, +, *). Il s’ensuit, hormis pour d = 1, que Z/dZ a une
structure d’anneau telle que Z — Z/dZ soit un morphisme d’anneaux.

Proposition VIL.7.8 (Factorisation des morphismes) Soient (A, +, ) un anneau comuta-
tif et J un idéal. On notem : A — A/J la surjection canonique.
Pour tout morphisme d’anneaux f : A — B les assertions suivantes sont équivalentes :

a) J C Kerf,

b) il existe un unique morphisme d’anneaux

f:A/J = Btelque form = f.
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De plus, siJ = Ker f, f est injectif et il est surjectif dés que f I’est.
Preuve :

i) (b)=a))
C’est un fait général et facile a vérifier que, dés qu’on a des morphismes de groupes,
U, v, W
u =vow = Kerw C Keru.

OrKerm = 7 (cf. VIL.7.4.ii),) si bien que
for =f =7 C Kerf.
ii) (a)= b))

+) (Unicité de | (analyse))
Si f existe alors nécessairement pour tout« € A/J, ilexistex € Atelquea = 7(x)
et

fla) = flr@)] = f(z).

Ceci établit I’unicité de f.

1) (Existence de f (synthése))
Orsiz € Aesttel que v = 7(z) on a encore

Jl@) = Jlr(2)] = f(2).
Or
m(x) =7m(z) = z—x € JCKerf = flz—2) =0 = f(z) = f(x).
11 s’ensuit que f existe et est bien définie par la formulle :
F(@) = f(2)Vz,a = n(z).

1) (f est un morphisme de groupes)

Vo€ A/J, VB € A/T, (Fx € A Fye A, (a = n(z) A B = 7(y))) .

On a alors :

fla+p) =
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§) (f est un morphisme d’anneaux)

Va € AJ3, V8 € A/,
Ve € A, Vy € A, (Oz:ﬂ(ﬂf)etﬂzﬂ(?/) =

*\_/

3
—
<
N—
N—

8

=" 32
T F R R *
*

=

=

|
R s [
AN TN NN N N
&
*
s

£

De plus (1) = Fir(1)] = f(1) = 1
iii) %) (f estinjective)
Va € A/J, 3z € A, a = 7(x).
fla) =0« flr(z)l =0 & fz) =0 vcKerf =T < a=0.

1) (surjectivité) _
Si f est surjective,Vy € B, 3x € A, f(z) = y. Alors f[r(x)] = v.

Remarque VIL.7.9 Notons que dans la preuve de la proposition VII.7.8, nous avons redonné
des arguments que nous avions déja donnés dans la preuve de la proposition V.5.4 et qu’on
aurait pu simplement déduire les résultats concernant la structure de groupe de I’anneau
(A, +, *) de cette méme proposition V.5.4.

Corollaire VIL7.10 (de la proposition VIL7.8) Etant donné un morphisme d’anneaux f : A — B
il existe un unique isomorphisme d’anneaux

f:A/Kerf =2 Imf telque f = form
ourm : A — A/Ker f est la surjection canonique. En particulier si f est surjectif
f:A/Kerf = B
est un isomorphisme.

Preuve : 11 suffit d’appliquer la proposition VIL.7.8 27 := Ker f.
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Corollaire VIL7.11 Etant donné un morphisme surjectif d’anneaux p : A — B, il existe
un unique isomorphisme d’anneaux

¢ : A/Kerp — B telque p = ¢pomourm : A — A/Kerp est la surjection canonique .

Preuve : C’est une conséquence immédiate du corollaire VIL.7.10 puisque Imp = B.

Remarque VII.7.12 Les constructions du début de ce paragraphe et en particulier les pro-
positions VII.7.3 et VIL.7.8 peuvent étre faites, sans presque d’ajout aux preuvent, dans le
cadre de structures algébriques qui sont des groupes abéliens. Ainsi on obtiendrait facile-
ment des résultats analogues dans le cas ou A est un espace vectoriel et J un sous-espace
vectoriel. Pour peu qu’on connaisse la définition de ces objets, le cas ou A est un module et
J un sous-module ne présenterait aucune difficulté supplémentaire.

La proposition suivante VII.7.13 étend au cas des anneaux les constructions donées dans
les propositions 11.5.4 et V.5.8.

Proposition VIL.7.13 Etant donnés un entiern € N*, (A, +&, *k) 1 < & < n des anneaux

Vi<k<n, p : HAZ' — Ay les projections
i=1

(cf. I1.5.1.i1).) Alors :

i) 1I existe un unique couple de lois de composition (+,*) sur HAk tel que pour tout

k=1
1 < k < n pg soit un morphisme d’anneaux ; les loi + et x sont données par

V((Jfl,. .. ,SCn), (yl, .. ,.I‘n)) € HAk X HAK’
k=1 k=1

(1, sxn) + (Y1, Un) = (T1+F1Y1, -+ Tn +0 YUn)
(1, s @n) * (Y1, Un) = (T1 %1 Y15y T %0 Yn) -

ii) Les lois + et * étant définies sur P comme ci-dessus, si

a) pourtoutl < k < n 04 est I’élément neutre de (A, +x), (01,...,0,) est I’élément
neutre pour + ;

b) pourtout1 < k < n 1 est I’élément neutre de (Ag,*x), (11,...,1,) est I’élément
neutre pour x
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c) x € HAk est tel que pour tout 1 < k < ny, € Ay est’opposé de py(x), alors
k=1

(Y1, - .., Yn) est I'opposé de = dans (H Ay, +) :
k=1

d x € HAk est tel que pour tout 1 < k < ny, € Ay est'inverse de py(x), alors
k=1

(y1,...,yn) est 'inverse de x dans (H Ap, %) ;
k=1

n

iii) Sipourtoutl < k < n (Ag, -+, *x) est un anneau commutatif, (H Ap, +, *) est un

k=1
anneau commutatif.

iv) Pour tout n-uplet de morphismes d’anneaux

Jr i B = Ava<k<n,

il existe un unique morphisme d’anneaux

f: B — HAktelqueV1§k:§n, fe = pro f.

k=1

v) Dans le cas oir il existe A tel que V1 < k < n, A, = A, labijection¢ : Alm =~ HA
k=1

définie par la proposition I.5.1.iv) est un isomorphisme, pour peu que A%™ soit muni de Ia
structure définie par la proposition 1.6.20.

Définition VIL.7.14 (Anneau produit) Avec les notations de la proposition VII.7.13, les

lois + et * définies sur H Ay, comme en VIL.7.13.i) sont appelées lois produits et le triplet
k=1

(I Ge %)
k=1

anneau produit.
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Remarque VIL.7.15 On constatera que, contrairement aux points V.5.8.1) a V.5.8.v), le point
V.5.8.vi) ne peut se formuler de maniere identique dans le cas des anneaux. En effet, en
reprenant les notations de V.5.8.vi), I’application

1 - A1 — A1XA2,(ICSp.i2 : A2 — A1><A2)

n’est pas un morphisme d’anneaux ; et son image n’est donc pas un sous-anneau de A; X As
(voir la remarque VII.3.2.iii).) On pourrait néanmoins vérifier (et c’est un bon exercice) que
Im, et Im 75 sont des idéaux de A; x A, et qu’on a toujours

Kerp; = Imis et Kerps = Imiq (cf. V.5.8.vi).c),)

ainsi que
p1 o ip = Ida, et py o iy = Idu, (cf. V.5.8.vi).b).)

VIL.8 . —Exercices
Exercice VIL8.1 [] Faire la preuve de la proposition VII.1.9.

Exercice VIL.8.2 [] Donner la preuve de VII.1.4.1). Ce résultat reste-t-il vrai si G n’est plus
supposé abélien ?

Exercice VIL.8.3 [] Faire la preuve de la proposition VII.1.16.

Exercice VIL.8.4 [] Pour un anneau A, le fait que A soit intégre (respectivement un corps)
entraine-t-il que I’anneau A” considéré a la proposition VII.1.16 soit intégre (resp. un corps ?)

Exercice VIL8.5 [] Faire la preuve du lemme VIIL.2.7.
Exercice VIL8.6 [] Donner les détails de I’argument dans la remarque VII.3.2.iii).

Exercice VIL8.7 [] Faire la preuve de la proposition VIL3.3. A noter qu’une bonne partie
de cette preuve a déja été faite pour prouver la proposition 11I.3.4.

Exercice VIL.8.8 [] Expliquer pourquoi le noyau d’un morphisme d’anneaux n’est pas en
général un sous-anneau de I’ensemble de départ.

Exercice VIL.8.9 [] Faire la preuve de la proposition VII.4.2.
Exercice VIL.8.10 [] Faire la preuve de la proposition VII.4.6.

Exercice VIL.8.11 [] Faire la preuve du lemme VIIL.6.3.
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Exercice VIL.8.12 [] Que devient I’énoncé de la proposition VIL.7.3siJ = A7

Exercice VIL.8.13 [] Soit X C A.

1) () Montrer que (X) est le plus petit idéal contenant X au sens de I’inclusion ; ¢’est-a-dire
que, (X) est un idéal contenant X et pour tout idéal J contenant X, (X) C 7.

2) () Montrer que si Y C A est une autre partie de A,
(XUY) = (X) + (YV).

Exercice VII.8.14 []
Etant donné un morphisme d’anneau f : A — B, montrer que :

1) (O si f est surjectif, pour tout idéal J de A, f(J) est un idéal de B ;
2) () pour tout idéal premier p de B, f~!(p) est un idéal premier de A.

Exercice VIL8.15 []
Soient A un anneau commutatif, J et J des idéaux de A. On note

w50 A= AfJetmy : A = A/J
les surjections canoniques (cf. VIL.7.5,) et
m:A— A/IxA/J
le morphisme qui s’en déduit grace a VIL.7.13.iv) autrement dit,

Vo e A, m(x) = (m(x), m3(x)) .

1) () Montrerque Kerm = J N J.

2) () En déduire qu’il existe un unique morphisme injectif d’anneaux
v A/(INT) = A/Tx A/J

vérifiant
ol
est la surjection canonique.
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3) () Le morphisme ~ étant construit comme a la question 2), montrer que si J et J sont
comaximaux (cf. VII.4.18,) v est surjective et donc un isomorphisme.

Exercice VII.8.16 []

1) () Montrer que
VX C AVY € AAD(XUY) = D(X) NnDY).

2) () Endéduire que s’il existe (z,y) € X x X premiers entre eux, les éléments de X sont
premiers entre eux dans leur ensemble.

VIII . —Le théoreme de la division euclidienne dans 7Z et
ses conséquences arithmétiques

VIILI.0 . —Quelques remarques préliminaires

Remarque VIILO0.1 (Eléments inversibles) L ensemble Z* des éléments inversibles de I’an-
neau
(Z,+, %) est la paire {—1, 1} (cf. IV.3.13.)

Remarque VIIIL.0.2 (Eléments associés) Par conséquent, deux éléments a et b de Z sont
associés (cf. VIL.6.2,) si et seulement sib = aoub = —a ce qu’on peut encore formuler
de maniere équivalente par |a| = |b|.

VIIL.1 . —PGCD et Ppcm dans 7Z

Proposition VIII.1.1 (Existence du PGCD) Pour tout entier naturel non nuln € N* et
toute partie X = {x1,...,2,} C Z

finie a n éléments :

i) (PGCD)
X posseéde un PGCD.

ii) (Identité de BEZOUT)
Si d est un PGCD de X il existe un n-uplet (uy, . .., u,) tel que :

=1
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Preuve :
i) a) (Le sous-groupe < X >)
Soit .
<X >:= {ansc“ n; e zV1l <1 < mn, }
=1
Alors < X > est un sous-groupe de Z. En effet, 0 = Z Oxz; €< X >et
=1

n

Va = iaixi,Vb = ibﬂ:i, a—>b = Z(ai—bz)*ﬂfz e<X > .
i=1 i=1

i=1

Il en résulte que < X > est un sous-groupe de 7.
D’apres le résultat relatif a la structure des sous-groupes de Z (cf. IV.5.5,) il existe d € Z
tel que < X > = dZ.

b) Reste a montrer que d est un PGCD pour X : I est clair que
Vie X, ze< X >= dZ

ce qui signifie exactement que d|z .
Réciproquement sib € 7 est tel que Vx € X | b|x, pour tout n-uplet (ny, ..., ny,),

i=1
d’ou < X >C bZ c’est-a-dire dZ, C bZ c’est-a-dire, d’aprés b|d .

ii) Il suffit de remarquer que < X > = dZ entraine d € < X > ce qui prouve le résultat.

Définition VIII.1.2 (Identité de BEZOUT) La formule VIIL.1.1.ii).1 est appelée identité de
BEZOUT et les entiers u; ,1<;<,, coefficients de BEZOUT.

Remarque VIIL.1.3 a) Dans la preuve de la proposition VIIL.1.1, on aurait pu, sans grande
difficulté, montrer que I’objet < X > qu’on a introduit est un idéal et pas seulement un
sous-groupe. C’est en fait I’objet (.X) introduit en VIL.4.11. Cependant cette preuve montre
que la notion d’idéal n’est pas absolument nécessaire pour étudier 1’arithmétique de Z. On
peut néanmoins difficilement éviter d’introduire les idéaux lorsqu’il s’agit de I’arithmétique
des polyndmes.
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b) L’hypothese que X est fini dans la proposition VIII.1.1 n’est pas indispensable et I’on
peut tout a fait s’en passer.
Proposition VIII.1.4 (Existence des Ppcm) Toute partie finie
A = {al,...,an} C Z
admet un PPCM.

Preuve : Considérons .
G(a) = ﬂaiZ.
i=1

moyennant de remarquer qu’une intersection de sous-groupes est un sous-groupe, il existe
m € Z tel que G(A) = mZ. En outre G(A) est tautologiquement ou presque constitué
des multiples communs a tous les a;. L’entiers m est donc un multiple commun aux a; mais
divise tout élément de G(A) par construction c’est donc le plus petit d’entre eux.

Remarque VIIL.1.5 11 est usuel d’appeler PGCD (resp. PPCM) I’entier naturel qui est un
PGCD (resp. Un PPCM) autrement dit le PGCD (resp. le PPCM) positif mais en fait bien des
résultats énoncé dans la suite gagnent en concision et en simplicité, sans pour autant perdre
de leur portée si au lieu de considérer 1’entier d on considere le sous-groupe dZ. On notera
donc dans la suite, si A posseéde un PGCD d, (resp. un Ppcm m,)

N\ A = dZ (resp. (AV ) := mZ) VIIL1.5.1
et
Va€Z, Vb€ Z, anb = [\{a,b} (resp. (a,bV ) = ({a,b}V)). VIIL1.5.2

On ne s’interdira pas cependant dans la suite, d’écrirea AD = daulieudea ANb = dZ
en sachant qu’alors
aNb =d & aNb = —d.

VIII.2 .—Théoréeme de BEZOUT,

lemme de GAUSS,
lemme d’EUCLIDE

Théoréme VIIL.2.1 (de BEZOUT) Pour tout entier naturel n et toute partie
X = {.CCl,...,LUn} C Z,
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) D(X) = {—1,1} c’est-a-dire que les éléments de X sont premiers entre eux dans leur
ensemble (cf. VII.5.9.)
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b AX = 1.

c) 1l existe un n-uplet d’entiers relatifs u; ,1<;<, tel que

Z Tu; = 1.
i=1
Preuve : La preuve découle immédiatement de la proposition VIII.1.1.

Remarque VIIL.2.2 Le théoreme de BEzZOUT VIIL.2.1 est le plus souvent appliqué pour
deux éléments puisque dans un certain nombre d’applications la condition utilisée est qu’une
famille d’éléments soit constituée d’éléments deux a deux premiers entre eux et non premiers
entre eux dans leur ensemble. C’est notamment le cas pour le théoreme VIII.4.1 chinois des
restes. C’est de toute facon la situation a laquelle on peut avoir acces de maniere calculatoire
a travers ’algorithme d’Euclide (cf. VIIL.6.1.)

Théoréeme VIIL.2.3 (lemme de GAUSS) Etant donnés trois entiers relatifs a, b, c, si a et b
sont premiers entre eux, et a|bc alors alc.

Preuve : Sia et b sont premiers entre eux, il existe (cf. VIIL2.1.c)), des entiers relatifs u et
v tels que au + bv = 1. Il en résulte que acu + bcv = c. Or a|ac tautologiquement, a|bc
par hypothése, donc alc.

Théoreme VIII.2.4 (lemme d’EUCLIDE) Dans I’anneau Z tous les éléments irréductibles
sont premiers.

Preuve : Soit p € Z irréductible. Cela signifie en particulier que

D(p) = {-p,—1,1,p}

et entraine en particulier que Ya € 7, si p fa p et a sont premiers entre eux. Pour tout
a,b € Z, siplab, etp fa, d’aprés le lemme de GAUSS(cf. VIIL.2.3,) pl|b.

Remarque VIIL.2.5 La définition d’élément premier donnée en VIIL.5.4 peut dérouter dans
la mesure ou ce qu’on a I’habitude d’appeler nombre premier serait plutot un élément irré-
ductible de Z et méme un tel élément dans N. Heureusement que le lemme d’EUCLIDE nous
permet de ne pas perdre nos « bonnes habitudes » en assurant que pour 1I’anneau 7Z les deux
notions d’irréductible et de premier coincident.

Définition VIIL.2.6 (Nombre premier) On appellera donc nombre premier un entier naturel
p € N quien tant qu’élément de Z a les deux propriétés équivalentes d’étre premier non nul
(cf. VIL.5.4,) ou irréductible (cf. VIL.5.5.)
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VIIL3 . —L’anneau (Z/nZ, %)

Définition VIIL.3.1 (Congruences) Pour tout entier naturel n, on dit que deux entiers rela-
tifs a et b sont congrus modulo n et I’on note a ~,, b ou encore a = b [n] si n|(b— a) (cf.
VILS.1.)

On définit ainsi une relation binaire (cf. [.2.1.1i1),) sur Z qu’on appelle relation de con-
gruence modulo n.

Remarque VIIL3.2 Pourn € N, aetbélémentsde Z, onremarque que ¢ = b [n], signifie
exactement que b — a est élément du sous groupe nZ de Z (cf. IV.5.5) , que I'on peut
également considérer comme un idéal. La relation de congruence modulo n n’est autre en
fait que la relation ~; pour I = nZ définie en VIL.7.3.

Lemme VIII.3.3 Pour tout n € N, la relation de congruence modulo n est une relation
d’équivalence (cf. 1.2.2.v).)

Preuve : Ce résultat est réétabli en détail dans ce cas particulier (cf. TD n° IV, exercice B,
question 2)m)ais peut aussi étre déduit du cas général établi dans la proposition VIIL.7.3.

Définition VIIL.3.4 (Classes de congruence) Une classe d’équivalence pour la relation de
congruence modulo n s’appelle une classe de congruence.

Notation VIIL.3.5 Pourtouta € Z,onnoteraa modn ousimplementa s’iln’y a pas d’am-
biguité sur I’entier n, la classe de a.
Un entier naturel n étant fixé, on notera Z/nZ 1’ensemble des classes de congruence

modulo n et
Tn: L — Z/nZ

VIII.3.5.1
a — amodn

la surjection canonique i.e. :
Va € Z, mp(a) == amodn .

Lemme VIIL3.6 i) Pour tout entier naturel n € N et tout couple d’entiers relatifs (a,b) €
Z. x 7., les assertions suivantes sont équivalentes :

a € bmodn

b € amodn
amodn = bmodn

a ~, b

a = bln]

n | b—a.
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ii)
Va € Z, Vb €Z, (a = b[0] & a = D).

1i1)
Va€Z,a = 0]1].

iv) Pour tout entier naturel n > 1, I’application de Z a valeurs dans [0;n — 1] qui a tout
entier relatif a associe son reste dans la division euclidienne par n (cf. IV.5.2,) définit une
bijection de Z/nZ dans [0;n — 1]. En particulier, Z/nZ est un ensemble fini (cf. I1.4.1,) an
éléments.

Les assertions équivalentes i) sont encore équivalentes au fait que, a et b ont méme reste
dans la division euclidienne par n.

Preuve : Les points i) a iii) sont tres tres élémentaires.
Considérons donc I'applicationp : 7Z — [0;n — 1] qui a tout entier relatif a associe son
reste dans la division euclidienne parn. Si a = b [n], en écrivant

a = nqg+pla)etb = ns+ p(b),

n | b—a
= n | n(s—q)+pb) —pla)
= n ‘ p(b) - p(a)
= (p(b) —pla) =0 VvV n<|p(b) - p(a))

la derniére implication résultant de IV.5.1.

Or on a un encadrement sur p(b) — p(a) qui interdit cette derniére possibilité donc p(a) =
p(b).

On peut donc définir une application C' : Z/nZ — [0;n — 1] par C(«) := p(a) pour
a € a.

L’application C' est manifestement surjective, puisqu’il est immédiat que pour tout

a € [0;n—1], Clamodn) = a.
11 est ensuite immédiat de remarquer que
Va € Z, p(a) € amodn .

11 s’ensuit que

Vo € Z/nZ, VB € Z/nZ, (C(a) = C(B)
& Vaea, Vbe B, (pla) = p(b))
= anpg # 0

= a = 6)

c’est-a-dire que C' est injective.
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Proposition VIIL.3.7 (L’anneau (Z/nZ, +, *)) Pour tout entier naturel n, il existe un unique
couple de lois (+, *) sur Z/nZ tel que :

i) (Z/nZ,+,*) soit un anneau (cf. VIL1.1;)
ii) la surjection canonique 7, (ct. VIII.3.5.1,) soit un morphisme d’anneaux (cf. VIL.2.1.)

Preuve : 1l faut montrer que la relation ~,, est compatibles aux lois + et * sur Z. ce qui est
fait au TD n° IV, exercice B, question 5) et au TD n° IV, exercice B, question 6).
On pourrait aussi voir ce résultat comme un cas particulier de la proposition VII.7.3.

Remarque VIIIL.3.8 On remarque, méme si ce cas n’apporte rien par rapport a ce qu’on sait
déja, que si n = 0, la loi + définie sur Z/0Z qui s’identifie & Z comme ensemble, coincide
bien avec I’addition déja connue sur Z.

Le groupe Z/1Z ne contient qu’un élément et son étude ne présente guere d’intérét aussi
nous considérerons les cas ou n > 1 par la suite.

Proposition VIIL3.9 (Eléments inversibles dans ’anneau (Z/nZ, +, )) Soit un entier na-
tureln > 1 eta € 7Z/nZ. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) L’élément « est inversible dans Z,/n’Z.
b) Pourtouta € «, a etn sont premiers entre eux (ctf. VIL5.9.)
c) llexistea € « tel que a etn sont premiers entre eux.

Preuve :

) (a)< b))

Pour tout « € Z/nZ « est inversible s’il existe 3 € 7/nZ tel que a x 5 = 1 modn
c’est-a-dire que pour touta € a ettoutb € [ ab = 1 [n] c’est-a-dire encore qu’il existe
k € Ztel que ab+nk = 1 ce qui équivaut en vertu du théoréme de BEZOUT (cf. VIIIL.2.1,)
au fait que a et b sont premiers avec n. On établit ainsi I’équivalence entre les assertions a) et

b).

i) (b) < ¢))

Pour établir I’équivalence entre b) et c) il suffit de résoudre ’exercice qui consiste a
montrer que a est premier avec n si et seulement si pour tout a’ € amodn, a' et n sont
premiers entre eux.
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Définition VIIIL.3.10 (Indicateur d’EULER) Pour tout entier naturel n > 1, on notera

¢(n) = #((Z/nL)")

le nombre d’éléments inversibles (cf. VII.1.8,) dans lanneau (Z/nZ,+,*) qu’on appelle
I'indicateur d’EULER. La fonction ¢ définie de N dans N est appelée fonction indicatrice
d’EULER. D’apreés la proposition ci-dessus et le point VIIL.3.6.iv) ¢(n) est aussi le nombre
d’entiers inférieurs ou égaux a n et premiers avec n.

Proposition VIIL.3.11 Pour tout entier naturel n > 1, I’anneau (Z/nZ,+, ) est un corps
c’est-a-dire que tous ses éléments non nuls sont inversibles si et seulement si n est un nombre
premier (cf. VIL5.4,) si et seulement si ¢(n) = n — 1.

Preuve : Tout d’abord il est clair sur la définition méme de corps et celle de I'indicateur
d’Euler ¢(n) que Z/nZ est un corps si et seulement si ¢(n) =n — 1.

Reste donc a montrer que ceci équivaut encore au fait que n est un nombre premier. Si
n est premier, pour tout « € Z/nZ,o # 0 modn signifie que pour tout a € «, n ne divise
pas a qui équivaut encore, puisque n est premier a ce que n et a sont premiers entre eux, donc
que @ = amodn est inversible.

Supposons maintenant que tout « € Z/nZ o # 0 modn, est inversible. Si n n’est pas
premier, il existe 2 < m < n tel que m|n. Il en résulte que m modn # 0 modn et que pour
autant m et n ne sont pas premiers entre eux puisque m An = m et donc que m modn n’est
pas inversible.

VIII.4 . —Théoreme chinois des restes sur 7

Théoreme VIIIL.4.1 (Théoreme chinois des restes) Soient
n > 1 un entier naturel et a; ,1<j<p > 1

des entiers naturels. On note m le Ppem (cf. VIL5.11,) des a; et m, : Z — Z/mZ la sur-
jection canonique

i) L’application
T L — Z/aZLx...xZLja,ZL
x +—— (xrmoday,...,rmoda,)

est un morphisme d’anneaux de (Z,+,*) dans (Z/aiZ X ... X Z/a,Z,+,*) muni de la
structure produit définie en VIL7.14.

ii) Il existe un unique morphisme injectif d’anneaux :

v o (Z/mZ,—i—,*) — (Z/CL1ZX... xZ/anZ,—i—,*) te]que Yo My, = T. 1
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1) Si les a; ,1<i<y, sont deux a deux premiers entre eux (cf. VIL5.9,) v est surjectif et donc
bijectif (cf. 1.2.4.iii),) et I’application réciproque ~~! est aussi un morphisme d’anneaux.
Dans ce cas, on a
m = Hai .
i=1
Preuve :

i) Est une vérification facile.

ii) Les morphismes 7 et ji,, sont en particulier des morphismes de groupes pour les lois +.
De plus on a

Vo € Z, (xEKerw@Vlﬁiﬁn,clmodwai :O@Vlgign,ai|x<:>m\x<:>x€mZ)

c’est-a-dire que Kerm = mZ. Il résulte alors de VII.7.8 qu’il existe un unique morphisme
injectif de groupes

v i (Z)mZL,+,%) = (ZJGZ X ... X L]a,Z,+,%) telque v o m, = .
Or

Vo € Z/mZ, Yy € Z/mZ, (
Ju € Z, eEZ (mp(u) = x A mp(v) = y) A Y(xxy) = y[mn(u) * 7, 0)]

Il
=2
3
3
=
*
=

I

N
SN TN TN

S

N~—
*

—~

4
SN—"

en utilisant ici que T, et  sont des morphismes d’anneaux.
Enfin

(1) = lmm(1)] = (1) =1

en utilisant encore que 7, et ™ sont des morphismes d’anneaux.

iii) Siles a; ,1<i<, sont deux a deux premiers entre eux, alors pour tout1 < i < n et tout
1 < j < naveci # j, il existe un couple d’entiers relatifs (u; ;, v; ;) tels que

aitij + a;vi; = 1

(ctf. VIIL.2.1.) Posons alors, pourtout1 < i < n

€; = | | ajvm .

1<j<n,j#i
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11 est alors élémentaire de vérifier que
Llalete; = 0fa;]V1<j<mn,j#i.
,x,) € Z" tel que pour tout

e =

Pour tout (ay,...,ap) € Z/ay X ... X ZL/ay,, soit (x1, . ..

1 <1< nzx; €.
Posons finalement

n
T = | |xiez~.
i=1

C’est un calcul élémentaire sur les régles de congruence de montrer que, pourtoutl < ¢ < n
x; [a;] c’est-a-dire que 7 est surjective. Il s’ensuit en vertu de VIL7.8 que ~ ’est aussi.

r =
L’application ~y et donc un isomorphisme (cf. VII.2.4.)

Corollaire VIIL4.2 (Application 2 la résolution des systemes de congruence) Etant don-

nés
un entier natureln > 1,
un n-uplet d’entiers naturels a; ,1<i<n
et un n-uplet d’entiers relatifs k; ,1<;j<,, ,

le systeme de congruences

(x = kia;], 1 <1 < n),

a pour solution la classe de congruence (modulo H a;) fy‘l(kl moday, ..., k, moda,) siles

i=1
a; sont deux a deux premiers entre eux.

Preuve : Le systeme de congruences

|
ko
5
“>—~
IA
=.
IA
=

équivaut (ct. VIIL.3.6.1),) a
(rmoda; = k;moda;, 1 <

c’est-a-dire (ct. VIIL.4.1.i).1,)

pi(x) = (kymoday,...,k, moda,)

c’est-a-dire encore, par définition méme de -y, a

fy(:cmodHal-) = (kymoday, ..., k, moda,)
i=1
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autrement dit, puisque y est un isomorphisme (sous I’hypothese que les a; sont deux a deux
premiers entre eux (cf. VII1.4.1.iii)))

a:modHai = v Y(kymoday, ..., k, moda,) .

i=1

Corollaire VIIL4.3 Etant donnés des entiers naturels n > 1,d > 1, a; 1<i<n tels que les a;
sont deux a deux premiers entre eux et des entiers relatifs b; ,o<;<q , I’équation

n

Zbl-:ci =0 [Haj]

i=0 j=1

d’inconnue v € Z équivaut au systeme

d
(Zbimodajxmoda§ =0,1<75< n) .

1=0

Preuve : C’est une conséquence immédiate du fait que y est un isomorphisme d’anneaux

(ctf. VII1.4.1.iii),) mais peut s’avérer fort utile, surtout si on peut faire en sorte que les a;
soient des nombres premiers car alors, Z/a;Z est un corps (cf. VIIL3.11,) et il apparaitra
qu’il est infiniment plus confortable de résoudre des équations polynomiales dans un corps
que dans un anneau quelconque.

Remarque VIIL.4.4 Il existe de nombreuses variantes du théoreme VIII.4.1 mais nous n’en
présenterons qu’une ici :
Etant donnés deux entiers naturels a et bet d := a A b et deux entiers relatifs £ et [ le

systeme de congruences
r = kla
r = ([

a des solutions si et seulement si d|k — ¢ et dans ce cas, I’ensemble de ses solutions est une
classe de congruence modulo (a, b V .) On peut méme expliciter cette derniere. Si, en effet,
(u,v) est un couple d’entiers relatifs tel que d = au + bv (dont I’existence est assurée par le
théoreme VIII.1.1.i),) et si 'on note @ := da’ etb := db/, on constate que a'u + b'v = 1
etsidlk —{, x := la'u+ kb'v est une solution du systeme ci-dessus.

On pourrait énoncer un résultat encore plus précis, en disant que 1’application

Zx7 — 7)dT
(z,y) — (xmodd,ymodd)

induit un morphisme de groupes Z/aZ x Z/bZ — 7/dZ dont le noyau est Z/(a, b\ Z).
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VIIL.5 .—Théoréme fondamental de ’arithmétique

Théoreme VIIL5.1 (fondamental de I’arithmétique) Pour tout

neN, n>1,

i) Soitn est un nombre premier (cf. VIIL.2.6,) soit il existe un nombre premier p tel que p|n
etp <n.

ii) Il existe un entier naturel d > 1 et des nombres premiers p; ,1<;<q4 tels que

d
n = Hpi. 1
i=1

iii) Etant donnés des entiers d et e et des nombres premiers p; ,1<i<q , €t des nombres pre-
miers ¢; ,1<i<e ,

d e
sz‘ = qu‘ 1
=1 =1

si et seulement si d = e et il existe une bijection o : [1;d] — [1;d] telle que pour tout
1<i<d,pi = qogi)-

Preuve :

i) Onremarque que I’ensemble des diviseurs de 2 est {—2; —1; 1; 2} donc que 2 est premier.

Notons D I’ensemble des entiers n > 1 tels que, pour tout entier naturel 1 < k < n, soit
k est un nombre premier soit k posséde un facteur premier p < k.

Nous venons de montrer que 2 € D. Si maintenantn € D, soitn + 1 est premier et donc
n+1 € D, soitilexistek € Z tel quekln+ 1 etk ¢ {—n—1;—1;1;n+1}. Il en résulte que
|k||n + 1 et |k| < n. Soit donc |k| est premier, et dans ce casn+1 € D, soit il existe p < |k|
premier et divisant |k|. Il en résulte qu’alors pjn + 1 et p < n + 1 et donc quen + 1 € D.

L’ensemble D satisfait donc au principe de récurrence I1.0.PA3) ce qui acheve la preuve.

ii) Notons D I’ensemble des entiers naturels n > 1 tels que, pour tout k < n, k admette
une décomposition de la forme ii).1. Il est clair que 2 € D. Sin € D, soitn + 1 est
premier, et doncn + 1 € D, soitn + 1 possede un facteur premier d’apres le point précédent
2 <p<n+1. Ilexistealorsm € Ntelquen+1 = pm. Or2 < pimpliquem < n + 1
c’est-a-dire m < n et I’on peut donc appliquer I’hypothése de récurrence a m et conclure que
n + 1 posséde donc une décomposition ii).1 et appartient de ce fait a D. Ce dernier satisfait
donc au principe de récurrence ce qui permet de conclure.
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iii) Nous allons raisonner par récurrence sur I’entiern := max(d, e) . Pourn = 1, I’identité
iii).1 s’écrit p; = q; et le résultat est immédiat.
Supposons 1’implication établie pour n > 1 et supposons que max(d,e) = n + 1.
€

Il est clair que I’identité iii). 1 implique que pd|H q;. L’entier p, étant un nombre premier,

on peut appliquer le lemme d’Euclide (cf. VIII.Z.ZZI,)ld ‘ot il résulte qu’il existe 1 < 1 < e tel
que py|q;- On peut, quitte a renuméroter (c’est le role que joue la bijection o, ) supposer que
i = e. Cependant py|q. et q. premier implique que pg € {—qe; —1;1; g. }. Or py lui-méme est
premier, donc positif et différent de 1 donc p; = q.. L’identité iii).1 s’écrit donc

d—1 e—1
sz‘ = H q; -
=1 =1
Comme max(d — 1,e — 1) = n, on peut appliquer I’hypothése de récurrence et conclure.

Définition VIIL.5.2 On exprimera le fait que tout entier naturel n > 1 satisfait a la proposi-
tion VIIL.5.1.ii) en disant que n admet une décomposition en produit de facteurs premiers et
I’on dira, en vertu du point VIIL.5.1.iii), et de maniere un peu abusive, que cette décomposi-
tion est unique.

Corollaire VIIL.5.3 Pour tout entier relatif = € Z \ {—1;0;1} il existe un unique entier
naturel d > 1, un unique (a permutation pres) d-uplet p; ,1<;<q d’entiers irréductibles (ou
premiers) et un unique € € {—1;1} tels que

d
z = Esz‘-
i=1

Preuve : C’est un corollaire presque immédiat de du théoreme VIIL5.1.

VIIL.6 . —Algorithme d’Euclide sur 7Z

Proposition VIIL6.1 (Algorithme d’Euclide) Etant donnés deux entiers relatifs ay et ay,
I’algorithme d’Euclide consiste en la donnée des suites

(an) meN (un) meN (Un) ymeN et (Qn) meN
définies par récurrence de la maniére suivante :

Uy ‘=
Uy
Vo
v, =

VIIL6.1.1

_ o O =
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pourtoutn € Njsia,;; = 0,

Upy2 = Upy2 = Upg2 = (qnp = O;

sinon, g, est le quotient de la division euclidienne (cf. 1V.5.4,) de a,, par a, 1 et a,,o =
Gn — QnGni1 le reste. On pose alors :

Un42 = Up — GnlUny1 VIIL.6.1.2
Unt2 ‘= Unp — qnUniy1 -

Alors :
i) Soit
vn eN, a, = 0,
soit
dmeN, ((am # 0) AN(Vg>m, a, = 0)).
ii)
VneN, (n<m—2 = D(ay, an+1) = D(apiimt2)) -
iii)
Vn €N, a, = au, + bv, .
Corollaire VIIL.6.2 Avec les notations de la proposition VIIL6.1, si (ag,a;) # (0,0), a,
est un PGCD de aq et ay et (u,, v,,) des coefficients de BEZOUT. Si ag et a; sont positifs,

(autrement dit des entiers naturels) il en est de méme de a,, qui est alors le PGCD au sens
usuel de ag et a;.

177
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Logique, ensembles, applications, relations

Exercice A : Ecrire la négation des assertions suivantes ou P, (), R, S sont des propositions.

Y

2)

3)

4)

5)

P=Q,

P etnon Q,
Pet(QetR),
Pou(QetR),

(PetQ) = (R=S).

Exercice B : (Intersection (N) et réunion (U))

1) Etant donnés trois ensembles A, B et C tels que

AUBCAUCetANBCANC

que peut on dire de Bet C'?

2) Etantdonné un ensemble £, A et B des parties de E, résoudre les équations d’inconnue X € P(E) :

AUX = B; AnX = B.

Exercice C : (Propriétés des applications)
Soit f : £ — F' une application.

Y

a) Montrer que
VA€ P(F), f(f'(4) c A.

b) Montrer que [ est surjective si et seulement si

VAeP(F), A = f(f1(4)).



2) (Injectivité (facultatif))

a) Montrer que
VAcP(E), A c fHf(A).

b) Montrer que [ est injective si et seulement si

VAEP(E), A = [(f(4)).

Exercice D : (Surjection)
Etant donnée une application f : A — B, démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes

i) f est surjective.

ii) il existe une application g de B dans A telle que f o g = Idp.
On dit alors que g est une section de f.

Une telle section est elle unique ? Démontrer que si deux sections ont méme image elles coincident.
Exercice E : Donner la preuve de la proposition 1.5.4.
Exercice F : Faire la preuve de la proposition 1.5.6.

Exercice G : Soit £ un ensemble.

1) On suppose que F est muni d’une relation d’équivalence R. Onnote 7 : £ — FE/R la sur-
jection canonique.

Montrer que si F' est un ensembleet f : £ — F une application constante sur les classes de R c’est-
a-dire que

Vo€ B, Wy € E, ((zRy) & (f(x) = f(y))
1l existe une unique application f : E/R — F vérifiant f = for.

2) Soitp : £ — FE’' une application surjective et f/ : £ — F une application constante sur les
fibres de p, c’est-a-dire que

Ve e B, Yy € E, ((p(x) = p(y) & (f(z) = f(y))) -

Montrer qu’alors il existe une unique application f : E' — Ftelleque f = fop.

Exercice H: On suppose que F est munie d’une relation d’équivalence R et d’une loi
- ExXE —> E.
On suppose que - et X sont compatibles c’est-a-dire que
Vo, y,z,t € F, (a:Ry A zRt :>:U~2Ry~t) .
Onnote 7 : £ — FE/R lasurjection canonique.
1) Montrer qu’il existe une unique loi  : F' x F© — F tel que 7 soit un morphisme c’est-a-dire que

Vo,y € E? (m(z-y) = w(z) tn(y)) .

On parle alors de structure quotient.



2) Montrer que si - est associative, (resp. possede un élément neutre) (resp. est commutative) il en est
de méme de f. Montrer que si € FE posséde un symétrique y pour - alors 7(y) est le symétrique de ()

pour f.

3) Montrer que si F/ est muni d’une autre loi x également compatible a R, qui induit une loi f sur F' et
si x est distributive sur - alors f est distributive sur f.

4) Donner des exemples déja connus des constructions précédentes.
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Entiers naturels, axiome de récurrence

Dans les exercices qui suivent on suppose établies les propriétés de I’addition + sur N i.e.on considere
comme acquis les résultats du paragraphe II.1.

Exercice A : (La multiplication dans N)

On suppose donné, dans cet exercice, un ensemble N contenant un élément 0, muni d’une applica-
tions : N — Netd’une applications + : N x N — N satisfaisant les axiomes I1.0.PA ), I1.0.PA,),
I1.0.PA3), I1.1.1.PA,) et I1.1.1.PA;).

On veut définir la multiplication x : N x N — N satisfaisant les axiomes :

PAg) (Mult,)
VpeN, (0 x p = 0).

PA;) (Mult,)

VweN, VgeN, (s(p) x ¢ = (p*q) +q).
ainsi qu’un certain nombre d’autres propriétés.

1) On cherche a définir une application 7 : N — N ou encore un élément de (NY)" de la ma-
niére suivante :

i) m(0) := Oi.e.

ii)
Vn eN, m(s(n)) = n(n)+Idy, i.e. Vn € N, Vp € N, 7(s(n))(p) = 7(n)(p) +p.

Montrer que 7 est bien définie c’est-a-dire que le domaine de définition D de 7 est égal a N.

2) On note désormais,
VpeN,VgeN, p x ¢ := 7(p)(q) -

Vérifier que * ainsi définie vérifie les axiomes PAg) et PA7).

Exercice B: (f(n) >n)
Soientn € Net f : [0;n] — N une application strictement croissante.

1) Montrer que pourtout 0 < k£ < n f(k) > k.

2) A-t-on, sans hypothese supplémentaire f(k) > k 7



3) Que deviennent les résultats ci-dessus si f est simplement croissante ?

Exercice C : Soient p et ¢ deux entiers naturels.

1) Montrer qu’il existe une application injective f : [0;p] — [0;¢| si et seulement si p < gq.
2) En déduire qu’il existe une application bijective f : [0;p] — [0;¢] si et seulementsip = ¢ .

3) En déduire qu’il n’existe pas d’application injective f : N — [0; p|.

Exercice D : (Intersection et réunion de parties finies)
Soit £/ un ensemble A et B des parties de . On suppose que A (resp. B ,) est une partie finie et

que #(A) = p € N(resp. #(B) = ¢ € N )

1) Montrer que #(AUB) < p+q.

2) Montrer que #(A N B) < min(p, q).

Exercice E : (Parties a k& éléments)

Pour deux entiers naturels n et £ on note (Z) le nombre de parties a k. éléments dans un ensemble

a n éléments. On ne supposera connue, avant qu’elle n’ait été démontrée, aucune des propriétés de ce
nombre et en particulier son expresion en fonction de £ et de n qu’on établira a la question 3).

1) Rappeler pourquoi
VneN, VkeN, (k>n = <Z> —0).

2) Montrer que

¥n €N, Vk € N, ((Z:) = (k:il) + (Z))

Indication : Dans un ensemble a n + 1 éléments, on pourra fixer un élément x, et considérer les parties a
k + 1 éléments qui contiennent x d’une part et celles qui ne le contiennent pas d’autre part.

3) Onpose(! := letVneN, (n+1)! == (n+1)=*nl.
Déduire de ce qui précede que

< _
vn €N, Vk € N, (k: n = (k) = k:)!k!) .

4) On adoptera la convention que Vo € Z, a° = 1.
Montrer que

VneN, VaeZ VbeZ, ((a+b)" = (”) afo" ")
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Groupes, morphismes, sous-groupes

Exercice A : Pour chacun de ces ensembles, déterminer s’il est un groupe ou non.
— (R, ),
— (R, x),
— (€, %),
— ([0,1], ),
- (@[\/5]*7 X)a

— (R* x R, %) ou * est définie, pour n € N*, par

(z,y)* («,y) = (z2', 2y + ya™) .

Exercice B : (Unicité des éléments remarquables)
Soit (£, %) un ensemble muni d’une loi associative.

1) (Elément neutre)
Montrer que si (£, ) posséde un élément neutre ¢ celui-ci est unique.

2) (Symétrique)
Montrer que si (F, *) posseéde un élément neutre €, tout élément z € F posséde au plus un symétrique.

Exercice C: (Morphismes de groupes)
Soit
f o (G,xeq) — (H, o €p)

un morphisme de groupes.
1) (Elément neutre)

Montrer que f(eg) = €g.

2) (Symétrique)
Montrer que pour tout x € G, si y est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(z).

3) (Image)
Montrer que Im f est un sous-groupe de (H, e).

4) (Noyau)
Montrer que Ker f est un sous-groupe de (G, *).



5) (Isomorphisme)
Montrer que si f est bijective et que g est son applications réciproque, alors g est un morphisme de
groupe.

Exercice D : (Intersection de deux sous-groupes)
Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe GG, H N K est un sous-groupe de G.

Exercice E : (Union de deux sous-groupes)
Etant donnés des sous-groupes H et K d’un groupe commutatif (G,+), montrer que H U K est un
sous-groupe de (G, +) si et seulementsi H C K ou K C H.
Indication : Montrer qu’il revient au méme de démontrer que [H ¢ K et H U K sous-groupe entraine
K C H|] puis prouver cette derniére assertion.

Exercice F : Faire la preuve de la proposition II1.3.6.1v).

Exercice G : Soit S une partie de GG et H une autre partie de G. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) L’ensemble H est I’intersection de tous les sous-groupes de GG contenant S.

b) L’ensemble H est un sous-groupe de G contenant S et tel que, pour tout sous-groupe K de G conte-
nant S, H C K.

c) H est constitué des éléments t1¢5 . ..t, avec r > 1 ol un élément ¢; est dans S ou a son inverse dans

S.

Exercice H: (Somme de groupes abéliens)
Montrer que si GG est un groupe abélien, H et /X deux sous-groupes de G,

H+K ={r € G;3y € H Iz € K,z = y+2z}.

Exercice I : Soit ; -
COS — S1n
SOy (R) = {M(@) = (sin@ cos 0 ), 0 e R} )

Montrer que (SO2(R), x) est un groupe abélien, et que 1’application

M: R,+) — SO:(R)
0 — M(0)

est un morphisme de groupes.

Exercice J: Soit
P C RPetG = {g € SO3(R); g(P) = P}.

Montrer <que G est un sous-groupe de SO5(R).

Code :
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Compléments sur les relations d’équivalence

Exercice A : (Classes d’équivalence)
Faire la preuve du lemme 1.5.2.

Exercice B : 1) Soit £ := N x N, on définit R par :
(p,aq) R(r,s) & p+s =q+r.

Montrer que R est une relation d’équivalence. Identifier £/R.

2) Meémes questions avec £ = 7Z x N* et (p,q)R(p,¢') < pqd = pq.

Exercice C: A étant un ensemble,
Dans A? on définit la relation R par :

(z,y)R(z" ) ey =1y
1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
2) Déterminer la classe d’équivalence de (z,y) € A2

3) Déterminer une application 7 telle que V(z,y) € A2, laclasse de (z, y) soit I'image réciproque d’un
singleton.

Exercice D : Dans C on définit la relation R par :

2RZ & |2 =17 .

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

2) Déterminer la classe d’équivalence de chaque z € C.



Exercice E : Soit ‘R une relation binaire sur un ensemble £, symétrique et transitive. Que penser du
raisonnement suivant ?

“rRy = yRax car R est symétrique,
or (rRy et yRx) = xR car R est transitive,
donc R est réflexive.”

Exercice F : FEtudier les propriétés des relations suivantes. Dans le cas d’une relation d’équivalence,
préciser les classes; dans le cas d’une relation d’ordre, préciser si elle est totale, si I’ensemble admet un
plus petit ou plus grand élément.

1) DansP(E): AR\B< ACB ; ARB< ANB=1.

2) DansZ:aRs3b < aetbontlamémeparit¢t ; aRp< IneENa—b=3n ; aRsbsa—b
est divisible par 3.

Exercice G : Un ensemble est dit bien ordonné si toute partie non vide admet un plus petit élément.

1) Donner un exemple d’ensemble bien ordonné et un exemple d’ensemble qui ne I’est pas.
2) Montrer que bien ordonné implique totalement ordonné.

3) Laréciproque est-elle vraie ?

Exercice H: (Produit cartésien)
Soient deux relations d’équivalence : R sur F/, et S sur F. On définit sur £ x F :

(z,y) ~ (2',y) <= 2Rz et ySy' .

1) Vdérifier que ~ est une relation d’équivalence.

2) Soit
¢ ExXF — (E/R)x (F/S), (x,y) = (&,9)

Démontrer que ¢ est compatible avec ~, et que I’application quotient associée est une bijection.

ExerciceI: (XUA=Y UA)
Soit £ un ensemble et A C £. On définit la relation sur P(E) :

VX,Y)ePE)xPE), X ~Y & XUA=Y UA;

PE) = {A, A C E}

est I’ensemble des parties de F.

1) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.



2) Soit
¢ : P(E) = P(E\A), X —» X\A.

Montrer que ¢ est compatible avec ~, et que 1’application quotient associée est une bijection.

Exercice J : (équivalences sur £7)
Soit F un ensemble non vide. On considére les relations sur F = EF :

f~g < dneN telque f" = ¢",
f~g < dm,neN" telque f* = g™
f=g9g = f(E) =g().

J

1) Montrer que ~, ~, = sont des relations d’équivalence.

2) Pour f € F,onnote f~, f~, f= les classes d’équivalence de f modulo ~, ~, = .

)

a) Comparer f~, f7.
b) Montrer que toute classe d’équivalence pour == est réunion de classes d’équivalence pour ~ .
¢) Que pouvez-vous dire de f s’il existe g € f~ injective ? surjective ?

d) Méme question avec f=.
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Entiers relatifs

Exercice A : (Caractérisation des sous-groupes de 7Z)
Montrer qu’une partie H C Z est un sous-groupe de (Z, +) si et seulement s’il existe un entier naturel
d tel que
H =4dZ = {dz, z€Z}.

Exercice B : 1) Montrer que tout entier relatif divise 0 tandis que 0 ne divise que lui-méme.

Pour tout entier naturel n on définit la relation de congruence modulo n sur Z par a congrue a b
modulo 7 si n divise b — a et ’on écrit
a = bn].

2) Montrer que la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

On notera 7Z/nZ I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo 7,
qu’on abregera en Classes de congruence modulo n.
Pour tout ¢ € Z, on notera 7, (a) ou @ la classe de « modulo 7 .

3) a) Montrerque m, : Z — 7Z/nZ estune application surjective. On ’lappelle usuellement sur-
Jection canonique.

b) Est-elle injective ?
4) Donner le cardinal de Z/nZ .

5) Un entier naturel n étant fixé, montrer que, pour tout quadruplet (a, b, a’, b’") d’entiers relatifs,

a =dnlesb=b[n] = a+b=d+V]n.

6) Sous les mémes hypotheses qu’a la question précédente, montrer que

a =dnletb =V [n] = ab = d =+l [n].



Exercice C : (L’addition sur Z/nZ)
Pour tout entier n > 2, on note

Z/nZ ’ensemble des classes de congruence modulo n
et m, : Z — 7Z/nZ lasurjection canonique (cf. exercice B.)

1) Montrer que 1’on définit bien une loi interne
+ : Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ

en posant, pour tout couple («, §) d’éléments de Z/nZ,

a+ f:=a+b

a + b est la classe de congruence modulo n de la somme a + b

pour a (resp. b, ) n’importe quel représentant de « (resp. [ .)

2) Montrer que + ainsi définie sur Z/nZ est associative, posséde un élément neutre qu’on déterminera,
que tout élément possede un opposé et que + est commutative.

3) Montrer que la loi + ainsi définie sur Z/nZ est la seule telle que 7, soit un morphisme de groupes.

4) Montrer qu’en tant que morphisme de groupes, 7, s’identifie au morphisme e

Exercice D : (Numération en base b)
Dans tout cet exercice b est un entier naturel strictement supérieur a 1. On cherche a établir le
résultat suivant : pour tout entier relatif > non nul, il existe un unique ¢ € {—1, 1}, un unique entier
naturel d et un unique d + 1-uplet z; ,o<;<4 tels que :

Vo<i<d,0<z <b; 1
0<zg<b; 2

d
z:eZzibi. 3

i=0

1) (Existence)

a) Pourtoutn € N* montrer qu’il existe un plus grand entier deg(n) tel que 6™ < n et qu’alors
bdeg(n)Jrl > n.

b) Montrer qu’il existe des entiers g et tels que n = b8 g+ravec0 < ¢ < bet0 < r < bdes®)

¢) En déduire que pour tout n € N*, il existe un entier d, et des entiers n; ,0<;<q Satisfaisant aux
conditions 1 et 2 de I’énoncé et tels que
d
n = Znibi )
i=0



d) Généraliser le résultat précédent a un entier z € Z".

2) (Unicité)
Pour z € 77, on suppose donnés dans cette question, un élément ¢ (resp. n) de {—1, 1}, un entier
naturel d (resp. e, ) un d + 1-uplet z; ,o<;<4 (resp. un e + 1-uplet y; ,o<;<. ) satisfaisant respectivement
aux conditions 1 a 3.

a) Montrer que e = 7).
b) Montrer que
d
> bt < b
=0
En déduire que si I’on suppose d < e on aboutit a une contradiction. Conclure que d = e.
¢) Montrer que b divise o — yo et en déduire que xyg = ¥o.

d) Montrer finalement (par récurrence) que x; = y; pourtoutl < ¢ < d.
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Actions de groupe

Exercice A : (Sous-groupe d’un groupe fini)
Faire la preuve de la proposition V.6.3 et comparer avec la proposition 111.3.4.

Exercice B : (Sphére unité)
L’espace vectoriel R? étant muni de son produit scalaire canonique, on note S I’ensemble des
vecteurs de norme 1 (la sphére unité.)

1) Montrer que les groupes O3(R) et SO53(R) agissent sur S.

2) Laction de O3(R) (resp. SO3(R)) sur S est-elle transitive ?

Exercice C : (Poles d’une isométrie)

Les notations étant par ailleurs celles de I’exercice B, on considére un sous-groupe G de SO;(R).
Pour tout f/ € SO3(R), ses poles sont les éléments v € S tels que f(v) = v. On rappelle qu’un
élément de SO5(R) différent de I’identité a exactement deux poles et on note P ’ensemble des poles
des éléments de G \ 1d.

Que I’on définit bien une action de G sur P par

(9:p) = g-p = g(p).

Est-elle transitive ?

Exercice D : 1) Compléter la preuve de la proposition V.4.4.

2) Soit G un groupe fini.
Montrer que si H est un groupe dont le cardinal est moitié de celui de GG, alors H est un sous-groupe
distingué de G.

Exercice E : (Equation aux classes)
Soit (G, x) un groupe dont on note ¢ I’élément neutre.
Pour tout (7,y) € G x G, on dit que y est conjugué a x s’il existe g € Gtelquey = g 'xxx*g.
On notera x ~ y.

1) Montrer que la relation « est conjugué a » est une relation d’équivalence dite relation de conjugaison
ce qui permettra de dire dorénavant x et y sont conjugués. On appellera classe de conjugaison d’un élément
x € G etonnotera T sa classe pour la relation de conjugaison.



2) On appelle centre du groupe G qu’on note Z(() le sous-ensemble
ZG) ={9g € G;YheqG, gxh = hxg} C G.
a) Montrer que Z(() est un sous-groupe distingué de G.
b) A quellle condition nécessaire et suffisante sur Z(G) G est-il abélien ?
¢) Caractériser les éléments de Z(() a I’aide de leur classe de conjugaison.

d) Montrer que si G/Z(G) est monogene alors G est abélien.
Indication : On pourra penser a écrire (en le justifiant bien entendu!) un élément x € G sous la forme

x = zxg", z€ Z(Q), g générateur de G/ Z(G) , n € N.

3) Pour tout = € G, on appelle stabilisateur de x et on note Stab () I’ensemble
Stabg(z) == {g € G; 2 = g lxxzxg} C G.
a) Montrer que, pour tout x € GG, Stabg(x) est un sous-groupe de G.
b) Quelle sous-groupe remarquable de G est contenu dans Stabg (z) pour tout z € G, Que vaut
ﬂ Stabg(z) 7
Pour tout x € G, tout (y,2) € G x G,onnote z ~, ysiyx*z~! € Stabg(z).
¢) Rappeler pourquoi ~, est une relation d’équivalences.
d) Montrer que, pour tout x € (G, on a une bijection
G/~ =T
e) En déduire que si G est fini

Vo€ G, #(G) = #(@) - #(Staba(x))

4) Soit p un nombre premier et 7 € N*. on suppose désormais que #(G) = p'.

a) Montrer quesir = 1,ie.#(G) = p G estcyclique et par conséquent abélien.
On suppose maintenant que » € N* est quelconque.

b) Quelles valeurs peut prendre #(Z) pour x € G ?

Notons C I’ensemble des classes de conjugaison de G,

Co:={c €C;H#(c) = 1}etCsx :=C \ (.

¢) Montrer que
#(Z(Q) = #(G) = Y #(e)
c€Coo
et en déduire que p|#(Z(G)).
d) Endéduire quilexiste k¥ € N1 < k < rtel que #(Z(GQ)) = p*.

e) Déduire de ce qui précede que, si #(G) = p?, G est abélien.
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Groupe symétrique
Exercice A : (Permutations qui commutent)
Montrer que si ¢; et ¢, sont deux cycles dans S,, de supports disjoints alors
C1Cy = C(C29C1 .
Généraliser le résultat pour

(s1,82) € S, x S, quelconques .

Exercice B : (Exemples)
Simplifier, quand c’est possible, les écritures suivantes :

(1,2)? (1,2,3)%, (1,2,3)%,
(1,2,3,4), 1 <k < 4 (1,2,3,4)(1,4,3,2), (1,2,3,4)(1,3)(1,2,3,4)",
(1,2)(2,3), ((1,2)(3,4))°, ((1,2)(3,4,5))",
((1,2,3)(4,5,6))", (1,2,3)(4,5,6)(1,2,3)71(4,5,6) !
Exercice C : 1) Soient
S__1234567896ts_123456789
L= \3568 91247 27\ 956248371

des éléments de Sy.

a) Décomposer s; et s, en produit de cycles a supports deux a deux disjoints.
b) Donner I’ordre et la signature de s; et ss.

c¢) Calculer

2016 2016
s1 o etsy .

d) Les permutations s; et s, sont-elles conjuguées

i) dans Sg ?

ii) dans Ag ?

2) Quel est I’ordre maximal d’un élément de Sq? Les éléments d’ordre maximal

a) sont-ils tous conjugués dans Sy 7



b) ont-ils tous méme signature ?

¢) sont-ils tous conjugués dans Ag ?

Exercice D : (Engendrement par les transpositions)

1) Soitn € N¢ € N, ¢ > 2, cun (-cycle dont on note O.(a) 1’unique orbite non-triviale et ¢ :=
(c¢*%(a) ¢*"*(a)). Montrer que c o t est soit I’identité soit un £ — 1-cycle.

2) Déduire de ce qui précede (par récurrence) que pour tout ¢-cycle c,

c = (acla))o...o(c"2(a)cYa)).

3) En déduire que pour tout s € S, il existe r transpositions £;, 1 < ¢ < 7 telles que

s = tio ... 0t,.

Exercice E : 1) a) Montrer que, pour tout entier n > 2, §,, est engendré par les transpositions
(Gi+1)<i<no -

b) Montrer que si I’on omet I'une de ces transpositions I’ensemble de celles qui restent n’engendre
plus S, .

2) Meéme question pour les transpositions (1,7) 2 < < » -

3) Montrer que S, est engendré par (1,2) et le cycle ¢ := (1,2,...,n) . (On pourra calculer le
conjugué de (1, 2) par les puissances de ¢ .)

Exercice F : 1) a) Pour un entier naturel n > 1, déterminer I’ordre du produit s; 55 en fonction
des ordres respectifs de s; et s, pour deux éléments s; et so du groupe symétrique S,, dont les supports sont
disjoints.

b) Généraliser, pour un entier p > 2 quelconque, le résultat précédent au produit de p éléments
Si ;1<i<p du groupe symétrique S,, de supports deux a deux disjoints

/1 2 3 4
=111 8 10 4

2) Pour

56 7 8 9 10 11 c s
6 5317 9 2 Bk

calculer 5299,

ExerciceG: (S, ¢ An1)

1) Montrer qu’il n’existe pas de morphisme de groupe injectif i : S, — As.
Indication : On pourra raisonner sur le nombre d’éléments des groupes en question.

2) Plus généralement, montrer que sin € N* est pair, il n’existe pas de morphisme injectifi : S, — A, 1.
Indication : On pourra penser a utiliser les valuations 2-adiques.
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TD n° VII

Arithmétique dans Z

Exercice A : (Algorithme d’EUCLIDE et théoréeme de BEZOUT)
Considérons deux entiers relatifs o, et ;.

1) Montrer que I’on définit bien des suites @ := (@) ;nen et ¢ = (gn) ,nen €N posant, pour tout
n € N,

Eucy) sia,y1 # 0, g, est le quotient de la division euclidienne de a,, par a,, 1 et a, .o son reste;

Eucy) sia,y; = 0,¢, = a2 = 0.
2) a) Montrer que, pour toutn > 2, a,, > 0.
Onnote v := min({a, , n > 2}.

b) Comparer a, et a,; pour n > 2 et en déduire que v = 0.

Il existe donc un entier p > 2 tel que a, = 0.

¢) Montrer que, pour tout ¢ > p, a, = 0.
On suppose désormais que ay # 0 ou a; # 0.

d) Montrer qu’alors, il existe un plus grand entier naturel m tel que a,,, # 0.

3) a) Sim = 0oul, déterminer le Pged ag A ay de ag et a;.
b) Sim > 2, montrer que pour tout n < m — 2,
Gp N Qpy1 = App1 N\ Qpy2
et en déduire que a,, = ag A\ ay.
4) a) Montrer que pour tout n, il existe des entiers u,, et v, tels que a,, = u,a9 + v,a7.

b) En déduire qu’il existe des entiers u et v tels que :

ag N a1 = apu + a1v . 1

¢) Donner une formule permettant de calculer (u,1,v,.1) en fonction de (u,,, v,).



d) En déduire un algorithme permettant de calculer les coefficients u et v dans I’identité b).1. Il sont
appelés coefficients de BEZOUT.

e) Calculer le Pged et des coefficients de BEZOUT pour les couples

(27,23) , (1789,1969) , (1965, 135) .

Exercice B : (Equations de congruence)

1) Pour chacune des équations suivantes donner I’ensemble des couples (z,y) € Z x Z solution et,
quand cela est possible celui d’entre eux pour lequel |x| est minimale.

a)

3br — 49y = 55,
b)

3br — 49y = 28,
©)

11z — 35y = 23.

2) Résoudre le systeme de congruence suivant, i.e. déterminer tous les entiers relatifs X € 7Z tels que :

3r = 85
S: 4 = 617
92 = 5[11]

Indication : On pourra chercher d’abord a résoudre le systéme formé des deux premiéres équations.

Exercice C : (Unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers)

1) Etant donnés deux entiers naturels r et s, et des familles de nombres premiers p; ,;<;<, et
i s1<i<s , telles que :

Dec1) p1 < ¢,
Decy) pourtout 1 < i <7, p; < pivq;
Dec3) pourtout 1 <i < s,q; < qit1;

Dec,)

sz‘ = qu'-
i=1 i=1

En réécrivant )
(p1—aq1) H 4i ,
i=2

montrer que p; divise q; .

2) Donner une preuve (par récurrence) de I’unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers
dans Z.



Exercice D : (L’équation az? + by? = 1)
Etant donné un nombre premier p on note I, := (Z/pZ, +, x) le corps a p éléments.

1) Donner ’ensemble [F,* des éléments inversibles de F,,.

2) Montrer que pour p impair, I’équation 2> = 1 a exactement deux solutions distinctes dans F,,.
Qu’enest-il pourp = 27

Dans la suite, p est un nombre premier impair.

3) On note

X B = F, 2 — 2°.

a) Montrer que x est un morphisme de groupes.
b) Déterminer le noyau de y et donner son cardinal.
¢) Donner le cardinal de I’'image de x.

d) En déduire que I’ensemble C' des carrés de I, i.e.

C :={xe€F,;ycF,z=1y"}

1
possede Pt éléments.

4) Soient (a,b) € F,* x F,” un couple d’éléments non nuls de F,. On note

A={r €F,;yecF,r=ay’tetB :={r €F,; Iy € Fp, z =1-b°}.

a) Quel est le cardinal de A (resp. B 7)

b) En déduire que
ANB #0.

¢) Conclure finalement que pour tout couple (a, b) déléments non nuls de F,, I'équation az?+by* = 1
possede toujours un couple solution dans ), x [f,,.
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Probleme n° 1

A rendre le 9 octobre 2019

Exercice A : (Produit cartésien et applications)
Soient A, B, C trois ensembles. Etant donnée une application f : A x B — C, pourtout z € A, on
définit g(x) € C'® une application de B dans C par

9(@)(y) = f((z,y)) .

Montrer que 1’application
¢ OV = (OO, f = g

est une bijection,
Indication : on pourra donner sa bijection réciproque.

Exercice B : (Parties de cardinal pair ou impair)
Soit £ un ensemble fini de cardinal » € N*. On note P(E) I’ensemble des parties de F,

P :={A € P(E); #(A)estpair } et [ := {A € P(E); #(A) est impair } .
Soient € Feto : P(E) — P(F) définie par :

o(A):= Au{z} si z ¢
o(A):= A\{z} si =z €

A
A.
1) Déterminer o o 0.

2) Montrer que la restriction o|p de o a P est une bijection a valeurs dans /.

3) En déduire que

Exercice C : (Parties dénombrables de N)
Soit P C N, une partie (ou encore un sous-ensemble) de I’ensemble N des entiers naturels. On
suppose que P n’est pas un ensemble fini.

1) Montrer que P a un plus petit élément que 1’on notera f(0).



2) En notant

P =A{f(0)} UQ, avec f(0) ¢ Q,

montrer que () n’est pas un ensemble fini et que

Yz eQ, f(0) < z.

3) Démontrer par récurrence 1’assertion 7, (n € N,) suivante : il existe des entiers naturels f(7) .0 < i < »
tels que :

App1)
VO<i<n-—1, f(i) < f(i+1);

App2)
P ={f(0),....f(n)} UR;

Apps) ’ensemble R n’est pas fini;

App4)
VeeR, f(n) < z.

4) En déduire qu’on a ainsi construit une application strictement croissante f : N — P.
5) En déduire que f est injective et que
VneN, n < f(n).
6) Montrer que, pourtoutp € P,p € {f(0),..., f(p)} et par conséquent que f est surjective.
7) Conclure qu’alors, pour une partie P C N,

— soit P est finie,
— soit il existe une bijection f : N — P. Dans ce dernier cas, on dit que P est dénombrable.
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Corrigé du Probleme n° I

Exercice A : (Produit cartésien et applications)

Soient A, B, C trois ensembles. Etant donnée une application f : A x B — C, pour tout x € A, on
définit g(x) € C® une application de B dans C par

9(@)(y) = f((z,y)) .

Montrer que 1’application
¢ OV = (OO, f = g
est une bijection,

Indication : on pourra donner sa bijection réciproque.
Solution : Soitg : A — CPB. définisson f : Ax B — C par

f((z,y) = g(@)(y) V(z,y) € AX B, .

On définit ainsi une application
¢ (CP) = e
On a alors :
Vfe VP ¥(ay) € Ax B, ¢(f)(x)(y) = fla,y) I
et

Vg(CP)(z,y) € A x B, ¥(g)(z,y) = g(z)(y) . 2

Pour tout f € C4*B calculons (4(f)). Comme 1)(¢(f)) est une applications de A x B dans C, on
doit évaluer 1 (¢(f)) sur tous les couples (x,y) € A x B. ord’apreés 2,

V(z,y) € Ax B, ¥(o(f)(x,y) = o(f)(x,y)
qui vaut f(x,y) d’apreés 1. Il s’ensuit que
Ve OB y(op(f) = fie o ¢ = Idgaxs .

De méme Vg € (CP)4, | calculons ¢(1(g)). pour tout z € A, ¢(1)(g))(z) est une application de C
dans B, si bien qu’il faut I’évaluer sur touts les élémentsy € B. Or d’apres I,

V(z,y) € Ax B, ¢(¥(9))(@)(y) = ¥(g)(z,y)
qui vaut g(z)(y) d’apreés 2. 1l s’ensuit que

Vg € (CP)*, ¢(¢(9)) = gie ¢ o ¢ = Idnya .



Exercice B : (Parties de cardinal pair ou impair)
Soit £ un ensemble fini de cardinal » € N*. On note P(FE) I’ensemble des parties de F,

P = {A € PE); #(A)estpair } et | := {A € P(E); #(A) estimpair } .
Soient € Feto : P(E) — P(F) définie par :

o(A):= Au{z} si =z ¢ A
o(A):= A\{z} si z € A.

1) Déterminer o o 0.
Solution : Soit A € P(E).
— Siz € A,0(A) = A\ {z}. lIs’ensuitque x ¢ o(A) ; si bien que
olo(A)] = o(4) U {a} = (A\{a}) U {a} = 4.
— Siz ¢ A, 0(A = AU{x}. Il s’ensuit que z € o(A) ; si bien que

olo(A)] = o(A) \ {z} = (AU{z}) \ {z} = A,

1l en résulte que
o o0 o0 = Id'p(E) .

2) Montrer que la restriction o|p de o a P est une bijection a valeurs dans /.
Solution :
— Pourtout A € P,
—siz € A 0(A) = A\ {z}, ce qui entraine #(c(A)) = #(A) — 1 et par conséquent
o(A) € I;
—sixz ¢ A o(A) = A U {a}, ce qui entraine #(0(A)) = #(A) + 1 et par conséquent
o(A) € I.
On a donc bien montré que o|p est a valeurs dans I. On montre, exactement de la méme maniere
que oy est a valeurs dans P.
— Il découle alors de la question 1) que

op: P — Tetoy : 1 — P

sont deux applications réciproques I’'une de I’autre et sont donc I’une et I’autre bijectives.

3) En déduire que
(T _
> (-1) ( k) = 0.
k=0
Solution : Bien entendu, si I’on a établi la formule du binéme de Newton
n " /n e
= Y ()b
k=0
on constate que

i(—nk(;‘) = (1-1)" =0.

k=0
Cependant on peut aussi déduire ce résultat des propriétés combinatoires établies a la question 2). En

S

k=0 0 < k < nk pair 0 < k < nk impair
= #(P)—#)
= 0’

deux ensembles en bijection ont méme cardinal (cf. cours 11.4.13.)



Exercice C : (Parties dénombrables de N)
Soit P C N, une partie (ou encore un sous-ensemble) de I’ensemble N des entiers naturels. On
suppose que P n’est pas un ensemble fini.

1) Montrer que P a un plus petit élément que 1’on notera f(0).
Solution : Puisque P n’est pas fini, P n’est pas ’ensemble vide (). Alors P posséde un plus petit élément
(ct. cours 11.2.9.)

2) En notant

P =A{f(0)} UQ, avec f(0) ¢ Q,

montrer que () n’est pas un ensemble fini et que

VreQ, f(0) < z.

Solution : Si I’ensemble () est fini, comme le singleton {f(0)} est fini, il résulte de la proposition
11.4.2.1i1) du cours que P est fini. Par contraposée, () n’est donc pas fini.

Par ailleurs f(0) étant le plus petit élément de P, pour tout x € P, f(0) < z, et donc a fortiori,
puisque (Q C P, pourtoutz € @, f(0) < z.Or f(0) ¢, entraine que x € () implique x # f(0)
donc f(0) < .

3) Démontrer par récurrence 1’assertion 7, (n € N,) suivante : il existe des entiers naturels f(7) ,0 < i < »
tels que :

App1)
VOo<i<n-—1, f(i) < f(i+1);

App2)
P = {f(0),....f(n)} UR;

Apps) ’ensemble R n’est pas fini;

App4)
VxeR, f(n) < x.

Solution :

i) (Initialisation)

L’existence d’un entier f(0) est assurée par la question 1). La condition App;) est automatiquement
satisfaite.

Les conditions Apps), Apps) et App,) sont assurées par la question 2).

L’assertion H est donc établie.



ii) (Hérédité)
Si ‘H,, est satisfaite, d’aprés Apps), R est non vide et possede donc un plus petit élément que I’on note

f(n+1).
D’apres Appy) et App:), les entiers f(i) 0 < i < nt1 Satisfont App).
D’apres la question 2) appliqué a R puisque R n’est pas fini, il existe un ensemble S tel que

R ={f(n+1)} U 5;

{fn+1)} 0 S =0;

— S n’est pas fini;

VeeS, f(n+1) < z.

Or
P ={f0),....f(n)} UR = {f(0),....f(n+1)} U S

et les propriétés de S établies ci-dessus assurent que les assertions App,) a App,) sont satisfaites pour P, S
et les enteiers f(i) ,0 < ; < n+1 ; ¢’est-a-dire que H.,,, est établie.

4) En déduire qu’on a ainsi construit une application strictement croissante f : N — P.
Solution : Puisque H,, est vérifiée pour tout n, d’apres la question 3), on peut définir I’entier f(n) € P
pour tout n ce qui signifie que f est bien définie.
De plus en appliquant H,,; on a immédiatement

VneN, f(n) < f(n+1).
On peut en déduire, par récurrence que

VmeN, VneN m < n = f(m) < f(n).

5) En déduire que f est injective et que

VneN, n < f(n).

Solution : Une application strictement croissante est toujours injective.
L’inégalité n < f(n) a été établie au TD n° II, exercice B.

6) Montrer que, pourtoutp € P,p € {f(0),...,f(p)} et par conséquent que f est surjective.
Solution : Pour toutp € P,p € N, en particulier, si bien que d’apres la question 5),p < f(p) etH,
est satisfaite d’apres la question 3). Il s’ensuit que d’apres la question 3), Appz) et la question 3), Appy),

p € {f(0),....f(p)}-

Pour toutp € P,ilexistedonc0 < i < ptelque f(i) = p, c’esta-dire que [ est surjective.

7) Conclure qu’alors, pour une partie P C N,
— soit P est finie,
— soit il existe une bijection f : N — P. Dans ce dernier cas, on dit que P est dénombrable.
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Probleme n° 111

A rendre le 4 décembre 2019

Exercice A : (Stabilisateur)
Soit (G, *) un groupe et £ un ensemble muni d’une action de GG notée g-z pour tout (g, x) € GXE.

Montrer que pour tout (x,g9) € E x G,

Stabg(g- 1) = g * Stabg(z) * ¢~ '.

Exercice B: (Formule de BURNSIDE)
Soit (G, *) un groupe dont on note 1 1’élément neutre et ' un G-ensemble, ¢’est-a-dire un ensemble
muni d’une action de G notée
-t GxE — FE, (g,) = g-x.

On suppose désormais que G et F sont finis.

1) (Orbites et stabilisateurs)

a) Montrer qu’il y a un nombre fini d’orbites O(z;) ,1 < ; < , pour I’action de GG sur E et que chacune
d’entre elles est un ensemble fini.

b) Pourtoutx € FE rappeler (sans démonstration) la relation liant

#(G) , #(Stabg(z)) et #(O(z)) .

Pour tout ¢ € E, on note

Fixg(g) := {* € E; g-x = x} ( ousimplement ) Fix(g) .

On note
F = {(g,x) € GXE; g-x = x},
p: F - G
(9,2) — g
q: F —- FE
(g,x) — x.

2) (Formule de Burnside)

a) Décrire en fonction des objets dont on a rappelé ou donné la définition dans ce probleme

P~ ({9}) wec et a7 ({2}) ek -



b) Montrer que

F= Tla'tzh) = [To'dob

reFE g€eG

(en particulier

Vz,y) e EXE, ¢ '({z}) n¢'({y}) # 0 = ¢ '({z}) = ¢ 'y}

et

Y(g.h) € Gx G, p~'({gh) N p ' ({h}) # 0 = p'({g}) = »p'({h}).

¢) On rappelle qu’on a noté k le nombre d’orbites sous I’action de GG sur E (cf. question 1), a).) En
écrivant #(F') de deux manieres différentes établir la formule de BURNSIDE :

1 :
k = ) Z #(Fix(g)) .

geqG
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Corrigé du Probleme n° III

Exercice A : (Stabilisateur)
Soit (G, *) un groupe et £ un ensemble muni d’une action de GG notée g-x pour tout (¢,z) € GxE.

Montrer que pour tout (x,g9) € E x G,

-1

Stabg(g-z) = g * Stabg(x) % g

Solution : (Voir aussi la proposition V.1.18 du cours.)
Pour tout (x,g9,h) € ExGxG,h € Stabg(g-x) sietseulementsih-(g-x) = g¢-x si et seulement
si
gt (h-(g-2) =2 & (g xhxg) -2 = 2 & g 'xhg € Stabg(x)
c’est-a-dire qu’il existe k € Stabg(z) telque g™ xhxg = kieh = gxkxg~! c’est-a-dire finalement

que

h € gx*Stabg(z)*g*.

Exercice B: (Formule de BURNSIDE)
Soit (G, *) un groupe dont on note 1 1’élément neutre et ' un G-ensemble, ¢’est-a-dire un ensemble
muni d’une action de GG notée

- GXFE = FE, (g,x) = g-x.
On suppose désormais que G et F sont finis.

1) (Orbites et stabilisateurs)

a) Montrer qu’il y a un nombre fini d’orbites O(z;) ,1 < ; <  pour I’action de G sur E et que chacune
d’entre elles est un ensemble fini.

Solution : Les orbites sous I’action de G réalisent une partition de /. L’ensemble E étant fini, chacune
de ses parties est finie. Choisissons un ensemble R de représentants de chaque orbite. L’application naturelle
R — FE estinjective ce qui assure que R est fini et donc que les orbites sont en nombre fini.

b) Pourtoutx € FE rappeler (sans démonstration) la relation liant

#(G) , #(Stabg(z)) et #(O(z)) .

Solution : On a :

#(G) = #(Stabg(z)) x #(O(x)) (cf. cours V.1.17.)



Pour tout ¢ € F/, on note

Fixg(g) := {z € E; g-x = z} (ousimplement ) Fix(g) .

On note
F :={(g,x) € GXE; g-z = x},
p: F - G
(g,2) = g
q: F - FE
(9,) — x.

2) (Formule de Burnside)

a) Décrire en fonction des objets dont on a rappelé ou donné la définition dans ce probléme

P~ ({9}) wec et a7 ({2}) ek -

Solution : Pour tout (x,g) € F,

(r,9) € p'({g}) © g-2 = 2 & z € Fix(g)
si bien que
p'({g}) = {g} x Fix(g).

Similairement pour tout (z,g) € F,
(r,9) € ¢ '({z}) & g2 = v & g € Stabg(z)

si bien que

“'({z}) = Stabg(z) x {z}.

b) Montrer que
= [Ta'd=h) = TIr e},
rEeFE gedG
(en particulier

Vz,y) e ExXE, ¢ '({z}) n¢'({y}) # 0 = ¢ '({z}) = ¢ 'y}
et

Y(g.h) € Gx G, p({gh) np'({h}) # 0 = p({g}) = p'({h}).

Solution : Pour tout (g, z) € F,

(9,2) € p'({g}) et (9,2) € ¢ '({z})
si bien que
FCUp {g}) etFCUq ({z}) . 1
geG zeE

Par ailleurs p (resp. q) étant une application définie sur F pour toutg € G (resp.x € E,)p~'({g}) C F
(resp. ¢~ '({z}) C F,) ce qui assure que les inclusions 1 sont des égalités.

Enfin pour tout (z,y) € ExE,siq ' ({z}) N g ({y}) # 0, ilexiste (9,2) € ¢'({z}) N ¢ '({y})
c’est-a-dire que

z=4q((9,2) =2 =y
ce qui entraine
¢ ({z}) = ¢'({y}) -

Le méme raisonnement vaut pour p et vaudrait d’ailleurs pour n’importe quelle application.



¢) On rappelle qu’on a noté k le nombre d’orbites sous I’action de GG sur E (cf. question 1), a).) En
écrivant #(F') de deux manieres différentes établir la formule de BURNSIDE :

Z#le

geG

Solution : D’une part (ct. b),)

= []r'ds})

d’oul
ST #('(gh) = Y #(Fix(g)) daprés a). 1

geqG ge G

D’autre part (cf. b),)

= ]|}

reFE
d’oul

> #q ' ({x}) = ) #(Staba(x)) (cf. a).)

€ FE relE

On peut encore, (ct. question 1), a),) réécrire 1’égalité ci dessus :
k
= Z Z # (Stabg(z)) .
=1 z € O(x;)

En utilisant la question 1), b), et en remarquant que pour tout x € O(x;), O(z) = O(x;), I'égalité
précédente se réécrit encore :

Z Z = k#(G) .

i=1 z € Oz

En combinant cette derniere égalité avec 1, on établit immédiatement la formule de Burnside.
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Examen partiel du 6 novembre 2019
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, télé-
phones mobiles, objets connectés et documents ne sont pas autorisés.

Le bareme est indicatif mais ne pourra pas €tre sensiblement modifié lors de la correction. Les exercices
sont indépendants.

Exercice A : (5points) (Les endomorphismes de (Z, +))
On note (Z, +) ’ensemble Z des entiers relatifs muni de la structure de groupe donnée par 1’ad-
dition. On rappelle que I’ensemble Z est muni d’une loi de composition * (multiplication.)

1) Rappeler rapidement quelles sont les propriétés de + et * sur Z.

2) Soit f : (Z,+) — (Z,+) un morphisme de groupes de (Z, +) dans lui-méme : on dira que f
est un endomorphisme du groupe (Z, +).

a) Montrer que
Va e N, VbeZ, flaxb) = ax f(b) .

b) En déduire que
V(a,b) € ZXZ, f(axb) = ax f(b).

¢) En déduire que
Va€Z, f(a) = ax* f(1).

d) A quelle condition nécessaire et suffisante (portant sur f(1)) f est-il injectif ?
e) Montrer que f est surjectif si et seulement si f(1) = =+1.
f) A quelle condition nécessaire et suffisante (portant sur f(1)) f est-il un isomorphisme ? (on parlera

alors d’automorphisme.)
Quelle est alors son application réciproque ?



Code :

Exercice B : (7points) (Introduction aux actions de groupes)
Soit £ un ensemble et S(£) I’ensemble des bijections de £ dans lui-méme.

1) (1point) Rappeler brievement pourquoi (8 (E), o) est un groupe. Est-il abélien ?

Soit (G, ), dont on note ¢ 1’élément neutre, un groupe et ¢ : G — S(E) un morphisme de
groupe. Ceci signifie en particulier que pour tout ¢ € G, ¢(g) est une bijection de F sur lui-méme.
Ainsi pour tout x € E, ¢(g)(x) est encore un élément de £ qu’on notera g - .

2) (1point) Montrer que
V(g,h,z) e G X G X E, :

a)

b)

On définit la relation ~ ; sur I’ensemble E par

V(iz,y) EEXE, x ~py < dg € G,y =g-x.

3) (2points) a) Montrer que la relation ~ g est une relation d’équivalence.

Pour tout z € F, on note O(x) sa classe d’équivalence pour ~ et £// ~ 5 ’ensemble des classes
d’équivalence.

b) Pourtout (z,y) € E x E,quevaut O(z) N O(y)?

¢) Montrer que

E= |J o.

O e E/NE

Pour tout x € FE, on note

Stabg(z) == {9 € G; g-x = z}.

4) (3points) a) Montrer que Stabg(z) est un sous-groupe de G.
On note désormais ~, la relation sur GG définie par

V(g,h) €EG xG, g ~, h < g 'xh € Stabg(z) .

b) Montrer que ~, est une relation d’équivalence.

¢) Déterminer une bijection de I’ensemble G/ ~, des classes suivant la relation ~, est la classe O(x)
de x pour ~p .



Exercice C : (13points) (Nombre de Bell)
Etant donné un ensemble ¥, on rappelle qu’on note P( £) I’ensemble des parties (ou sous-ensembles)
de £ :
PE) = {A|[ACE} = {AVz, v € A= a2 € E}.

1) (1.5points) (Ensemble des parties)
On rappelle que si X et Y sont des ensembles finis, I’ensemble Y~ des applications de X dans Y
est fini et que

#YY) = # ()
Etant donné un ensemble E7?, pour toute partie A € P(F), de £, on note

si z ¢ A

1
xa : F — {01}, z — 0 si z¢ A,

a) Que peut-on dire des applications
C:PE) = {01}, A xaet P : {0,1}F — PE), f — f'({1}) (ustifier) ?
b) En déduire que si £ est un ensemble fini il en est de méme de P(FE) et donner le cardinal de ce
dernier.

Soit £/ un ensemble. On rappelle qu’une partition de E est une partie B de ’ensemble P(FE) des
parties de E (ou encore un élément de P (P(E))) vérifiant :

Part;) ) ¢ B ;

Pal’tg)
VXeEB WEB, (XNY #0 =X =Y);

Pal’tg)

U x =k

XeB

2) (1.5points) (Partitions des fibres)
Soient des ensembles X et Y et f : X — Y une application surjective.

a) Montrer que I’ensemble

B(f) = {y € Y [T'({yD)}

est une partition de X.

b) Montrer que si X est fini, B(f) est fini, VA € B(f), A et fini et que

#(X) = > A
A€ B(f)
Dans la suite, ' est un ensemble fini et I’on note B( F) I’ensemble des partitions de F.

3) (0.5points) (Ensembles des partitions)
Montrer que B(E) est un ensemble fini et donner un majorant de #(B(E)).

4) (1point) (Quelques exemples)
Déterminer #(B(E)) pour #(E) = 1,2,3,4.



5) (6points) On suppose dans cette question que F # ().

Comme E # (), #(F) > 1,etonnotera #(F) = n+ 1avecn € N.On fixe unélémentz € F
et on note
F :=FE\ sete dot E = F U {z}etF N {z} =0.

a) Pour tout B € B(F) montrer qu’il existe un unique A € Btel que x € A, onnotera o(B) =
AN F

b) Montrer que I’application o : B(E) — P(F) ainsi définie est surjective.

¢) Montrer que I’application
v P(F) = [0in], A — #(A)

est surjective.

d) Déduire de ce qui précede que

#(BE) = > > #'({A}).

e) Déterminer # (7' ({k})) en fonction de n et k.
Pour tout A € P(F)ettout B € o '({A}), on définit

B(B) ={X € B; X # AU {z}} = B\ {AUu{z}}.

f) Montrer que 3 est une bijection de o' ({A}) sur B(F \ A).

g) Montrer que pour toutn € N, il existe unentier b, := #(B(E)) ot #(E) = n, b, ne dépendant
que de n et donner une relation entre b, etles by .o < < n -

6) (2.5points) (Le cas de I’ensemble vide)
a) Déterminer P(P(0)).
b) Lesquels parmi les éléments de P (P (1)) sont des partitions i.e. des éléments de B(0) ?
¢) En déduire que le nombre b, de partitions d’un ensemble a 0 élément, est égal a 1.

d) Retrouver les résultats de la question 4) en utilisant la question 5) g) et calculer bs.
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Exercice A : (5points) (Les endomorphismes de (Z, +))
On note (Z, +) ’ensemble Z des entiers relatifs muni de la structure de groupe donnée par 1’ad-
dition. On rappelle que I’ensemble Z est muni d’une loi de composition * (multiplication.)

1) (0.5points) Rappeler rapidement quelles sont les propriétés de + et x sur Z.
Solution : On sait que (Z,+) est un groupe abélien . De plus la loi * est asociative, posséde 1 comme
élément neutre, est commutative et distributive sur +.

2) (4.5points) Seit f : (Z,+) — (Z,+) un morphisme de groupes de (Z, +) dans lui-méme : on
dira que f est un endomorphisme du groupe (7, +).

a) (lpoint) Montrer que

VaeN, Vb eZ, flaxb) = ax f(b).

Solution : On a
Vb e Z, f(0xb) = f(0) = 0 = 0= f(b)

c’est-a-dire que 1’égalité demandée est vérifiée poura = 0.
En outre
VaeN, VbeZ, f((a+1)xb) = flaxb+b) = flaxb) + f(b)

puisque f est un morphisme. De plus si on suppose la propriété satistaite pour a, on a :

flla+1)xb) = flaxb)+ f(b) = axf(b)+ f(b) = (a+1)xf(b)
c’est-a-dire que la propriété est satistaite pour (a + 1).

Les éléments ci-dessus permettent donc d’établir par récurrence que la propriété est satisfaite pour tout
a € N.

b) (0.5) En déduire que

V(a,b) € Z X Z, f(axb) = ax* f(b).

Solution : Pour a € N, on a établi le résultat en a). Sia ¢ N, —a € N, on a alors

flaxb) = fl=(=a)xb] = —f((=a)xD)

puisque f est un morphisme. En appliquant le point a) on a alors

flaxd) = —f((=a)xb) = —(=a)x f(b) = axf(b).



¢) (0.5points) En déduire que
Va e Z, f(a) = ax f(1).

Solution : En prenantb = 1 dans b).

d) (Ipoints) A quelle condition nécessaire et suffisante (portant sur f (1)) f est-il injectif?
Solution : Si f(1) = 0, il découle de c) que

Va € Z, f(a) = 0,

donc que f n’est pas injectif.

Si f(1) # 0,
V(a,b) € ZXZ, f(a) = f(b) = f(a)—f(b) = 0 = fla—b) =0 = (a—=b)xf(l) =0=a =10

puisque Z est un anneau integre.
Il s’ensuit que f est injectif si et seulement si f(1) # 0.

e) (I1point) Montrer que f est surjectif si et seulement si f(1) = +1.
Solution : Si f est surjectif, I’élément 1 € Z posséde un antécédent par f. Il existe donc a € Z tel que

fla) =1 = axf(l) =1

c’est-a-dire que a et f(1) sont inversibles ce qui entraine en particulier que f(1) = =+1.
Réciproquement si f(1) = +1

Va €Z, f(a) = ax f(1) = *a.

11 s’ensuit que

Va € Z, f[f(a)] = a

ce qui entraine que [ est surjectif et prouve le résultat demandé.

f) (0.5points) A quelle condition nécessaire et suffisante (portant sur f (1)) f est-il un isomorphisme ?
(on parlera alors d’automorphisme.)

Quelle est alors son application réciproque ?

Solution : Si f est un isomorphisme [ est au moins bijectif donc au moins surjectif; nécessairement
f(1) = +1 d’aprese).

Alors, d’aprés d), comme f(1) # 0, f est aussi injectif et donc bijectif. On a vu que si f(1) = 41, on
a également f o f = Idy c’est-a-dire que f est sa propre application réciproque, ce qui assure que cette
derniére est donc bien un morphisme et que partant f est un isomorphisme.

Code :

Exercice B : (7points) (Introduction aux actions de groupes)
Soit £ un ensemble et S(F) ’ensemble des bijections de F' dans lui-méme.

1) (1point) Rappeler brievement pourquoi (8 (E), o) est un groupe. Est-il abélien ?

Solution : Pour tout {(u,v)}S(E) x S(E), u o v est encore une bijection de E dans lui-méme si bien
que la loi o est interne. Elle est associative. Id g est un élément neutre et toute bijection posséde une bijection
réciproque qui est son symétrique pour o.

Le groupe (8 (E), o) n’est pas abélien en général.



Soit (G,x*), dont on note ¢ ’élément neutre, un groupe et ¢ : G — S(£) un morphisme de
groupe. Ceci signifie en particulier que pour tout ¢ € G, ¢(g) est une bijection de £ sur lui-méme.
Ainsi pour tout z € FE, ¢(g)(x) est encore un élément de £ qu’on notera g - .

2) (1point) Montrer que
V(g,h,2) e G X G X E, :

a) (0.5points)
(gxh)-x = g-(h );

Solution : Par définition,
(gxh) -z = ¢(g*h)(z).

Puisque ¢ est un morphisme on a donc

(gh)-z = [o(g) o o()](x) = d(g)l¢(h)(x)] = d(g)(h-z) = g-(h-x).

b) (0.5points)

Solution : L’image de 1’élément neutre par un morphisme de groupes est Iélément neutre i.e. ¢(c) =
Idg ; si bien que pour toutx € F,

e-x = ¢(e)(x) = Idg(x) = .

On définit la relation ~ 5 sur I’ensemble F par

Viz,y) EEXE, x ~py < dg € G,y =g-x.

3) (2points) a) (1point) Montrer que la relation ~ g est une relation d’équivalence.
Solution : Pour toutx € E,c-x = =z (cf. question 2), b),) i.e. x ~p x, c’est-a-dire que ~p est
réflexive.

Pour tout (X,y) € Ex E,sixz-yilexisteq € G telquey = g-x. Or G étant un groupe, 1’élément
g a un symétrique h et I’'on a :

y = g2
= hy = h-(9-2)
= h-y = (hxg) -z
= h-y = ¢c-x
= h-y = =z
ie. Yy ~p X

en utilisant bien entendu les résultats de la question 2), on prouve ainsi que ~ g est symétrique.
Enfin pour tout (z,y,z) € E x E X E, si

r ~p yety ~p z
il existe (g, h) € G x G tel que
y=g9g-xetz = h-y;

d’ou il résulte que
z=h-y="h-(g-2) = (hxg) -xiex ~p z;

en utilisant toujours la question 2), on prouve ainsi que ~ g est transitive.



Pour tout + € F, on note O(x) sa classe d’équivalence pour ~ et £// ~p ’ensemble des classes
d’équivalence.

b) (0.5points) Pour tout (z,y) € E x E, que vaut O(z) N O(y)?
Solution : Si O(x) N O(y) # 0, ilexiste z € O(x) N O(y). Il s’ensuit que

T ~p zetz ~g vy
d’ou il suit que x ~p y. Or pour toutw € O(y), on a
T ~p Yyety ~p w;

ce qui entraine que
r ~g wieW € O(z).

On montre ainsi que O(y) C O(z). Or étant donnée la symétrie du probléme, le méme raisonnement
montre que O(x) C O(y), si bien que O(x) = O(y). On a donc :

V(z,y) e EX E, O(z) N O(y) = DouO(z) = O(y) = O(z) N O(y) .

¢) (0.5points) Montrer que

E= |J o.

O € E/~g
Solution : Ceci découle immédiatement du fait que ~ g, est réflexive et donc que

Vee E, x € O(x) .

Pour tout x+ € FE, on note

Stabg(z) == {9 € G; g-x = z}.

4) (3points) a) (lpoints) Montrer que Stabg(x) est un sous-groupe de G.
Solution : Puisque ¢ - & = x (cf. question 2), b),) ¢ € Stabg(x). Ainsi Stabg(x) # (). Par ailleurs :

V(g,h) € Stabg(z) x Stabg(z), * = g-o et =z = h-x
= r =gz et hl-x=ux
= r = g-(h'-x)
= (gxh™Y) -2
= gxh™' € Stabg(z);

ce qui acheve de prouver que Stabg(x) est un sous-groupe de G.



On note désormais ~, la relation sur GG définie par

Y(g,h) EG X G, g ~x h & g 'xh € Stabg(z) .

b) (0.5points) Montrer que ~,, est une relation d’équivalence.

Solution : Pour toutg € G puisque Stabg(z) estun sous-groupede G, e € Stabg(r)ie g7t xg € Stabg(z)
i.e.qg ~y g :~, estréflexive.

Comme Stab () est un groupe

Y(g,h) € G x G, g ~gz h
= g 'xh € Stabg(z)
= hlxg = g'xh™! € Stabg(z)
= h ~. g
ce qui prouve que ~, est symétrique.
Finalement, toujours du fait que Stabg () est un groupe :
V(g,h,k) € G x G x G, grah et h~gk
= g xh € Stabg(z) et h7'xk € Stabg(x)
= glxk = (g7 xh)x (R xk) Stabg(x)
= g ~z k;

ce qui assure que ~, est transitive.

¢) (1.5points) Déterminer une bijection de I’ensemble GG/ ~, des classes suivant la relation ~, est la
classe O(x) de = pour ~p .

Solution : Pour tout g € G on note (g) := g - x si bien que 3 est une applications de G dans O(zx).
Pourtouty € O(x)y ~pg x sibien qu’il existe g € G tel que

si bien que [3 est surjective.

Or
V(g h) € G x G, plg) = B
& g-x = h-x
& (g7txh)-z = «x
& g t'xh € Stabg(z)
& g ~gz h.

11 s’ensuit que 3 définit une unique application injective

Comme f3 est surjective (3 I’est encore ; si bien que finalement /3 est bijective.

Exercice C : (13points) (Nombre de Bell)
Etant donné un ensemble ¥, on rappelle qu’on note P( £) I’ensemble des parties (ou sous-ensembles)
de £ :

PE) = {A|[ACE} = {AVzx, v € A= a2 € E}.



1) (1.5points) (Ensemble des parties)
On rappelle que si X et Y sont des ensembles finis, I’ensemble Y~ des applications de X dans Y
est fini et que

#(YY) = #()*O.
Etant donné un ensemble E?, pour toute partie A € P(FE), de £, on note

si z ¢ A

1
xa : E — {0,1}, 2z — 0 si z¢A.

a) (Ipoint) Que peut-on dire des applications

C:PE) = {01}, A xaetP: {0,1}F — PE), f — f'({1}) (justifier) ?

Solution : Pour tout A € P(E), déterminons d’abord P(C(A)). Par définition
VAeP(E),Vxe E, x € P(C(A)) < C(A)(z) =1
ce qui signifie ancore x a(x) = 1 et équivautdonc ax € A. Il en résulte que
VA e P(E), P(C(A)) = AieP o C = ldp .
Pour tout f € {0, 1}¥ déterminons C(P(f)) . Par définition,
Vfe{0,1}F, Ve € E, C(P(f))(z) = 1 & z € P(f)
ce qui signifie encore v € f~1({1}) etencore f(x) = 1. Ainsi
CP(N)@) = 1 & fz) = 1,
ce qui entraine encore
CP()x) =0 & f(x) = 0ievVeeE, C(P(f))(x) = f(z)
c’est-a-dire finalement
Vfe{0,1}", C(P(f)) = fieC o P = Idgs .

On a donc montré que les applications C' et P sont des bijections inverses I’'une de I’autre.

b) (0.5points) En déduire que si F est un ensemble fini il en est de méme de P(F) et donner le cardinal
de ce dernier.
Solution : Si E est fini {0, 1} est fini avec

#({0,1}7) = 2#7)

Or il découle de a) que P(E) et {0, 1}¥ sont en bijection, et par conséquent que si {0, 1}F est fini, P(F)
I’est aussietqu’on a :

#(P(E)) = #({0,1}F) = 2#(B)

Soit £/ un ensemble. On rappelle qu’une partition de E est une partie B de ’ensemble P(FE) des
parties de £ (ou encore un élément de P (P(E))) vérifiant :

Part;) ) ¢ B ;



Pal’tg)
VXeB YWEB, (XNY #0 =X =Y);

Pal’tg)

U x =k

XeB

2) (1.5points) (Partitions des fibres)
Soient des ensembles X et Y et f : X — Y une application surjective.

a) (0.5points) Montrer que I’ensemble

B(f) = {y € Y [T'({yD)}

est une partition de X.

Solution :

— D’abordVy €Y, f~*({y}) C X, sibienque B(f) C P(X) ouencore B(f) € P(P(X)).

Part;) Puisque f est surjective,Vy € Y, f~*({y}) # 0 si bien que B(f) satisfait 2 ’axiome Part, ).

Party) Pour tout (y,z) € Y xY, f*{y}) N f~'({z}) # 0 signifie qu’il existe v € X tel que
y = f(x) = z d’ou il résulte immédiatement que f~'({y}) = fibrefz si bien que B(f) satisfait
également I’axiome Party).

Party) Enfin pour tout v € X, x € f~'({f(z)}) ce qui assure que B(f) satisfait aussi I’axiome
Part;).

On aurait également pu remarquer que la relation ~ définie sur X par

v~y e flr) = fy)

est une relation d’équivalence dont les classes sont les éléments de B(f) qui forment donc une partition de
X.

b) (1point) Montrer que si X est fini, B(f) est fini, VA € B(f), A et fini et que
#(X) = > A

A € B(f)

Solution : 11 découle de la question 1), b) que si X est fini, P(X) est fini. Or B(f) C P(X) donc
B(f) est fini.
Par ailleurs pour tout A € B(f), A C X donc A est fini.
Enfin on peut déduire, par récurrence sur le cardinal de B(f) et grice a la formule I1.4.11.ii) du cours
que
#(X) = > A

A€ B(f)
Dans la suite, £ est un ensemble fini et I’on note B( F) I’ensemble des partitions de F.

3) (0.5points) (Ensembles des partitions)
Montrer que B(E) est un ensemble fini et donner un majorant de # (B(E)).
Solution : II découle de la définition de partition que B(E) C P(P(E)). Or on a vu a la question 1)
que si F est fini, P(E') est aussi fini ce qui entraine encore que P(P(E)) est fini. De plus, toujours en vertu
de la question 1),

#(P(P(E))) = 2#(PP) — 2

Si bien qu’on obtient du méme coup une majoration explicite

#(B(E)) < 27"



4) (1point) (Quelques exemples)
Déterminer #(B(E)) pour #(E)
Solution :

1,2,3,4.
#(E) #(B(E
1 1
2 2
3 5
4 15



5) (6points) On suppose dans cette question que F # ().

Comme E # (), #(F) > 1,etonnotera #(F) = n+ 1avecn € N.On fixe unélémentx € E
et on note
F :=FE\ sete dot E = F U {z}etF N {z} = 0.

a) (lpoint) Pour tout B € B(FE) montrer qu’il existe un unique A € B tel que x € A, on notera

a(B) = An F
Solution :
i) (Existence)
D’apres Party) il existe A € B telquex € A.
ii) (Unicité)
Pour (A,A’) € Bx B,x € Aetx € A entraineque A N A" # () d’ou d’aprés Part;), A = A'.

b) (0.5points) Montrer que I’application « : B(E) — P(F') ainsi définie est surjective.

Solution : Pour tout A € P(F), notons setinA := A U {z}P(E). On a bien entendu
r € At ANF = A.
A= EsiA=E, )
= {A} € B(E)eta(B) = A.
A# FE SiA #+ FE,

B = {AE \A} € B(E)eta(B) = A.

¢) (0.5points) Montrer que I’application
v P(F) = [05n], A — #(A)
est surjective.

Solution : Puisque ' C E, I est fini et la formule I1.4.11.ii) du cours assure que #(F') = n. Il
s’ensuit qu’il existe une bijection ¢ : F = [1;n]. Alors pour toutk € [0;n],

V(671 (0:K]) = #(o7(0:k]) = #((0:K]) = k.

d) (1point) Déduire de ce qui précede que

Z Y. #a({A)).

k=0 A € v~ ({k})

Solution : Puisque I’application « est surjective (ct. b)) et que I’application vy est surjective (cf. c),)
I’application v o « est encore surjective. Comme B(E) est un ensemble fini (cf. question 3),) on peut
appliquer la question 2), b) qui donne

Z# yoa)'({k})) .
Pour tout k € [0;n],

(yoa)'({k}) = o '(v'UKY) = U oA
A€y t({k})
Puisque
(voo)'({k}) C[B(E)
est fini et
AYea)r(try) ¢ (o) T({k}) = v ({k})

est surjective,

vk e [Osn], #((voa) ' ({k)) = Y, #(a7'({A}).

A ey 1({k})



e) (0.5points) Déterminer # (' ({k})) en fonction de n et k.
Solution : Pour tout A € P(F), pourtoutk € [0;n],

A ey ({k}) & #(A4) = k.

L’ensemble v~!({k}) est donc I’ensemble des parties de I a k éléments et I’on a
- n
#o7 @) = (3)-

Pour tout A € P(F)ettout B € a '({A}), on définit

B(B) ={X € B; X # AU {z}} = B\ {Au{z}}.

f) (1point) Montrer que 3 est une bijection de o' ({A}) sur B(F \ A).
Solution :

i) (B est bien définie)

Soit B € a '({A}).

— Pour tout X € [(B),z ¢ X puisque B est une partition de E et satisfait donc a Part,). Comme
X C Fetx ¢ X, X C F.Onadoncbien 5(B) C P(F)etméme3(B) C P(F \ A)
puisque X N A = (.

— Puisque 5(B) C Beth ¢ B,0 ¢ [(B) sibien que 3(B) satisfait I’axiome Part, ).

— Pour tout (X,Y) € B(B) x 5(B) en particulier (X,y) € B x B si bien que

XNY #0=X=Y

c’est-a-dire, que B vérifiant I’axiome Part,), ce méme axiome est encore vérifié par 5(B).

— Enfin pourtouty € F\ A, en particuliery € Eety ¢ A U {z}. Comme B satisfait Part;), il
existeY € Btelquey € Y, maisY # A U {z} sibienqueY € [(B), assurant que 3(B)
satisfait également I’axiome Parts).

ii) (3 est bijective)
Construisons
g B(F \A) — B(F), B+~ BU{AU {x}}.

— Puisque() ¢ B0 ¢ 5”'(B).

— Les éléments de B étant deux a deux disjoints et tous disjoints de A U {x}, les éléments de ('(B)
sont encore deux a deux disjoints.

— Enfin

U x= JXxuAu{a} =F\AUAU {2} =F = {2} = E.
X € p/(B) XeB

Il s’ensuit qu’on a bien

VB eB(F \ A), B(B) € B(E).

De plus il est immédiat de constater que
VB e B(F \ A), a(f'(B)) = Aiep'(B) € a'({A})
si bien qu’on a défini une application
B B(E\ A) = a”'({4}).

C’est une vérification trés élémentaire que de montrer que (3 et 3’ sont inverses lune de I’autre.

10



g) (1.5points) Montrer que pour toutn € N, il existe un entier b, := #(B(E)) o #(E) = n, b,
ne dépendant que de n et donner une relation entre b, ; etles by .o < k < » -

Solution : Formullons I’hypothése de récurrence H,, : Pour tout() < k < n il existe un entier b, tel
que pour tout ensemble E vérifiant #(E) = k, #(B(E)) = by.

L’hypotese H signifie exactement que le nombre de partitions d’un ensemble a 0 éléments est bien
déterminé i.e. que le nombre de partitions de I’ensemble vide est bien déterminé ce qui est le cas. En effet
B(0) est un sous-ensemble bien déterminé de P (P(())). On déterminera b, a la question 6), ¢).

Soit donc n € N et E fini avec #(E) = n + 1. On note x et F' comme au début de la question
question 5). Les applications «, 3 et -y sont celles définies respectivement en a), f) et c).

Il résulte de d) que
Z Z #(a~'({A}) .

0=1 4 €y~ ({k})

En vertu de f) I’égalité ci-dessus devient

#BE) =D > #(BF\A).
k=0 A € 1~ 1({k})
OrVA € P(F), FF \ A C F sibien que #(F \ A) < n. En vertu de I’hypothése H,,,
#(B(F \ A) = by 2 -

11 s’ensuit que

Z Z bur\ 4) -

k=0 A € y=1({k})

Orpourtout A € v~ '({k}), #(A) = k sibien que #(F \ A) = n — k. On obtient donc :

=D D> bk = 2 #OT R b
k=0

k=0 A € v~ ({k})

En appliquant finalement e), on obtient

#(B(E)) = :O (Z) b -

Ceci prouve d’une part que # (B(E)) ne dépend que de #(E), et qu'on a

6) (2.5points) (Le cas de I’ensemble vide)

a) (0.5points) Déterminer P (P(0)).
Solution : OnaP(0) = {0} d’ou

P(P@) = {0.{0}} .

11



b) (0.5points) Lesquels parmi les éléments de P (P(f)) sont des partitions i.e. des éléments de B(0) ?

Solution : II est clair que {(} ne peut-étre une partition puisque ) € {0} ce qui contredirait I’axiome
Party).

II est peut-étre moins évident de se convaincre que () est une partition mais en y regardant de plus prés :

i) (Part;))
Puisque () n’a aucun élément on n’a pas en particulier () € () ce qui assure que Part, ) est satisfait.

ii) (Party))
Dans I’'implication la prémice est toujours fausse ce qui assure que I’implication elle-méme est toujours
vraie.

iii) (Parts))
11 faut vérifier que

Upz@.

p€eD

¢) (0.5points) En déduire que le nombre by de partitions d’un ensemble a 0 élément, est égal a 1.
Solution : Un ensemble a 0 élément étant forcément égal au vide, on déduit de ce qui précede que :

b(]:l. 1

d) (Ipoint) Retrouver les résultats de la question 4) en utilisant la question 5) g) et calculer bs.
Solution :

bO = 17

b = <8) bo
e

= b+ b
= 2

2 2 2
= 2+2+41
3 3 3 3
= 5+3%x2+3+1
= 15,
4 4 4 4 4
bs = <0>b4+<1>b3+(2)b2+<3)b1+<4>bo
= 154+4x5+6%x2+4%x1+1
= 52.

12
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Examen du 8 janvier 2020
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, télé-
phones mobiles, objets connectés et documents ne sont pas autorisés.
Exercice A : (10points) (Le groupe symétrique Sg)
1) (Spoints) Soient s et ¢ les éléments du groupe symétrique Sg définis par :

s = (1234)(3456)(5678) et t := (1256)(5678)(7834).

a) (1point) Décomposer s et t en produits de cycles a supports deux a deux disjoints.
b) (Ipoint) Quels sont I’ordre et la signature de s et ¢ respectivement ?

¢) (Ipoint) Calculer

5 ’ t5 ’ 2020 et 752020 ]

S S

d) (2points) Les éléments s et ¢ sont-ils conjugués dans Sg (resp. Ag ?) Si oui donner un élément

u € Sg(resp.u € Ag)tel que

t = usu"t.

2) (2points) (Ordre dans le groupe symétrique Sg)
Le Groupe symétrique Sg

a) (0.5points) contient-il un élément d’ordre 12 ?
b) (0.5points) contient-il un élément d’ordre 14 ?
¢) (1point) Quel est I’ordre maximal d’un élément de Sg 7
3) (7points) a) (Ilpoint) Donner un élément s € Sy tel que :
i) 2 =1d;
ii) pourtoutl < i < 8s(i) # 1.

b) (1point) Quels sont I’ordre et la signature de I’élément s donné en a) ?
Notons £ I’ensemble des éléments s € Sg vérifiant a).i) et a).ii).

¢) (0.5points) Les éléments de £ ont-ils tous méme ordre ?
d) (Ipoints) Les éléments de F ont-ils tous méme signature ?
e) (lpoint) Les éléments de e sont-ils tous conjugués ?

f) (1point) Combien I’ensemble E a-t-il d’éléments ?

g) (0.5points) L’ensemble F est-il un sous-groupe de Sg 7

h) (lpoint) Existe-t-il un élément s € Sg vérifiant (i) et 3 = Id ?



Exercice B : (2points) (L’équation ag® = p?)
Soient a, p, ¢, des éléments de Z tels que

a # 0;aq> — p* = 0; pet g sont premiers entre eux.

Pour tout n € Z, on pose :

p(n) = ag—npetg(n) := p—nq.

1) (0.5points) Calculer
Vn € Z, aq(n)? — p(n)?* .

2) (1point) Montrer que
Vn € Z, pq(n) — qp(n) = Ooupg(n) + gp(n) = 0.

3) (1.5points) En déduire que
Vn € Z, qlq(n)

puisque ¢ = 1.

4) (lpoint) D’apres ce qui précede, que peut-on dire d’un entiers relatif a € Z tel qu’il existe x € Q

vérifiant 2 = a ?



Exercice C : (8points) (Autour de I’inversion de MOBIUS)

On note P C N I’ensemble des nombres premiers i.e. des éléments irréductibles de Z, positifs ;
ou bien encore

VpeZ,p e P p>2etVneN, nlp < n=1loun = p.

On note alors
VneN, S(n) := {p € P; pln}.

1) (3.5points) Rappeler pourquoi :
a) (lpoints)
Vn € N*, §(n) est un ensemble fini;

b) (lpoint) pourtoutn € N* pourtoutp € S(n), il existe un unique v,(n) tel que
n —= Z pvp(n) .
p € S(n)

Pourp ¢ S(n), on poserav,(n) = 0.

¢) (1.5points) Pour (a,b) € N x N d leur Pged et m leur Ppem, déterminer S(d) et S(m), puis

Vp € §(d), (resp.Vp € S(m), ,) vy(d) (resp. vy(m) .)

On note désormais
Vn € N*, h(n) := max (v,(n)).

p € S(n)
On pourrait tout a fait prendre la convention /,(0) = +oo mais elle ne sera pas utilisée dans la suite.
Ainsi On définit la fonction de Mobius 1. par :

Vn € N*,
sih(n)>1 pn) = 0
sih(n) <1 pn) = (—1)#EM)

Y

2) (1.5points) Pour
n=1,2,34,6,10,20, 30,
donner §(n), h(n) et u(n).

Pour tout n € N*  on rappelle que 79(8 (n)) est I’ensemble des parties (ou sous-ensembles) de
S(n).

3) (1point) Donner P(S(n)) pour

n=1,2,10,30.

Pour tout n € N*, on note

D(n) :=;d € N;dnet h(d) < 1}etVd € D, o(d) := S(d) .

4) (4points) a) (Ipoint) Montrer que, pour toutn € N*, o estune bijectionde D(n) sur P(S(n)).

b) (1point) Montrer que

Ve N, Y pu(d) = ) u(d).

din de D



¢) (2points) En déduire que

Vn €N, Y pu(d) = Osin>letlsin = 1.

din
5) (2points) Soient
fyg : N* — Z vérifiant Vn € N* Z g(d
Montrer que
¥n e N¥, = > f(d)pu(n/d).

din
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Exercice A : (14points) (Le groupe symétrique Sg)
1) (5points) Soient s et ¢ les éléments du groupe symétrique Sg définis par :

s = (1234)(3456)(5678) et t := (1256)(5678)(7834).

a) (Ipoint) Décomposer s et ¢ en produits de cycles a supports deux a deux disjoints.
b) (Ipoint) Quels sont I’ordre et la signature de s et ¢ respectivement ?

¢) (Ipoint) Calculer
§5 10, 52020 of 42020

d) (2points) Les éléments s et ¢ sont-ils conjugués dans Sg (resp. Ag ?) Si oui donner un élément
u € Sg(resp.u € Ag)tel que

t = usu~t.

2) (2points) (Ordre dans le groupe symétrique Sg)
Le Groupe symétrique Sg

a) (0.5points) contient-il un élément d’ordre 12 ?
Solution : L’élément (123)(4567) est d’ordre 3 x4 = 12 dans Ss.

b) (0.5points) contient-il un élément d’ordre 14 7
Solution : Comme 14 = 2x 7, un élément d’ordre 14 dans Sy est soit un 14-cycle (il n’y en a pas dans
Ss,) soit le produit d’un 2-cycle par un 7-cycle a supports disjoints (il n’y en a pas non plus dans Sg.)



¢) (1point) Quel est I’ordre maximal d’un élément de Sg 7
Solution : On peut grace a la proposition V1.3.5, décrire toutes les classes de conjugaison de Sg et I’on
sait que dans une méme classe de conjugaison, tous les éléments ont méme ordre :

Type cyclique  Ordre

(2) 2
(2,2) 2
(2,2,2) 2
(2,2,2,2) 2
(2,3) 6
(2,2,3) 6
(2,3,3) 6
(2,4) 4
(2,2,4) 4
(2,5) 10
(2,6) 6
(3) 3
(3,3) 3
(3,4) 12
(3,5) 15
(4) 4
(4,4) 4
(5) 5
(6) 6
(7) 7
(8) 8.

1l en découle que I’ordre maximal pour un élément de Sg est 15.

3) (7points) a) (Ipoint) Donner un élément s € Sg tel que :

i) s =1d;
ii) pourtoutl < i < 8s(i) # 1.

b) (1point) Quels sont I’ordre et la signature de I’élément s donné en a) ?
Notons £ I’ensemble des éléments s € Sg vérifiant a).i) et a).ii).

¢) (0.5points) Les éléments de £ ont-ils tous méme ordre ?
d) (Ipoints) Les éléments de F ont-ils tous méme signature ?
e) (lpoint) Les éléments de e sont-ils tous conjugués ?

f) (Ipoint) Combien I’ensemble £ a-t-il d’éléments ?

g) (0.5points) L’ensemble £ est-il un sous-groupe de Sg 7

h) (1point) Existe-t-il un élément s € Sg vérifiant (i) et s° = Id ?



Exercice B : (4points) (L’équation ag® = p?)
Soient a, p, ¢, des éléments de Z tels que

a # 0;a¢® — p> = 0; pet g sont premiers entre eux.

Pour tout n € Z, on pose :

p(n) == ag—npetq(n) == p—ng.

1) (0.5points) Calculer
Vn € Z, aq(n)® — p(n)*.

Solution :

—aq(n)? = a®’¢ +p*n* — 2apqn — ap® — an’®q* + 2apgn
= a(ag® = p*) —n*(ag® — p*)

(a —n*)(ag® - p?)

0.

p(n)

2) (1point) Montrer que

Vn € Z, pq(n) — qp(n) = Ooupg(n) + gp(n) = 0.

Solution :

a(pg(n) — qp(n))(pa(n) + qp(n)) = a(p’q(n)® — ¢’p(n)?)

3) (1.5points) En déduire que
Vn € Z, qla(n)

puisque g = 1.
Solution : D’apres la question 2),

Vn € Z, gp(n) = pq(n) ougp(n) = —pq(n) .

Orp N g = 1. On adonc, dans les deux cas,, en vertu du lemme de GAUSS

qla(n) -
Il en résulte que :
VYneZ, Ir € 7, q(n) = qr
& p—qn = qr
& gn+'r) = p;
c’est-a-dire que
qlp -
Commep A q = 1,
q =1



4) (1point) D’apres ce qui précede, que peut-on dire d’un entiers relatif a € Z tel qu’il existe x € Q
vérifiant 72 = a ?

Exercice C : (12points) (Autour de I’inversion de MOBIUS)
On note P C N I’ensemble des nombres premiers i.e. des éléments irréductibles de Z, positifs ;

ou bien encore

VpeZ,p e P p>2etVneN, nlp & n=1loun = p.

On note alors
VneN, S(n) == {p € P; pln}.
1) (3.5points) Rappeler pourquoi :

a) (lpoints)
Vn € N*, §(n) est un ensemble fini;

b) (lpoint) pourtoutn € N* pourtoutp € S(n), il existe un unique v,(n) tel que

n = Z pvp(”) .

p € S(n)
Pourp ¢ S(n), on poserav,(n) = 0.
¢) (1.5points) Pour (a,b) € N x N d leur Pged et m leur Ppem, déterminer S(d) et S(m), puis
Vp € 8(d), (resp.Vp € S(m), ) vp(d) (resp. vp(m) .)
On note désormais
Vn € N*, h(n) := max (v,(n)).
p € S(n)

On pourrait tout a fait prendre la convention /(0) = +oo mais elle ne sera pas utilisée dans la suite.
Ainsi On définit la fonction de Mobius 1. par :

Vn € N¥,
sih(n) >1 pn) = 0
sih(n) <1 pn) = (=1)#ES0)

2) (1.5points) Pour
n=1,2,34,6,10, 20, 30,

donner §(n), h(n) et u(n).
Solution :

n | S(n) |h(n)|pmn)
1 0 0 | 1
2| {2} 1 | -1
3| {3} | 1| -1
11 {2} 2 | 0
6 {23} | 1 | 1
10| {25} | 1 | 1
20| {2,5) | 1 | 1
30 {2,3,5}| 1 |-1.



Pour tout n € N*| on rappelle que P(S (n)) est I’ensemble des parties (ou sous-ensembles) de
S(n).

3) (Ipoint) Donner P(S(n)) pour

n=1,2,10,30.

Solution :

n | S(n) P(S(n))

1 0 {0}

21 {2} {0,{2}}

10| {2,5} {0.{2}, {5}.{2,5}}

30| {2,3,5} | {0, {2}, {3}, {5}, {2,3}, {2,5}, {3,5},{2,3,5}} .

Pour tout n € N*, on note

D(n) :==;d € N;dnet h(d) < 1}etVd e D, o(d) := S(d) .

4) (4points) a) (lpoint) Montrer que, pour toutn € N*, o estune bijectionde D(n) sur P(S(n)).

b) (1point) Montrer que

Ve N Y pu(d) = > p(d).

din de D
¢) (2points) En déduire que

Vn € N, Z,u(d) = 0sin>1letlsin = 1.
dn

Solution : En effet :

dould) = Y u(d)
dln

- Z (—1)#P)

P € P(S(n))

_ #%‘” (_1)s<#<ss<n>>>

s=0
(1 _ 1)#(5(n))

O4(S(n)).0 -



S) (2points) Soient

Montrer que

Solution : Calculons alors :

Vn € N*, Zf

: N* — Z vérifiant Vn € N Z g(d

= f(d)pu(n/d).

din

ZM (n/d)Y  g(k)

kld

ZM (d1) Z (da)
diln da|n/d1

= Z p1(d1)g(d2)
didads = n

= D g(da) Y p(d)
da|n di|n/do2

= Zg(d2)5#($(n/d2)),o
da|n

= g(n).
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Durée ...

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, télé-
phones mobiles, objets connectés et documents ne sont pas autorisés.

Exercice A : () (Equations de congruences)

1 0 a) () Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs (x, y) € Z x Z vérifiant I’équation

91z + 119y = 44 .

b) () Méme question que ci-dessus pour I’équation

91z + 119y = 42.

2) () Déterminer I’ensemble des entiers relatifs + € Z vérifiant le systéme de congruences

4r = 2[11]
S :<3r = 8[13]
6r = 1417

Exercice B : () (Le groupe symétrique Sy)

1) (5points) Soient s et ¢ les éléments du groupe symétrique Sg définis par :

s = (1234)(3456)(5678) et t := (1256)(5678)(7834).

a) (Ipoint) Décomposer s et ¢ en produits de cycles a supports deux a deux disjoints.
b) (1point) Quels sont I’ordre et la signature de s et ¢ respectivement ?

¢) (Ipoint) Calculer
§5 15§20 o (2020

d) (2points) Les éléments s et ¢ sont-ils conjugués dans Sg (resp. Ag ?) Si oui donner un élément

u € Sg(resp.u € Ag)tel que

t = usu~t.



2) (2points) (Ordre dans le groupe symétrique Sg)
Le Groupe symétrique Sg

a) (0.5points) contient-il un élément d’ordre 12 ?
b) (0.5points) contient-il un élément d’ordre 14 ?
¢) (1point) Quel est I’ordre maximal d’un élément de Sg 7
3) (7points) a) (1lpoint) Donner un élément s € Sgtel que :
i) s =1d;
ii) pourtoutl < i < 8s(i) # 7.

b) (Ipoint) Quels sont I’ordre et la signature de I’élément s donné en a)?
Notons £ I’ensemble des éléments s € Sg vérifiant a).i) et a).ii).

¢) (0.5points) Les éléments de £ ont-ils tous méme ordre ?
d) (Ipoints) Les éléments de £ ont-ils tous méme signature ?
e) (Ipoint) Les éléments de e sont-ils tous conjugués ?
f) (1point) Combien I’ensemble E a-t-il d’éléments ?
g) (0.5points) L’ensemble F est-il un sous-groupe de Sg 7
h) (1point) Existe-t-il un élément s € Sg vérifiant (ii) et s° = Id ?
Exercice C: () (L’équation ax® +by?> = 1)
Etant donné un nombre premier p on note F,, := (Z/pZ, +, %) le corps a p éléments.

1) () Donner I’ensemble F,* des éléments inversibles de F,,.

2) () Montrer que pour p impair, ’équation 2> = 1 a exactement deux solutions distinctes dans F,,.
Qu’enest-ilpourp = 27

Dans la suite, p est un nombre premier impair.

3) () Onnote

X F = F o — 22,

a) () Montrer que x est un morphisme de groupes.

b) () Déterminer le noyau de x et donner son cardinal.

¢) () Donner le cardinal de I’image de .



d) () En déduire que I’ensemble C' des carrés de [, i.e.

C:={xe€F,;IycF,z=1y"}

éléments.

1
possede Pt

4) () Soient (a,b) € F,” x F,” un couple d’éléments non nuls de F,. On note

A={r €F,;yecF,r=atetB :={r €F,; Iy €F,, v =1-b}.

a) () Quel est le cardinal de A (resp. B ?7)

b) () En déduire que
ANB #0.

¢) () Conclure finalement que pour tout couple (a, b) déléments non nuls de F,, 'équation az? +by* =
1 possede toujours un couple solution dans ), x [f,,.
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anneau principal, 9
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anneaux uniferes, 138
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classes selon H, 102

coefficients de BEZOUT, 165
comaximaux, 150

commutatif, 30, 62, 137
commutative, 27

compatible, TD n° I p. 2, 23, 33, 76
compatible a la loi, 28

congruence, 137, 168

congrus modulo n, 168
conjugaison, 92

conjugué, 123

conjugué a, TDn° V p. 1
conjugués, 98, 126

contraposée, 38

corps, 139

couple, 14

croissante, 18

cycle, 119

cyclique, 114

décomposition en produit de facteurs premiers, 176

décroissante, 18

dénombrable, Probleme n° I p. 2, Corrigé du Pro-
bleme n° I p. 4, 51, 83

descente infinie, 9

deux a deux premiers entre eux, 152, 172-174

deuxieéme projection, 19

distingué, 102, 133

distributive, 135

dividende, 85

divise, 150

diviseur, 85, 150

division euclidienne, 86, 169

domaine, 16

endomorphisme, Examen partiel du 6 novembre 2019
p. 1, Corrigé de I’examen partiel du 6 no-
vembre 2019 p. 1, 26, 64, 98, 141

engendré, 70



ensemble, 3 inférieur ou égal a, 38, 81

ensemble des entiers naturels, 35 injective, 17, 74
ensemble ordonné, 16 integre, 139
ensemble quotient, 25 invariant, 102
ensemble totalement ordonné, 16 invariant par conjugaison, 102
ensemble des entiers relatifs, 74 invariante, 91
entier relatif, 74 inverse, 30, 63, 81, 138
entiers naturels, 35 inversibles, 81, 138
entiers relatifs négatifs, 75 irréductible, 151
entiers relatifs positifs, 75 isomorphisme, 26, 64, 140
Euclide, 167, 176 isomorphisme d’anneaux, 31
Euler, 171 isomorphisme de groupes, 30
exposant, 81

libre, 94
fidele, 94 librement, 94
fidelement, 94 loi de composition, 3, 25, 61
fini, 49, 83, 111 loi de composition interne, 25
fonction, 15 loi induite, 30
fonction de choix, 22 loi interne, 25

fonction de Mobius, Examen du 8 janvier 2020 p. 3, loi produit, 59, 111
Corrigé de I’examen du 8 janvier 2020 p. 4 lois produits, 161

fonction indicatrice d’EULER, 171 longueur du cycle, 119
formule de BURNSIDE, Probleme n° III p. 2, Corrigé

du Probleme n° IIT p. 3 Mobius, Examen du 8 janvier 2020 p. 3, Corrigé de
formule ensembliste, 14 I’examen du 8 janvier 2020 p. 4
formule ensembliste étendue, 14 magma, 25

magma associatif, 27

graphe, 15 magma quotient, 29
groupe, 30, 61, 138 majoré, 16, 87
groupe abélien, 77, 78, 135, 136, 138 majorée, 82
groupe fini, 111 majorant, 16
groupe linéaire, 138 minoré, 16
groupe produit, 111 minorée, 82
groupe quotient, 107 minorant, 16
groupe spécial orthogonal, 2 modulo, 168
groupe symétrique, 115 monoide commutatif, 38
groupe alterné, 133 monogene, 70, 114

morphisme, 23, 26, 63, 79, 82, 139
morphisme d’anneaux, 31, 139
morphisme de G-ensembles, 91
morphisme de groupes, 30, 63
idéal, 145 morphisme structural de, 142
multiple, 150

multiplication, 136

homomorphisme, 26, 31, 63
homomorphisme de groupes, 30, 63
hypothese du continu, 4

idéal engendré par, 148, 149
idéal propre, 150

1déal strict, 150

identité de A, 17

identité de BEZoUT, 165

nombre d’éléments de A, 52
nombre premier, 167, 171, 174

) normal, 102
1mage, 16, 18, 69, 144 noyau, 68, 144
image directe, 18

image réciproque, 18 opere, 4, 6
impaire, 133 opere sur, 89
indicateur d’EULER, 171 opposé, 30, 63
indice de H dans G, 97 orbite, 7, 91



orbite de a sous s, 119 relation de conjugaison, TD n° V p. 1
orbite de x sous I’action, 91 reste, 85
ordre d, 113 restriction, 17

ordre infini, 113
signature, 128

pole, 5 simplement transitive, 94
paire, 133 somme, 79, 136
partie génératrice, 70 sont conjugués, TD n° V p. 1

partition, Examen partiel du 6 novembre 2019 p. 3, sous-anneau, 142
Corrigé de I’examen partiel du 6 novembre sous-groupe, 65

2019 p. 6,24 sous-groupe de G engendré par .S, 70
permutation, 115 soustraction, 79
permutation circulaire, 119 sphere unité, TD n° V p. 1
permutation impaire, 133 stabilisateur, 6, 93
permutation paire, 133 stabilisateur de, TD n° V p. 2
plus grand élément, 16, 82, 87, 152 strictement croissante, 18
plus grand commun diviseur, 152 strictement décroissante, 18
plus petit élément, 16, 40, 82, 152 strictement inférieur a, 39
plus petit commun multiple, 152 strictement supérieur a, 39
point fixe, 118 structure de groupe, 61
point fixe pour 1’action, 92 structure produit, 59
point fixe, 119 structure quotient, TD n° I p. 2, 29, 33, 107, 157
positifs, 85 structure d’anneau, 136
pré-ordre, 154 substitution, 115
premiere projection, 19 successeur, 38
premier, 150, 151 suite, 36
premiers entre eux, 150 suite a valeurs dans, 36
premiers entre eux (dans leur ensemble), 152 supérieur ou égal, 39
principal, 149 support, 118
principe de récurrence, 41 support du cycle, 119
produit, 136 surjection canonique, TD n° IV p. 1, 25, 74
produit cartésien, 14, 57 surjective, 17
projection canonique, 25 symétrique, 15, 61
projection sur le deuxieme facteur, 19 systeme ZFC, 23
projection sur le premier facteur, 19 systeme de
puissance, 81 ZERMELO-FRAENKEL, 22

systeme de congruences, 173, 174
Systeme de PEANO, 2
systeme de ZERMELO, 20

quaternions de HAMILTON, 139

quotient, 74, 85

récurrence, Corrigé de I’examen partiel du 6 novembre théorie des ensembles. 3
/ 2019 p. 1 transitive, 15, 39, 81, 92

récurrent, 20 transitivement, 92

réflexive, 15, 38, 81 transitivité, 76

régulier, 38, 39 transposition, 120

relat?on, 1.5, .168 triviale, 92, 119
relation binaire, 15, 168 type cyclique, 126

relation d’équivalence, 168

relation d’équivalence, 15, 23, 73, 119, 154 unique, 176
relation d’ordre, 16 unité, 138
relation d’ordre totale, 16, 39, 81

relation de congruence modulo n, 168
relation de congruence, 107

relation de congruence modulo, TD n° IV p. 1

valeur absolue, 83



