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0 . —Introduction

0.0 . —Motivation

I est usuel de développer I’arithmétique des entiers que nous allons étudier au chapitre
1.2 a partir d’un systeme de Peano dont on rappelle la définition :

Définition 0.0.1 (Systeme de Peano) On appelle Systéeme de PEANO la donnée d’un en-
semble N, contenant au moins un élément 0, et de trois appplications :

s N —- N
+: NxN — N 0.0.1.1
*: NxN — N

satisfaisant les axiomes suivants :

PA;) (Succ;)

VpeN, (p # 0 < FeN, (p = s(q))) .
PA,) (Succy)

VpeN, VgeN, (s(p) = s(¢) = p = q).
PA;) (Ind)

VACN, (0 AAVplpe A = s(p)cd) == A=N).
PA,) (Add,)
VpeN, (0+p = p).
PA;) (Add,)

VpEN, Vg eN, (s(p) + ¢ = s(p+q)) .
PAg) (Mult,)
VpeN, (0 x p = 0).

PA;) (Mult,)

VpeN,VgeN, (s(p) x ¢ = (p * q) + q) .
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On constate cependant sur cette définition qu’elle fait librement appel aux notions d’en-
semble, d”application, de loi de composition etc... On pourrait s’en tenir a 1’idée intuitive
qu’on a de ces notions et c’est a peu pres ce que nous ferons dans la pratique, mais cela ne
peut étre ni suffisant ni satisfaisant si I’on s’interrroge sur ce qui fonde ces notions. D’autant
qu’elles seront de nouveau utilisée dans le chapitre II s’appuyant notamment sur le para-
graphe 0.5. Il semble a ce point a tout le moins raisonnable de ce demander si on parle de la
méme chose, ou encore s’il existe un cadre dans lequel envisager simultanément ces diffé-
rentes notions.

On ne peut affirmer a priori qu’une théorie des ensembles et celle en particulier que
nous allons survoler dans les paragraphes 0.1 a 0.4, soit « le bon cadre » cherché, ce que
nous n’affirmerons pas, mais méme un « cadre acceptable ». Cependant un résultat comme
la proposition 0.3.10 affirmant qu’il existe une « représentation des entiers » dans le systeéme
ZF est de nature a conforter la démarche consistant a chercher a « faire des mathématiques »
en prenant pour base le systtme ZF. La construction de I’ensemble des entiers relatifs Z
exposée au paragraphe 1.2 peut se faire a partir de N par des « opérations ensemblistes » si
bien qu’on ne sort toujours pas du cadre. Le méme procédé permet de construire 1I’ensemble
des nombres rationnels Q a partir de Z. Si la construction de I’ensemble des nombres réels R
a partir de Q est un peu plus sophistiquée, elle n’échappe toujours pas au cadre de la téhorie
des ensembles. Ainsi en va-t-il encore de celle des nombres complexes C a partir de R'!

Tout ceci n’a certainement pas pour but de modifier la maniere que nous avons de « faire
des mathématiques » 2 ¢’est-a-dire de démontrer logiquement des propositions. Cependant
en fournissant un cadre axiomatique aussi restreint que possible dans lequel « existent » les
objets mathématiques usuels la théorie ZFC permet de poser de maniere claire la question de
la cohérence de 1’édifice mathématique. Notons finalement que le succes de telles théories est
da en grande partie a la possibilité qu’elles offrent de formaliser de maniere satisfaisante les
questions relatives a la « taille des ensembles » dont la plus célebre est I’ hypothese du continu,
consistant a savoir s’il existe un « infini de taille intermédiaire entre N et R. Outre que cette
question n’a pour I’instant recu aucune réponse définitive, elle dépasse absoluement le cadre
de ce cours dans lequel il serait méme bien surprenant qu’il soit question de I’ensemble R.

Indépendamment de la cohérence qu’une théorie des ensembles peut apporter a 1’édi-
fice mathématique, dont nous avons esquissé une présentation ci-dessus, un point de vue
plus pragmatique peut consister a constater que la plupart des textes mathématiques contem-
porains font référence a des collections d’objets partageant une méme propriété, ou méme
définies a priori, et considérées indépendamments de leurs constituants, comme de nouveaux
objets mathématiques. On pourrait trés bien considérer qu’il n’y a pas de raison de faire re-
poser 1’édifice sur ces objets, mais considérer que les entiers, les fonctions, les suites, les
réels ou que sais-je encore sont premiers. En tout état de cause il faut quand-méme savoir de

1. Cette derniere étant d’ailleurs plus simple que la précédente tant qu’on ne cherche pas a démontrer le
théoreme de d’ Alembert-GAUSS affirmant que C est algébriquement clos.
2. pour peu qu’elle soit « « bonne » »
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quoi I’on parle lorsque 1’on parle d’ensemble de ci ou ¢a et une fois encore I’axiomatique
ZFC se révele particulierement efficace sans modifier substantiellement la maniere qu’on a
d’écrire des mathématiques simplement sans doute parce qu’elle I’a inspirée de manicre plus
ou moins explicite au moins pour ce qui concerne les textes contemporains.

0.1 .—Lesystéeme de ZERMELO fini

Faute de pouvoir « définir » les ensembles (a partir de quoi d’ailleurs) on est amené a
proposer une axiomatique des ensembles. Une fois encore la pertinence de ce point de vue,
qui pourrait paraitre dogmatique, ne se révelera que dans le fait que 1’on puisse écrire les
mathématiques de manicre convenable dans ce cadre et en particulier que I’arithmétique
dont nous avons I’habitude (appuyée sur les axiomes de PEANO (cf. 0.0.1,)) puisse se faire
au sein de cette théorie grice en particulier a des résultats comme la proposition 0.3.10.

Les axiomes de la théorie ZFC sécrivent avec les symboles de la logique dont nous rap-
pelons la signification, mais pour lesquels nous ne rappelons pas ici les regles qui font qu un
enchainement de tels symboles constitue ou non une proposition correcte :

Notation 0.1.1 i) V : pour tout (quantificateur universel ;)
i) 4 :il existe;

iii) et ou A : et (conjonction;)

iv) ououV :disjonction;

v) nonou /négation;

vi) = :implication.

Le systeme de ZERMELO fini Zgy,; explicité ci-apres fournit un premier point de départ
a la théorie ZFC donnée en 0.4.2. Il consiste en un certain nombre d’axiomes qui sont des
propositions écrites avec les symboles de la logiques rappelés ci-dessus et dont les seules
variables sont des ensembles. Il comportent en outre et principalement le symbole € dont en
quelque sorte, il fixe la « grammaire ». On pourait a juste titre s’étonner une fois encore ici
que les axiomes de Zg,; (et ceux de ZFC ne feront pas mieux d’ailleurs) ne « construisent un
monde ou il n’y a que des ensembles » alors que I’intuition semble suggérer qu’il « existe »
des objets mathématiques de « nature » multiple et diverse. Une fois encore le « miracle »
tient a des énoncés du genre de la proposition 0.3.10 qui assurent que ce « monde » des
ensembles est assez vaste pour représenter une partie substantiellle des mathématiques. En
outre I’homogénéité de ce systeme est d’une grande lisibilité pour les questions relatives a la
cohérence de 1’édifice mathématique.
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Notation 0.1.2 (<) Nous utiliseront librement dans la suite, pour deux proposition P et ()
P & (@ qui ne signifie rien de plus (mais rien de moins d’ailleurs), que

P=QANQ=P.

Définition 0.1.3 (Le systeme Zg,;) Zg,1) (Ext)

Va,b (Ve (r €a & z€b) = a = ),
Zsyio) (Paire)

Va,b3c(a€cetbec),

Zgyi3) (Un)

Va3bVze (Jy (r €yety€a) = z€b),
Zgnis) (Par)

VadbVe (Vy (yexr = y€a) = x€b),

et pour chaque formule ensembliste F'(x,c) ol a et b n’apparaissent pas comme variables
libres,

Znis) (Sepr)

VaVe3dbVe (x €b < (x € aet F(x,c))).
Les axiomes ci-dessus permettent d’introduire de nouveaux symboles :

Définition 0.1.4 (Symboles du langage ensembliste) i) (C :)

Va, Vb, (a C b & (Vz(r €a=z€D)).

i) (P() )

L’ensemble b introduit dans 1’axiome 0.1.3.Z¢,,4) sera noté P(a).

i) (U 9

L’ensemble b introduit dans 1’axiome de ’'union 0.1.3.Zg,;3) peut étre noté

Ux.

rea
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iv) (U )
Pour deux ensembles a et b 1’axiome de la paire 0.1.3.Zgy,;0) assure que ¢ = {a,b} est
bien un ensemble et 1’on peut des lors grace au point précédent, noter

an::Ux: U x.

wec wve{a,b}
v) (N )
Va, Vb, Vz,(r € aNb < x€a N z€D).
vi) (@ )
Va(z = 0 < Vy(y ¢ 2)).

Définition 0.1.5 i) (Formules ensemblistes)
On appelle formule ensembliste une formule comportant des variables, les symboles de
la logique (cf. 0.1.1) et le symbole € .

ii) (Formules ensemblistes étendues)
On appelle formule ensembliste étendue une formule comportant des variables, les sym-
boles de la logique et les symboles supplémentaires définis en 0.1.4.

Remarque 0.1.6 Il faut noter que toute formule ensembliste étendue peut se reformuler a
I’aide de formule ensemblistes et que par conséquent, on pourra les utiliser dans la suite sans
sortir du cadre des axiomes 0.1.3 y compris pour formuler de nouveaux axiomes. Un bon
exercice consiste a réécrire avec les symboles de 0.1.4 ceux des axiomes de 0.1.3 qui peuvent
I’étre leur donnant alors une forme plus lisible et plus usuelle.

0.2 .—Représentation des objets mathématique

On peut désormais constater qu’un certain nombre de constructions tres usuelles peuvent
étre faite dans le cadre de la théorie des ensembles :

Définition 0.2.1 i) (Couples)

Au regard des axiomes de 0.1.3, seules les paires existent. Or dans une paire il est im-
possible de parler de I’ordre des éléments : {x,y} = {y,z}. On peut représenter le couple
(z,y) par {{z,y},{z}}. C’est alors un bon exercice sur les manipulations des axiomes de
0.1.3 de montrer que (z,y) # (y,x).
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ii) (Produit cartésien)
Deés I’instant ou ’on dispose de couples on peut définir le produit cartésien de deux
ensembles a et b noté a x b par :

axb = {(z,y); xr€a,yecb}.

iii) (Relation)

une relation (ou relation binaire) sur un ensemble a est alors une partie 2 du produit
cartésien a X a. A la notation naturellement issue du formalisme développé jusqu’ici (z,y) €
R, on préférera bien siir, celle tout a fait usuelle et connue de = R y.

iv) (Fonction)
Une fonction f d’un ensemble a dans un ensemble b est une partie du produit cartésien
a x b telle que

V(z,y)e f,Y(zy) € f, v = z.
Autrement dit un élément de a possede au plus une image par f. Ici encore on continuera a
écrire (comme on I’a toujours fait) y = f(z) pour (z,y) € f.

On rappelle maintenant quelques définitions espérons-le bien connues concernant les re-
lations et les fonctions :

Définition 0.2.2 (Relations) Soit a un ensemble et R une relation sur a :

i) (Réflexivité)
On dit que R est réflexive si
Vr€a, v Rx.

ii) (Symétrie)
On dit que R est symétrique si

Ve €a,Vy€a, (tRy = yRuz).

iii) (Antisymétrie)
On dit que R est antisymétrique si

Ve€a, Vy€a, (tRy NyRx =z = vy).

iv) (Transitivité)
On dit que R est transitive si

Ve €a, Yy€a,Vz€a, (t Ry N yRZ =z R=2).

3. Autrement dit on représente une fonction par son graphe.

7
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v) (Relation d’équivalence)
On dit que R est une relation d’équivalence si elle est réflexive symétrique et transitive.

vi) (Relation d’ordre)

On dit que R est une relation d’ordre si elle est réflexive antisymétrique et transitive. On
dit alors que le couple (a, R) est un ensemble ordonné. On dit que R est une relation d’ordre
totale si

Vex €a,Vy€a, (tRy V yRx);

dans ce cas on dit que le couple (a, R) est un ensemble totalement ordonné.

vii) (Majorant/minorant . ..)
Si (a, <) est un ensemble ordonnée et b
subseta une partie de @ : Un majorant (resp. minorant) pour b (dans a,) est un élément
x € a vérifiant
Vyeb, (y<z)resp.(Vy b, (x<y)).

Si b posséde un majorant (resp. un minorant) on dit que b est majoré (resp. minoré.)
Un plus grand élément (resp. plus petit élément) pour b est un majorant (resp. minorant)
de b appartenant a b.

Lemme 0.2.3 Si une partie b C a d’un ensemble ordonné (a, <) posséde un plut petit (resp.
plus grand) élément, celui-ci est unique.

Preuve : C’est une conséquence immédiate de I’antisymétrie des relations d’ordre.

Définition 0.2.4 (Fonctions) Soit f une fonction de a dans b

ce que nous noterons f : a — b :

i) (Domaine)
On appelle domaine de f et on note

Dom f = {z € a;3Jy€b; (z,y)€f} = {z € a;yeb; f(z) =y}

le sous-ensemble de a formé des éléments qui ont une image par f.

ii) (Image)
On appelle image de f et on note

Imf:={yeb;wea; (v,y)eft ={y € b;Ireca; f(z) = y}

le sous-ensemble de b formé des éléments qui ont un antécédent dans a.
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iii) (Application)
On dit que f est une application si Dom f = a.

Définition 0.2.5 (Applications) Soit f : a — b une application.
i) (Injectivité)
On dit que f est injective si

Veca, Vyca, (flz) = fly) = = =y).

ii) (Surjectivité)
On dit que f est surjective si

Yy €b, Iz € a(f(x) = vy) .

iii) (Bijectivité)
On dit que f est bijective si elle est simultanément injective et surjective.

Définition 0.2.6 (Restriction) Soient a et b des ensembles. Pour tout ¢ C a, il est immédiat
de vérifier que
(exb) C (axb).

Pour toute fonction (resp. application) f : a — b* il n’est pas difficile de constater non
plus que f N (c x b) est une fonction (resp une application) de ¢ dans b, qu’on appellera
restriction de f a c et qu’on notera f.

Lemme 0.2.7 (Propriétés de la restriction) i) Si f : a — b est une fonction fipom s €st
une application.

ii) Si f : a — b estune application injective, pour tout ¢ C a, f|. est encore une applica-
tion injective.

Preuve : Laissée en exercice.

4. définie rappelons-le par son graphe (cf. 0.2.1.iv),)
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Définition 0.2.8 (Applications et ordre) Si
fi(a<) = (<)

est une application d’un ensemble ordonné (a, <) dans un ensemble ordonné (b, <) on dit
que f est croissante (resp. décroissante) si

Vrea, Vy€a, (x<y = flx) < fly)(resp. f(y) < f(2))) -

On dit que f est strictement croissante (resp. strictement décroissante si

Ve ea, Vy€a, (x<y = f(z)<fly)lresp. f(y) < f(x))) .

Lemme 0.2.9 Une application strictement croissante (resp. strictement décroissante) entre
ensembles ordonnés est injective.

0.3 . —Représentation des entiers

On vient de voir qu’un certain nombre de construction usuelles peuvent se faire dans
le cadre des axiomes de ZERMELO finis 0.1.3. On va expliquer sommairement maintenant
comment ils permettent presque de représenter les entiers ou tout au moins une classe d’objet
satisfaisant les axiomes de PEANO 0.0.1. On s’apercevra cependant que les axiomes de
0.1.3 ne sont pas tout a fait suffisants et la possibilité de faire de larithmétique motivera
suffisaemment, espérons-le, du moins, I’introduction de 1’axiome de 1”infini 0.3.4.

Remarque 0.3.1 Les axiomes 0.1.3.Zgi4) et 0.1.3.Zg,;5) permettent de définir pour tout en-
semble a le singleton

{a} = {beP(a); ab = a}.

L’union de deux ensembles construite en 0.1.4.iv) permet ensuite de définir s(a) := a U {a}.

Exemple 0.3.2 Rien dans I’axiomatique 0.1.3 n’assure jusqu’ici que I’ensemble vide () défini
en 0.1.4.vi) existe ni méme qu’il existe aucun ensemble. Cependant on pourrait s’interroger
sur le bien fondé d’une théorie sans objets. De toute fagon 1I’axiome de 1’infini 0.3.4 remediera
a cette lacune. Méme si nous en donnerons une formulation impliquant le symbole () il faut
se persuader qu’on pourrait en donner une formulation purement ensembliste au sens de la
définition 0.1.5.1) et qu’alors I’existence de I’ensemble vide s’en déduit grace aux axiomes
de séparation 0.1.3.Zgy;5).
A ce point, si on suppose cependant que () existe on a :

s(0) = 0u{0}
= {0},
s(s(0)) = {0} u{{0}} 0.3.2.1

- Rl
s(s(s(0))) = {0, {0}} U {{0.{0}}}
{040}, {0.{0}}} ..

10
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On s’apercoit qu’a chaque opération s, le « nombre d’éléments » augmente d’un et que
les ensembles ainsi construits pourraient €tre de bons candidats pour représenter les entiers,
pour peu qu’on puisse les « équiper » de suffisamment de « structure algébrique » i.e.+, -, . ..

On va donc préciser un peu ce qui précede sans toutefois entrer trop dans les détails.
Définition 0.3.3 (Ensembles récurrent) On dit qu'un ensemble a est récurrent si

0 €eaetVe €a, (s(z) €a).

On a des lors le sentiement qu’un ensemble représentant les entiers naturels ¢’est-a-dire
satisfaisant aux axiomes de PEANO (cf. 0.0.1,)devrait étre un ensemble récurrent pour satis-

faire notamment I’axiome
0.0.1.PA5).

Cependant a ce point il ne semble pas possible d’établir I’existence méme de telles en-
sembles uniquement a partir des axiomes du systeéme de ZERMELO fini 0.1.3. Dans ce cas on
arecours a I’introduction d’un nouvel axiome, lequel d’ailleurs ne choque pas la raison :

Définition 0.3.4 (Axiome de ’infini) On appelle axiome de [’infini 1a formule :
Ja(0 € aetVr € a, (s(z) € a)) .

Définition 0.3.5 (Systéme de ZERMELO Z) On appelle systéme de ZERMELO le systéme

d’axiomes constitué des axiomes de ZERMELO fini 0.1.3 auquel on adjoint I’axiome de I’in-
fini.

Autrement dit il existe au moins un ensemble récurrent. Cependant parmi les ensembles
récurrents reste a déterminer le bon candidat pour représenter les entiers naturels, c’est-a-dire,
moralement, celui qui contiendrait les entiers naturels ; rien de plus rien de moins. Moyennant
de vérifier le lemme :

Lemme 0.3.6 L’intersection de deux ensembles récurrents est un ensemble récurrent.

On peut introduire 1’ensemble w défini comme suit :

Définition 0.3.7 On notera w le plus petit ensemble récurrent.

On se convainc assez facielement a ce point que le couple (w, s) doit satisfaire les axiomes
0.0.1.PA;), 0.0.1.PA>) et 0.0.1.PA3) mais reste la questions des axiomes
0.0.1.PA4) 2 0.0.1.PA7).

11



L3/S5 M313, Algebre Générale, 0.4.1 Université Paris Sud, 2014-2015

Notation 0.3.8 Pour deux ensembles a et b les axiomes de 0.1.3 assurent que pour deux
ensembles distincts x et y :

a+ b := (ax{z}) U (bx{y}) 0.3.8.1

et
a-b:=axb 0.3.8.2

sont des ensembles et que le premier (resp. le second) posseéde un nombre d’élément égal a
la somme (resp. au produit) du nombre d’éléments de a et du nombre d’éléments de b.

Ce qui en revanche est nettement moins évident et fait I’objet du lemme suivant est que
si a et b sont des éléments de w il en est de méme de leur produit et de leur somme. Un
tel résultat peux s’appuyer sur la théorie des bons ordres dont le développement dépasserait
largement le cadre de cette déja longue introduction.

Lemme 0.3.9 Pourtouta € w,toutb € w,
a+ b€ weta-b e w.

La proposition qui suit, et dont nous ne pouvons avec les éléments dont nous disposons,
donner une preuve, bien qu’une telle preuve soit possible a partir du systeme de ZERMELO,
assure finalement qu’un modele de I’ arithmétique existe dans la théorie Z :

Proposition 0.3.10 Le quintuplet (w, (), s, +, -) vérifie les axiome de PEANO 0.0.1

0.4 .—Lesysteme de ZERMELO-FRAENKEL

On présente les derniers axiomes qu’il faut adjoindre au systéeme de ZERMELO 0.3.5 pour
arriver au systtme de ZERMELO—FRAENKEL ZF (cf. 0.4.1,) puis finalement au systeme ZFC
(cf. 0.4.2.) On ne mentionnera ces axiomes que pour mémoire et parce que le systtme ZF
voire ZFC est couramment utilisé par une large partie de la communauté mathématique :

Définition 0.4.1 (Le systéme de ZERMELO-FRAENKEL ZF) Le systeme de
ZERMELO-FRAENKEL est obtenu en adjoignant au systtme de ZERMELO les axiomes :
Pour F'(z,y, ¢) formule ensembliste ol a et b n’apparaissent pas comme variables libres, on
appelle axiome de remplacement pour F' :

ZF;) (Rempyr)

VaVe ((Vz,y, 2((F(z,y,¢) et&F(z,z,¢)) =y = z)
= vy (3z € a(F(z,y,c)) = y b)) .

12
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7ZF;) (Fondation)

Va(a # 0 = Fbealbna = 0)).

On réserve ordinairement une place a part a I’axiome du choix sans doute parce qu’un
certain nombre de matthématiciens ne I’utilisent qu’avec une extréme circonspection tandis
que certains autres le refusent tout bonnement. Le point de vue le plus pragmatique consiste
a clairement désigner les résultats dont une preuve utilise 1’axiome du choix.

Les deux résultats marquants de GODEL (1938) s’il est cohérent, le systeme ZFne réfute
pas I’axiome du choix, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de preuve de la négation de I’axiome
du choix a partir des axiomes du systeme ZF et COHEN (1963) s’il est cohérent, le systéme
ZFne démontre pas I’axiome du choix, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de preuve de I’axiome
du choix a partir des axiomes du systeme ZF ne permettent de choisir ni en sa faveur ni en
sa défaveur.

Définition 0.4.2 (ZFC) i) (fonction de choix)
Soit a un ensemble. On appelle fonction de choix sur a une application f : a\ {0} — a
vérifiant f(x) € x pour tout = non vide dans a.

i) (Axiome du choix)
On appelle axiome du choix I’énoncé : Tout ensemble possede une fonction de choix.

iii) (Le systeme ZFC)
On appelle systeme ZFC la famille d’axiomes constituée des axiomes de ZF
et de I’axiome du choix ci-dessus, ¢’est-a-dire constituée des axiomes de ZERMELO fini 0.1.3
de I’axiome de I’infini 0.3.4 des axiomes de remplacement 0.4.1.ZF7)
de I’axiome de fondation 0.4.1.ZF5)
et de I’axiome du choix.

0.5 . —Structures algébriques

Nous rappelons dans cette sections un certain nombre de définitions sans doute déja
connues a seule fin de pouvoir s’y rapporter dans la suite du texte et de les relier a I’axioma-

tique des ensembles dont nous avons esquissé une bréve présentation dans les paragraphes
0.120.3.

Définition 0.5.1 (Loi de composition) Pour un ensemble M on appelle loi de composition
(ou loi de composition interne ou loi interne) x sur M une application (cf. 0.2.4.ii1),)

x : M xM — M.

13
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Evidemment 2 la notation ((z,y), z) € * qui découle de 1’axiomatique présentée précédem-
ment on préférera toujours celle r xy = z.
Le couple (M, *) est appelé magma.

Définition 0.5.2 (Morphisme homomorphisme) Etant donnés deux magmas
(M7 *) et (N7 )

on dit qu'une application f : M — N est un morphisme ou homomorphisme de (M, x)
dans (N, -) si

Définition 0.5.3 (Associativité) On dit qu'une loi de composition * sur un ensemble M est
associative si

Vee M,Yye M, Vze M, (zxy)xz = xx(y*2)).
On peut alors parler pour (M, %) de magma associatif .

Définition 0.5.4 (Commutativité) On dit qu’une loi de composition * sur un ensemble M
est commutative si
Vee M, VYye M, (xxy = yxx).

Définition 0.5.5 (Eléments particuliers) Soit (M, %) un ensemble muni d’une loi de com-
position associative (magma associatif)

i) (Elément neutre)
Un élément neutre pour (M, x) est un élément e € M tel que

Vee M, (zxe = exx = x).

ii) (Symétrique)
Si M possede un élément neutre € on dit qu'un élément x € M possede un symétrique
pour la loi x s’il existey € M tel que

TxY = Yyxxr = €.

Définition 0.5.6 (Groupe) i) (Groupe)
Un ensemble (G, %) muni d’une loi de composition associative est un groupe si :

Gny) (Elément neutre)
(G, %) possede un élément neutre i.e.

JeeG,VreG, (xxe = exx = x).

14
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Gry) (Symétrique)
tout élément de GG posseéde un symétrique i.e.

Vee G, Jy € G, (xxy = y*xx = €).

On dit que le groupe (G, *) est commutatif ou abélien si la loi * est commutative.

ii) (morphisme)

Pour deux groupes (G, *) et (H,-) un morphisme de groupe ou homomorphisme de
groupe est un morphisme pour les lois * et - au sens de la définition 0.5.2 c’est-a-dire une
application f : G — H vérifiant

Vee G, VyeG, (flxxy) = f(z)- f(y)).

iii) (Noyau)
Pour un morphisme de groupes f : G — H si I’élément neutre de H est noté ¢y on
appelle noyau de f et on note

Kerf = {v € G; f(2) = ew} = [ "({en}).

iv) (Sous-groupe)
On dit qu’une partie H C G d’un groupe (G, %) est un sous-groupe si la restriction (cf.
0.2.6) de x a H fait de (H, %) un groupe.

Remarque 0.5.7 i) Il n’existe pas de loi de composition * sur () fasse de (), %) un groupe.
L’axiome 0.5.6.1).Gr;) entraine, en effet, qu’un groupe possede toujours au moins un élément
c’est-a-dire n’est jamais vide.

i1) Il est usuel d’appler inverse le symétrique dans un groupe et méme opposé si le groupe

est abélien. Dans ce dernier cas la loi sera souvent notée + et 1élément neutre 0 en référence
au groupe abélien (Z, +) (cf. 1.2.2.4.)

Proposition 0.5.8 (Propriétés des morphismes) Soit
f:(G,*x,eq) — (H,- €n)
un morphisme de groupes.

i) fleec) = en;

ii) pourtoutxz € G, siy € G estson symétrique, f(y) est le symétrique de f(x) dans
H.

15
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iii) L’image Im f de f (cf. 0.2.4.ii)) est un sous-groupe de (H, -).
iv) Le noyau Ker f de f est un sous-groupe de (G, x).

Preuve :

i) (cf. TD n° II, exercice B, question 2), a).)
ii) (cf. TD n° 1I, exercice B, question 2), b).)
iii) (cf. TD n° II, exercice B, question 2), c).)

iv) (cf. TD n° II, exercice B, question 2), d).)

Définition 0.5.9 (Anneaux) i) (Anneau)
Un triplet (A, +, %) est un anneau si :

Ann;) Le couple (A, +) est un groupe abélien .

Ann,) Laloi de composition * est associative, possede un élément neutre (usuellement noté
14 ou 1 si aucune confusion n’est a craindre) et est distributive a gauche et a droite par rapport
a + c’est-a-dire que :

Vee A, Vye A, Vz€ A, (zx(y+z2) = cxy+axsxzet(x+y)xz = xx24+y*2).
Si de plus la loi * est commutative, on dira que (A, +, %) est un anneau commutatif .

ii) (Anneau integre)
Si (A, +, *) est un anneau tel que

Vee A, Vy € A, (zxy = 0= 2 =0Vy=0),

on dit que A est un anneau integre.

iii) (Elément inversible)

Dans un anneau (A, +, x, 1) un élément x est inversible s’ilexistey € Atelque xxy =
y*x = 1 autrement dit si x possede un symétrique pour la loi * (cf. 0.5.5.ii).) On note A*
I’ensemble des éléments inversibles de I’anneau A.

iv) (Corps)

Un anneau commutatif (A, +, %) est un corps si tous les éléments de A différents de 04
posseédent un inverse pour laloi * ; i.e. A = A\ {04}.

16
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v) (Morphisme d’anneaux)
Une application
f : (A7 +A7*A) — (Bv+Ba*B)

est un morphisme (homomorphisme) d’anneaux (ou simplement morphisme si le contexte ne
préte pas a confusion,) si: Etant donnés deux anneaux

(A, +4,%4,14) et (B, +5,*5, 15)

on dit qu’une application f : A — B est un morphisme d’anneau ou homomorphisme
d’anneau si :

MorAnn;) f est un morphisme du groupe (A, +4) dans le groupe (B, +5).

MorAnn,) f est un morphisme pour les lois *4 et x5 au sens de 0.5.2 c’est-a-dire que

Ve A, Vye A, (f(zxay) = f(x) x5 [(y))-
MorAnng) f(14) = 1p.
Proposition 0.5.10 i) Pour tout anneau (resp. anneau commutatif)
(A, +, *) le couple (A, x) est un groupe (resp. un groupe abélien.)

ii) Pour tout morphisme d’anneaux f : (A,+4,%4) — (B,+p,*p) larestriction f* de f
a A* est un morphisme de groupes a valeurs dans B*.

Preuve :

i) (ct. TD n° II, exercice B, question 5), b).)

ii) (cf. TD n° II, exercice B, question 5), c).)
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I . —Arithmétique dans Z

1.0 . —Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter un certain nombre de résultats concernant I’ arithmé-
tique de I’ensemble Z des entiers relatifs ¢’ est-a-dire essentiellement des propriétés relatives
a la structure d’anneau de Z (cf. 1.2.2.5.)

Il est usuel de construire I’ensemble Z des entiers relatifs a partir de I’ensemble N des
entiers naturels. Nous allons donc construire I’ensemble N des entiers naturels dans le pa-
ragraphe I.1 a partir des axiomes de Peano que nous avons déja mentionnés en 0.0.1 ce qui
est assez usuel également. Nous avons vu mais nous ne reviendrons plus guere sur ce sujet,
que le systeme de Peano lui méme admettait une représentation dans la théorie ZFC (cf.
0.3.10.)

Le paragraphe 1.2 sera consacré a construire I’ensemble Z ou plutdt I’anneau (Z, +, *) et
a en donner les premiere propriétés.

I.1 .—-L’ensemble N des entiers naturels
1.1.0 . —Introduction

On choisit, dans ce cours, de définir ’ensemble N a partir des axiomes de Peano :

Définition 1.1.0.1 (Systéme de Peano) On appelle Systéme de PEANO la donnée d’un en-
semble N, contenant au moins un élément 0, et de trois appplications :

5 N —- N
+: NxN — N 1.1.0.1.1
*x: NxN — N

satisfaisant les axiomes suivants :

PA;) (Succ,)

VpeN, (p # 0 & FgeN, (p = s(q)) .
PA,) (Succ,)

VpeN, VgeN, (s(p) = s(qg) = p = q) .
PA;) (Ind)

VACN, (0€ AAVppe A = s(p)cd) = A=N).
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PA,) (Add,)
VpeN, (0+p = p).
PA;5) (Add,)
VpeN,VgeN, (s(p) + ¢ = s(p+q)) .
PAg) (Mult,)
VpeN, (0 x p = 0).
PA-) (Multy)

VpeN,VgeN, (s(p) ¢ = (p x q) + q) .

Définition 1.1.0.2 (Entiers naturels) On appellera entiers naturels les éléments de N et N
I’ensemble des entiers naturels.

Nous allons, a partir des axiomes de Peano,

— établir les propriétés algébriques (d’ailleurs bien connues) de N c’est-a-dire les pro-
priétés des opérations + et * au paragraphe I.1.1;

— définir une relation d’ordre < sur N au paragraphe 1.1.2 et montrer notamment le
résultat clef que toute partie non vide de N possede un plus petit élément (cf. 1.1.2.7;)

— introduire la notion d’ensemble fini en I.1.3 et donner quelques propriétés.

Définition 1.1.0.3 (suite) Pour tout ensemble E, on appellera suite a valeurs dans E une
application
u: N = E.

On notera, en général, u := (un) ,nen €t pour tout entier naturel n, u,, := u(n) I’image de
I’entier naturel n par v qu’on appellera n'*™ terme de la suite u.

Notation 1.1.0.4 On notera :
1 := s(0). 1.1.04.1

En prenant ¢ = 0 dans I’axiome 1.1.0.1.PA5) et en utilisant I.1.0.1.PA,), il vient alors :

s(p) = s(p+0) = p +s0) =p + 1. 1.1.0.4.2
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Plutot que s(p) on utilisera p + 1 qui est plus habituel; ce qui donne a I’axiome de
récurrence 1.1.0.1.PA3) la forme plus familiere : Si A C N contient 0 et contient p + 1

pour tout p € A alors A = N. Si P est une propriété portant sur des entiers, et si
A = {p e N < P(p)} (autrement dit A est I’ensemble des entiers vérifiant P,) alors
oa:

OcAN(peA=pt+led) & (PO) A Plp) = Pp+1)

par aillleurs
A =N« P(pVpeN.

Si bien que I’axiome de récurrence peut se reformuler, lorsque A est défini par une propriété
Pen:
(P(0) A (P(p) = P(p+1))) = (VpeN, (P(p))) .

I.1.1 . —Les opérations + et x

Nous allons démontrer dans les lemmes 1.1.1.1, I.1.1.2 et 1.1.1.3 des résultat technique
concernant les lois 4 et *. Ces résultats n’ont pas été regroupés de la sorte parce que ce
groupement ferait sens par raport aux propriétés de (N, +,*) mais parce que la méthode
de démonstration est exactement identique pour chacune des propriétés énoncée dans ces
lemmes. Une syntheése de ces propriétés sera donnée dans les propositions I.1.1.4 et I.1.1.5
qui récapitulent les propriétés algébriques de (N, +, ).

En outre il peut paraitre surprenant d’avoir recours a 1.1.1.3.3 et I.1.1.3.1 pour démon-
trer 1.1.1.2.3 alors qu’elles sont démontrées postérieurement. Il est cependant facile de se
convaincre qu’il ne s’agit que d’une disposition typographique et qu’il n’y a pas de cercle
vicieux en constatant que les démonstrations respectives de I.1.1.3.3 et .1.1.3.1 n’utilisent ni
[.1.1.2.3 directement ni aucun résultat qui en serait déduit.

Un autre point délicat est que pour établir 1’associativité de x (cf. 1.1.1.3.4,) il faut préa-
lablement établir sa distributivité par rapport a + en fait seulement I.1.1.3.3.

Lemme I.1.1.1 Pour tout entierp € N, les propriétés suivantes sont vérifiées :

P(p):0+p=p+0=p L1.1.1.1
P(p) :px1=1xp=p L1.1.1.2
Psp) :0xp=px0=0 L1.1.1.3

Preuve : Pour1l < i < 3 on considdere I’ensemble A; := {p € N; P;(p)}. Il suffit de
montrer que 0 € A; etp € A; = p+1 € A; pour assurer, en vertu de I’axiome de récurrence
I1.1.0.1.PA3) que A; = N c’est-a-dire que P; est vérifiée pour toutp € N ce qui démontre
le lemme.
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i) (I1.1.1.1)
L’axiome I.1.0.1.PA,) entraine 0+0 = 0i.e.0 € A;. ParailleursVp € Ay, (p+1)4+0 =
p + 1 toujours d’apres 1.1.0.1.PA,). Par ailleurs

0+(p+1) =0+ s(p) = s(0+p)
en utilisant I.1.0.1.PAs). Enfin puisque p € A;,0+p = p, d ol
0+ (p+1) =s0+p) =s(p) =p+1;

ce qui prouvep + 1 € A;.

i) (L.1.1.1.2)
L’axiome I1.1.0.1.PAg) entraine que 1 x 0 = 0. En outre

0x1=0x%xs0)=0%x0+0=20

en vertu des axiomes I1.1.0.1.PA;) et 1.1.0.1.PA,). 1l en résulte que 0 € A,.
Pourp € A,

(p+1) «1 =(p+1) xs(0) = (p+1)*0+ p+1=p+1
d’apres 1.1.0.1.PAg) et 1.1.1.1.1. En outre
lxp+1l=1x%xsp =1x%xp+1

d’aprés 1.1.0.1.PA;). Commep € Ay 1xp = p,d’oul x (p+1) = p+ 1 et finalement
p+1€A,.

ii1) (I.1.1.1.3)
D’apres I’axiome 1.1.0.1.PAg),

VpeN, px0=0.

En particulier, pourp = 0, 0 x 0 = 0 c’est-a-dire que 0 € A;.
Si I’on suppose que p € As,i.e.0 x p = 0,alorsO*(p+1) = 0%p + 0 en appliquant
L.1.0.1.PA;), par conséquent,
0 (p+1) =0

autrement ditp + 1 € As.
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Lemme I.1.1.2 Pour tout p € N et tout g € N, on a les propriétés P;(p,q) 1 < i < 5 Sui-

vantes :
Pi(p,q) : s(p) +q = s(p+q) = p + s(q) L1.1.2.1
Ppq) :p+qg=q+0p 11.1.2.2
Py(p,q) : (p+1) * q =pxq+gq 11.1.2.3
Pyp,q) p*q=qx*p 11.1.2.4
Pi(p,q) ipxq=>p=0Vqg=0 L1.1.2.5

Preuve : Pour1l < ¢ < 5 on introduit une famille d’ensemble (Am,) ,peN définie par

Aip = {q € N; P(p,q)} .

II suffit alors de montrer, que pour toutl < i < Settoutp € N,0€ A;,, etqe A, =
g+ 1 € A,,, pour assurer, en vertu de I’axiome de récurrence 1.1.0.1.PA3), que pour tout
1 <i¢<b5etpourtoutp € N, A;,, = N, ce qui signifie exactement que pour tout
1 < i < 5toutp € Nettoutq € N, P;(p, q) est satistaite et prouve finalement le lemme.
1) (I.1.1.2.1)

Pour toutp € N, I'identité

s(p) + 0 = s(p+0) = p + s(0)

résulte simplement de 1.1.0.1.PA,) et 1.1.0.1.PA;) et signifie exactement que 0 € A, ,,.
Pourq € A,

s(p+s(q) = p + s(s(q))

d’apres 1.1.0.1.PA5).
En outre,

s(p) + s(q) = s(s(p) +4q)

d’apres 1.1.0.1.PA;). Le second membre de 1’égalité précédente vaut, puisque ¢ € A,
s(p + s(q)). Appliquant encore 1.1.0.1.PA5) a cette derniére quantité, on obtient p + s(s(q))
c’est-a-dire que s(q) € Ay,
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i) (L.1.1.2.2)
Pourtoutp € N, L1.1.1.1

p+0=0+p=0p
c’est-a-dire que 0 € A, ,. Si maintenant ¢ € A, ,,
T :p+s(e) =sp+aq) =s(g+p) = s(g)+p.

Ceci signifie que s(q) € Az . A noter que la derniére égalité de la séquence 1 utilise vraiment
L.1.1.2.1 alors que jusqu’ici nous pouvions nous contenter d’utiliser 1.1.0.1.PAs;).

iii) (L.1.1.2.3)
Il résultede .1.1.1.3 etde 1.1.0.1.PA,) que

(p+1) *0=0=px0 + 1x%0

c’esta-dire que 0 € A .
Pour q € Asy,.
(p+1) *(g+1) = (p+D*qg + (p+1)

en utilisant I.1.1.3.3. Cette derniére quantité vaut, puisque ¢ € As,, p*q + ¢ + (p+1) et
encore griceal.1.1.3.1 pxq + q + p + 1 qui vautencore grice al.1.1.2.2, pxq +p + q + 1
qui vaut encore grace a 1.1.1.3.3

px(g+1) + (¢+1)

ce qui prouve que ¢ + 1 € As,,.

iv) (I.1.1.2.4)

Lemme I.1.1.3 Pourtoutp € N,toutq € Nettoutr € N, onalespropriétés P;(p,q,7),1 <i<4
suivantes :

Pi(p,q,r) :p+ (g+7) = (p+4q) + 7 L1.1.3.1
Pyp,qr) cp+r =q+71 =>p=q 11.1.3.2
Py(p,q,r) :p* (q+7) = pxq + pxr 11.1.3.3
Pi(p,q,r) : p x (gxr) = (pxq) * r 1.1.1.3.4
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Preuve : Pourl < i < 4 on introduit une famille d’ensemble (Ai7p7q) ,peN,qeN définie par

Aipg = {r € N; Pi(p,q,r)}.

II suffit alors de montrer, que pour tout1 < ¢ < 4toutp € Nettoutq € N,0 € A,,,,
etr € Aj,,=1r+1¢€A,,, pour assurer, en vertu de I’axiome de récurrence I1.1.0.1.PAs),
que pour tout 1 < i < 4 pourtoutp € Nettoutq € N, A;,, = N, ce qui signifie
exactement que pour tout 1 < i < 4toutp € N, toutq € Nettoutr € N, Pi(p,q,r)
est satisfaite et prouve finalement le lemme.

i) (I.1.1.3.1)
Pour toutp € N, toutq € N, enutilisant .1.0.1.PA;) on a :

p+q) +0=p+qg=p+ (¢g+0)

c’est-a-dire que 0 € Ay .
Pourr € A, 4, en vertude I.1.0.1.PAs5),

(p+q) + s(r) =s(lpt+q +r).

Le membre de droite de 1°égalité ci-dessus vaut encore, puisque r € Ay ,,, s(p+ (¢ +71))
qui vaut en appliquant deux fois 1.1.0.1.PA3),

p+s(lgtr) =p+ (g+s(r))

c’est-a-dire que s(r) € Ay, ,.

ii) (I.1.1.3.2)

La propriété 1.1.1.1.1 (A noter que I.1.0.1.PA,) est méme suffisant ici,) assure que 0 €
Aypg Pourr € Ay, p+s(r) = q+ s(r) équivaut, d’apres 11.0.1.PA;) as(p+r) =
s(q + r) qui entraine, en vertude I.1.0.1.PAy) que p + r = ¢ + r ce qui entraine finalement,
puisquer € Ay, 4, P = ¢, prouvant par la-méme quer +1 € Ay ,.

iii) (1.1.1.3.3)
Pour tout couple (p, q) d’entiers naturels, comme g+0 = ¢ (cf. L1.0.1.PAy),) et px0 =0
(cf. 1.1.0.1.PAg),)

px(g+0) =px*q=pxq+px0
c’est-a-dire que 0 € A3, p,q.
Sire As,,, parl.1.1.3.1,

p*x(g+ (r+1) =px((gtr) + 1)

qui vaut, par I’axiome 1.1.0.1.PA7) p * (¢ +r) + p qui vaut encore, puisque r € Az, 4,
(p*xq+px*r) + pqui vaut encore, grage aI.1.1.3.1 p x ¢ + (p *x r + p) qui vaut encore, en
vertude 1.1.0.1.PA7),pxq + px* (r+ 1) Ce qui prouve quer + 1 € Az, ,.
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iv) (1.1.1.3.4)
En utilisant successivement 1.1.0.1.PAg), on a :

px(gx0) = px0 =0 = (pxq)*0

C’est-a-dire que 0 € Ay, ,. Sir € Aypq, en vertude 1.1.1.3.3,

prx(gx(r+1) =px(g*xr+q =p=*(g*xr) +pxgq

qui vaut encore puisquer € Ay, 4, (p*q) * r + p*q qui vaut encore, en vertu de 1.1.1.3.3
(p*q) * (r+ 1) prouvant, par Ia-méme, quer + 1 € Ay, ,.

Proposition 1.1.1.4 (Propriétés de la loi +) La loi + sur N a les propriétés suivantes :

1) Elle est associative (cf. 0.5.3;)

ii) 0 est un élément neutre (cf. 0.5.5.1);)

iii) elle est commutative (cf. 0.5.4;)

iv) tout élément est régulier c’est-a-dire que

VpeN,VgeN, VreN, ((p+r =q+r =p=q) A(r+p =r+q = p = q));

v) Ona:
VpeN, VgeN, (p+¢=0=p=0Aqg=0).

Preuve :

i) (cf. 11.1.3.1.)

i) (cf. L1.1.1.1.)

iii) (cf. 1.1.1.2.2.)

iv) (cf. I.1.1.3.2et1.1.1.2.2.)

v) La démonstration de cette proposition se fait par contraposée : Si en effet, p ou q est
différent de 0, supposons, par exemple que ce soit p, alors p est le successeur d’un élément
p' c¢’est-a-dire qu’il existe un entier naturel p tel que p = s(p’) (cf. 1.1.0.1.PA;).) Il en résulte

que s(p/) + q = 0 c’est-a-dire, d’apres I.1.1.2.1, que s(p' +q) = 0 ce qui contredit
I’axiome I1.1.0.1.PA;).
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Proposition 1.1.1.5 (Propriétés de la loi x) La loi x sur N posséde les propriétés suivantes :

i) elle est associative ;
ii) 1 est un élément neutre pour * ;
iii) elle est commutative ;

iv) elle est distributive sur + i.e.
VpeN,VgeN,VreN, ((p*(qg+7) = pxq+pxr) A ((p+q) xr = pxr + gx7)) ;

v) 0 est absorbant i.e.
VpeN, (px0 = 0xp = 0);

vi) ona:
Vp e N, Vg € N, (p*qu@szngO).

Preuve :
i) (cf. 1.1.1.3.4.)
ii) (cf. L1.1.1.2.)
iii) (cf. 1.1.1.2.4.)
iv) (cf.L1.1.3.3etl.1.1.2.4.)
v) (cf.L1.1.1.3.)
vi) Le sens réciproque découle du fait que 0 est un élément absorbant (cft. v).)
Dans le sens direct, sip+ q = 0, supposons que p # 0. D’apres 1.1.0.1.PA,), il existe un

entier naturel p’ telquep = p' + 1. Onaalors (p' +1)xq = p'*q+q = 0. Ceci implique,
en vertude I.1.1.4.v), que p’ * q et q sont nuls donc en particulier que ¢ est nul.
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I.1.2 . —Larelation <

On définit maintnant une relation d’ordre sur N (cf. 0.2.2.vi),) dont on va montrer qu’elle
satisfait de « bonnes propriétés » relativement a I’addition + et la multiplication .

Définition I.1.2.1 (<) On définit la relation < sur N, par la formule :
VweN,VgeN, (p < ¢g < FIreN, (g =p+r)). 1.1.2.1.1
Pour tout couple (p, ¢) d’entiers, si p < g, on dira que p est inférieur ou égal a q.

Proposition 1.1.2.2 (<) La relation < définie ci-dessus est une relation d’ordre sur N (cf.
0.2.2.vi).)

Preuve :

i) (Réflexivité)
Comme,Vp € N, p+0 = p(ct. L1.1.4.ii),) p < pi.e.< est réflexive.

ii) (Antisymétrie)
Pour deux entiers naturels p et q, sip < q et ¢ < p, il existe des entiers naturels u et v
tels que
p+u =qgetg+v = p.

llenrésultequep+u+v = q+v = p c’est-a-dire, comme p est régulier (cf. 1.1.1.4.iv),)
que u+v = 0. Il découle alors du point I.1.1.4.v) que v = v = 0 d’ou il résulte finalement
que p = q. La relation < est donc antisymétrique.

iii) (Transitivité)

Enfin pour tout triplet (p, q,r) d’entiers naturels, sip < q et ¢ < r, il existe des entiers
naturels u et v tels que ¢ = p+wetr = q+ v. Il en résulte quer = p+ u + v et, par
conséquent, la relation < est transitive.

11 résulte des trois points ci-dessus que < est une relation d’ordre.

Définition 1.1.2.3 On peut définir de maniere exactement analogue une relation > (supérieur
ou égal) par p > ¢ s’il existe r tel que p = ¢ + r ce qui est exactement équivalenta g < p.

On peut aussi définir une relation < strictement inférieur a (resp. > strictement supérieur
a,) par p < q (resp. p > q) si p < q (resp. p > q) et p # q. Les relations < et > ne sont pas
des relations d’ordre, puisqu’elles ne sont pas antisymétriques.
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Notation I.1.2.4 On noteraVp € N, Vg € N, :

pig] == {r e N;p <r <gq}
pigl == {r e N;p <r < g}
Ipig) = {r € Nyp <r < g}
1.1.2.4.1
Iprg[ = {r e Nyp <r < g}
[pi+oo[ = {r e N;p <r}
Ip;4+oo] == {r € N;p < r}.
Proposition 1.1.2.5 (Ordre total) La relation < est une relation d’ordre totale sur N (cf.

0.2.2.vi).)

Preuve : Ceci équivaut encore au fait que, pour tout couple d’entiers naturels (p, q) il existe
r € N tel que, soitq = p+ 1, soit p = q + r. Cet énoncé équivaut encore, avec les notations
L1.24,a:

VpeN, (N = [0;p] U [p;+o0) . 11.2.5.1

On va démontrer que pour tout p € N, I’ensemble [0; p| U [p; +00| satisfait I’axiome de
récurrence 1.1.0.1.PA3) et est donc égal a N ce qui établit 1.1.2.5.1 :

i1) Tout d’abord
0€[0;p] C [0;P] U [p;+oo].

iii) Siq € [0;p] U [p; +o0], deux cas sont possibles :

a) Soitq € [p;+oo] c’est-a-dire qu’il exister € N tel que ¢ = p + r ce qui entraine que
g+1=p+r+1letdoncqueq+ 1€ [p;+oo].

b) Soitq € [0;p] c’est-a-dire qu’il exister € N telquep = g+ r. Sir =0 p = q donc
g+1=p+1¢€p;+oof. Sir#0,il existe (cf. L1.0.1.PA}),)t € Ntelquer =t¢+1d’ou
il découle quep = q+1t+1 = g+ 1+t c’est-a-dire que g + 1 € [0; p).

iv) Dans tous les cas, on a démontré que [0; p] U [p; +o00] satisfait au principe de récurrence
et donc
[0;p] U [p; +00[ = N.

Proposition 1.1.2.6 i) Pour tout triplet d’entiers naturels (p, q, ) ¢ < r implique pxq < pxr
la réciproque étant vraie si p # 0.

ii) Pour tout couple d’entiers naturels (p,q), p+*q = 1 si et seulementsip = q = 1.
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Preuve :

i) a) (Sens direct)
Pour tout ¢, € N,

(g<r = 3seN, (r = q+53)).
Ceci entraine
VpeN, pxr = pxq + p*s
ce qui entraine

pxqg < pxr.
b) (Réciproque)
Commencons par établir que :
VpEN,VgeN, VreN, (g #r Ap # 0 =pxq # pxr). 1

En effet,

qF#nr =q>rVNr>q
puisque la relation d’ordre < est totale (cf. 1.1.2.5.) 1l s’ensuit que

g #r = 3seN, (s 0A(r=q+sVgqg=r+3s).
Or
VpeN, pxqg = pxr = pxs = 0

en utilisant I.1.1.4.iv). En utilisant ensuite 1.1.1.5.vi), il en découle que p

= 0 ce qui prouve
1.

On utilise désormais le résultat précédent pour montrer :

Vpe N, Vge N, Vr e N, ((p;é()/\p*qu*r):>q<'r). 2
En effet :

fg <) & r<gq
S r<qgAr #q
= p*x1r <pxq A p*xr F pxq

en utilisant a la fois le sens direct i) et 1 ; ce qui acheve de prouver 2 par contraposée.

29



L3/S5 M313, Algebre Générale, 1.1.2 Université Paris Sud, 2014-2015

ii) Pourtoutp,q € N, pxq = 1, entraine par I.1.1.5.vi) que

p#0ANgqg#0.

11 s’ensuit en particulier que 1 < q, ce qui entraine, en vertu de 1)
p<pxqg=1
c’est-a-dire p < 1. Un raisonnement symétrique sur q donne
1 <pAhg<l

d’ou il résulte finalement

Proposition 1.1.2.7 (Plus petit élément) Toute partie non vide de N possede un plus petit
élément
(ct. 0.2.2.vii).)

Preuve :

i) Pourtoutp € N, p = 0+ p (cf. 1.1.1.4.ii),) c’est-a-dire que 0 < p. 0 est donc un plus
petit élément pour N lui-méme.

i) On en déduit que toute partie P de N contenant 0 posséde 0 comme plus petit élément
c’est-a-dire que I’ensemble A des entiers p tels que toute partie de N contenant p posséde un
plus petit élément, contient 0.

iii) Supposons que p € A, c’est-a-dire que toute partie contenant p posséde un plus petit
élément. Soit P une partie de N contenant s(p). Si P contient 0 d’aprés ce qui précede, P
contient un plus petit élément. Si P ne contient pas 0, alors pour tout ¢ € P, il existe un
unique (cf. 1.1.0.1.PAy)) et (cf. 1.1.0.1.PAy)) ¢’ € N tel que ¢ = s(¢) c’est-a-dire que P est
I’image par s d’une partie P’ de N laquelle contient p. Par conséquent, P" admet un plus petit
élément pj,. Pour tout ¢ € P, il existe un unique ¢’ tel que ¢ = s(¢’) avec ¢’ € P’ et par
conséquent, il existe 1’ € N, tel que ¢’ = pj + r’. Ceci implique que ¢ = py+1r+1 =
Py + 1 + r" autrement dit que p{, + 1 est un plus petit élément pour P.

iv) On vient donc de montrer que I’ensemble A satistait au principe de récurrence autrement
dit que A = N ce qui acheve la preuve de I’existence d’un plus petit élément.
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Proposition 1.1.2.8 (Plus grand élément) Une partie non vide P de N est majorée
(cf. 0.2.2.vii),) si et seulement si elle posséde un plus grand élément. Celui-ci est alors le plus
petit de ses majorants.

Preuve : Si P posséde un plus grand éléments, celui-ci est un majorant par définition. Et P
est évidemment non vide.

Réciproquement si P est majorée I’ensemble M de ses majorants est non vide. Il résulte
de I.1.2.7 que M posseéde un plus petit élément m. Comme Vp € P, | p < m,

m¢P = VpeP, ,p<mAp#m
c’est-a-dire
Vpe P, ,p < m. L1.2.8.1
11 s’ensuit alors que
m=0= P =10.

Donc

p#D=m=#0.
Il existe donc (cf. I.1.0.1.PA;),)n € N telquem = n+ 1. 1.1.2.8.1 entrraine alors que

VpeP,p<n+l=VpeP,p<n=mnecM.

Mais n < m m étant le plus petit élément de M.
On en déduit donc que m € P c’est-a-dire que m est le plus grand élément de P.

I.1.3 . —Ensembles finis

Définition 1.1.3.1 (Ensemble fini) On dira qu’un ensemble A est fini s’il existe p € N et
une application injectivei : A — [1;p].

Lemme 1.1.3.2 Si A est un ensemble fini

#(A) == min({peN, ; Ji : A — [1;p] injective})
est I’'unique entier n tel qu’il existe une bijection A = [1;n].
Preuve :

i) (Existence)
L’existence de #(A) est assurée, pour un ensemble fini, par la proposition I.1.2.7. De

plus, il existe une application injectivei : A — [1;#(A)]. Si#(A) = 0[1;#(A)] = 0
ce qui entraine A = () et prouve le résultat.
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Si#(A) # 0,[1;#(A)] # 0 etsiin’est pas surjective, il existe v € [1;#(A)] quin’a
pas d’antécédent dans A. Il s’ensuit que Imi C [1;#(A)]\ {z}etquei : A — [L;#(A)]\ {x}
est encore injective.

Considérons I’application :

(x#(A) : [L#(A)] — [L#(A)]
T = #(A)
#(A) = z
p = p, Vp#x, pFH(A)

qui est une bijection. Il s’ensuit que
(z#(A))oi A = [L#(A) —1]

est encore injective ce qui contredit la minimalité de #(A). L’application i est donc surjective
et par conséquent est une bijection. On a donc établi I’existence d’une bijection de A sur un
ensemble de la forme [1; p).

ii) (Unicité)
Supposons données deux bijections
¢+ A= [Liplety : A= [liq].

Alors
Yoot i [Lip] = [Ligetpor™ 1 [Lig) — [L;p]

sont des bijections ce qui entraine en vertu du TD n° I, exercice D, exercice C, question 2)
p = q ce qui prouve I’unicité.
Exemple 1.1.3.3 (Ensembles finis) [Ensembles finis]

a) L’ensemble () est un ensemble fini.

b) Si
AcC FetB C FE

sont des parties finies d’un ensemble £ alors
AU BetANB

sont finis. Toute partie de A est finie.
Si A et B sont des ensembles finis, A x B est fini.
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c) Pour p et g des entiers naturels, les ensembles

[p;al, [p; al, Ip; al et p; 4

sont des ensembles finis.

d) En revanche N n’est pas fini (cf. TD n° I, exercice D, exercice C, question 3)) ce qui
motive la définition suivante :

Définition 1.1.3.4 (Ensemble dénombrable) On dit qu’un ensemble A est dénombrable s’il
existe une bijection A = N.

Exemple 1.1.3.5 (Ensembles dénombrables) Les ensembles
N, Z, Q
sont dénombrables mais P (N) ne 1’est pas non plus que R.

Proposition 1.1.3.6 (Parties finies de N) Etant donnée une partie P C N, les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) La partie P est non vide et finie.

b) La partie P est non vide et majorée.

¢) La partie P possede un plus grand élément.

d) Il existe un unique m € N tel qu’il existe une bijection [0;m] = P.

Preuve : Cette proposition n’est qu’une sunthése de résultats déja établis et nous laissons au
lecteur le soin de les rassembler.
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Proposition 1.1.3.7 Une partie P C N de N est soit finie soit dénombrable.

Preuve : Pour toute partie P de N, on peut définir les suites

(Pn) meN €t (Qn) meN

de la maniére suivante :

PO = P
Qo = 0
VneN P, = Pn'\ {min(P,)} si P, # () 11371
:= () sinon
VneN Qnu = Q,U{min(P,)}si P, #0
= (@, sinon .
1l n’est pas difficile d’établir par récurrence que :
VPCN,VneN, P = P, UQ,etQ, estfinie . 11372

Il s’ensuit que si P n’est pas finie, pour tout n P, n’est pas finie (cf. 1.1.3.3.b)) et en
particulier,
VneN, P, # 0.
Posons donc
Vn €N, f(n) := min(F,) .
On définit ainsi une application f : N — P. Ce peut étre un trés bon exercice de montrer
qu’elle est bijective.

I.2 . —L’ensemble Z des entiers relatifs

1.2.0 . —Introduction

On cherche a définir Z comme 1’ensemble des « différences » d’entiers naturels c’est-a-
dire que, pour deux entiers p et ¢, il existe un entier naturel r tel que soit ¢ = p + 7 soit
p = q + r (cf. I.1.2.5.) Dans le dernier cas, on voudrait écrire p — ¢ = r et dans le premier
cas,p—q= —r.

En procédant ainsi il faudra bien évidemment tenir compte du fait que plusieurs couples
peuvent donner la méme différence, et prendre ce dernier point en compte dans la définition
des opérations sur 7Z : (cf. 1.2.2.)

Ce point de vue risque d’étre source d’une grande quantité de disjonctions pénibles a
manier et 1’on sait bien que deés qu’il s’agit d’« identifier » on doit pouvoir recourir au for-
malisme des relations d’équivalences (cf. 0.2.2.v)).

On évite ces inconvénients en procédant comme suit, et 1’on retrouvera I’idée initiale
apres avoir construit I’addition sur Z (cf. 1.2.2.7.ii) :)
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Notation 1.2.0.1 On note :
7 = NxN 1.2.0.1.1

I’ensemble des couples d’entiers naturels a ne pas confondre avec Z que nous allons définir
dans cette section.
Sur I’ensemble Z, on considere la relation binaire (cf. 0.2.1.iii) :) ~ définie par :

V(p,q) € Z, Y(r,s) € Z, (p,q) ~ (r,8) & p+s = q+r. 12.0.12

Ceci pourrait se réécrire, pour peu qu’on ait introduit la notation p — ¢ = r — s et corres-
pond donc bien a I’'idée qu’on se fait que 1’on identifie deux couples qui donnent la méme
« différence ».

Proposition 1.2.0.2 La relation ~ est une relation d’équivalence (cf. 0.2.2.v).) Pour tout
(p,q) € Z on notera (p,q) = {(T, s) € Z; (r,s) ~ (p, q)}
la classe du couple (p, q).

Preuve : . Cette démonstration trés formelle et trés facile est laissée en exercice.

1.2.1 . —Entiers relatifs

Définition 1.2.1.1 (Entiers relatifs) On appelle ensemble des entiers relatifs I’ensemble des
classes de Z selon ~ encore appelé ensemble quotient 7/ ~ et finalement noté Z. Un élément
de Z est un entier relatif .

Notation I.2.1.2 On notera :

[.2.1.2.1

T Z — L =27~
) —

)
3
RS)

la surjection canonique (cf. TD n° II, exercice A, question 2).)

Proposition 1.2.1.3 Pour toute classe (p, q) € Z, il existe un unique entier naturel r, tel que

(p,q) = (r,0)ou(0,r).
La disjonction précédente n’étant pas exclusive.

Preuve : Pour tout couple d’entiers naturels (p, q), il existe, (cf. 1.1.2.5) un entier naturel r
tel que
ptr=q& (pg~0rjougtr =p e (pg)~(r0)
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ce qui prouve I’existence
Si maintenant, r et ' sont deux entiers naturels tels que, par exemple,

(p,q) = (r,0) = (",0),

r,0) ~ (1',0) c’est-a-dire (cf. 1.2.0.1.2) r + 0 = r’' + 0 c’est-a-dire r = 1’ ce qui assure
(7 ) ( I q
I'unicité.

Proposition 1.2.1.4 Les applications

Wi No— Z 12.1.4.1
p — (p,0)
et
i+ N z 12.1.4.2

e
p — (0,p)

sont injectives. (ct. 0.2.5.1).)

Preuve : Pour (p,q) € Z, sir etr’ sont deux entiers naturels tels que i (r) = i (1), alors

p,q) = (r,0) = (1,0)

ce qui, nous I’avons déja vu dans la démonstration de la proposition 1.2.1.3 implique que
r=r.
La vérification pour i_ est tout a fait identique.

Corollaire 1.2.1.5 Les propositions 1.2.1.3 et I.2.1.4 ont pour conséquence que :

i) i, (N) est une partie de Z en bijection (cf. 0.2.5.iii)) avec N. On identifiera dans la suite

N ai, (N) et pour tout entier naturel p € N, on écrira aussip € Z pour (p,0) € Z.

ii) L’ensemble Z est la réunion de i (N) eti_(N).
On notera souvent
7t = iy(N)etZ~ := i_(N)

et I’on écrira, égalementN = Z7.

iii) L’intersection de i (N) et i_(N) est la classe (0,0) que nous ne tarderons pas a noter
simplement 0.
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Définition 1.2.1.6 (Entiers positifs/négatifs) On appellera Z" 1’ensemble des entiers rela-
tifs positifs et Z~ I’ensemble des entiers relatifs négatifs.

1.2.2 .—L’anneau (Z, +, *)

Dans ce paragraphe (1.2.2) I’ensemble noté 7 est celui introduit en 1.2.0.1.1.

Notation 1.2.2.1 On définit une loi de composition + sur Z par :

V(p,q) € Z ,N(r,s) € Z, (p,q) +z (r,8) == (p+n7,q+n ) [2.2.1.1

cette écriture ayant un sens puisque 1’addition sur N est bien définie (cf. I.1.1.4.)

Une chose est de comprendre quelle peut étre la formule qui définit la multiplication, une
autre de justifier qu’elle définit bien I’opération que 1’on souhaite.

Néanmoins, si I’on supposait la multiplication complétement construite, et possédant
toutes les propriétés usuelles, on pourrait tout d’abord écrire tout couple d’entiers relatifs

(,8) = ((p,q), (r,5)) .

Avec les notations introduites en 1.2.2.7.1), on aurait encore « = p —get 5 = r — s. On
écrirait alors tres naturellement

axf = (p—q)*x(r—s) = (pr+qs)— (qr+ps)

qui est la classe (pr + ¢s, ps + qr). Cette démarche nous montre qu’on doit pouvoir définir
la multiplication dans Z a partir de la multiplication dans N et passage aux classes.
On définit donc une loi de composition *; sur Z (pas encore sur Z, ) par :

V(p,q) € Z,V(r,s) € Z, (p,q) *z (r,s) == (p*r+q*s,pxs+qxr) 12212
en utilisant les opérations + et * de N qui sont bien définies.

Lemme 1.2.2.2 Les lois +, et x5 définie ci-dessus sur Z sont compatibles a la relation
d’équivalence ~ définie en 1.2.0.1.2 au sens ou

Vee Z,Vye Z Vx' € Z,
vy € Z, ( s~ ANy~y = rtgy~d gy etasgy~alxgy) .

Preuve :
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i) (+)
On a, par définition (cf. 1.2.2.1.1,)

(pq) +7(r;s) = (p+rg+s)et (p,q)+z(,s") = (P +71,¢ +5).

Par ailleurs (cf. 1.2.0.1.2)p+ ¢ = p +qetr+s = 1 + s ce qui implique que
p+q +r+s = p +q+r" + s cequis’écrit encore

(pt+r) + (@ +5) =@ +r) + (¢+5)
c’est-a-dire que
(p+rg+s) ~ @ +1d+5)
et prouve le résultat.

i) (%)
Onadonc:p+q = p+qetr+s = r' + s. Il en résulte que

prxr+qxs+pxs+qdxr = (p+¢)xr+(q+p)=s
= P +g*r+{+q)xs
= pxr+qgds+prs+qxr;

c’est-a-dire que

(p7 Q) *z (T, S) ~ (pla q/) *z (T, S) .
En appliquant une fois encore ce raisonnement on obtient :

(p,7 q,) *z (Ta S) ~ (pla q,) *z (Tla S/)

ce qui achéeve la preuve par transitivité de ~ .

Proposition 1.2.2.3 Il existe un unique couple de lois (+, ) sur Z tel que la surjection cano-
nique 7 définie en 1.2.1.2.1 soit simultanément un morphisme de (Z, +z) dans (Z,+) et de
(Z,%z) dans (Z, x).

Preuve : La compatibilité des lois + et x sur Z avec la relation déquivalence ~ ayant été
établie au lemme 1.2.2.2, le résultat découle du TD n° II, exercice A, question 3), a).
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Proposition 1.2.2.4 (Le groupe (Z,+)) Le couple (Z,+) est un groupe abélien (cf. 0.5.6.1).)

Preuve :

i) (Associativité)
Il faut vérifier que la loi + est associative, mais en vertu du TD n° II, exercice A,
question 3), b), il suffit de vérifier que + ; est associative. Or

+7r,g+s)+z (t,u)
(p+7r)+t,(qg+s)+u)
p+(r+t),q+ (s+u))

q) *z ((7’ s) +z (t, u))

((p.@) +2z (r,9) +z (t,u) = (p
(
(
(p,

en utilisant I’associativité de + dans N (cf. 1.1.1.4.1).)

ii) (Elément neutre)
On constate que

V(p,q) € Z, ((p,q) +2(0,0) = (0,0) +z (p,q) = (p,q))

c’est-a-dire que (0,0) est un élément neutre pour + ;. En utilisant encore le TD n° II,
exercice A, question 3), b), il s’ensuit que (0, 0) est un élément neutre pour (7, +).

iii) (Symétrique)
Pour tout (p,q) € Z,

(r,q) + (¢,p) = (p+qpr+q) = (0,0);

c’est-a-dire que (q, p) est un opposé a droite pour (p, q) mais 1’identité ci-dessus étant vraie
Vp, Vq, c’est aussi un opposé a gauche.

iv) (Commutativité)
11 est encore immédiat de constater que

V(p.q) € Z,¥(r,s) € Z, (p,q)+2(r,s) = (p+r,q+s) = (r+p,s+q) = (r,s)+2(p,q))

en utilisant la commutativité de +y dans N (cf. 1.1.1.4.iii).) On conclut ensuite a la commu-
tativité de (Z, +) une fois encore grage au TD n° II, exercice A, question 3), b).

Les propriétés établies ci-dessus font de (7, +) un groupe abélien.
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Remarque 1.2.2.4.5 (L’opposé dans Z) Il convient de s’arréter un instant sur le fait que,
parmi les quatre propriétés établies dans la démonstration de la proposition 1.2.2.4 1a seule
qui ne s’obtienne pas grice a une propriété analogue de (N, +y) est I’existence du symétrique
(oppposé.) Rien de surprenant a cela, puisque précisément c’est le manque de symétrique
dans N qui conduit a construire Z rien d’étonnant encore qu’on ne le trouve pas avant (méme
dans Z) sans quoi on ne se serait peut-étre pas donné le mal de construire Z.

Proposition 1.2.2.5 (L’anneau (Z, +, x)) Le triplet (Z, +, %) est un anneau commutatif (cf.
0.5.9.1).)

Preuve :
i) (Associativité de *)

V(p,q) € Z, V(r,s) € Z, V(t,u) € Z,

ona:

((p,q) %z (r,s)) *z (t,u) pr+qs,ps+qr) xz (t,u)

(

= (prt + gst + psu + qru, pst + qrt + pru + qsu)
(p(rt + su) + q(st + ru), p(st + ru) + q(rt + su)
(9,0) 7 ((r,5) 7 (t,))

11 suffit ensuite d’utiliser le TD n° 11, exercice A, question 3), b) pour assurer 1’associa-
tivité de * sur Z.

i) La démonstration des autres propriétés (élément neutre, commutativité et distributivité
sur +) est facile et laissée en exercice. Elle se fait sur le méme modéle.

Proposition 1.2.2.6 Pour tout couple (p, q) d’entiers naturels,

iv(pta) = iv(p) +iv(e) , i-(p+aq) =i-(p) + i-(q),
i+(pxq) = it(p)*xii(q) et i-(pxq) = i-(p)*ir(q) = i+(p)xi_(q)-

Remarque 1.2.2.6.1 On dit que i, est un morphisme (cf. 0.5.2,) pour les lois + et *
C’est également le cas pour ¢_ vis-a-vis de + mais pas tout a fait pour x.

Preuve : Ce son des calculs faciles laissés en exercice.
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Notation 1.2.2.7 i) (Opposé)

On sait (cf. 1.2.1.5.i1)) que pour tout entier relatif « il existe un entier naturel p, tel que
a = iy(p) oui_(p) c’est-a-dire que o« = (p,0) ou @ = (0,p). On a déja convenu, (cf.
[.2.1.5.i),) de noter simplement p la classe (p,0). Nous venons de plus de constater (cf.
1.2.2.4) que (0, p) est I'opposé de (p,0) pour la loi de composition + que nous venons de
définir. Traditionnellement on note —p I’opposé de p, et I’on retrouve ainsi la notation usuelle.

Pour résumer, pour tout entier relatif «, il existe un unique entier naturel p tel que o = p
ou « est ’opposé dans Z de p vu comme entier relatif qu’on note —p.

ii) Meéme si cette opération est définie grace a la loi + et a I’opposé dans Z il est commode
de définir une loi de soustraction noté — sur Z et définie comme la somme avec I’opposé
c¢’est-a-dire que pour tout couple (p, ¢) d’entiers relatifs,

p—q = p+(—q).

On remarque qu’alors, pour des entiers naturels p et g,

p—q = (p,q).
Proposition 1.2.2.8 (Regles de calcul) On a les propriétés suivantes :

i) Pourtoutp € Z,—(—p)=p.
ii) Pourtoutp € Z,p € Z7 sietseulementsi —p € Z~ (cf. 1.2.1.5.ii).)

iii) Pour tout couple (p, q) d’entiers relatifs,

—(p—q) = q-p.
On établit de maniere analogue les regles usuelles :

iv)
que I’on notera simplement —p * q.

v)
(=p)*(=q) = p*q.

vi) (=1)xp = —p.
Preuve : Les démonstrations de ces propriétés sont faciles et essentiellement basées sur

I’unicité de I’'opposé (cf. TD n° II, exercice B, question 1), b).)
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Proposition 1.2.2.9 (Intégrité) Pour tout couple d’entiers relatifs (p,q) p x ¢ = 0 si et
seulement sip = 0ouq = 0 c’est-a-dire que (Z,+,*) est un anneau intégre (cf.
0.5.9.ii).)

Preuve : On laisse le soin au lecteur de déduire cet énoncé de la proposition 1.1.1.5.vi).

Corollaire 1.2.2.10 Pour tout triplet (p, q,r) d’entiers relatifs, p x 1 = q * r si et seulement
sir=0o0up=gq.

Proposition 1.2.2.11 Pour tout couple d’entiers relatifs (p,q) p * ¢ = 1 si et seulement si
(p,q) = (L) ou(p,q) = (=1,-1).

Preuve :

i) Sip et q sont positifs (cf. 1.2.1.6,) on a (p,q) = (1,1) d’apres la proposition I.1.2.6.ii).

ii) Sip et q sont négatifs, —p et —q sont positits (cf. 1.2.2.8.ii).) De plus, pxq = (—p) *(—q)
(cf. 1.2.2.6.)

Il en résulte que (—p, —q) = (1,1) d’apres le point précédent et par conséquent que
(p7 q) = (_17_1)'

iii) Si p est négatif et q positif, —p est positif et p x ¢ = —(—p) * q est négatif d’apres
les propositions 1.2.2.6 et 1.2.2.8.1i). Cette situation n’est donc pas possible puisque 1 =
(1,0) € Z*.

Définition 1.2.2.12 (Eléments inversibles) Les seuls éléments de Z qui ont un inverse sont
donc 1 et —1. On dira que ce sont des éléments inversibles de Z. On notera Z* := {—1,1}
I’ensemble des éléments inversibles de Z.

1.2.3 . —Ordre sur Z

On définit maintnant une relation d’ordre sur Z (cf. 0.2.2.vi),) dont on va montrer qu’elle
satisfait de « bonnes propriétés » relativement a 1’addition +, la multiplication * et les injec-
tioniy eti_.

Définition 1.2.3.1 (<) On définit la relation < sur Z, par la formule :
VpEZNGEZ, (p < q < FIreN, (g =p+r)). 1.23.1.1

Pour tout couple (p, ¢) d’entiers relatifs, si p < ¢, on dira que p est inférieur ou égal a q.
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Proposition 1.2.3.2 (Ordre) La relation < définie ci-dessus est une relation d’ordre totale
sur Z (cf. 0.2.2.vi).)

Preuve : Le fait que < soit réflexive et transitive procéde d’arguments semblables a ceux
utilisés pour les propriétés analogues de la relation < sur N (cf. 1.1.2.2.)

Pour tout couple (p,q) d’entiers relatifs, sip < q,etq < p,ona:q—p € Z" et
p—q€Z". Orp— q € Z" équivaut (cf. 1.2.2.8.ii)) aq — p € Z~. On a donc

q—p € Z" N7

ce qui implique (cf. 1.2.1.5.ii1))) que ¢ — p = 0 c’est-a-dire que p = q. La relation < est
donc antisymétrique et c’est donc une relation d’ordre.

Le fait qu’elle est totale c’est-a-dire qu’on puisse toujours comparer deux éléments, est
une conséquence de 1.2.1.5.ii).

Remarque 1.2.3.3 On peut définir une relation > de maniere évidente sur Z qui est aussi
une relation d’ordre ainsi que des relations < et > qui ne sont pas des relations d’ordre (cf.
[.1.2.3))

Proposition 1.2.3.4 Pour tout couple d’entiers naturels (p, q), p <y q au sens de Ia relation
d’ordre sur N si et seulement si i, (p) <z iy(q) (cf. 1.2.1.4.1) que I’on écrira bien entendu
p < q au sens de la relation d’ordre sur Z. Autrement dit, 1, est un morphisme pour les
relations d’ordre < sur N et Z c’est-a-dire encore une application croissante (ct. 0.2.8.)

On pourrait encore dire que la relation d’ordre sur Z « prolonge » la relation d’ordre sur
N.

Proposition 1.2.3.5 (Propriétés de <) i) (Cdne positif)
Pourtoutp € Z ettoutq € Z*,p <q.

ii) (Addition et ordre)
Pour tout quadruplet d’entiers relatits (p, q,r,s) p < qetr < s, impliquep +r < q + s.

iii) (Multiplication et ordre)
Pour tout triplet (p, q, ) d’entiers relatifs, sip < g etr > 0, alorsr xp < r *q.

Remarque 1.2.3.6 On laisse le soin au lecteur d’établir toutes les variantes usuelles de I’énoncé
ci-dessus.

Proposition 1.2.3.7 Toute partie non vide majorée (resp. minorée) de 7. posseéde un plus
grand élément (resp. un plus petit élément.)

Le plus grand élément est le plus petit des majorants, tandis que le plus petit élément est
le plus grand des minorants. Ceci implique, en particulier, I’unicité du plus grand (resp. du
plus petit élément.)
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Preuve : On ne démontre que partiellement cette proposition, le reste de I’argument ayant la
méme forme.
Etant donnée une partie non vide et majorée P de 7,

i) siQ = PNZ" #,Q est une partie non vide majorée de N et posséde donc un plus
grand élément (cf. 1.1.2.8.) Il est facile de voir que ce plus grand élément est encore un plus
grand élément pour P.

ii) Si PNZ* = (), il découle de la proposition I.2.2.8.ii) que P’ := {—p, p € P}, est une
partie de Z" = N. Elle posséde donc un plus petit élément ¢ d’aprés la proposition 1.1.2.7.
Reste a vérifier, ce qui est élémentaire, que —{ est un plus grand élément pour P.

Proposition 1.2.3.8 (Parties finies) i) Une partie de Z est soit finie (ct. I.1.3.1,) soit dénom-
brable (ct. 1.1.3.4.)

ii) Une partie non vide de Z est finie si et seulement si elle est a la fois majorée et minorée,
si et seulement si elle admet simultanément un plus grand et un plus petit élément.

Définition 1.2.3.9 (Valeur absolue) La proposition 1.2.2.8.ii) permet de définir la valeur ab-
solue
d’un entier relatif de la maniere suivante :

i) sip € Z*, on appelle valeur absolue de p et on note |p| I’entier relatif p lui-méme;

ii) sip € Z~,lavaleur absolue |p| de p est I’entier —p € Z*.

De maniere équivalente, on peut dire que la valeur absolue d’un entier relatif p est le plus
grand des deux nombres p et —p :

Il = max(p, —p) -
La valeur absolue est donc une application de Z dans N.

Proposition 1.2.3.10 (Propriétés de la valeur absolue) La valeur absolue sur Z a les pro-
priétés suivantes :

i) 0] = 0;

ii)
VpeZ,p < |p|;

iii)
VpeZ,VqeZ, [pxq| = |p|*|ql;
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iv)
VpeZ, | —p| = |p|;

V)
VpeZ, Vg eZ, |lp|—lql| < [p+4ql < Ipl + lql.

1.3 . —Théoreme de BEZOUT et propriétés arithmétiques de Z
1.3.0 . —Introduction

Le théoreme principal de ce paragraphe est bien évidemment le théoreme 1.3.3.3 et son
corollaire 1.3.3.3. A I’origine de ces résultats se ttrouve bien entendu le théoréme de la divi-
sion euclidienne 1.3.2.3. Les autres résultats du paragraphe et notamment le théoréme 1.3.6.1
et ses corollaires sont des conséquences (voire parfois de simples reformulations) du théo-
reme 1.3.3.3.

I.3.1 . —Divisibilité dans un anneau integre

Soit (A, +, ) un anneau integre (cf. 0.5.9.ii).) L’anneau (Z, +x) en est un bon exemple.

On notera A* I’ensemble des éléments inversibles de A (cf. 0.5.9.iii)) et on rappelle
que le couple (A* x) est un groupe, (resp. un groupe abélien si A est commutatif) (cf.
0.5.10.)

Définition 1.3.1.1 (Divisibilité) Pour tout couple (a,b) € A x A, on dit que a divise b ou
que a est un diviseur de b ou encore que b est un multiple de a et I’on note alb, s’il existe
c € Atelqueaxc = b.

Définition 1.3.1.2 (Eléments associés) Pour (z,7) € A x A, on dit que y est associé a x s’il
existe un élément inversible u € A*, tel que y = u * .

Lemme 1.3.1.3 La relation d’association est une relation déquivalence.

Proposition 1.3.1.4 (Propriétés de la relation de divisibilité) La relation de divisibilité -
satisfait aux propriétés suivantes :

1) (Réflexivité)
Elle est réflexive (ct. 0.2.2.1).)

ii) (Transitivité)
Elle est transitive (cf. 0.2.2.iv).)
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iii)
Ve e A, Yy € A, (x|yety|x =Ju € A",y = ux)
autrement dit x et y sont associés.
iv)
Ve A VyeA VzeA, (zlyetzlz = zly+2).
Remarque 1.3.1.5 Le fait que la relation | ne soit pas « vraiment » antisymétrique
(cf. 0.2.2.iii),) fait qu’on ne peut pas dire que | est une relation d’ordre.
Cependant la relation d’association est une relation d’équivalence. On dira dans ce cas
que | est une relation de pré-ordre.Ce pré-ordre n’est pas total, en effet on ne peut pas toujours

comparer deux éléments de Z du point de vue de la divisibilité. Par exemple, on n’a ni 3|5 ni
5|3.

Lemme 1.3.1.6 L’élément neutre pour + 0 est le plus grand élément pour | tandis que tout
élémentu € A* est un plus petit élément pour |.

Remarque 1.3.1.6.1 On constate d’ores et déja que | ne se comporte pas tout a fait comme
une relation d’ordre puisqu’il n’y a pas unicité d’un plus petit élément.

Notation I.3.1.7 On notera
VX CA,DX):={y € A; Ve e X, ylz} (resp. M(X) = {y € A;Vz e X, z|y})

I’ensemble des diviseurs (resp. multiples) communs a tous les éléments de X.
De maniere un peu abusive, on notera encore

D(z,y) = D({z,y}) (resp. M(z,y) = M({z,y}) )

Définition 1.3.1.8 (Pged Ppem) Etant donné un ensemble X C A, on appelle plus grand
commun diviseur ou Pgcd (resp. plus petit commun multiple ou Ppcm)

un plus grand élément de D (X )(resp. un plus petit élément de M (X), )

au sens de la relation | bien entendu, autrement dit, un élémentd € D(X) (resp.m € M(X))
tel que :

Va € X, dlaet Vb € D(X), bld (resp. Va € X, almet Vb e M(X), m|b.) 13.1.8.1
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Remarque 1.3.1.8.2 La définition I.3.1.8 peut sembler un peu abusive au sens ou nous n’avons
parlé de plus grand élément ou de plus petit élément que pour une relation d’ordre (cf.
0.2.2.vii).) Nous verrons en outre que la relation |- n’est pas « vraiment » une relation d’ordre
(cf. 1.3.1.5,) met en particulier en défaut le fait que de tels éléments, s’ils existent, (ce que
nous n’avons pas encore établi mais qui le sera pour les anneaux principaux est unique;
cependant :

Lemme 1.3.1.9 Pour tout X C A, d Pged de X (resp m Ppem de X,) d' est un Pged de X
(resp. m’ est un Ppem de X)) si et seulement si d et d’ (resp. m et m’) sont associés.

Remarque 1.3.1.10 On n’a pas parlé jusqu’ici du Pged ni du Ppem mais d’un Pged ou
d’un Ppem a cause du défaut d’unicité constaté dans le lemme ci-dessus. Ce dernier énoncé
montre en outre que de toute évidence, le « bon objet » a considérer n’est pas un Pged ou
un Ppem mais la classe d’association des Pged (resp Ppem) qui, pour le coup, et d’apres le
lemme 1.3.1.9 est unique. Cette classe d’association ne semble pourtant pas €tre un objet tres
utilisable sauf a remarquer qu’on peut la représenter par un objet tout a fait maniable .

Pour x € A, soit en effet

zA = M(z) = M({x})
I’ensemble des multiples de . On remarque que :
TA # 0, V(y,2) € A x zA, V(a,b) € Ax A, ax +by € zA. 1.3.1.10.1

Un sous-ensemble de A possédant les propriétés 1.3.1.10.1 s’appelle un idéal de A et 1’on a
le résultat suivant :

Lemme 1.3.1.11 Pour tous x ety dans A yA C x A si et seulement si x|y en particulier x et
y sont associés si et seulement si tA = yA.

Notation 1.3.1.12 Pour X C A d (resp. m) un Pged (resp. Ppem) de X, on notera :
/\X = dAet PPCM(X) := mA. 13.1.12.1

Pour tout (z,y) € A x A, on notera :
Ay = M\{z,y} et PPCM(z,y) = PPCM({z,y}). 13.1.12.2

Exercice 1.3.1.13 Soit X C A, non vide.
1) () Montrer que

I(X) = {Z a;x;,m € N, a; 1<i<n € A, T 1<i<n € X}

=1

est un idéal de A et que si d estun Pged de X I(X) = dA.
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2) () Montrrer que
J(X) = ﬂ zA

zeX

est un idéal de A et que si m estun Ppem de X, J(X) = mA.

3) () Montrer que 0 est un Pged (resp. un Ppecm) de X si et seulement si

Vee X,z = 0(resp. 3z € X, z = 0).

4) () Soient X et Y deux parties non vides de A possédant chacune un Pgcd (resp. un
Ppcm).
Montrer que

A\ xUY) = (A\X)A(/\Y) (resp. PPCM(X UY) = PPCM(PPCM(X),PPCM(Y))) .

Définition 1.3.1.14 (Eléments irréductibles) Un élément z € A de A est dit irréductible
N Vye A, VzeA, (yxz =a = ye AX V z€ AY).
Définition 1.3.1.15 (Elément premier) Un élémentz € A de A est dit premier si
Vye A, VzeA, (zlyxz = zly V z|2) ;
Lemme 1.3.1.16 Dans un anneau integre, tout élément premier non nul est irréductible.

1.3.2 . —Le théoréme de la division euclidienne dans 7Z

On établit dans ce paragraphe (1.3.2) le théoréme de la division euclidienne 1.3.2.3 qui est
a I’origine des résultats principaux des paragraphes 1.3.3 et 1.3.6 et en particulier :

i) le théoreme de BEZOUT (cf. 1.3.3.3;)

ii) le lemme de GAUSS (cf. 1.3.3.8;)

ii1) le lemme d’Euclide (cf. 1.3.3.10;)

iv) la décomposition en produit de facteurs premiers (cf. 1.3.3.17;)

v) le théoreme chinois des restes (cf. 1.3.6.1.)
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Le théoréme 1.3.2.3 résulte lui-méme de la proposition 1.3.2.1. Ce dernier résultat se
transpose par exemple au cas des anneaux de polyndmes sur un corps, en remplacant la valeur
absolue par le degré. Si bien qu’on obtient une arithmétique dans les anneaux de polyndmes
tout a fait analogue a celle de Z.

Cependant les résultats i) a v) sont en réalité des conséquences du corollaire 1.3.2.6 et
vaudrait dans n’importe quel anneau dans lequel on aurait un résultat analogue concernant
la structure des idéaux : a savoir que tout idéal est de la forme x A, on dit principal. De tels
anneaux sont dit principaux et dans les anneaux principaux on a les énoncés 1) a v).

Proposition 1.3.2.1 (Compatibilité a <)

VpeZ NqgeZ, (plaetq =~ 0 = |p| <lql) .

Preuve :
Vp e Z,Vq €Z, plg et ¢#0
= dr € Z,q = pxr et r#0
= Ir € Z, |r|x|p| = |lq| et r#0

Or
r#0 = |r[#0 = 1< = |p[x1 < |p|*[r| = |qg]

en utilisant la proposition TD n° I, exercice B, question 3), i).

Lemme 1.3.2.2 Deux éléments A et b de 7 sont associés (ct. 1.3.1.2,) si et seulement si

a =boua = —b.

Preuve : (cf. 1.2.2.12.)
Théoréme 1.3.2.3 (de la division euclidienne) Pour tout couple d’entiers relatifs (a, b), b #
0, il existe un unique couple d’entiers relatifs (q, ) tel que :

a="bxq+retd < r <. 1.3.2.3.1

Preuve :

i) (Existence)
Montrons d’abord I’existence du couple (q, ). Considérons pour cela I’ensemble

K :={a—bxk, keZ}.
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Lemme i).1
KNzt #0.

Preuve : Remarquons que K n’est pas vide puisquea = a—bx0 € K. Si K N7Z" était
vide, d’apres la proposition 1.2.1.5.ii), pour toutm € K, m < 0. L’ensemble K serait donc
une partie non vide majorée de Z et posséderait donc, d’apres la proposition 1.2.3.7, un plus
grand élément a — b * k.

Cependant, sib > 0,

a—bx(kg—1) = a—bxkog+b > a—bxky

ce qui est contradictoire.
Sib <0,
a—bx(kg+1) = a—bxkog—b > a—bxky

ce qui est encore contradictoire.

I en résulte donc que KNZ™ posséde, d’apreés la proposition I.1.2.7, un plus petit élément
a—bxq.
Reste finalement & montrer que a — b x q < |b|. Ora — b q > |b| entraine :
— sib > 0,|b] = beta—0bxq > bimpliquea —bx* (¢ + 1) > 0. Par ailleurs,
a—0bx(q+1) < a—b=xq ce qui contredit la minimalité de a — b x q dans K N Z+.
— Lecas b < 0 est laissé en exercice.

ii) (Unicité)
Supposons maintenant qu’il existe deux couples (q,r) et (¢',r") satisfaisant aux condi-
tions 1.3.2.3.1 du théoreme. On a alors b x q +r = bxq + 1’ ce qui implique

r—r =bx(qg—¢)

c’est-a-dire que b divise v’ — r (cf. 1.3.1.1.) Par ailleurs, on a0 < r < |b| et 0 < r' < |b]
ce qui implique que —|b| < " — r < |b|. Ceci équivaut a |r' — r| < |b|. On en déduit, en
appliquant le résultat 1.3.2.1 que v’ —r = 0. Il s’ensuit que b * (¢ — ¢') = 0 mais comme
b # 0, d’apres la proposition 1.2.2.9, ¢ — ¢ = 0 ce qui achéve de prouver I’unicité du
couple (q,).

Définition 1.3.2.4 Pour un couple (a, b) comme dans le théoreme 1.3.2.3, trouver le couple
(q,7) s’appelle faire la division euclidienne de a par b.

i) a s’appelle le dividende,
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ii) ble diviseur,
iii) ¢ le quotient
iv) etr le reste.

Remarque 1.3.2.5 On laisse le soin au lecteur de justifier que, si dans la division euclidienne
de a par b, a et b sont positifs q I’est aussi.

Corollaire 1.3.2.6 (Sous-groupes de (Z, +)) i) Pour toute partie H C 7, H est un sous-
groupe (ctf. 0.5.6.iv),) si et seulement si H est un idéal de 7 (cf. 1.3.1.10.1,)si et seulement si
il existe d € Z tel que

H =dZ = {d*k; keZ}.

ii)

Va € Z, Vb € Z, (bZ C aZ < alb) (cf. 13.1.11.)
iii)

Ya € Z, Vb € 7, (aZ =0/ =a =0bV a= —b).
Preuve :

1) a) On laisse en exercice le soin de montrer que H est un sous-groupe si et seulement si
c’est un idéal.

b) Vérifions d’abord que, toutd € Z, dZ est un sous-groupe de Z. Pour tout x,y € dZ, il
existea,b € Z telsquex = daety = db.ILs’ensuitquex+y = da+db = d(a+0b) €
dZ ce qui entraine que + se restreint a dZ pour donner une loi de composition sur dZ.

Comme (0 = dx0 € dZ laloi + sur dZ posséde un élément neutre. Enfin six = da €
dZ, —x = dx(—a) € dZ si bien que tout élément de dZ posséde un symétrique pour la
loi + ce qui assure que (dZ, +) est bien un groupe.

On pouvait aussi remarquer que I’application

ta: L — 7L
T — dx

est un morphisme de groupes (cf. 0.5.6.ii),) dont dZ n’est autre que 1’'image et utiliser la
question (cf. TD n° II, exercice B, question 2), c).)
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c) Soit H un sous-groupedeZ. Si H = {0}, H = 0Z.
SiH # {0}ilexistex € H, x# 0.Six € Z*, HNN* # (sinonz € H = —x €
H puisque H est un groupe. Comme x ¢ 7+, —x € Z* ce qui entraine encore H NN* # ().
Il s’ensuit que H NN* est une partie non vide de N qui contient donc un plus petit élément
d € N*(cf. I.1.2.7.)
Il s’ensuit que d * 0 € H, que pour toutn € N,

dsneH = d+«(n+1) = d«n+d €¢ H

puisque H est un groupe. Donc grice au principe de récurrence 1.1.0.1.PA3),Vn € N, dxn €
H. Puisque H est un groupe, on a aussi Vn € N, —d xn € H, si bien que

dZ C H .

Réciproquement, pour tout x € H, il existe, puisque d # 0, grice au théoreme 1.3.2.3,
un couple (n,y) telquex = d*n+y. Or

r€ HNd«n € H=y=x—dxn € H

puisque H est un groupe. Or sin est le quotient et y le reste de la division euclidienne de x
pard, 0 < y < d. Il s’ensuit, d étant le plus petit élément de H " N* quey = 0 ce qui
entraine x = d * n et finalement

H C dZ

puis
H = dZ.
i) SibZ C aZ, en particulier, b € aZ c’est-a-dire qu’il existe ¢ € Z tel que
b=axc & alb.
Réciproquement si a|b il existe c € Z, tel queb = a * c. Il s’ensuit que
VeebZdneZr = bxn = axcxn € aZ

c’est-a-dire
b7 C aZ .

iii) Est une conséquence immédiate du point précédent et de 1.3.1.4.iii).
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Corollaire 1.3.2.7 (Notation de position) Un entier naturel b > 1 étant fixé, pour tout entier
relatif a # 0, il existe un unique entier naturel d un unique élémente € 7Z* = {—1;1} et
un unique d + 1-uplet r; ,o<i<q tel que

d
a = ey rb; 13.2.7.1
i=0
VO<:<d, 0<r;<b; 1.3.2.7.2
rqg # 0. 13.2.7.3
Preuve : (cf. Probleme n° I, exercice A.)

i) (Existence)
On va tout d’abord chercher a prouver I’existence des entiers d et r; ,o<i<d -

a) (a=0)
Supposons d’abord que a > 0. Notons A I’ensemble des entiers naturels p > 0 tels que
pour tout q < p, il existe un entiers d, et des entiers rq; ,0 < i < 4, tels que
dq

g =Y rebavec < ry; < betrgy #0.
i=0

L’entier 1 appartient a A puisque 1 = 1+ 0 x b.
Pourp € A, I’ensemble

B, = {b" keN; vV <p+1}

est non vide puisque I’ = 1 < p + 1 et clairement majoré par p + 1. Il admet donc un plus
grand élément (cf. 1.2.3.7,) b. Comme b > 1, b¥1 = bxb? > b? et par maximalité de b?
on a donc

Vo< p41 < bt

Notons r,4 le quotient de la division euclidienne de p + 1 par b? et p son reste. On a donc,
0 <p< bt

Ceci implique, en particulier, que rgb¢ < p+1 < b ce qui implique que 14 < b.
Par ailleurs, en vertu de la remarque 1.3.2.5, on a également ry; > 0. Cependant, vy = 0
signifierait que p = p+1 > b? ce qui est contradictoire. Il en résulte que

0 <ryg <b.
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Finalement p < b¢, implique que p < p + 1 c’est-a-dire que p < p. Grace a I'hypothése de
récurrence faite sur p, on sait qu’il existe un entier d’ et des entiers r; .o < ; < 4 tels que

d/

p = ngbi

=0

avec 1, # 0. Ce dernier point a en particulier pour conséquence, comme p < b%, que d’ < d.
On a donc finalement que

d/
p+1 = rgb? + ngbi
i=0

c’est-a-dire, sous I’hypothése que p appartient a A, p + 1 appartient a A. Autrement dit A
satisfait au principe de récurrence I.1.0.1.PAs) et par conséquent, A est I’ensemble [1, +oo|
des entiers supérieurs ou égaux a 1.

b) (a<0)
Si a est négatif, on peut appliquer le résultat précédent a —a et I’on prendra e = —1.

ii) (Unicité)
On va maintenant montrer I’unicité de I’écriture précédente. Supposons que pour un en-
tier relatifa # 0, il existe

/ ! /
€,€,d,d,1i0<ica €Ti0<i<a

tels que
d &

a = leibi = e’ngbi.

1=0 1=0

a) Il est tout d’abord clair que ceci implique que ¢ = €.

b) Sid # d', on peut par exemple supposer que d > d'. Or on montrera en exercice que

d/

> it < b

=0

Or d > d' implique que d > d’ + 1 ce qui implique encore, comme v, # 0 par hypothése,
que

d/
A
1=0

ce qui est contradictoire. On adoncd = d'.
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¢) On a par conséquent,
d d

Z ribt = Z i’

=0 =0

ce qui implique que

d

ro—Try = Z(r; — ;)b
=1
d

= bx Z(T; — )bt

i=1

c’est-a-dire que b|ro — 1. Ceci implique, par un argument déja donné dans la preuve du
théoréme 1.3.2.3 que ry = r{. On commence ainsi un raisonnement par récurrence sur i
compris entre 0 et d, permettant de montrer que r; = 1 pour tout) < ¢ < d. On laisse le
lecteur terminer cette preuve.

Remarque 1.3.2.8 Ce corollaire justifie la notation de position c¢’est-a-dire qu’on peut écrire
tout entier relatif en base b (usuellement en base 10 ou 2, ) comme somme de puissances de
b avec des coefficients compris entre 0 et b et en utilisant également un signe + ou —.

1.3.3 . —Théoréeme de BEZOUT, lemme de GAUSS lemme d’EUCLIDE

Théoreme 1.3.3.1 (Existence du PGCD) Pour tout entier naturel non nuln € N*, et toute
partie
A = {al,...,an} C Z

finie a n éléments :

i) (PGCD)
A posséde un PGCD.

ii) (Identité de BEZOUT)
Si d est un PGCD de A il existe un n-uplet (uy, . .., u,) tel que :

=1

55



L3/S5 M313, Algebre Générale, 1.3.3 Université Paris Sud, 2014-2015

Preuve :

i) a) (Lesous-groupe G(A))
Soit

G(A) = {inai; x; € ZN1 <i <n, }

i=1
Alors G(A) est un sous-groupe de Z. En effet, 0 = Z Oxa; € G(A) et
i=1

n

Vo = ixiai, Yy = zn:yiai, rT—y = Z(xi—yi)*ai € G(A).
=1 i=1

=1

En vertu du résultat établi a I’ TD n° 1I, exercice B, question 4), il en résulte que G(A) est un
sous-groupe de 7.

D’apres le résultat relatif a la structure des sous-groupes de Z, (cf. 1.3.2.6,) il existe d € 7Z
tel que G(A) = dZ.

b) Reste a montrer que d est un PGCD pour A : Il est clair que
Vaec A, aeGA) = dZ

ce qui signifie exactement que d|a .
Réciproquement sib € 7 est tel que Va € A | bla, pour tout n-uplet (z1, ..., x,),

b| Z Z;a;
i=1
dit G(A) C VZ c’est-a-dire dZ C bZ c’est-a-dire, d’apreés I1.3.2.6.ii)
bld .

ii) Il suffit de remarquer que G(A) = dZ entraine d € G(A) ce qui prouve le résultat.
Définition 1.3.3.2 (Identité de BEZOUT) La formule I.3.3.1.ii).1 est appelée identité de BE-
ZOUT et les entiers u; ,1<;<,, coefficients de BEZOUT.

Corollaire 1.3.3.3 (Théoreme de BEZOUT) Pour tout entier naturel n et toute partie
A = {ay,...,a,} C Z,
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) D(A) = {-1,1}.
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b ANA = 1.

c) 1l existe un n-uplet d’entiers relatifs u; ,1<;<, tel que
n

Zaiui =1.

=1

Preuve : La preuve est immédiate.

Définition 1.3.3.4 (Entiers premiers entre eux) Pour tout entier naturel n on dira que des
entiers relatifs a; ,1<;<, sont premiers entre eux dans leur ensemble s’ils vérifient I’une des
conditions équivalentes du théoreme 1.3.3.3.

Pour n = 2 on dira simplement que deux entiers relatifs sont premiers entre eux.

Il arrivera qu’on ait a considérer un n-uplet d’entiers relatifs a; ,1<;<,, deux a deux pre-
miers entre eux. Ceci signifie que pourtout 1 < ¢ < nettoutl < j < nlesentiers a; et
a; sont premiers entre eux si ¢ # J.

Proposition 1.3.3.5 (Algorithme d’Euclide) Etant donnés deux entiers relatifs ay et a,, ’algorithme
d’Euclide consiste en la donnée des suites

(an) meN (un) meN (Un) meN €t (Qn) meN

définies par récurrence de la maniére suivante :

uy = 1
“1 0 1.3.3.5.1
Vo 0
v = 1;
pourtoutn € N,sia,;; = 0,
Un+2 = Upy2 = Upy2 = (qnp = 07

sinon, g, est le quotient de la division euclidienne (cf. 1.3.2.4.iii),) de a,, par a,, .1 et a, o =
an — Qnayn1 le reste. On pose alors :

Up+2 = Up — dnlUp41 1.3.3.5.2
Un+2 = Upn — (dnUpt1 -
Alors :
i) Soit
\V/TL 6 N, a/n - 07
soit

ImeN, ((am # 0) A(Yg>m, a, = 0)).
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ii)
Vn € N, (n <m—2 = D(ap,an11) = D(api1,mi2 )) )

iii)

Vn €N, a, = au, + by, .

Preuve : (cf. Probléme n° I, exercice B.)

Corollaire 1.3.3.6 Avec les notations de la proposition 1.3.3.5, si (ag,a1) # (0,0), a,, est
un PGCD de ag et a; et (un,v,) des coefficients de BEZOUT. Si aq et a; sont positifs,
(autrement dit des entiers naturels) il en est de méme de a,, qui est alors le PGCD au sens
usuel de ag et a;.

Exemple 1.3.3.7 a) On peut> mettre en oeuvre 1’algorithme d’Euclide de la maniére sui-
vante :

179 1 0

11 0 1
16 3 1 —16
3 2 =3 49

1 1 4 —-65

d’ou il résulte que
1T9N11 = 1let4dx179 — 65%x11 = 1.

b) On trouvera des exemples d’utilisation de 1’algorithme d’Euclide par exemple en TD n°
II, exercice D ou TD n° II, exercice F.

Théoréme 1.3.3.8 (Lemme de GAUSS) Etant donnés trois entiers relatifs a,b,c, si a et b
sont premiers entre eux, et a|bc alors alc.

Preuve : Sia et b sont premiers entre eux, il existe (ct. 1.3.3.3.c)), des entiers relatifs u et v

tels que au + bv = 1. Il en résulte que acu + bcv = c. Or alac tautologiquement, a|bc par
hypothése, donc a|c.

5. On n’a jamais dit « on doit »
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Remarque 1.3.3.9 Il se peut que dans la littérature, le lemme de GAUSS ne soit pas habi-
tuellement déduit du théoreme de BEZOUT mais plutot de la proposition 1.3.3.17. 1l pourrait
alors sembler surprenant de procéder comme on I’a fait. POur expliquer cette différence d’ap-
proche, il faudrait mentionner qu’il existe des anneaux dans lesquels la proposition 1.3.3.17
est satisfaite mais dans lesquels le théoreme de BEZOUT 1.3.3.3 ne I’est pas. Dans de tels
anneaux dits factoriels le lemme de GAUSS est encore vérifié mais ne peut alors se déduire
du théoreme de BEZOUT. Pour donner une quelconque pertinence aux considérations qui
précede il faudrait encore montrer qu’il existe vraiment des anneaux factoriels qui n’ont pas
la propriété de BEZOUT, ce qui est effectivement le cas.

Théoreme 1.3.3.10 (Lemme d’Euclide) Dans I’anneau Z tous les éléments irréductibles sont
premiers.

Preuve : Soitp € Z irréductible. Cela signifie en particulier que
diviseursp = {—p,—1,1,p}

et entraine en particulier que Ya € 7, si p fa p et a sont premiers entre eux. Pour tout
a,b € Z, siplab, et p fa, d’aprés le lemme de GAUSS (cf. 1.3.3.8,) p|b.

Remarque 1.3.3.11 La définition d’élément premier donnée en 1.3.1.15 peut dérouter dans
la mesure ou ce qu’on a 1’habitude d’appeler nombre premier serait plutdt un élément irré-
ductible de Z et méme un tel élément dans N. Heureusement que le lemme d’Euclide nous
permet de ne pas perdre nos « bonnes habitudes » en assurant que pour I’anneau 7Z les deux
notions d’irréductible et de premier coincident.

Définition 1.3.3.12 (Nombre premier) On appellera donc nombre premier un entier naturel
p € N quien tant qu’élément de Z a les deux propriétés équivalentes d’étre premier non nul
(cf. 1.3.1.15,) ou irréductible (cf. 1.3.1.14.)

Proposition 1.3.3.13 (Existence des PPCM) Toute partie finie
A = {al,...,an} C Z
admet un PPCM.

Preuve : Considérons .
G(a) = ﬂaiZ.
i=1

moyennant de remarquer qu’une intersection de sous-groupes est un sous-groupe, il existe
m € Z tel que G(A) = mZ. En outre G(A) est tautologiquement ou presque constitué
des multiples communs a tous les a;. L’entiers m est donc un multiple commun aux a; mais
divise tout élément de G(A) par construction c’est donc le plus petit d’entre eux.
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Lemme 1.3.3.14 Pour tout a,b € 7Z, si d est un Pged (resp m est un Ppcm)
lab] = |md)| .

Preuve : Est un exercice.

Lemme 1.3.3.15 Etant donnés un entier naturel n > 1
A = {CLl,...,CLn} C Z,

si les a; sont deux a deux premiers entre eux, (cf. 1.3.3.4,) alors

PPCM(A) = ﬁai.

i=1

Preuve : Le casn = 2 est une conséquence immédiate du lemme 1.3.3.14, et le cas général
s’en déduit en appliquant 1.3.1.13.question 4).

Remarque 1.3.3.16 1l est usuel d’appeler PGCD (resp. PPCM) I’entier naturel qui est un
PGCD (resp. Un PPCM) autrement dit le PGCD (resp. le PPCM) positif mais en fait bien des
résultats €énoncé dans la suite gagnent en concision et en simplicité, sans pour autant perdre
de leur portée si au lieu de considérer 1’entier d on considere le sous-groupe dZ. On notera
donc dans la suite, si A posseéde un PGCD d, (resp. un Ppcm m,)

/\ A := dZ (resp. PPCM(A) := mZ) 1.3.3.16.1
et

Ya€Z, ¥beZ anb = N\{a,b} (resp. PPCM(a,b) := PPCM({a,b})). 133.16.2

On ne s’interdira pas cependant dans la suite, d’écrircea Ab = dauliendea ANb = dZ
en sachant qu’alors
aANb =d & aNb = —d.

Proposition 1.3.3.17 (Décomposition en produit de facteurs irréductibles/premiers) Pour
tout
neN, n>1,

i) Soit n est un nombre premier (cf. 1.3.3.12,) soit il existe un nombre premier p tel que p|n
etp <n.
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ii) 1l existe un entier naturel d > 1 et des nombres premiers p; ,1<i<q tels que

d
n = Hpi. 1
i=1

iii) Etant donnés des entiers d et e et des nombres premiers p; ,1<i<q , €t des nombres pre-

Mmiers q; ,i1<i<e ;
d e

Hpi = qu' 1
i=1 i=1
si et seulement si d = e et il existe une bijection o : [1;d] — [1;d] telle que pour tout
1 <4 < dpi = Goppy-

Remarque 1.3.3.17.1 On pourra étre surpris de voir ici que la décomposition en produit de
facteurs premiers/irréductibles apparait comme une conséquence du lemme de GAUSS (cf.
1.3.3.8,) ou du lemme d’Euclide (cf. 1.3.3.10,) alors que souvent I’on présente ces deux résul-
tats comme conséquence de la décomposition en produit de facteurs premiers. On pourrrait
montrer qu’en fait ces propriétés sont équivalentes pour un anneau et qu’en particulier un
anneau dans lequel le théoreme de BEZOUT est vérifié, les possede.

Preuve :

i) On remarque que I’ensemble des diviseurs de 2 est {—2; —1; 1; 2} donc que 2 est premier.

Notons D I’ensemble des entiers n > 1 tels que, pour tout entier naturel 1 < k < n, soit
k est un nombre premier soit k posséde un facteur premier p < k.

Nous venons de montrer que 2 € D. Si maintenant n € D, soit n + 1 est premier et
doncn+ 1 € D, soitil existe k € Ztel quekln+1etk ¢ {—n —1;—1;1;n+ 1}. Ilen
résulte que |k||n + 1 et |k| < n. Soit donc |k| est premier, et dans ce casn + 1 € D, soit il
existe p < |k| premier et divisant |k|. Il en résulte qu’alors pjn + 1 et p < n + 1 et donc que
n+1eD.

L’ensemble D satisfait donc au principe de récurrence 1.1.0.1.PA3) ce qui achéve la
preuve.

ii) Notons D I’ensemble des entiers naturels n > 1 tels que, pour tout k < n, k admette
une décomposition de la forme ii).1. Il est clair que 2 € D. Sin € D, soitn + 1 est
premier, et doncn + 1 € D, soitn + 1 posséde un facteur premier d’apres le point précédent
2<p<n+1 IHexistealorsm € Ntelquen+1 = pm. Or2 < pimpliquem <n + 1
c’est-a-dire m < n et I’on peut donc appliquer I’hypothése de récurrence a m et conclure que
n + 1 posséde donc une décomposition ii).1 et appartient de ce fait a D. Ce dernier satisfait
donc au principe de récurrence ce qui permet de conclure.
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iii) Nous allons raisonner par récurrence sur I’entiern := max(d, e) . Pourn = 1, I’identité
iii).1 s’écrit p; = q; et le résultat est immédiat.
Supposons 1’implication établie pour n > 1 et supposons que max(d,e) = n + 1.
€

Il est clair que I’identité iii). 1 implique que pd|H q;. L’entier p, étant un nombre premier,

on peut appliquer le lemme d’Euclide (cf. I.3.3.120,)1 d’ou il résulte qu’il existe 1 < 1 < e
tel que py|q;. On peut, quitte a renuméroter (c’est le rble que joue la bijection o, ) supposer
que i = e. Cependant p,|q. et q. premier implique que pg € {—qe; —1;1; go }. Or py lui-méme
est premier, donc positif et différent de 1 donc p; = q.. L’identité iii).1 s’écrit donc

d—1 e—1
Hpi = qu'-
i=1 i=1

Comme max(d — 1,e — 1) = n, on peut appliquer I’hypothése de récurrence et conclure.

Définition 1.3.3.18 On exprimera le fait que tout entier naturel n > 1 satisfait a la proposi-
tion 1.3.3.17.ii) en disant que n admet une décomposition en produit de facteurs premiers et
I’on dira, en vertu du point 1.3.3.17.iii), et de maniere un peu abusive, que cette décomposi-
tion est unique.

Corollaire 1.3.3.19 Pour tout entier relatif z € 7 \ {—1;0;1} il existe un unique entier
naturel d > 1, un unique (a permutation pres) d-uplet p; ,1<;<q d’entiers irréductibles (ou
premiers) et un unique € € {—1;1} tels que

d
z = EHpZ .
i=1

Preuve : C’est un corollaire presque immédiat de la proposition 1.3.3.17.

1.3.4 . —Arithmétique modulaire sur 7Z

Définition 1.3.4.1 (Congruences) Pour tout entier naturel n, on dit que deux entiers relatifs
a et b sont congrus modulo n et I’on note a ~,, b ou encore a = b [n] si n|(b— a) (cf.
1.3.1.1.)

On définit ainsi une relation binaire (cf. 0.2.1.ii1),) sur Z qu’on appelle relation de congruence
modulo n.

Remarque 1.3.4.2 Pour n € N, a et b éléments de Z, on remarque que a = b [n], signifie
exactement que b — a est élément du sous groupe nZ de Z (cf. 1.3.2.6.)
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Lemme 1.3.4.3 Pourtoutn € N, larelation de congruence modulon est une relation d’équi-
valence (ct. 0.2.2.v).)

Définition 1.3.4.4 (Classes de congruence) Une classe d’équivalence pour la relation de congruence
modulo n s’appelle une classe de congruence.

Notation 1.3.4.5 Pour tout a € Z, on notera a mod n ou simplement @ s’il n’y a pas d’am-
biguité sur I’entier n, la classe de a.
Un entier naturel n étant fixé, on notera Z/nZ 1’ensemble des classes de congruence

modulo n et
T: L — Z/nZ

1.34.5.1
a — amodn

la surjection canonique i.e. :
Va € Z, mp(a) == amodn .

Lemme 1.3.4.6 i) Pour tout entier naturel n € N et tout couple d’entiers relatifs (a,b) €
Z. x 7., les assertions suivantes sont équivalentes :

€ bmodn
b € amodn
amodn = bmodn
a ~, b
a = bln]
n | b—a.

i)
Va€Z,VbeZ, (a = b[0] & a =0D).

iii)
Va€Z,a = 0]1].

iv) Pour tout entier naturel n > 1, I’application de 7. a valeurs dans [0;n — 1] qui a tout
entier relatif a associe son reste dans la division euclidienne par n (ctf. 1.3.2.3,) définit une
bijection de Z/nZ dans [0;n — 1|. En particulier, Z/nZ est un ensemble fini (cf. I.1.3.1,) a
n éléments.

Les assertions équivalentes i) sont encore équivalentes au fait que, a et b ont méme reste
dans la division euclidienne par n.
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Preuve : Les points i) a iii) sont tres tres élémentaires.
Considérons donc I'applicationp : Z — [0;n — 1] qui a tout entier relatif a associe son
reste dans la division euclidienne parn. Si a = b [n], en écrivant

a = nqg+pla)etb = ns+ p(b),

nlb—a = nln(s — g) + p(b) - p(a) = nlp(b) — pla) = (p(B)—p(a) = OV n < [p(b)—p(a))
la derniére implication résultant de 1.3.2.1.

Or on a un encadrement sur p(b) — p(a) qui interdit cette derniére possibilité donc p(a) =
p(b).

On peut donc définir une application C' : Z/nZ — [0;n — 1] par C(«) := p(a) pour
a € a.

L’application C' est manifestement surjective, puisqu’il est immédiat que pour touta € [0;n — 1],
C(amodn) = a.

11 est ensuite immédiat de remarquer que

Va € Z, p(a) € amodn .

Il s’ensuit que

Vo € Z/nZ, VB e Z/nZ, (Cla) = C(B)
& Va €, Ve B, (pla) = p(b))
= anp # 0

= oa = 6)

c’est-a-dire que C' est injective.

Proposition 1.3.4.7 (L’anneau (Z/nZ, +,*)) Pour tout entier naturel n, il existe un unique
couple de lois (+, *) sur Z/nZ tel que :

i) (Z/nZ,+,*) soit un anneau (ct. 0.5.9.i);)
ii) la surjection canonique T, (ctf. 1.3.4.5.1,) soit un morphisme d’anneaux (cf. 0.5.9.v).)

Preuve : Il faut montrer que la relation ~,, est compatibles aux lois + et * sur Z. ce qui est
fait au questions (cf. TD n° 11, exercice C, question 1), e)) et (cf. TD n° II, exercice C, ques-
tion 1), f).) On peut ensuite appliquer les résultats de la question (cf. TD n° II, exercice A,
question 3).)
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Remarque 1.3.4.8 On remarque, mé€me si ce cas n’apporte rien par rapport a ce qu’on sait
déja, que si n = 0, la loi + définie sur Z/0Z qui s’identifie a2 Z comme ensemble, coincide
bien avec I’addition déja connue sur Z.

Le groupe Z/1Z ne contient qu’un élément et son étude ne présente guere d’intérét aussi
nous considérerons les cas ou n > 1 par la suite.

Proposition 1.3.4.9 (Eléments inversibles dans I’anneau (Z/nZ, +,*)) Soit un entier na-
tureln > 1 eta € 7Z/nZ. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) L’élément « est inversible dans Z/nZ.
b) Pourtouta € «,a etn sont premiers entre eux (cf. 1.3.3.4.)
c¢) Ilexistea € « tel que a etn sont premiers entre eux.

Preuve :

1) (a)<b)

Pour tout o« € Z/nZ « est inversible s’il existe 5 € 7Z/nZ tel que a x = 1modn
c’est-a-dire que pour touta € « ettoutb € [ ab = 1 [n] c’est-a-dire encore qu’il existe
k € Z tel que ab + nk = 1 ce qui équivaut en vertu du théoréme de BEZOUT (cf. 1.3.3.3,)

au fait que a et b sont premiers avec n. On établit ainsi I’équivalence entre les assertions a) et
b).

ii) (b) & ¢))

Pour établir I’équivalence entre b) et c) il suffit de résoudre I’exercice qui consiste a
montrer que a est premier avec n si et seulement si pour tout a' € amodn, a’ et n sont
premiers entre eux.

Définition 1.3.4.10 (Indicateur d’EULER) Pour tout entier naturel n > 1, on notera ¢(n) :=
#((Z/nZ)*) le nombre d’éléments inversibles (cf. 0.5.9.iii),) dans lanneau (Z/nZ,+, x)

qu’on appelle I'indicateur d’EULER. La fonction ¢ définie de N dans N est appelée fonction

indicatrice d’EULER. D’apres la proposition ci-dessus et le point 1.3.4.6.iv) ¢(n) est aussi le

nombre d’entiers inférieurs ou égaux a n et premiers avec n.

Corollaire 1.3.4.11 Pour tout entier naturel n > 1, ’anneau (Z/nZ, +, ) est un corps c’est-
a-dire que tous ses éléments non nuls sont inversibles si et seulement si n est un nombre
premier (cf. 1.3.1.15,) si et seulement si $(n) = n — 1.
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Preuve : Tout d’abord il est clair sur la définition méme de corps et celle de I’'indicateur
d’Euler ¢(n) que Z/nZ est un corps si et seulement si ¢(n) =n — 1.

Reste donc a montrer que ceci équivaut encore au fait que n est un nombre premier. Si
n est premier, pour tout « € Z/nZ,o # 0 modn signifie que pour tout a € «, n ne divise
pas a qui équivaut encore, puisque n est premier a ce que n et a sont premiers entre eux, donc
que @ = a modn est inversible.

Supposons maintenant que tout « € Z/nZ o # 0 modn, est inversible. Si n n’est pas
premier, il existe 2 < m < n tel que m|n. Il en résulte que m modn # 0 modn et que pour
autant m et n ne sont pas premiers entre eux puisque m An = m et donc que m modn n’est
pas inversible.

I.3.5 . —Structure quotient et structure produit

Proposition 1.3.5.1 (Groupe abélien quotient) i) Etant donné un
groupe abélien (A, +) et un sous-groupe C' C A, la relation ~¢ définie par

Ve e A, Yy € C, (chy (:)y—xEC)

est une relation d’équivalence.

ii) Pour A et C' comme ci-dessus, la relation ~¢ est compatible a la loi + si bien qu’il existe
une unique structyure de groupe sur I’ensemble A/C' des classes pour la relation ~¢ telle
que la surjection canonique 7 : A — A/C soit un morphisme de groupe.

Remarque 1.3.5.1.1 Les vérifications des points 1.3.5.1.1) et 1.3.5.1.ii) sont absolument les
mémes que celles faites au TD n° II, exercice C, question 1) mais on les donne une fois
encore en insistant bien sur I’importance du caractere abélien de A dans la démonstration de
[.3.5.1.11). Un analogue de ce résultat pour des groupes non abéliens sera donné au chapitre
II. 11 se démontre rigoureusement de la méme maniere pour 1.3.5.1.1), mais nécessite des
hypotheses supplémentaires pour 1.3.5.1.i1).

Preuve :

i) Ona:
VieA,z—ox =0¢€ C =z ~cx

la relation ~c est donc réflexive.

Vo e A, Vy € A, (chy(:)y—xeC(:)x—yeC(:)ywcx)
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(un sous-groupe contient les opposés de tous ses éléments) la relation ~ est donc symé-
trique.

Vee A, Vye A, Vz € A, (chy/\ywcz
& y—xeCANz—yel
= z—y+y—xr =z—x € C
=  x~c2z)

(un sous-groupe contient la somme de deux quelconques de ses éléments) la relation ~¢ est
donc transitive. C’est donc, d’apres ce qui préceéde, une relation d’équivalence.

i1) Ona
Vee A, Va' e A, Vye A, Wy €A, (x~cd ANy~cy
& d-xzeCANy—-—yel
= (@-2)+W -y =2+y-(v+y €C
= 24y ~cx+y).
Proposition 1.3.5.2 Dans la situation de la proposition 1.3.5.1, C' = Ker 7 est encore la
classe de 0.

Preuve : Exercice.

Proposition 1.3.5.3 (Factorisation des morphismes de groupes) Pour tout morphisme
f:A—B
entre groupes abéliens A et B, pour tout sous-groupe C' C A, si on note A/C' le quotient et
T: A — A/C
la surjection canonique, les assertions suivantes sont équivalentes :

a)
C C Kerf,

b) il existe un unique morphisme g : A/C — Btelquegonm = f.
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De plus, si C = Ker f, g est injectif et il est surjectif dés que f I’est.
Preuve :

i) (b)=a))
C’est un fait général et facile a vérifier que, dés qu’on a des morphismes de groupes,
U, v, W
v =vow = Kerw C Keru.

OrKernm = C (cf. 1.3.5.2,) si bien que
gom = f = C C Kerf.

i) (a)= b))

x) (Unicité de g (analyse))
Si g existe alors nécessairement pour touty € A/C| il existex € Atelquey = 7(x)
et

Ceci établit I’unicité de g.

1) (Existence de g (synthése))
Orsiz’ € Aesttelquey = m(z') on a encore

gly) = glr()] = f@@).
Or
() = 7(@) = 2 -2 € C =Kerf = fa/—2) = 0= fa) = f().
Il s’ensuit que g existe et est bien définie par la formulle :
9ly) = fle)Vry = 7(z).

1) (g est un morphisme)

Ve e A/C, Vy e A/C, (Gu € A, e A, (z = n(u) Ay = 7(v))) .
On a alors :

glx+y) = gln(u)+n(v)]
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iii) *) (g estinjective)

Vee A/C, Ju € A, v = 7(u).
g(x) = 0 & glr(u)] =0« fluy =0 ueKerf =C &z =0.

1) (surjectivité)
Si f est surjective,Vy € B, 3z € A, f(x) = y. Alors g[r(z)] = y.

Dans le cas ou A est un anneau, le quotient A/C' et la surjection canonique ont des
propriétés supplémentaires que ous allons établir dans la proposition 1.3.5.7 pour peu que
C' lui-méme ait des propriétés convenables; autrement dit que C' soit un idéal. Nous avons
esquissé la définition d’idéal en 1.3.1.10.1 que nous allons donner ici formellement :

Lemme 1.3.5.4 Etant donné un anneau commutatif (A, +, ) pour C' C A, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) C est un sous-groupe de (A, +) tel que

Vee(C,Va€e A, ar € C.

b)
C # 0etVeeC,VyeC,Vaec A, Vbe A, ax+by € C.

Preuve : Exercice.

Définition 1.3.5.5 (Idéal) Etant donné un anneau commutatif A, une partie C' C A vérifiant
les assertions équivalentes du lemme 1.3.5.4 est un idéal de A.

Exemple 1.3.5.6 a) Le noyau d’un morphisme d’anneaux f : A — B est toujours un
idéal de A.

b) Unepartie H C Z estunidéal de Z si et seulement si ¢’est un sous-hgroupe de Z i.e.une
partie de la forme dZ (cf. 1.3.2.6.)

Proposition 1.3.5.7 Etant donné un anneau commutatif (A, 4, ) et C' un idéal de A

i) quotient A/C au sens des groupes (cf. 1.3.5.1.ii),) possede une unique structure d’an-
neau tel que la surjection canonique 7 : A — A/C soit un morphisme d’anneaux et I’on a
Kerm = C.
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ii) Pour tout morphisme d’anneaux f : A — B (ou B est un anneau commutatif,) les
conditions suivantes sont équivalentes :

a)
C C Kerf;
b) il existe un unique morphisme d’anneaux g : A/C — Btelqueg o m1 = f.
De plus, si C' = Ker f, g est injective et g est surjective dés que f I’est.

Preuve :

i) Ildécoule de la proposition 1.3.5.1 que A/C' est déja un groupe abélienetmw : A — A/C
un morphisme de groupes. La relation ~¢ étant celle définie en 1.3.5.1, i.e.x ~¢c 2/ &
x' — x € C, on remarque que :

Ve e A, Vo' € A,

Vye A, V' € A, x~ca et y~cy

= 2y —xy = 2y —dy+a2y—axy
= 2y —y)+yl — =)
e C

= 'y ~cowy

c’est-a-dire, du fait que C' est un idéal, que la relation ~¢ est compatible a x et qu’il existe
donc une unique loi x sur A/C telle que

Ve e A Vyc A, n(zxy) = m(z)*7(y)

(cf. TD n° II, exercice A, question 3), a).) 1l découle en outre du TD n° II, exercice A,
question 3), b) que (1) est un élément neutre pour x sur A/C' ce qui entraine que A/C' est
un anneau et m un morphisme d’anneaux.

ii) Puisque
f:(A+) —» (B,+)etm : (A, +) — (A/C,+)
sont en particulier des morphismes de groupes et que C' est un sous-hgroupe de (A, +), il
résulte de la proposition 1.3.5.3 que C' C Ker f équivaut a I’existence d’un unique morphisme
de groupes
g (A/C)+) — (B,+)

vérifiant g o m = f. Reste donc a vérifier que g est bien un morphisme d’anneaux. Or :

Va e AJC, VB € A/C,

Ve e A, Vy € A, (@ = m(z)et B = 7(y)

[

|
Qe @Y
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Exemple 1.3.5.8 Dans le cas particulierot A = Zet C = nZ, larelation ~¢ est exac-
tement la relation de congruence modulo 7 définie en 1.3.4.1 et le groupe (respectivement
I’anneau) A/C exactement le groupe (Z/nZ, +) (respectivement ’anneau (Z/nZ, +, *). )

Définition 1.3.5.9 (Quotient) Le groupe A/C' construit par la proposition 1.3.5.1, (respecti-
vement I’anneau A/C' construit par la proposition 1.3.5.7 est appelé groupe quotient (respec-
tivement anneau quotient.

Proposition 1.3.5.10 (Structure produit) Soient
(A +i) < i<n (resp. (Ai,+i %) 1 <i<n)
des groupes (abéliens) (resp. des anneaux .) Soit
A=A x...xA, = {(xl,...,xn) < x GAZ}
le produit cartésien des A; et :

V1<i<n, pi: A — A

L13.5.10.1
(X1, .. ) Ty
les projections canoniques. Alors les lois + (resp. + et x) définies sur A par :
(xh cee 756”) + (ylv cee 7yn) = (xl t1Y1,- -5 Tn ta y”> 1.3.5.10.2

(1, o) % (Y1, oy Un) = (T %1 Y1y ooy Ty % Yn)
font de (A, +) (resp. (A, +, *)) un groupe (abélien) (resp. un anneau) et les ; ,1<;<, sont

des morphismes de groupes (resp. d’anneaux.)

Preuve : Cette démonstration est plus un jeu d’écriture qu’autre chose et ne présente aucune
difficulté.

Définition 1.3.5.11 (Produit) Le groupe (respectivement 1’anneau) A construit dans la pro-
position 1.3.5.10 est appelé groupe produit (respectivement anneau produit.)

1.3.6 . —Le théoreme chinois des restes

Théoréme 1.3.6.1 (Théoréme chinois des restes) Soientn > 1 un entier naturel et a; ,1<j<pn, >
1 des entiers naturels. On note m le Ppcm (cf. 1.3.1.8,) des a; et m,,, : Z — 7Z/mZ la sur-
jection canonique

i) L’application
T L — Z/aZLx...xZLja,ZL

x +—— (xrmoday,...,xmoda,) !

est un morphisme d’anneaux de (Z,+, ) dans (Z/a,Z x ... x Z]a,Z,+,*) muni de la
structure produit définie en 1.3.5.11.
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ii) 1l existe un unique morphisme injectif d’anneaux :
v (Z/mZ,+,%) = (Z]/aZ X ... x L]a,Z,+,%) telque v o 7, = 7. 1

iii) Si les a; ,1<i<, sont deux a deux premiers entre eux (cf. 1.3.3.4,) -y est surjectif et donc
bijectif (cf. 0.2.4.iii),) et I’application réciproque y~! est aussi un morphisme d’anneaux.
Dans ce cas, on a

m = Hai (cf. 1.3.3.15.)
=1

Preuve :

1) Est une vérification facile.

ii) Les morphismes 7 et ji,, sont en particulier des morphismes de groupes pour les lois +.
De plus on a

Vo € Z, (xEKerw@Vlgign,clmod:cai :O@Vlgign,ai|x<:>m\x<:>x€mZ)

c’est-a-dire que Kerm = mZ. 1l résulte alors de 1.3.5.3 qu’il existe un unique morphisme
injectif de groupes

v (Z/mZ,+,%) = (Z)aZ X ... x L]a,Z,+,%) telque v o 7, = 7.
Or

Vo € Z/mZ, Ny € Z/mZ, (
Ju € Z, eZ (mp(u) = x A mp(v) = y) A Y(xxy) = y[mn(u) * 7, 0)]

Il
3

I

N
SN N TN

S

SN~—
*

—~

4
SN—"

en utilisant ici que T, et m sont des morphismes d’anneaux.
Enfin

A1) = Ara(D)] = (1) = 1

en utilisant encore que 7, et ™ sont des morphismes d’anneaux.
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i11) Siles a; ,1<i<, sont deux a deux premiers entre eux, alors pourtoutl < ¢ < n et tout
1 < j < naveci # j, il existe un couple d’entiers relatifs (u; ;, v; ;) tels que

a;u;; + ajv;; = 1
(cf. 1.3.3.3.) Posons alors, pour tout1 < i < n
e = H a;v;; -
1<j<n,j#
Il est alors élémentaire de vérifier que
e, = llalete;, = 0[a;]V1<j<n,j#i.

Pour tout (o, ...,ap) € Z/ay X ... X L/ay, soit (x1,...,x,) € Z™ tel que pour tout
1 <1< nzx; €.
Posons finalement

n
r = H.Tiel' .
=1

C’est un calcul élémentaire sur les régles de congruence de montrer que, pour toutl < i < n
r = z; [a;] ¢’est-a-dire que 7 est surjective. 1l s’ensuit en vertu de 1.3.5.3 que 7y I’est aussi.

L’application ~y est bijective. Le fait que v~' est un morphisme d’anneaux est assuré par
le lemme 1.3.6.2

Lemme 1.3.6.2 i) Etant donnés des ensembles (A, -) et (B, 1) des ensembles munis de lois
de composition, si f : A — B est un morphisme pour les lois - et T, si f est bijectif d’ap-
plication réciproque g alors g est aussi un morphisme.

ii) Side plus (A, -) (resp. (B, 1)) posséde un élément neutre € (resp. 1)
fle) =n = gn) =e¢.

Preuve :

)

Vo € B, Vy € B, (
Ju € A, e A (x = fluy Ny = f(v) AN glxzTy)
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i1) Est immédiat.

On présente maintenant quelques corollaires du théoreme 1.3.6.1 :

Corollaire 1.3.6.3 Etant donnés

un entier natureln > 1,
un n-uplet d’entiers naturels a; ,1<i<n
et un n-uplet d’entiers relatifs k; ,1<;j<,, ,

le systeme de congruences

(x = kilai], 1 <1 < n),

n

a pour solution la classe de congruence (modulo H a;) vy~ (ky moday,

i=1

..., k,moda,) siles

a; sont deux a deux premiers entre eux.

Preuve : Le systeme de congruences

|
ko
5
“>—~
IA
=.
IA
=

équivaut (cf. 1.3.4.6.1),) a

(xmoda; = k;moda; , 1

c’est-a-dire (ctf. 1.3.6.1.1).1,)

pi(x) = (kymoday,...,k, moda,)

c’est-a-dire encore, par définition méme de -y, a
n
v(x modH a;) = (kymoday, ..., k, moda,)
i=1

autrement dit, puisque y est un isomorphisme (sous I’hypothése que les a; sont deux a deux

premiers entre eux (cf. 1.3.6.1.iii)))

xmodHaZ— = v Y(kymoday, ..., k, moday,) .
i=1
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Corollaire 1.3.6.4 Etant donnés des entiers naturelsn > 1,d > 1, a; 1<i<n tels que les a;
sont deux a deux premiers entre eux et des entiers relatifs b; ,o<;<q , I’équation

Zbl-:ci =0 [Haj]

1=0

d’inconnue x € Z équivaut au systeme

d
Zbl-modaj:cmoda; =0,1<j<n
=0

Preuve : C’est une conséquence immédiate du fait que ~y est un isomorphisme d’anneaux
(cf. 1.3.6.1.iii),) mais peut s’avérer fort utile, surtout si on peut faire en sorte que les a; soient
des nombres premiers car alors, 7./a;Z est un corps (cf. 1.3.4.11,) et il apparaitra qu’il est
infiniment plus confortable de résoudre des équations polynomiales dans un corps que dans
un anneau quelconque.

Remarque 1.3.6.5 1l existe de nombreuses variantes du théoreme 1.3.6.1 mais nous n’en
présenterons qu’une ici :
Etant donnés deux entiers naturels a et b et d := a A b et deux entiers relatifs % et [ le
systeme de congruences
x
i

a des solutions si et seulement si d|k — ¢ et dans ce cas, ’ensemble de ses solutions est une
classe de congruence modulo PPCM(a, b). On peut méme expliciter cette derniere. Si, en
effet, (u, v) est un couple d’entiers relatifs tel que d = au + bv (dont ’existence est assurée
par le théoreme 1.3.3.1,) et sil’onnote a := da’ etb := dl/, on constate que a'u+b'v = 1
etsidlk —{, x := la'u+ kb'v est une solution du systeme ci-dessus.

On pourrait énoncer un résultat encore plus précis, en disant que 1’application

I
~ T
==
——

Zx7 — 7)dZ
(z,y) — (xmodd,ymodd)

induit un morphisme de groupes Z/aZ x Z/bZ — Z/dZ dontle noyau est Z/PPCM(a, b)Z.
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II . —Groupe symétrique

II.1 . —Compléments sur les groupes
II.1.1 . —Sous-groupes

Proposition I1.1.1.1 (Sous-Groupe) Une partie H d’un groupe (G, *) (cf. 0.5.6.1),) est un
sous-groupe (cf. 0.5.6.iv),) si et seulement si H est non vide et pour tout couple (z,y) d’élé-
mentsde H, x x y~' € H.

Preuve :

i) Si H est un sous-groupe de (&, en particulier H est un groupe et il est donc non vide

(cf. 0.5.7.1).) Notons x la restriction de x a H x H. Si ey est I’élément neutre de H, pour
toutx € H, xxgeyg = x. Cependant, x et ey étant en particulier des éléments de GG, on
peut encore écrire, x x ey = x. D’autre part, v x e = x d’ou,

Tkey = xxe = T lxxrkey = v lxxke = ey = e

c’est-a-dire que I’élément neutre de H est celui de G.
Touty € H posséde un inverse iy’ tel que

yxgy =y * gy = ey = e.
Or y ety étant en particulier des éléments de (G, on peut encore écrire,
/ /
yxy = y=xy =e

c’est-a-dire que i/’ est I'inverse y~! de y dans G puisque ce dernier est unique (cf. TD n° II,
exercice B, question 1), b).)

Pour tout couple (x, 1) d’éléments de H, x et y~' sont encore des éléments de H d’apreés
ce qui précede. Dire que la restriction xy de x a H x H donne a H une structure de groupe
signifie, en particulier, qu’elle est a valeurs dans H, ce qui prouve que

x*y’l = x*Hy’l € H.

ii) Réciproquement, supposons donnée une partie non vide H de G telle que pour tout
couple (z,y) d’éléments de H, z x y~! € H.

Si H est non vide il existe en particulier un élémentx € H, et,déslors,e = xxx~ ! €
H. 1l est clair que e est alors un élément neutre pour H.

De plus, pour toutx € H,exz™ ' = x7! € H c’est-a-dire que tout élément de
H posséde un inverse dans H. Enfin, pour tout couple (z,y) d’éléments de H, y~' € H et
rxy = x*(y 1) € H c’est-a-dire que la restriction de * 4 H x H est bien a valeurs
dans H.

La partie H de GG est donc bien un sous-groupe.
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Remarque I1.1.1.2 La démonstration de la proposition précédente fait apparaitre que, si [{
est un sous-groupe de (G, ), 1’élément neutre de H est celui de G, et le symétrique dans H
d’un élément x € H est son symétrique dans G.

Corollaire I1.1.1.3 Pour tout morphisme de groupes f : G — H
i) Le noyau Ker f défini par

Kerf := {2z € G; f(z) =€}
est un sous-groupe de G.

ii) L’image Im f c’est-a-dire I'image de G par f (ct. 0.2.4.ii)) est un sous-groupe de H.

iii) Le morphisme est injectif (resp. surjectif) si et seulement si Ker f = {e} (resp.Im f =
H.)

II.1.2 . —Quotient et théoreme de Lagrange

Notation I1.1.2.1 Dans la suite (G, ) est un groupe et H un sous-groupe. On définit ~
(resp. ~4,p) la relation binaire sur G x G par :

Ve e G, Vy € G, (x ~oH Y & rxy € H) (resp. Ve e G, Vy € G, (x ~aH Y S yxx ! € H)) )
Im.1.2.1.1

On notera encore, :

VeeG, oxH = {xxy; ye H} (resp. Hxz = {yxx;ye H}.) IL1.2.1.2

On notera enfin :

Ve e G, zxHxa ' == {wxyxa';ye H}. I1.1.2.1.3

Remarque I1.1.2.1.4 1l faut prendre garde que les notations introduites en I11.1.2.1.2 et I1.1.2.1.3
ne sont que des notations et qu’en particulier, rien ne prouve que (z* H)*z~ = x* H*xz~!
ne serait-ce que parce que stricto sensu le membre de gauche n’est pas défini. Voyez-vous
pourquoi ?

Proposition I1.1.2.2 i) Les relations binaires définies en I1.1.2.1.1 sont des relations d’équi-
valence.
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ii) L’ensemble G/ ~, py (resp. G/ ~4p) des classes d’équivalence pour la relation ~ j
(resp. ~q i) s’identifie a{x * H ; x € G}, (resp. {H xz ; v € G}.)
Plus précisément :

Vo e G, cy(z) = {y € G; x~ypgy}t = axH (resp.cla(z) = {y € G; x ~qny} = Hxzx.)
1

iii) Toute classe d’équivalence pour la relation ~, p (resp. ~q ) est en bijection avec H.
iv) SiG estfiniona :
#(G) = #(H)#(G/ ~an) = #(H)F#(G/ ~gn) -

Preuve :

i) Montrons que la relation ~, j est une relation d’équivalence. Pour toutz € G,z ‘sz =
e € H ; car H est un sous-groupe de G, i.e.x ~4  x c’est-a-dire que la relation ~g i est
réflexive.

Par ailleurs :
Ve G, Vy € G, ( T o~y Y
=
(ct. 11.1.2.1.1) xlxy € H
=
H est un groupe ylxr = (z7'xy)t € H
=
(cf. I1.1.2.1.1) Yy g T)
la relation ~ 4 i est donc symétrique.
Enfin :
Ve G, VyeG, Vzeq, ( T~y A Y~ 2
=
(cf.IL1.2.1.1)x ' vy € H AN ytxzecH
=
H est un groupe rlxyxylxz € H
= k2 € H
== T ~g.H Z)

c’est-a-dire que la relation ~, p est transitive.
L’argument vaut également pour ~q .

ii) Pour tout x € G, un élément y de G appartient a la classe de x modulo ~, p si et
seulement si

(z7'sxyeH) & (Fz€H, (z7'xy =2) &y € xxH));
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iii) Pourtoutx € G, I’application
G — G,z oxz
induit par restriction une applicationq H — x x H dont la bijection réciproque est

G =G,z 2 %z,

iv) Ce dernier résultat provient de ce que I’union des classes d’équivalence est égale a G
que toutes ces classes ont méme cardinal égal a celui de H.

Définition I1.1.2.3 Etant donnés un groupe (G, ) et H un sous-groupe de (G, *)on appelle
indice de H dans G le nombre de classes d’équivalences pour la relation ~, ;7 encore égal
au nombre de classes d’équivalences pour la relation ~, i

Définition I1.1.2.4 Etant donné un groupe fini (G, *) et I un sous-groupe de (G, *), on
apelle ordre de H le cardinal de H.

Corollaire I1.1.2.5 Si GG est un groupe fini et H un sous-groupe, le cardinal de H divise le
cardinnal de G.

Preuve : (cf 11.1.2.2.iv).)

Définition I1.1.2.6 Pour x € G, on appelle ordre de x 1’ordre du sous-groupe Im €, ou ¢,
est le morphisme défini au TD n° II, exercice B, question 3).

Lemme I1.1.2.7 Pour (G, %) un groupe et x € G, I’ordre de x est I'unique élémentd € N
tel que Kere, = dZ c’est aussi I'unique élémentd € N tel que

VnezZ,a" =1 = dn..

Preuve : (cf. TD n° IV, exercice A.)
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Corollaire I1.1.2.8 (Théoreme de Lagrange) Si G est de cardinal fini, I’ordre de tout élé-
ment x divise I’ordre de G.

I1.1.3 . —Sous-groupe distingué (normal), groupe quotient
Définition I1.1.3.1 (Conjugaison) On dit que deux éléments z et y de GG sont conjugués s’il

existe z € G tel que

Yy = zxxxz L.

Lemme I1.1.3.2 La relation de conjugaison est une relation d’équivalence.
Lemme I1.1.3.3 Deux éléments conjugués ont méme ordre.

Proposition I1.1.3.4 (Sous-groupe normal) Etant doné un groupe (G, %) pour un sous-groupe
H, les conditions suivantes sont équivalentes :

a)

Ve € G, (x*H*:c_l C H).
b)

Vo € G, (x*H = H*x)
c)

Vo € G, (H = :p*H*x_l).
d) Si~yg g (resp. ~4 ) est larelation définie en 11.1.2.1.1
Ve e G, Vy € G, (:1: ~oH Y S T ~aH y)
et on notera simplement x ~py y dans ce cas.

e) Larelation ~y définie ci-dessus est compatible a la loi *.

Preuve :

i) Pour I’équivalence entre les assertions a), b) et ¢) (cf. TD n° 1V, exercice G, question 1).)

i) (b)&=d))

Deux relations d’équivalence sont les mémes si et seulement si elles définisssent les
mémes classes ou encore la méme partition. Il suffit alors de considérer la caractérisation
des classes donnée a la proposition 11.1.2.2.1i).1.
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iii) (a) < e))

Remarquons que, pour touty € H,y ~y e, et que, pour toutx € G, x ~y x. Il en résulte
donc, si I’on suppose I’assertion e) vérifiée, que pour touty € H ettoutx € G,z xy ~pg x
c’est-a-dire précisément x x y * x~* € H. L’assertion e) entraine donc I’assertion a).

Réciproquement, étant donné un quadruplet (x,z’,y,y’) d’éléments de G, siy ~y ¥/,
y*1y'~! € H.Sil’on suppose I’assertion a) vérifiée, v xy ' ' x x~' € H. Maisx ~py 7'
entraine que x x '~1 € H ce qui entraine, puisque H est un sous-groupe de G, que

/—1

rryx (' xy) = pxyxytxa = pxyxy T tra?

xrxa e H

c’est-a-dire que x x y ~pg ' x3y'. On a donc montré que I’assertion a) entraine I’assertion

e).

Définition I1.1.3.5 (Sous-groupes normaux/distingués) Un sous-groupe H de G est dit nor-
mal ou distingué, s’il vérifie I’une des conditions équivalentes de la proposition I1.1.3.4.

Exemple I1.1.3.6 a) Les sous-groupes {e} et G de G sont toujours distingués dans G.

b) Pour tout morphisme de groupes f : G — H (cf. 0.5.6.ii),) I'image réciproque f~1(H’)
de tout sous-groupe distingué H’ de H est un sous-groupe distingué de GG. En particulier,
Ker f = f~!({ex}) est un sous-groupe distingué de G.

En revanche, il n’est pas vrai en général que I'image f(G’) d’un sous-groupe distingué
G’ de G est un sous-groupe distingué de H. C’est cependant le cas si f est surjectif.

¢) Si G est un groupe abélien ((Z, +) par exemple,) tout sous-groupe est distingué.

Proposition I1.1.3.7 (Quotient et factorisation) i) Pour (Gx*,) un groupe et H un sous-
groupe distingué, la relation ~y est compatible a la loi * si bien qu’il existe une unique
structyure de groupe sur I’ensemble G/ H des classes pour la relation ~ telle que la surjec-
tion canonique 7 : G — G/H soit un morphisme de groupe.

ii) (Factorisation des morphismes)
Pour tout morphisme de groupes f : G — K et tout sous-groupe distingué H C G
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H C Kerf;

b) il existe un unique morphismeg : G/H — K telquegon = f.
De plus, si H = Ker f, g est injectif et il est surjectif dés que f I’est.
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Preuve : Ce résultat est I’exact analogue de la proposition 1.3.5.3 ou plutét en est une gé-
néralisation. Cependant dans un cas comme dans I’autre 1’ingrédient esssentiel de la preuve
est la compatibilité de la relation d’équivalence a la loi de groupe. Cette compatibilité est
automatique dans le cas des groupes abéliens et résulte ici du fait que H et distingué.

Définition I1.1.3.8 Le groupe G/ H est appelé groupe quotient.

Exemple I1.1.3.9 Nous avons remarqué (cf. 11.1.3.6.c),) que dans un groupe abélien, et en
particulier dans (Z,+), que tout sous-groupe est distingué. Nous avons aussi établi (cf.
1.3.2.6,) qu’une partie K de Z est un sous-groupe si et seulement s’il existe un entier d > 0
tel que K = dZ.

On constate alors, que pour deux entiers z et y, x ~x y siy — x € K, c’est-a-dire si et
seulement si d|y — x. La relation ~x n’est autre, dans ce cas, que la relation de congruence
modulo d.

Nous retrouvons dans ce cas particulier, grace aux résultats de cette section, que la re-
lation de congruence est compatible, fait que nous avions déja établi en 1.3.4.7. L’ensemble

des classes modulo d que nous avions noté Z/dZ s’identifie en tant que groupe au groupe
quotient Z/ K = Z/dZ.

Corollaire I1.1.3.10 Etant donné un morphisme de groupes f : G — K il existe un unique
isomorphisme de groupes

f:G/Kerf = Imf telque f = for
ourm : G — G/Ker f est la surjection canonique. En particulier si f est surjectif
f G/Kerf 2 K
est un isomorphisme.

Preuve : 1l suffit d’appliquer la proposition 11.1.3.7.ii)) a H := Ker f.

Corollaire I1.1.3.11 Etant donné un groupe fini G et f : G — K un morphisme de groupes,
Ker f et Im f sont des groupes finis et on a :

#(G) = #(Ker f) - #(Im f) .

Preuve : Exercice.
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II.1.4 . —Sous-groupe engendré par une partie

Proposition I1.1.4.1 (Sous-groupe engendré) Etantdonné un groupe (G, ) pour une partie
S C G de G et une partie H C GG de (G, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

a) La partie H est I’intersection de tous les sous-groupes K de G contenant S.

b) La partie H est un sous-groupe de GG contenant S tel que, pour tout sous-groupe K de G
contenant S, H C K.

Si S # (), les deux assertions précédentes sont encore équivalentes a :

¢) La partie H est I’ensemble des éléments x € G tels qu’il existe un entier d > 1 des
éléments s; ,1<i<q € S, des entiers relatifs «; ,1<;<q tels que

i
r = ”sil,

i=1

en prenant garde que, dans le produit ci-dessus, I’ordre des facteurs n’est pas indifférent, dans
la mesure ol I’on ne suppose pas que G est abélien.

Preuve :

i) (@< b))

Notons I I'intersection de tous les sous-groupes K de GG contenant S. On sait (cf. TD n°
IV, exercice C, question 3),) que I est un sous-groupe de (G. Notons H un sous-groupe
vérifiant I’assertion b). En particulier S C H ce qui implique que I C H. Par ailleurs, |
lui-méme est un sous-groupe contenant S donc H C I ce qui prouve que les assertions a) et
b) sont équivalentes.

ii) Supposons S # (), et notons L I’ensemble des x € G vérifiant la propriété énoncée en
c). Il est alors clair que S C L et que donc, L # ).

Par ailleurs, pour tout couple (z, y) d’éléments de L, il existe des entiersd, > 1 etd, > 1,
des €éléments

Si<i<d, € S

G i<i<d, € 4

tii<i<a, € S

Bi i<i<d, € 2
tels que

dg dy



L3/S5 M313, Algebre Générale, 11.1.4 Université Paris Sud, 2014-2015

11 en résulte que

de 1
rxy b o= Hsf‘l * th‘_ﬂi
i=1 i=dy

est encore un élément de L. 1l en résulte que L est un sous-groupe de GG contenant S. Il est
immédiat que tout sous-groupe K de GG contenant S contient L et, par conséquent, que L
vérifie I’assertion b).

Corollaire I1.1.4.2 Pour toute partie S d’un groupe G il existe un unique sous-groupe H de
G contenant S et inclus dans tout sous-groupe de GG contenant S. Le sous-groupe H est défini
comme I’intersection de tous les sous-groupes de G contenant S.

Si S # 0, I’assertion II.1.4.1.c) donne une description de H.

Définition II.1.4.3 Soit S une partie d’un groupe G.

i) Le sous-groupe H défini par le corollaire I1.1.4.2 est appelé sous-groupe de GG engendré
par S.
On dit que S est une partie génératrice de H.

i) Si H = G ondit que G est engendré par S ou encore que S est une partie génératrice
de G.

iii) S’il existe un singleton {x} C G tel que G soit engendré par {x} on dit que G est
monogene.

Remarque I1.1.4.4 Si S = () il résulte des caractérisations 11.1.4.1.a) et I1.1.4.1.b) que le
sous-groupe engendré par S est {eq }.

Proposition 11.1.4.5 Si GG est un groupe monogeéne, soit GG est isomorphe a Z soit il existe un
entier d > 0 tel que G est isomorphe 4 7./d. Dans ce deuxiéme cas, on dit que G est cyclique.

Preuve : Si G est monogéne il existe v € G tel que {x} est une partie génératrice de G.
Cela signifie en particulier, que pour tout y € G, il existe n € Z tel que y = z". Ceci
signifie que le morphisme
€&: L — G
n — "
(cf. TD n° 11, exercice B, question 3),)est surjectif.
S’il est injectif, c’est un isomorphisme et, par conséquent GG est isomorphe a Z.

Si €, n’est pas injectif, son noyau est un sous-groupe de 7 différent du singleton {0}
(cf. I1.1.1.3.iii).) 1l existe, par conséquent (cf. 1.3.2.6) un entier d > 0 tel que Kere, =
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dZ. 11 existe dés lors (cf. I1.1.3.7.ii),) un isomorphisme Z/Kere, = Ime, c’est-a-dire un
isomorphisme
Z]dZ = G .

I1.2 . —Groupe symétrique et groupe alterné
I1.2.1 . —Définition et premieres propriétés

Définition I1.2.1.1 (Groupe symétrique) i) Pour tout ensemble ¥, on note S(E) I’ensemble
des bijections de E dans lui-méme. L’ensemble S(F) muni de la composition des applica-
tions est un groupe.

ii) Si £ := [1;n] C NestI’ensemble des n premiers entiers naturels pour n > 1, on note
S, le groupe S(F) et on I’appelle groupe symétrique.

iii) Unélément s € S, est appelé permutation ou substitution.

iv) Pour toute permutation s € §,,, on notera

- 1 2 ... n
ST s s(2) ... ostn) )
Remarque I1.2.1.2 i) Le groupe S; est le groupe a un élément.

ii) Le groupe Ss a pour éléments 1’identité et I’application définie par 1 — 2 et 2 +— 1. C’est
donc un groupe a deux éléments canoniquement isomorphe a Z/27.

Proposition 11.2.1.3 i) Si~ : £ — F est une bijection entre deux ensembles E et F,
I’application :

S(E) — S(F)
S = 7wyoso 7’1
est un isomorphisme de groupes dont I’application réciproque est donnée par
S(F) — S(B)
(A 7_1 ouUo Y.

ii) Si E est un ensemble fini c’est-a-dire qu’il existe une bijection v : E — [1;n] (cf.
1.1.3.2,), il découle du point précédent que les groupes S(E) et S,, sont isomorphes si bien
qu’on s’intéressera dans la suite essentiellement a I’étude de S,,.
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Proposition 11.2.1.4 Pour tout entiern > 1, S,, est un ensemble fini. On a la relation
#(Sni1) = (n+ 1D)#(S,) I11.2.1.4.1

d’ot I’on déduit que
#(S,) = nl. 11.2.1.4.2

Preuve :

i) Notons tout d’abord H le sous-ensemble de S, 1 constitué des éléments s tels que s(n +
1) = n + 1. On laisse le soin au lecteur de vérifier que H est un sous-groupe de S,, 11 (cf.
I1.1.1.)

ii) On rappelle (cf. I1.1.2.2.1),) que la relation ~, g définie sur S, par
s ~gm SsisT's € H

est une relation d’équivalence telle que pour chaque classe’s il existe une bijection de H dans

5.
1i1)
Vs € Spp1, VE € Spp1, (Smgnt & sT't€ H & s 't(n+l) = n+l & s(ntl) = t(n+1)).

iv) 1l est des lors clair que I’application s — s(n + 1) est bien définie et induit une bijection
de I'ensemble C des classes selon ~g i sur [1;n + 1]. On en déduit que #(C) = n+ 1.

v) Enfin, il découle presqu’immédiatement de la définition de H que H est isomorphe a S,,.

vi) Si donc I’on fait I’hypothése de récurrence que S,, est un ensemble fini S,,.1 = [] ¢,
cel
est également un ensemble fini et

#(Sns1) = #(OV#H) = (n+ 1)#(S,) -

Proposition I1.2.1.5 (Orbites) Pour tout entier n > 1, tout élément s du groupe symétrique
S,., la relation R, définie sur [1;n] par aRb s’il existe k € Z tel que b = s*(a), est une
relation d’équivalence.

Preuve : La démonstration de ce fait est laissée en exercice.
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Définition I1.2.1.6 Soit n > 1 un entier naturel et s un élément du groupe symétrique S,,.

1) (Orbite)
Pour tout a € [1;n], la classe de a selon la relation R, définie a la proposition I1.2.1.5 est
appelée orbite de a sous s et notée O4(a).

ii) (Orbite non triviale)
Une orbite réduite a un élément est dite triviale. On note que I’orbite d’un élément a est
triviale si et seulement si Os(a) = {a} c’est-a-dire que a est un point fixe pour s.

iii) (Cycle)

Une permutation ¢ € S,, dont 1’une seulement des orbites O.(a) n’est pas triviale, est ap-
pelée cycle; O.(a) est appelé support du cycle c, et le cardinal de O, (a) la longueur du cycle
c.

Un cycle de longueur [ est usuellement appelé un [-cycle.

iv) (Permutation circulaire)
Un cycle dont le support est égal a [1;n] c’est-a-dire encore une permutation n’ayant
qu’une orbite, est appelé permutation circulaire.

v) (Transposition)
Un cycle de longueur 2 ¢’est-a-dire encore une permutation ayant n — 1 orbites est appelé
transposition.

I1.2.2 . —Propriétés des cycles

Théoreme I1.2.2.1 Pour tout entier naturel n > 1, tout cycle ¢ € S,,, la longueur du cycle
c est I’ordre de I’élément ¢ dans le groupe S,,.

Preuve : Notons S le support de ¢, | sa longueur égale au cardinal de S et fixons un élément
a € S.0Onaalors S = O.(a) et I’application

€a: L — S

E e ) 12.2.1.1

est surjective par définition méme d’une orbite.
Lemme I1.2.2.1.2 1l existe un entier d > 0 tel que I’ensemble
H, = {k € Z; e,(k) = a}

soit égal a dZ.

87



L3/S5 M313, Algebre Générale, 11.2.2 Université Paris Sud, 2014-2015

Preuve : L’ensemble S étant fini tandis que Z ne I’est pas, I’application €, ne peut étre
injective. Il existe, par conséquent, un couple (p, q) d’entiers relatifs distincts tels que

€a(p) = clq) & (a) = (a)

ce qui équivaut encore, puisque c est une bijection, a c*"%(a) = a. L’ensemble H, contient
donc au moins un élément non nul. Par ailleurs, pour tout couple (r, s) d’éléments de H,,,
"(a) = a = c*(a), c’est-a-dire que ¢""*(a) = a autrement dit que r — s € H,. On en
déduit donc que H, est un sous-groupe de Z (cf. I1.1.1.1), différent du singleton {0} il existe,
par conséquent, un entier d > 0 tel que

H, = dZ(cf. 13.2.6.).

Lemme I1.2.2.1.3 L’entier d défini dans le lemme 11.2.2.1.2, est I’ordre (cf. 11.1.2.6) de ¢
dans S,,.

Preuve : SiI’on note
H, .= {k € Z; " = 1d},

démontrer le lemme revient a démontrer que H, = H..
Or il est clair que H. C H,.
Réciproquement, pour tout k € H,, et pour toutx € [1;n],
— siz ¢ S, c(x) = x et, par conséquent, c*(z) = x;
— siz € S,ilexistep € Z tel que x = c?(a) ce qui implique que

F(x) = F(P(a)) = PH(a) = P(F(a)) = Fla) = =

Lemme 11.2.2.1.4 L’entier d défini dans le lemme I1.2.2.1.2 est la longueur du cycle c.

Preuve : Pour tout couple (p, q) d’éléments de H, il existe un entier k tel que p — q = dk.

11 en résulte que
a = c™a) = & (a);

d’ou il résulte que c?(a) = c4(a) c’est-a-dire que €,(p) = €,(q).
On peut donc définir une application

e Z/dZ — S
kmodd — e,(k). 11.2.2.1.4.1

Pour toutb € S, ilexistep € 7 tel que

b= (a) = calp) = €,(pmodd) |
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c’est-a-dire que €, est surjective.

VpEZ,Nq€eZ, ( € (pmodd) = ¢,(gmodd)
& ca(p) = €alq)

& (a) = a)

& " a) = a

& p—q € H

& d | p—q

& pmodd = qmodd)

d’ou I’on tire que €, est injective.
L’application €/, est donc une bijection de 7./dZ sur S ce qui implique que

#(S) = #(Z/dZ) = d.

11 suffit maintenant d’appliquer les résultats 11.2.2.1.3 et 11.2.2.1.4 pour obtenir le théo-
reme.

Remarque I1.2.2.2 Pour tout entier n > 1, tout cycle ¢ € §,, de longueur X et tout élément
a du support S de ¢, on peut définir une bijection ¢, : Z/AZ = S. Pour tout k € Z, on
a alors c(e,(k)) = c*(a) d’ot ’on déduit que ;7! o c o €, est la bijection de Z/A\Z sur

a

lui-méme donnée par k — k + 1.
On posera alors

et ’on notera
c = (ag...ax_1) . 11.2.2.2.1

En particulier pour deux éléments distincts a et b de [1; n], on notera (ab) la transposition
t telle que t(a) = bet t(b) = a. On a immédiatement

(ab) = (ba) et (ab)* = Id. 11.2.2.2.2

Proposition I1.2.2.3 Etant donné un entier n > 1, tout cycle ¢ € S, de longueur \ peut
étre écrit comme un produit de A — 1 transpositions.

Preuve : On peut, en vertu de la formule 11.2.2.2.1 écrire ¢ = (ag...ax_1) et il est trés
facile de vérifier qu’alors,

c = (aoal) o0...0 (a,\,za)\,l) .
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Proposition I1.2.2.4 (Conjugaison de cycles) Soitn € N*.

i) Deux cycles c; et co de S,, ont méme longueur )\, si et seulement s’il existe une permuta-

tions € S, telle que

Cy = 300103’1

c’est-a-dire si et seulement si c; et ¢ sont conjugués (ct. 11.1.3.1.)

ii) Sic € S, est un cycle de support S et de longueur A\, s € &, une permutation et
u € S, telsqueu = s o ¢ o s ! alors u est un cycle de longueur \ et de support

s(9).

De plus, si ¢ s’écrit (ag . .. ax_1) u peut s’écrire (s(ap) . .. s(ax_1)).

Preuve :

i) %) («méme longueur entraine conjugués »)
II existe des éléments a; et ay de [1;n] tels que le support de ¢y (resp. co) soit S7 =

OCl (al) (Tesp~ 52 = 062(0’2) )
Comme c; et co ont méme longueur A, il existe des bijections

€ 1 ZINL — Sietey : ZINL — Sy

définies comme en 11.2.2.1.4.1.
Posonsu = €, o €; . Il s’ensuit que u est une bijection de S, sur Ss.
Pour toutx € Sy, il existep € Z tel que x = ch(ay). D ot il résulte que

uler[u™ (@)]] = e

Les complémentaires E; de S et F5 de S, dans [1; n] ont méme cardinal n — ), il existe
donc une bijection v de F/ sur Fs.

On définira s dont la restriction a S est égale a u et la restriction a E; est v et I’on
vérifiera désormais facilement que

Cg = 8§ 0 O st
7) («conjugués entraine méme longueur »)

Réciproquement, s’il existe s € S, telquecy = socj0s™ !, ¢; et ¢, ont méme ordre (cf.
II1.1.3.3,) c’est-a-dire méme longueur (cf. 11.2.2.1.)
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ii) Pourtoutz ¢ s(S), s '(z) ¢ S, donc c(s™!(x)) = s () et

u(@) = sle(s7'(2))] = s(s7(x)) = x
c’est-a-dire qu’une orbite non triviale de u est nécessairement contenue dans s(S). Soit b €

s(S). Alors il existea € S tel queb = s(a). Pour touty € s(S), il existe v € S tel que
y = s(z). Or comme c est un cycle, il existe k € Z tel quex = c*(a) d’ou

y = s(c"(a)) = slc"(s7'(2))] = u*(x)

c’est-a-dire que s(.S) est I’orbite de x pour u donc u n’a qu’une orbite non triviale ; u est donc
un cycle.

On peut indifféremment utiliser la proposition 11.2.2.4 pour dire que c et u ont méme
longueur ou dire que s étant une bijection, #(S) = #(s(S)).

Enfin la notation ¢ = (aq . ..ay_1) signifie que, pour tout 1 < i < X\, a;41 = c(a;) =
c'(ap). Or A A A

W (s(a0)) = slci(s ™ (s(a0)))] = s(c'(ao)) = s(as)

c’est-a-dire qu’on peut bien écrire

u = (s(ag)...s(ar_1)) -

Proposition I1.2.2.5 Etant donnés deux cycles ¢, et ¢, du groupe symétrique S, n > 1, de
supports disjoints (dont I’intersection est vide) alors c; o ca = ¢y 0 ¢y.

Preuve : On laisse le soin au lecteur de démontrer ce résultat.

I1.2.3 . —Décomposition d’une permutation en produit de cycles

Proposition I1.2.3.1 Pour tout entier naturel n > 1 et tout élément s € S,,, s # 1d, il existe
un entier d > 1 et des cycles ¢; ;1<i<qa € Sy, de supports deux a deux disjoints et tels que

d
S = HCZ'.

=1

Preuve : Puisque s # 1d, s posséde au moins une orbite non triviale. Notons O; ,1<;<q les
orbites non triviales de s. Les O; ,1<;<q étant des classes d’équivalence (cf. I1.2.1.6.1).) elles
sont deux a deux disjointes.

Pour tout 1 < i < d notons ¢; la permutation dont la restriction a O; est la restriction
de s a O; et la restriction au complémentaire de O; est I’identité.
Il est alors clair que c; est un cycle et que
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Proposition I1.2.3.2 Pour tout entier naturel n > 1 et tout élément s € S,,, s’il existe des
entiers naturels d et d' des cycles ¢; ,1<i<q € Sp, et c, 1<i<aw € Sy, tels que pour tout (i, )
i # j, les supports de c; et c; (resp. ¢ et c;) sont disjoints et

d &
o= e - 114
i=1 i=1
alors d = d' et il existe une permutationu € Sy telle quec; = ¢ ;).

Preuve : On démontre ce résultat par récurrence sur le maximum max(d, d').

i) (max(d,d) = 1)
Simax(d,d) = 1l,onas = ¢; = ¢}, ce qui donne immédiatement le résultat.

ii) (max(d,d’) > 1)

Sim := max(d,d’) est supérieur a 1, posons
d &
s = Hciet s = Hcg
i=1 i=1
avec s = . Soit a un élément du support de c;. Alors, c¢i1(a) # a et, par conséquent,
s(a) = ci(a) # a. Il en résulte que s'(a) = s(a) # a. Il existe donc un entier

1 < i < dtelques'(a) = ci(a) # a. On aencore

d’ot I’on déduit que, pour toutk € 7Z,cf(a) = *(a) d’ot il résulte que
{ci(a); ke Z} = {f(a); k € Z}

c’est-a-dire O, (a) = O (a).

On en déduit aussi que, pour tout v € O, (a) = Oy(a), c1(x) = ci(x) c’est-a-dire

/

finalement, que c; = c,.

L’égalité s = s’ implique donc que

d
[Ie= I 4
=2 1<j<dj
On a alors max(d — 1,d' — 1) = m — 1 et I’on peut appliquer I’hypothése de récurrence.
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Proposition 11.2.3.3 Pour tout entier natureln > 1 toute permutations € S,,, s’écrit comme
un produit de transpositions.

Preuve : Cet énoncé est une conséquence des propositions 11.2.3.1 et 11.2.2.3.

Définition I1.2.3.4 Pour tout entier naturel n > 1 et toute permutation s € S, différente de
I’identité, on peut écrire

ou d est uniquement déterminé par s et ou les ¢; sont des cycles a supports deux a deux
disjoints.

On peut également choisir une numérotation des c; telle que, si [; désigne la longueur de
¢; on ait, pour tout 1 < i < dl; < ;1. On appelle alors le d-uplet (I4, .. ., 1) le type cyclique
de s.

On pourra fixer, par convention, que le type cyclique de 1’identité est ().

Proposition I1.2.3.5 Etant donnés deux éléments s, et s, du groupe symétrique S,,, n > 1
étant un entier naturel les assertions suivantes sont équivalentes :

a) sy et sy sont conjugués (ct. 11.1.3.1;)
b) s; et sy ont le méme type cyclique.

Preuve :

i) Remarquons que la classe de conjugaison de I’identité ne contient que I’identité et que
c’est la seule permutation dont le type cyclique est (). On peut donc, dans la suite, ne consi-
dérer que des permutations différentes de I’identité.

i1) (a)= b))

d
Supposons qu’il existew € S, telque sy = uos; out. Sis; = Hci,
=1

Sy = uoslou_1

d
= wo (Hcl) ou
i=1
d

= ”uociou_1

i=1

ce qui prouve, en utilisant la proposition 11.2.2.4 que s, et s5 ont méme type cyclique.
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ii) (b) = a))
Réciproquement, si I’on suppose que s et s' ont méme type cyclique, il existe un entier
naturel d > 1 des cycles ¢; ,1<i<q €t ¢, ,1<;<q tels que les ¢;, (resp. les ¢;) sont a supports deux

a deux disjoints,
d
s = HCZ" s = Hc;
i=1 i=1
et pourtout 1 < i < d¢; et c, ont méme longueur. D’apres la proposition I1.2.2.4, il existe
des éléments u; ;1 <i<q € S, tels que ¢, = u; 0¢; 0 ui_1 pourtoutl < i < d.

Définissons u de la maniére suivante : Pour tout 1 < i < d la restriction de u au sup-
port de c; est la restriction de u; au support de c;. Le complémentaire E de la réunion des
supports des c; est, d’apres la proposition I1.2.2.4 un ensemble dont le cardinal est égal au
cardinal du complémentaire E’ de la réunion des supports des c,. 1l existe donc une bijection
v : E = FE'. On définit donc la restriction de u a F par v.

On laisse alors le soin au lecteur de vérifier que

!/

s = uosou'.

Proposition I1.2.3.6 L’ordre d’une permutation s de type cyclique (i, ...,l4) est le Ppcm
(ct. 1.3.1.8,) des [;.

Preuve : (ct. TD n° IV, exercice H, question 1),) (ct. TD n° IV, exercice H, question 1),
b).)

i) Si s est de type cyclique (I, ..., 1), il existe des cycles ¢; ,1<;<q de longueur respective
l;, a supports deux a deux disjoints et tels que

d
S = HCZ‘ .
i=1
Notons m := [li,...,l;] le Ppem des ;. Par définition, [;|m, pour tout 1 < i < d donc
c = 1d (cf. 11.1.2.6.) Comme les c; sont a support deux a deux disjoints, pour tout

1 < i < j<d, cic; = cje (cf. I1.2.2.5,) et, par conséquent,

d

s = (H )™

I
A

I
—_— .
o

d’ou il résulte que I’ordre de s divise m.
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ii) Réciproquement, pour tout k € 7, s* = 1d si et seulement si pour tout x € [1;n],
sk(x) = x. En particulier, s’il existe 1 < i < d tel que z soit dans le support de c;, pour
tout j # i, cj(x) = z. Il en résulte que s*(z) = c¥(x). Si s*(x) = x alors nécessairement

c¥(x) = x et ce pour tout x dans le support de c; ce qui signifie que c¥ = 1d autrement dit

7

que I’ordre I; de c; divise k. En bref, s* = 1d implique que k est divisible par chacun des I,
c’est-a-dire divisible par m c’est-a-dire que m divise I’ordre de s.

I1.2.4 . —Signature et groupe alterné

Définition I1.2.4.1 Soient n > 1 un entier naturel et s € S,, une permutation :

i) On note v(s) le nombre d’orbites (cf. I1.2.1.6.1)) de s. Ainsi, pour tout cycle ¢ de longueur
[, v(¢) = n — l + 1 en particulier, pour une transposition ¢, v(t) = n — 1.

ii) On appelle signature de s et I’on note o(s) I’entier (—1)"~*(*) appartenant a {—1; 1}.
Exemple I1.2.4.2 a) L’identité ayant exactement n orbites toutes triviales, o(Id) = 1.

b) Sit € S, estune transposition, v(t) = n — 1 et par conséquent, o(t) = —1.

c) Sicestun3-cycle,v(c) = n—3+1 = n—2douo(c)=1.

d) Si s est une permutation circulaire, o(s) = (—1)""1.

Proposition 11.2.4.3 Pour tout entier n > 1, toute permutation s € §,,, et toute transposi-
tiont € S,
o(sot) = —o(s) = o(s)o(t).

Preuve : I existe des éléments a et b de [1;n] distincts tels quet = (ab). On est amené a
considérer les deux situations suivantes :

D) (Os(a) = O4(b))

Supposons que Og(a) = Oy(b) et notons ! := #(Os(a)) . Notons ¢ I’élément de S,
dont Ia restriction a O4(a) est celle de s et la restriction au complémentaire de Oy(a) est
I’identité. Il est dés lors clair que c est un cycle de support Os(a) = O.(a) et de longueur .
11 est par conséquent, en vertu du théoréeme 11.2.2.1 d’ordre .

Puisque b € O,(a), il existe k € Z tel queb = s"(a) = cF(a) et de méme il existe
k' € Ztelquea = s*(b) = ¥ (b). Notons p (resp. q) le reste de la division euclidienne de
k (resp. k') par . Puisque c est d’ordre [, on a :

b= c(a)eta = c(b).
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Le théoréme de la division euclidienne (cf. 1.3.2.3,) et le fait que a # b donnent les enca-
drement :
0 <p<letd<gqg<l. 1

Par ailleurs,
o= (D) = (a) = H(a)

d’oui I’on déduit facilement que, pour toutx € O.(a), ?T9(x) = x et par conséquentl|p + q.
Les encadrements 1 impliquent alors quep + q = .
Cherchons maintenant a déterminer I’orbite Oy.;(a). On a tout d’abord,

sot(a) = s(b) = s""'(a) = " (a).

Pourtoutl <1 < q,ona 4 '
A(a) # aet P(a) # b.

En effet, c***(a) = a impliqueraitl|p + i or 0 < p+i < [ ce qui est donc impossible. D’autre

part, c’™(a) = b impliquerait ¢'(a) = a c’est-a-dire i qui est encore impossible puisque
O<i<qg<l.
II en résulte que, pour tout 1 < i < g, t(c"*(a)) = #*(a) c’est-a-dire que

sot(cT(a)) = s(c"T(a)) = sPT(a) .

On en déduit que

Osot(a)) = {s"™'(a) ;lleqlig} C Oy(a) 2
d’ou il résulte, en particulier, que
#(Osor(a@)) = ¢ 3
On montre de méme que
Oset(b) = {c'(a) ;lleqlip} C Oy(a) 4
d’ou il résulte, en particulier, que
#(Osat()) = p. 5

11 résulte de ce qui précede que

Osot(a) N Osot(b) - @
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et que, par conséquent,

#(Osot<a’)UOsot<b)) = #(Osot( )) + #( sot( )) = p_'_q = #(OS(CL)) .

On en déduit finalement que
Osot(a) U Osot(b) = Os(a) .

Dans le dessin ci-apres, on a représenté le cas particulier ou

s2(a) s(a)
b=s%(a) a
s'(a) s°(a)
Comme, par ailleurs, pour tout x ¢ Og(a), t(x) = =z, donc sot(x) = s(x) et par

conséquent, Ogot(z) = Og(zx). On en déduit donc que

v(isot) = v(s) + 1. 6

i) (Oy(a) #04(b))
Supposons a présent que Os(a) # O(b). On a alors bien évidemment Og(a) N O4(b) =
(). Notons
p = #(0s(a)) et ¢ := #(Ou(b))

et cherchons a déterminer Oy (a). Tout d’abord, s o t(a) = s(b) et
Vi<i<q , s'(b) €Os(b),s'(b) #b,5(b) #a
S

= Vi<i<gq , t(s'(b) = ()
= Vi<i<gq , sot(s'(h)) HOR

De plus
sot(sl(b)) = sot(b) = s(a).

D’ou :
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On en déduit que
Osot(a) = Og(a) U O4(b) = Oser(b) .
On a représenté, sur le dessin ci-apres la situation pourp = q¢= 6 :

s2(a) s(a) s5(b) s1(b)

s*(a) s5(a) s(b) s2(b)

Comme, par ailleurs, pour tout x ¢ Og(a) U O4(b) t(x) = x et par conséquent, Ogot(x) =
Os(x),ona:
v(sot) = v(s) — 1. 1

Corollaire 11.2.4.4 Pour toutn > 1, la signature o est un morphisme du groupe symétrique
S,, dans le groupe
(ZX7 *) = ({_17 1}7 *) = Z/QZ

des éléments inversibles de Z.

Preuve : Il découle immédiatement de la définition de o (cf. I1.2.4.1.ii),) que o est a valeurs

dans {—1,1}.
Pourn = 1,onaoc(ld) = 1 (cf. 11.2.4.2) ce qui prouve que o est bien un morphisme.
Pour n > 2, soit (s1, S2) un couple d’éléments de S,,. 1l existe un entier d > 0 et des

d
transpositions t; ,1<;<q € Sy, tels que sy = H t; (ct. 11.2.3.3.)
i=1
On a alors, d’apres la proposition 11.2.4.3 appliquée d fois :

d

o(s108y) = o(s1)* Ha(ti)

= a(sl)a(g) :

Définition I1.2.4.5 i) (Groupe alterné)
Pour tout entier n > 1, on appelle groupe alterné et on note A,,, le noyau de o
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ii) (Permutations paires/impaires)
On dit qu’un élément du groupe alterné A,, est une permutation paire tandis qu’un €lé-
ment du complémentaire de .A,, dans S,, est une permutation impaire.

Exemple I1.2.4.6 Une transposition est une permutation impaire, tandis qu’un 3-cycle est
une permutation paire. Plus généralement, pour tout entier naturel k, un 2k-cycle est une
permutation impaire tandis qu’'un 2k + 1-cycle est une permutation paire.

Proposition 11.2.4.7 (Propriétés du groupe alterné) i) Pour tout entier naturel n > 1, le
groupe alterné A,, est un sous-groupe distingué du groupe symétrique S,,.

ii) Pour n > 2, le quotient S,,/ A, (cf. II.1.3.8) est isomorphe au groupe 7./27. et, par
conséquent,

Preuve :

i) Comme A, = Ker o, on peut se rapporter au résultat 11.1.3.6.b).

ii) Pourn > 2, S, contient des transpositions et, par conséquent, o a valeurs dans {—1; 1}
est surjective (ct. 11.2.4.2.)
Par la proposition 1I.1.3.7.ii)on a un isomorphisme

Sn/An = ({—1;1},%)

ce dernier groupe étant canoniquement isomorphe a (Z /27, +).
Finalement, la relation entre les cardinaux de A,, et S,, est obtenue a partir de 11.1.2.2.iv).

II.3 . —Actions de groupe

Notation IL3.1 Etant donné un ensemble £ on notera (S(E), o) ou simplement S(E) le
groupe des bijections de F dans lui-méme muni de la loi de composition des applications .

Définition I1.3.2 (Action de groupe) Etant donné un ensemble E et un groupe (G, ) on dit

que G agit sur E ou que F est muni d’une action de GG, s’il existe un morphisme de groupe
(cf. 0.5.6.i1),)
¢ (G,x) = (S(E),0).
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Remarque I1.3.3 Sil’on aune action ¢ : (G,x) — (S(E),o), cela signifie que
Vge G, Vhe G, ¢(gxh) = ¢(g)o¢(h)

et cela a pour conséquences que ¢(eg) = Idg (cf. 0.5.8.0);) etVg € G, ¢(g7!) = ¢(g)!
(cf. 0.5.8.i1).)

Notation IL1.3.4 Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble F il est usuel de noter
Vge G,Vz € E, g-z = ¢(g9)(x).
On a alors
Vee E, eq-x = xetVge G, VheG, (gxh)-x = g-(h-x).
Exemple I1.3.5 Pourn € N* :

a) On a défini le groupe symétrique S,, comme le groupe S([1;n]) (cf. I1.2.1.1.ii).) On a
donc tautologiquement une action de S,, sur [1; n].

b) Etant donné une permutation s € S,, posons
VK € Z, Vo € [1;n], k-2 = s"(2).
C’est I’action de Z sur [1; n] donnée par le morphisme
€& (Z,+) = (Sp,0) = (S([Lin]),0) , k > s

(cf. TD n° 11, exercice B, question 3).)

c) Sidans’exemple b), la permutation s estd’ordre d € N* le morphisme ¢, se factorise en

un morphisme ¢; : Z/dZ — S, donnant une action du groupe (Z/dZ,+) sur I’ensemble

[1;m].

d) Pour (G, *) un groupe, on peut définir I’action de G sur lui-méme par conjugaison :
VgeG,VxeG, g-x = gxaxxg .

Il n’est pas difficile de vérifier qu’il s’agit bien d’une action.

Lemme I1.3.6 Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble E, Ia relation ~ définie

sur E par
Vie E,VYyeFE, v~y & dge G,y =9 -z

est une relation d’équivalence (ct. 0.2.2.v),) sur E.

Preuve : C’est un exercice.
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Définition I1.3.7 (Orbite) Etant donnés un groupe G agissant sur un ensemble F, les classes
déquivalence pour la relation définie au lemme I1.3.6 sont appelées orbites. Plus précisément
pour tout z € FE, la classe de = est appelée orbite de x sous ’action de GG. On la note
usuellement O(z) etl’on a:

O(x) ={g-z,9€G}.

Exemple I1.3.8 Etant donnée unentiern € N* une permutations € S,,unélémentz € [1; n],
I’orbite de O,(x)  sous s définie en I1.2.1.6.1) n’est autre que I’orbite de O(x) x au sens de

la définition I1.3.7 pour I’action de Z sur [1;n] définie par ¢, comme en I1.3.5.b) ou encore

de maniere équivalente pour 1’action définie par €, comme en I1.3.5.c).

Lemme I1.3.9 Etant donnée une action d’un groupe G sur un ensemble E, pour toutz € F,
I’ensemble :

Stabg(z) == {9 € G; g-x = z} 11.3.9.1
est un sous-groupe de G.
Définition I1.3.10 (Stabilisateur) Etant donnée une action d’un groupe G sur un ensemble

E, pour tout x € FE, le sous-groupe Stabg(x) défini en 11.3.9.1 est appelé stabilisateur de
xZ.

Théoréme I1.3.11 Etant donnée une action d’un groupe G sur un ensemble E, pour tout
x € FE, I’application naturelle

¢ 0 G = O(x), g = g-x

induit une bijection
¢, © G/ Stabg(x) — O(x)

ou G/,Stabg(x) est ’ensemble des classes d’équivalences pour la relations ~, définie en
I1.2.1.

Preuve : Pourtoutxr € FE :

Vge G, Vheg, ¢=(9) = ¢z (h)

& g-x = h-x

& (g7t h) x = x

& “Lxh € Stabg ()
And g ~~g,Stabg(x) h

Il existe donc une unique application injective ¢, : G/,Stabg(x) — O(x) telle que

Vg € G, ¢,(gStabg(z)) = ¢.(g) -

Comme ¢, est tautologiquement surjective, il en est de méme de ¢,.
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Corollaire I1.3.12 Sous les hypothéses du théoreme 11.3.11, si I’on suppose de plus que G
est un groupe fini alors :

Vi € B, #(G) = #(Stabg(x)) - #(0(x)) -
Preuve : C’est une conséquence du théoreme 11.3.11 et de 11.1.2.2.1v).

III . —Arithmétique des polynomes

III.1 .—Anneau des polynomes a une indéterminée

Dans toute cette section (IIL.1), (A, + 4, %4, 04, 1 4) est un anneau commutatif (cf. 0.5.9.i).)

Définition III.1.1 i) On rappelle qu’une suite a valeurs dans A est une application N — A.
On note le plus souvent o, € A et on appelle n’*™ terme général I'image d’un entiern € N
par la suite a.

ii) On dira qu'une suite a valeurs dans A de terme général o, est presque nulle s’il existe
un entier ng tel que pour tout n > ng, o, = 0.

Notation III.1.2 On notera AN (resp. AM?) I’ensemble des suites a valeurs dans A (resp.
I’ensemble des suites presque nulles a valeurs dans A.) On notera (Cn) men € AN (resp.
(vn) nen € AY) la suite définie par

VneN, ¢, = 0(resp.vg :== 1y, VneN, n>1,v, :=0.)

On a bien entendu
¢ e AVetv e ANO,

Définition IT1.1.3 (Degré/valuation) Pour toute suite presque nulle (v, ) ,uen € AN, o #
¢,’ensemble {n € N; a,, # 0} estune partie non vide et majorée de N. Elle admet donc
un plus grand élément (cf. 1.1.2.8,) qu’on appellera degré de « et qu’on notera deg(«) ; et un
plus petit élément (cf. 1.1.2.7,) qu’on appellera valuation de « et qu’on notera val(a).

Par convention on posera

deg(¢) := —ooetval(() = +0.

Sitonnote N := N U {—o00,+00} deg(-) et val(-) sont des applications de A" a
valeurs dans N.
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On peut prolonger partiellement I’addition 4 de N a N en posant :

VneN,n++o00 = +o00+n = 40

n+-—-00 = —o00+n = —00
+ o0+ +oo = +00
—00+—00 = —00.

On peut aussi prolonger la relation d’ordre sur N, en posant
VneN, —oco < n < +x.
Proposition I11.1.4 i) Si on définit, pour tout (o, 3) € AN x AN :
(@ +av B)n = @y +a B, 1

(AN, + 4n) a une structure de groupe abélien dont ¢ est Iélément neutre.
ii) L’ensemble AN est un sous-groupe de (AN, + 4n) pour la structure définie ci-dessus.

iii) De plus le groupe abélien AN (resp. A™.) est muni d’une loi externe :

Ax AN — AN
— (resp.- : A x AN — ANO)
définie par :
Va € A, V(an) men €AY (a-a), = a ¥4 ap;

qui vérifie les axiomes :

Va € A, Vb € A, V(o) snen € A'(resp. € ANY), V(8,) nen € A (resp. € ANY), -

MOdl)
a-(a+a B) =a-a+aa-f;
MOdQ)
(@440 -a=a-a+mb- 3,
MOdg)
(@ x4 0) - a=a- (- «a;
MOd4)
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Preuve : La vérification est immédiate et laissée en exercice ; ce résultat étant a rapprocher
de la proposition 1.3.5.10.

Remarque III.1.5 On dit que les groupes abéliens AN et A™N? munis de la loi externe -
définie en III.1.4.iii).1 et vérifiant les axiomes III.1.4.iii).Mod,) a III.1.4.ii1).Mod,) ont une
structure de A-module. A noter que si A est un corps, cette structure n’est autre qu’une
structure d’espace vectoriel.

Notation II1.1.6 Notons que pour tout n € N, {(k,/) € NxN; k+/¢ = n} estun
ensemble fini et que par conséquent pour tout (o, 3) € AN x AN, de terme général (o, 3,)
I’élément o * 4n 3 de AN donné par :

(@ san Bl = D> axxa By 11.1.6.1

k+0 =n

est bien défini.
Lemme I11.1.7 Pour tout v € AN? et tout f € AN? avx qn f € AN et :

deg(a *4n B) < deg(a) + deg(B) 1I.1.7.1

Preuve :

Va € AN V3 e ANO,

Vn e N, n > deg(a)+ deg(pB)

Vk e N, Y/ e N, k+¢ = n

k > deg(ar) ou ¢ > deg(B)
ap =0 ou f, =0
ag*aBe = 0

(s B)n = 0

(axmB) € ANO.

2R R

Proposition I11.1.8 i) L’ensemble AN (resp. AN?) muni de I’addition + 4 définie en I11.1.4.1). 1

et de la multiplication * 4v0 définie en I1I.1.6.1 est un anneau commutatif délément neutre
(resp. v) pour I’addition (resp. pour la multiplication.)
ii) L’application

in 0 A — AY (resp. AN?)  a — a-v 1

(ou - est la loi externe définie en III.1.4.iii).1 est un morphisme d’anneaux injectif appelé
morphisme structural.
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Preuve :

i) 1I faut vérifier que les lois + 4 et x 4n satisfont aux axiomes définissant les anneaux (cf.
0.5.9.1) ;) ce qui consiste en une série de calculs sans grande difficulté.

Cependant, le seul point délicat et qui mérite d’étre souligné est que * 4n est bien une loi
interne sur ANC. Ceci est assuré par le lemme I11.1.7.

ii) C’est également une série de calculs sans difficulté.

Proposition I11.1.9 i) Pour tout (o, §) € AN x ANO ona:

deg(ar + 3) < max(deg(a),deg(f)) et(deg() # deg(8) = deg(a+ ) = max(deg(w), deg(s));)
1

deg(a * 8) < deg(a) + deg(8) ; 2

val(a + ) > min(val(«a), val(f)) et (Val(a) # val(f) = val(a+ ) = min(val(a),v;l(ﬁ)) ;)

val(a x 5) > val(a) + val(B) . 4
i) Si A est intégre (cf. 0.5.9.ii),) on a égalité dans les formules 1).2 et 1i).4.

Preuve : On va démontrer les formules 1).1 et 1).2 les formules 1).3 et 1).4 se démontrant
exactement sur le méme modéle.

a) (i).1)
Va e AN VS e ANO Wn e N, n > max(deg(a),deg(B))
= a, =0 et [, =0
= (448 B)n = an+B, = 0
= deg(a+4v ) < max(deg(a),deg(p)) .
1
Par ailleurs, notons m := max(deg(«a), deg(3)). Alors :

deg(ar) # deg(P)
= deg(a) = met B, = 0 ou deg(f) = meta,, =0

= (a4+B)m = am #0 ou (a+8)m = Bm # 0
= degla+p) > m

ce qui combiné avec 1 donne I’égalité demandée.
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b) ().2)
On a déja montré en II1.1.7.1 deg(ax 5) < deg(a) + deg(B). Or il résulte de la
définition I11.1.6.1 que

(%) deg(a)+deg() = Cdeg(a) * DBdeg(p)

qui est non nul si A est intégre.

Corollaire II1.1.10 Si A est un anneau intégre et en particulier un corps :

i) (Intégrité)
L’anneau (AN + x) est intégre.

ii) (Inversibles)
L’ensemble AN°™ des inversibles de I’anneau AN s’identifie 3 A* ;

iii) (Divisibilité)
Vo e AN v e ANY, (a\ﬁ et f # 0 = deg(a) < deg(p) )

Preuve :
i) Pour tout (o, ) € ANY x AN puisque A est intégre,

axf =0 = deg(a) + deg(8) = deg(axp) = —o0
(cf. 111.1.9.1).2 et I11.1.9.i1).) 1l s’ensuit que

deg(a) = —oooudeg(f) = —o0 = a = 0ouf = 0.
ii) Pour tout (c, §) € AN x AN dans le cas ou A est intégre, (cf. I11.1.9.ii),)

ax f = v = deg(a) + deg(f) = 0 = deg(a) = deg(f) = 0.

On a alors
ao*¥afo =1 = ap € Axetﬁo e A*

eta = iA<OéO), b = iA<ﬁ0).

iii) Est une conséquence de I11.1.9.1).2.
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Exemple II1.1.11 Notons que dans le corollaire ci-dessus on a besoin de lhypothese A in-
tegre. Considérons en effet ’anneau A := Z/p*Z, pour p un nombre premier, les €léments

a = (1,p,0,...,0,... et := (1,—p,0,...,0,...
de AN, On constate qu’alors
axmfB = (1,0,—p%0,...,0,... = (1,0,...,0,... = v
alors qu’on a deg(a) = deg(B8) = 1.

Définition II1.1.12 On appelle polynéme a coefficients dans A et a une indéterminée un
élément de 1I’anneau
(AN707 +AN7 * AN, C) U) .

Notation II1.1.13 On abandonnera progressivement les notations + 4n, * 4, ¢, v au profit de
4+, %, 0, 1 si aucune confusion n’est a craindre.
Par ailleurs on notera :

X = (X)) men | X1 = 1o, ¥neN, n#£1, X, = 0. IIL1.13.1

Lemme I11.1.14 Pour toutk € N* X* est la suite (XF) ,.en telle que

n

VneN, n£k = XF = 0Xf = 1.

Preuve : Pour k = 1 le résultat est tautologique (cf. III.1.13.1.) Or X**! = X x X*
c’est-a-dire que

VneN, Xith = Y X, XF = XXk, = X},

n
ptg=n

si bien que si on suppose que X* est de la forme donnée dans 1’énoncé du lemme il en est de

méme de X**'. Ceci établit le résultat par récurrence.

Proposition IIL.1.15 L’élément X € AN étant défini comme en II1.1.13.1, posons X° :=
1 := v. Alors { X*}cn est Ia base de AN telle que

deg(a

)
V(an) men € AN a0 = Y a, X"
n=0

Preuve : C’est un exercice sur les définitions.
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Notation III.1.16 L’anneau A™ des polyndmes a une indéterminée et a coefficients dans A
est usuelllement noté A[X| et un élément o € A[x] est noté :

deg(a)

ZaX’

On omettra bien souvent d’écrire le morphisme injectif ¢4 (cf. III.1.8.i1).1,) et on écrira
simplement A C A[X] en identifiant A & son image par i4 c’est-a-dire aux polyndmes de
degré 0.

Proposition I11.1.17 (Propriété universelle de I’anneau des polynémes) Rappelons que I’on
note
A - A — A[X ]

le morphisme structural défini en I1I.1.8.ii). 1. Pour tout morphisme d’anneaux f : A — B
et tout élément b € B, il existe un unique morphisme d’anneaux

(bb . A[X] — Btelque@,(X) = betf @) ’iA = (bb-

Ceci entraine en particulier que :

deg(a) deg(a)
Vae AX],a = Y aX' = ¢y(a) = D fla)*pb . 1.1.17.1
=0 =0

Preuve :
i) (Unicité)

Unélémentb € B étant fixé, s’il existe un morphisme ¢y, : A[X] — B telque ¢p(X) =
b, nécessairement Vn € N*, ¢,(X*) = b*. Puisque ¢}, est un morphisme d’anneaux,

o(lax) = 1p = dp(v) = 1p = (X)) = 1p

d’ou il résulte finalement :
Vn € N, ¢p(X™) = 0. 1

Par ailleurs si on note - la loi externe définie en IIl.1.4.iii).1 ¢, o 14 = [ entraine :

Va € A[X], V5 € A[X],
Va € A, Vb € A, dp(a-a+b-B) = opliala)*a—+is(h) )
Po(ia(a)) *p dp() +5 Po(ia(b)) *5 Pu(3)
= f(a)*B b(@) +5 [(b) *5 ¢p(B) -

L’application ¢, est donc « A-linéaire » et I'image de la base { X"}, cn étant déterminée
d’apres 1, ¢, est nécessairement unique.
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ii) (Existence)

Il existe une unique application « A-linéaire » ¢, : A[X] — BtellequeVn € N, ¢,(X") =
b™; Puisque ¢, est linéaire, en particulierVo € A[X], V3 € A[X], ¢p(a+ax)f) = db(a)+5
op(B) si bien que I’axiome 0.5.9.v).MorAnn ).

Par ailleurs :
deg(a
Vo € A[X], o Z X’
deg(ﬁ) ‘ deg(a)+deg(8) '
VB e A[X], B = Z BiX" dp(a*ax) B) = Z ( a;Br) - X'
i=0 i=0 jtk =i
deg(c)+deg(B) _
= Z f( %ﬂk) *p b’
1= 0 Jjt+k =
deg deg(8)

= Zfaz *BbZ *B Zfﬁz ’*‘BbZ
- ¢>b( )*B u(B)

ce qui prouve que ¢, vérifie I’axiome 0.5.9.v).MorAnn,).
Il est enfin clair que I’axiome 0.5.9.v).MorAnns) est satisfait.

Corollaire II1.1.18 (Fonctorialité de ’anneau des polynémes) En particulier, étant donné
un morphisme d’anneaux
f: A— B,

il existe un unique morphisme d’anneaux
fIX] : A[X] — BI[X] caractérisé par : f[X](X) = X et f[X] 0 ia = ip o f
ce qui entraine en particulier que :

deg(a deg(a)

Vo € A[X Z X = fIX Z Fla) X I11.1.18.1

Preuve : 1 suffit d’appliquer la proposition II1.1.17 au morphisme d’anneaux ig o f : A — B[X]
et a I’élément X € B[X].
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Exemple II1.1.19 Le corollaire III.1.18 justifie un certain nombre d’opérations :

a) Sif : R — C est!’inclusion naturelle du corps R des réels dans le corps C des com-
plexes, le morphisme

fIX] - RIX] — C[X]
consiste simplement a considérer les coefficients d’un polynéme a coefficients réels comme
des nombres complexes.

b) En considérant ’inclusion Z C Q, on obtient également une inclusion Z[X] C Q[X] et
comme dans I’exemple a) elle consiste juste a considérer les coefficients entiers comme des
nombres rationnels.

c) Soitoc : C — Claconjugaison complexe. L’application o est bien un morphisme d’an-
neaux de C dans lui-méme si bien qu’on peut lui appliquer le corrollaire III.1.18 pour en
déduire un morphisme o[X| : C[X] — C[X] qui vérifie, en vertu de II1.1.18.1

d d

ol X)) X) = > o)X

1=0 1=0

qu’on écrira de maniere plus usuelle :

d d
>ax = Ymx
1=0 =0
d) Dans le cas ou I’on considere la surjection canonique 7, : Z — 7Z/nZ le morphisme
d
7| X] associe & un polyndme P := ZaiX " A coefficients entiers le polyndme P =
i=0

d

Z a;modnX" dont les coefficients sont des entiers modulo n. En particulier si n est un
i=0

nombre premier on obtient un polyndme a coefficients dans un corps et I’on peut appliquer
tous les résultats du paragraphe 111.2.

Corollaire IT1.1.20 (Evaluation) Pour tout a € A, il existe un unique morphisme d’an-
neaux
evy @ AX] = Alevy(X) = aetev, o ig = Idy

et en particulier :

deg () deg(a)
Va € A[X],a = Z X' = ev,(a) = Z flog) xpa . I11.1.20.1
i=0 i=0

Preuve : I suffit d’appliquer la proposition II1.1.17 a I’identité de A et a I’élément a de A.
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Notation ITL.1.21 Etant donné un ensemble X, notons F (X, A) ’ensemble des fonctions
f X — Ade X avaleurs dans A (cf. 0.2.1.iv).)

Lemme III.1.22 i) On peut alors munir F (X, A) d’une structure d’anneau commutatif par :

VfeF(X,A),Vge F(X,A), Ve € A, (f+g)(x) := fla) +agla)et (fxg)(z) = flz)*ag(z)

Iélément neutre pour + (resp. *,) étant la fonction constante de valeurs 04 (resp. 14.) :
ii) La loi externe - définie sur A x F(X, A) par :
Vae A, Vfe F(X,A),Vee X, (a - f)(z) == a - f(z) 1
vérifie les axiomes I1I.1.4.iii).Mod, ) a I1I.1.4.iii).Mod,).
iii) L’application :
A A= F(X,A), a = a-lrxa 1

est un morphisme d’anneaux.

Preuve : Laissée en exercice.

Proposition IT1.1.23 Considérons I’ensemble F (A, A) des fonctions de A dans lui-méme
muni de la structure +, x définie en II11.1.21 et 111.1.22.

i) Il existe un unique morphisme d’anneaux :

¢ AX] = F(AA), X = Ida|od o is = ja I
et I’on a alors :
deg(a) deg(a) ‘
Va € AX ZOZZXZ T Zaixz. 2
i=0

ii) Si- désigne la loi externe définie en 111.1.4.iii).1 (resp. la loi externe définie en I11.1.22.ii).1),
selon le contexte :

Va € A, Va € A[X], ¢p(a-a) = a-d(a). 1
iii) ot
eg(a)

Va € A, Va € A[X], evy(a) = ¢(a Zaa 1

qu’on notera bien évidemment o(a).
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Preuve :

i) 11 suffit d’appliquer la proposition II1.1.17 au morphisme j4 et a1d4 € F(A, A).
i1) Vérification sans difficulté.

iii) Idem.

Définition I11.1.24 (Racine) Pour tout polyndéme o € A[X]| on appelle racine de o dans A
unélémenta € Atelque: a(a) = 04.

Définition II1.1.25 (Fonctions polynomes) On appelle ensemble des fonctions polynémes
I’image du morphisme ¢ défini en III.1.23.1).1, dans F (A, A) et fonction polynéme un élé-
ment de cette image.

Remarque II1.1.26 On pourrait se demander pourquoi on a bien pris soin de distinguer les
polyndmes éléments de A[X | des fonctions polyndmes leurs image dans F (A, A). En effet :

a) Si Aestle corps R le corps C, et plus généralement un corps infini le morphisme ¢ défini
en II1.1.23.1).1 est injectif c’est-a-dire que si deux polyndmes définisssent la méme fonction
polyndme ils sont égaux.

b) En revanche si K est un corps fini, typiquement le corps IF, := (Z/pZ,+, *) pour p un
nombre premier, on peut considérer le polynéme X? — X € FF,[X]. La fonction polynome
qu’il définit sur IF,, est la fonction z +— x” —x qui d’apres le TD n° 111, exercice G, question 4)
par exemple est la fonction nulle. Or X? — X n’est pas le polyndome nul a savoir 1’élément
¢ € A[X] défini en I11.1.2.

III.2 . —Propriétés arithmétiques de I’anneau K| X]
Dans cette section II1.2, K est un corps commutatif et I’on note K[X] ’anneau des

polynéomes a une indéterminée sur K défini en I11.1.16.

II1.2.0 . —Introduction

La propriété essentielle de 1’anneau K[X] envisagée ici est le théoreme I11.2.1 qui est un
analogue du théoreme 1.3.2.3 et qui aura des conséquences tres similaires :

i) (Structure des idéaux)
Structure des idéaux I11.2.4 < structure des sous-groupes de Z 1.3.2.6;
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ii) (PGCD et théoréeme de BEZOUT)
111.2.6 < 1.3.3.3;

iii) (Lemme de GAUSS)
1I1.2.10 & 1.3.3.8;

iv) (Lemme d’Euclide)
11.2.11 & 1.3.3.10;

v) (Propriétés des anneaux quotients)
1.3.4.11 & 111.2.15;

vi) (Théoreme des restes chinois)
1.3.6.1 & 111.2.16;

vii) (Décomposition en produit d’irréductibles)
1.3.3.17 & 111.2.17.

Théoreme II1.2.1 (de la division euclidienne) Pour tout couple (A, B) d’éléments de K[ X],
avec B # 0, il existe un unique couple (@), R) d’éléments de K[X] tel que

A = B x @ + Retdeg(R) < deg(B) .

Preuve :

i) (Existence)
Remarqons d’abord que B # 0 = deg(B) > 0.

a) (deg(B) > deg(A))
Posons () := OetR = A, ona bien

A = BxQ+ Retdeg(R) = deg(A) < deg(B) .

b) (deg(B) < deg(A))
Notons que dans ce cas on a nécessairement A # 0 = deg(A) € N.

*) (deg(A) = 0)

On a alors nécessairement deg(B) = Oetdanscecas, B € KmaisB # 0 = B €
K> puisque K est un corps. Q = B 'x AetR := 0 vérifient A = BxQ + Ret
deg(R) = —oo < deg(B).
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) (deg(4) > 0) /
Posons deg(A) = n+1,n € Netdeg(B) = d € N,d <n+ 1. Ecrivons

n+1 d
A = ZaiXietB - ZbiXi.
=0 1=0

On ab; # 0 et par conséquent, comme K est un corps, by € K*. Posons )7 :=
@t X4 1 vient alors

A = A—Bx@Q,

n+1

Z Ap41 Z
— a,XZ n+ Xn+1 d b XZ
n+1 b % a
1 i
— E a; X' — E ; L ynltied
=0 d
n+1 n+1 b *a
; z : i+d—nm—1 1 ;
_ alin o 1+d—n n+ XZ
Z 4 ba
=0 i=n+1—d
“ " b xq by * a
; i+d—n—1 1 ; d 1
_ § :ain + an+1Xn+1 N § : i+d—n n+ Xt 7""‘)(11+1
; A ba ba
i=0 i=n+1—d
i H—d n—10n+1 -4
= g a; X"+ g —X
i=n+1—d d

II en résulte que deg(A;) < n. Notons alors P,, ,,en I’assertion
VP € K[X], deg(P) <n, 3(Q,R) € K[X]|xK[X], P = BxQ+Retdeg(R) < deg(B).

Notons que *) et a) assurent que Py est vérifiée.
Si I’on supppose P, il existe (@2, R) € K[X] x K[X],

(A1 = BxQ2+Retdeg(R) < deg(B)) = A = A1+B*Q; = Bx(Q1+Q3) + R
I suffit alors de poser () := Q1 + Qs.
ii) (Unicité)

Pour A et B fixés comme dans 1’énoncé du théoréeme, supposons qu’il existe des couples
(Q1, Ry) et (Q2, Ry) tels que :

(deg(Rl) < deg(B), deg(Ry) < deg(B) et A = BxQ1+ R = bxQs+ Rg)
= Ry— Ry = Bx(Q1—Q2)
= B | Ry, — Ry .
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Or en vertu de la formule II1.1.9.1).1
deg(R; — Ry) < max(deg(Ry),deg(R2)) < deg(B).
Ceci entraine, par contraposée dans I’assertion 11I.1.10.iii)) que Ry = Ry d’ou il résulte

immédiatement que ()1 = (5 ce qui établit I’unicité du couple (Q, R).

Définition II1.2.2 Les notations étant celle du théoreme I11.2.1, trouver les polyndmes () et
R s’appelle faire la division euclidienne de A par B.

On appelle A le dividende, B le diviseur, () le quotient et R le reste.

Il convient évidemment de rapprocher ces définitions de celles données en 1.3.2.4.

On redonne ici la définition d’idéal déja donnée en 1.3.5.5 :
Définition I11.2.3 (Idéal) Un idéal I de K[X] est une partie non vide I C K[X] telle que
VPelI, VQel, VAecK[X]|,VBeK[X], AxP + BxQ € [
(cf. TD n° V, exercice E pour des caractérisations équivalentes.)

Proposition I11.2.4 (Structure des idéaux) Une partie I C K[X] est un idéal de K[X] si et
seulement si :

P € K[X], I = PK[X] = {PxQ; Q €eK[X]}. 1.2.4.1

Preuve :
i) Sil = PK[X] :

\V/PlEI, 3@1 e K

[X]a Pl = P*Ql
VP eI, 3Q, € K[X]

, Py = Px(Q)s
= VA, € K[X], VA, € K[X],
Ay x Pp+ Ag x Py = A1 x Px Q1+ Ay x P x ()
= P*(Al*Q1+A2*Q2)
€ I

ce qui prouvve que I est un idéal.
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ii) Réciproquement si I est un idéal non nul, soit A := {deg(P); P € I\{0}}. L’ensemble
A est une partie non vide de N, et posséde donc un plus petit élément d (cf. 1.1.2.7.) Soit
P € I avecdeg(P) = d. Puisque I est un idéal, V() € K[X]|, PQ € I si bien que si on
note J := PK|[X] I'idéal J est inclus dans 1.

Pour tout S € 1, il existe un couple (Q), R) € K[X] x K[X] tel que

S = PQ + Retdeg(R) < d.

Or
Sel NPQeJCl = R=S—-PQel = deg(R)>d

ce qui est une contradiction et entraine R = 0 et par conséquent S = PQ € J et
finalement [ = J.

Remarque II1.2.5 Dans la proposition précédente, et partant dans le théoréme II1.2.1 on ne
peut pas omettre I’hypothése que K est un corps. Prenons en effet A := K[X] alors A[Y]
est ’anneau K[ X, Y| dans lequel I’idéal engendré par X et Y n’est pas de la forme I11.2.4.1.

Proposition I11.2.6 (Théoreme de BEZOUT) Pour tout entiern € N*, et toute partie
A= {P,...,P,} C K[X]
finie a n éléments :

i) (PGCD)
A posséde un PGCD (cf. 1.3.1.8.)

ii) (Identité de BEZOUT)
Si D est un PGCD de A il existe un n-uplet (Uy, ..., U,) € K[X]|" tel que :

D:iUiPZ-. 1

Preuve : La démonstration suit, mutatis mutandis, exactement le schéma de celle du théo-
reme 1.3.3.3 en remplacant I’anneau Z par I’anneau K[X|. En particulier I’ensemble G(A)
défini dans cette démonstration sera ici un idéal de K[X| et non plus un sous-groupe de 7 °
L’argument centrale de la preuve et qui remplace ici la proposition 1.3.2.6 est le fait qu’un
idéal de K[X] est de la forme PK[X] ce qu’on a établi a la proposition I11.2.4.

6. A noter que si la notion d’idéal avait été introduite au moment de la preuve du théoréme 1.3.3.3, on aurait
montré sans peine que G(A) était un idéal de Z. Il se trouve que les idéaux de Z coincident exactement avec ses
sous-groupes et que par conséquent pour formuler les résultats de I’arithmétique de Z on n’a pas nécessairement
besoin de la notion d’idéal.
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Définition II1.2.7 (Identité de BEzouT) (cf. 1.3.3.2.) La formule II1.2.6.ii).1 est appelée
identité de BEZOUT et les polynomes U ,1<;<,, coefficients de BEZOUT.

Corollaire II1.2.8 (Théoréme de BEZOUT) (cf. 1.3.3.3.) Pour tout entier naturel n et toute

partie A := {Py,...,P,} C K[X], les assertions suivantes sont équivalentes :
a) D(A) = K*.
b AA = 1.

c¢) Il existe un n-uplet de polynémes U, ,1<;<,, tel que

iPZ-UZ- =1.
i=1

Définition II1.2.9 (Polynomes premiers entre eux) (cf. 1.3.3.4.) Pour tout entier naturel n
on dira que des polyndmes P; ,1<;<,, sont premiers entre eux dans leur ensemble s’1ls vérifient
I’une des conditions équivalentes du corollaire III.2.6.

Pour n = 2 on dira simplement que deux polyndmes sont premiers entre eux.

Il arrivera qu’on ait a considérer un n-uplet de polyndmes P ,1<;<,, deux a deux premiers
entre eux. Ceci signifie que pour tout 1 < 7 < nettoutl < 5 < nles polyndbmes P; et
J P; sont premiers entre eux si ¢ # j.

Proposition IT1.2.10 (Lemme de GAUSS) Etant donnés trois polynémes P, Q, R, si P et ()
sont premiers entre eux, et P|QQR alors P|R.

Preuve : Voir la preuve du théoreme 1.3.3.8.

Proposition I11.2.11 (Lemme d’EUCLIDE) Dans I’anneau de polynémes K[X] tous les élé-
ments irréductibles (cf. 1.3.1.14,) sont premiers (cf. 1.3.1.15.)

Preuve : Voir la preuve du théoreme 1.3.3.10.

Remarque I11.2.12 (Eléments irréductibles) La proposition III.2.11 assure que les deux
notions de premier et d’irréductible sont équivalentes dans I’anneaux K[X| mais elle ne
permet pas pour autant facilement de donner 1’ensemble des polyndmes irréductibles de
K[X]. Rappelons d’abord quelques résultats qui sont des conséquences directes du corol-
laire II1.1.10 dans la mesure ol un corps est en particulier un anneau integre :

i) (Intégrité)
L’anneau K[X] est integre.
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ii) (Inversibles)
L’ensemble K[X]* s’identifie a K* qui dans le cas d’un corps s’identifie 8 K\ {0} qu’on
peut encore identifier a I’ensemble des polyndmes de degré O et I’on a ainsi :

VP e K[X], P € KIX]* & deg(P) = 0. 1

Lemme III.2.13 Pour tout P € K[X] deg(P) = 1 entraine P irréductible.
Preuve : En effet si
deg(P) = let3Q € K[X], IR € K[X], P = QxR
alors d’apres I11.1.9.1).2 et I11.1.9.1i),
0 <deg(Q) <10 <deg(R) < letdeg(Q)+deg(R) = 1 = deg(Q) = Ooudeg(R) = 0

ce qui, en vertu de II1.2.12.ii). 1 entraine () ou R inversible et donc P irréductible.

Remarque I11.2.14 (Polynémes irréductibles) Nous venons de montrer en I11.2.13 que les
polyndmes de degré 1 a coefficients dans un corps sont irréductibles mais il n’existe pas
d’argument aussi élémentaire pour dire qu’il n’en existe pas d’autres ou bien sous quelle(s)
condition(s) il n’en existe pas d’autre. On peut certes dire que si K est algébriquement clos
les seuls polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1 mais c’est pratiquement une
définition et I’on n’a donc pas donné beaucoup plus d’information.

a) (Le cas complexe)

Le théoreme de d’ Alembert-GAUSS assure justement que dans C[X] les seuls polynémes
irréductibles sont les polyndmes de degré 1, c¢’esta-dire que C est algébriquement clos. Ce-
pendant la démonstration de ce théoreme fait intervenir des arguments d’analyse qu’on ne
peut pas développer ici.

b) (Le cas réel)

On peut déduire de la situation sur C[X| que les polyndomes irréductibles de R[X] sont
au plus de degré 2 en utilisant la conjugaison complexe. Néanmoins il existe aussi des poly-
ndémes de degré 2 qui ne sont pas irréductibles.

c) (Le cas rationnel/entier)
La situation dans Q[X] est beaucoup plus compliquée, puisqu’on peut montrer qu’il
existe des polyndmes irréductibles de degré arbitrairement grand.

Proposition IT1.2.15 Soit P € K[X] un polynéme irréductible non nul (ou premier ce qui
revient au méme en vertu du lemme d’Euclide (cf. 111.2.11,)) de degré d > 0. Alors :

i) L’anneau K[X]/PK|[X] est un corps contenant K.
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ii) De plus I'inclusion K C K[X]/PK[X] donne a K[X]/PK|X] une structure naturelle de
K-espace vectoriel qui est de dimension d.

Preuve : Notons o
m : K[X] - K[X]/PK[X], P — P

la surjection canonique dont on sait que c¢’est un morphisme d’anneaux.
)
Va € K[IX]/PKIX], 3Q € K[X], « = 7(Q) N a # 0 = P JQ.
Comme P est irréductible, il existe (U, V') € K[X] x K[X] tel que
PU+QV =1 = 71PU+QV) =1= ar(V) =1

c’est-a-dire que tout o« € K[X|/PK[X] o # 0 est inversible autrement dit que K[ X |/ PK[X]
est un corps.

I1 est clair que I’injection naturelle i : K — K|[X] qui a tout élément \ de K associe le
polyndéme constant \ est un morphisme d’anneaux. Il en va donc de méme de 7 o i.

VA e K, VueK, wfi(N\)] = 7[i(n)] & PlilA—p).
Ordeg(P) = d > 0etdeg(i(A —u)) < 0, parconséquent, i(A—p) = 0 = A—pu =0
c’est-a-dire que T o 1 est injective et qu’on peut donc considérer que K est un sous-corps de
K[X]/PK[X].
ii) On laisse le soin au lecteur de vérifier que
- Kx K[X]/PK[X] — K[X]/PK[X], (A a) = A a = 7fi(\)]a
donne a K[ X|]/PK|[X] une structure de K-espace vectoriel.
Va € K[X]/PK[X], 3Q € K[X], a = 7(Q) .

Or si R est le reste de la division euclidienne de () par P, deg(R) < detn(R) = «.ll
existe donc \j ,o<;j<q—1 € Ktels que

d—1
R =) \NXI
§=0

(ot I’on revient ici a une notation plus conventionnelle et otl I’on note simplement A\ = i(\).
) Si bien que :
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11 s’ensuit que la famille m(X)7 o < j < 41 est une famille génératrice de K[ X]/PK[X].
Or si

d—1
a = ) m(u)m(X),
=0
d—1
en posant S = Zquj, onan(R) = a = w(S) c’est-a-dire que P|[R — S. Or
j=0

deg(R—S5) < d—1 < dsibienque R — S = 0 c’est-a-dire que la décomposition 1 est
unique et que par conséquent la famille 7(X )’ ,o < ; < 4—1 est une base du K-espace vectoriel
K[X]/PK[X].

Proposition II1.2.16 (Théoreme chinois des restes) (cf. TD n° V, exercice G.)

Proposition I11.2.17 (Décomposition en produit d’irréductibles) Pour tout polynémes P € K[X],
P # 0, il existe une unique (a permutation prés) famille de polynémes irréductibles unitaires
P ,1<i<q deux a deux premiers entre eux, une unique famille «; ,1<;<q €t un unique A € K

tels que
d
P = M]rs.
=1

Preuve : Voir la preuve de la proposition 1.3.3.17.

Proposition I11.2.18 (Algorithme d’EUCLIDE) Soient I et P, des éléments de K[X | non
tous deux nuls. On définit une suite P, par récurrence pour toutn > 2 :

—siP,, =0,P, .= 0;

— sinon, P, est le reste de la division euclidienne de P,,_, par P,, ;.

Alors :

i) 1l existe un entier naturel m, tel que P,, # 0 et pour toutn > m, P,, = 0.

ii) Pour tout entier naturel n, il existe un couple (U,,, V,,) d’éléments de K[X] tel que
Pn = Un*PQ + Vn*Pl
En particulier, il existe un couple (U, V') d’éléments de K[X] tel que

P, =UxF + VxP 1
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iii) Si pour tout élément P € K[X], on note D(P) I’ensemble de ses diviseurs, pour tout
n € NP,y =0o0u

D(Pn) N D(Pn-i-l) = D(Pn-i-l) N D(Pn+2)

en particulier
D(P,) = D(PR)ND(P). 1

Preuve : Seul le point (i) de cette proposition nécessite des arguments nouveaux par rapport
a ceux donnés pour I’anneau Z dans la proposition 1.3.3.5.

Pourn > 2, si P, # 0, deg(P), < deg(P),_, (cf. IIL2.1.)

On en déduit, par récurrence, que P, est soit nul, soit deg(P), ., < deg(P), — n.
Le degré d’un polynéme étant un entier positif, nécessairement, soit P, = 0 et dans ce cas,
P, = 0 pour toutn > 1, soit pour n > deg(P),, P,41 = 0.

On vient donc de montrer que 1’ensemble des entiers n tels que P,, # 0, est une partie
majorée de N et posseéde donc un plus grand élément m.

1.3 . —Etude des racines d’un polynome

Proposition IT1.3.1 Pour tout polynéme P € K[X],a € Kestune racine de P (cf. II1.1.24,)
si et seulement si il existe ) € K[X] telque P = (X — a) *g[x) Q.

Preuve :

i) (a est racine de P)

Supposons que a est une racine de P. Considérons le morphisme ev, : K[X|] — K
défini en II1.1.20.

Un €lément a € K est racine de P si et seulement si P € Kerev,. Or Kerev, est un
idéal de K[ X | non égal 4 K[X]. En effet, un corps contient au moins deux éléments distincts,
il existe doncb € Kb # a, ce qui implique que X — b ¢ Kerev,.

En vertu de la proposition 111.2.4, Kerev, est engendré par un élément M. Comme
Kerev, # K[X], deg(M) > 0. Or X — a € Kerev,, ce qui implique que M divise
X — a et que deg(M) < 1 d’apres le corollaire III.1.10.iii). Il en résulte que X — a est un
générateur de Ker ev, donc qu’il existe ) € K[X]tel que P = (X — a) *x[x] Q.

i) (X —alP)
Réciproquement si P = (X — a) *g[x) Q il est clair que P(a) = 0.
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Corollaire I11.3.2 (Nombre de racines d’un polynéme) Un polynéme P € K[X]| non nul
possede au plus deg(P) racines.

Preuve :

i) (deg(P) = 0)
Un polynoéme constant non nul n’a pas de racines et le résultat est donc établi pour
deg(P) = 0.

ii) (deg(P) > 0)
Si P n’a pas de racines le résultat est établi. Si a est une racine de P, X — a|P (cf.
II1.3.1,) c’est-a-dire qu’il existe Q € K[X] tel que P = (X — a) * Q. Il s’ensuit que

deg(Q) = deg(P)—1 < deg(P) .

Si I’on fait donc lh’ypothése de récurrence que () a au plus deg((Q)) racines P qui a une
racine de plus que () en aura donc au plus deg(P) ce qui achéve la preuve en raisonnant par
récurrence sur le degré des polynomes.

Proposition II1.3.3 (Groupe de racines de ’unité) Pour tout entierd € N* I’ensemblel’; C
K* des racines du polyndme X — 1 est un sous-groupe de K* et
cardl'y <d.

Preuve : Le fait que #(I';) < d est une conséquence immédiate du corollaire I1I.3.2.
En suite il est clair que 19 = 1i.e.1 € T'y. De plus

Vo €Ty, 52! = 1 A (251 = @)™ =1
si bien que x posséde un inverse dans I';. Enfin puisque (K*, x) est commutatif,

d

Ve €Ty, Yy €Ty, (zxy)? = 2%%9y? =1 = xxy € Ty.

On peut alors utiliser la caractérisation des sous-groupes donnée en I1.1.1.1.

Proposition I11.3.4 (Polynomes dérivé) i) Il existe une unique application K-linéaire
K[X] — K[X], X" — nX"'.
L’image d’un polynémes P par cette application sera notée P’ et appelée polynéme dérivé.

ii) La dérivation définie ci-dessus satistait a la regle de Leibnitz a savoir

(PQ) = P'Q + PQ .
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Preuve :

i) L’ensemble des X" ,,cn étant une base du K-espace vectoriel K[X|, et une application
linéaire étant uniquement déterminée par I’image d’une base le résultat est clair.

i) C’est une vérification trés élémentaire.

Proposition IT1.3.5 (Polyndmes a racines simples) Pour tout polynéme P € K[X] si P et
P’ sont premiers entre eux les racines de P sont simples.

Preuve : Soita € K uneracine de P. Alors il existe k € N*, et() € K[X] telsque P =
(X —a)*Q. Onaalors P' = k(X —a)*1Q + (X — a)*Q’. Si P et P’ sont premiers entre
eux, il existe (U, V') € K[X| x K[X], tel que

PU + PV =1 = (X -a)fQU + [k(X —a)"'Q+ (X —a)Q1V = 1.

Or k > 1 entraine que a est racine de (X — a)*QU + [k(X — a)*1Q + (X — a)*Q']V donc
racine du polynéme constant 1 ce qui n’est pas. Par conséquent, k = 1 c’est-a-dire que a est
racine simple.

III.4 . —Anneaux de caractéristique p

Proposition II1.4.1 (Morphisme structural) Pour tout anneau A il existe un unique mor-
phisme d’anneaux f4 : Z — A. Il est usuellement appelé morphisme structural.

Preuve : Si ¢ est un morphisme d’anneaux, en particulier ¢(1) = 1. De plus, ¢ est un
morphisme de groupes pour les lois + sur Z: et A. Il s’ensuit que :
¢(0) = 0
VneN, ¢(n+1) = ¢(n)+o(1)
= o(n)+1
VneN, ¢(—n) = —o¢(n)

(cf. TD n° II, exercice B, question 2) en particulier, pour une justification.) Le morphisme
¢ est alors uniquement défini par les formules ci-dessus et un argument de récurrence.
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Proposition ITL.4.2 Etant donné un anneau A intégre (cf. 0.5.9.ii),) soit le morphisme struc-
tural f, est injectif soit il existe un unique nombre premier p et un unique morphisme d’an-
neau injectif

fa:Z/pZ — A.

Preuve :

i) (Existence de f )

Si fa n’est pas injectif il possede un noyau K non trivial en tant que morphisme de
groupes. Or K est un sous-groupe de Z (cf. TD n° II, exercice B, question 2), d).) Il existe
donc un entier naturel n tel que K = nZ (cf. 1.3.2.6.) Il existe alors, en vertu de la proposi-
tion 1.3.5.3, un unique morphisme injectif de groupes

fa:Z/Kerfa = Z/nZ — A.
De plus :

Vo € Z/nZ, Vy € Z/nZ, (
da € Z, b€ Z, (x = m(a) Ny = m(b) A

[ I
=l = sl
=k =2
s 2

*
* >
~|
b
<
=

en utilisant que f4 et w, sont des morphismes d’anneaux. Enfin

fal) = falm ()] = fa(1) =1

en utilisant encore que f4 et w, sont des morphismes d’anneaux.
Il en résulte que f , est un morphisme d’anneaux (cf. 0.5.9.v).)

ii) (n est premier)
Soient a,b € Z tels que a x b = n. On a alors

fa(a) # fa(b) = falaxb) = falma(axb)] = falma(n)] = F4(0) = 0.

Comme A est intégre

(axb=n = fal@) = 0V fal®) = 0 = Talru(@)] = 0V Tylm(d)] = 0).

124



L3/S5 M313, Algebre Générale, 111.4.3 Université Paris Sud, 2014-2015

Or f , est injectif si bien que :

axb = n
= m(a) =0 V m(b) =0
= nla VvV nlb
= dd € Z,a=nd Vv I € Z b=nb
= da € Z, nbd’ = n Vv AW € Z, nat = n
= dd € Z,bd =1 VvV a =1
= b=1Vb=-1V a=1Va=-1

c’est-a-dire que n est irréductible (cf. 1.3.1.14) dans 7 autrement dit que c’est un nombre
premier en vertu du théoreme 1.3.3.10.

iii) (Unicité de f )

On vient de montrer ci-dessus que si ¢, : 7Z/nZ — A est un morphisme d’anneaux
injectif alors n est un nombre premiers. Supposons donc donnés deux nombres premiers p et
{ et des morphismes injectifs

Op 1 LIpL — Aet ¢y : L/L — A.
La proposition I11.4.1 entraine que
Gp 0Ty = fa = ¢pom.
Ceci implique en particulier que

0 = gu[me(0)] = Gp[my(£)]

ce qui entraine, du fait que ¢, est injective, m,(¢) = 0 c’est-a-dire que p|¢ mais ( étant
premierp = /(.
Enfin si

¢ L/pZ — Aetd @ Z/pZ — A

sont des morphismes d’anneaux, d’apres la proposition 111.4.1,

pom=f1=1vom

ce qui entraine, puisque T, est surjectif, que ¢ =
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Définition IT1.4.3 (Caractéristique d’un anneau intéegre) Etant donné un anneau integre
A, on appelle caractéristique de A 1’'unique entier naturel v tel que Ker f4 = ~Z. La
caractéristique d’un anneau integre est donc soit 0 soit un nombre premier en vertu de la pro-
position I11.4.2. Le morphisme injectif f, : Z/pZ — A est appelé sous-anneau premier
de A.

Remarque IT1.4.3.1 A noter que si A est de caractéristique 0, puisque Z = Z/0Z I’anneau
premier de A est Z lui-méme et dans ce cas f4 et f, coincident.

Pour p un nombre premier le corps Z/pZ est appelé corps premier a p éléments et usuel-
lement noté I¥,,.

Exemple 111.4.4 Nous ne sommes en mesure, a ce point, que de présenter les corps premiers
[F, eux-mémes a titre d’exemples d’anneaux de caractéristique p. Il pourrait des lors sembler
un peu superflu de développer la théorie pour ces objets qu’on peut tout a fait apréhender
de maniere élémentaire. Nous montrerons justement dans ce chapitre comment construire
d’autres anneaux/corps de caractéristique p (cf. II1.2.15e)t I’intérét qu’ils peuvent présenter
pour la résolution de certain problemes d’arithmétique.

Notation II1.4.5 Pour A un anneau de morphisme structural f4, et de sous-anneau premier
fa 1 Z/pZ — A

(p pouvant étre 0 ou un nombre premier (cf. I11.4.3.1,)) pour toutn € Z, ettouta € A, on
notera n - ¢ ou méme simplement

na = fa(n)xa = Falm(m)*a.

Il est immédiat de constater que du fait que f4 est un morphisme d’anneaux, on a les pro-
priétés suivantes :

Lemme II1.4.6 Mod,)

VneZ,VYae A, Vbe A, n(a+b) = na + nb.

MOdQ)
Vn €Z,Vm € Z,Va € A, (n+m)a = na + ma.
MOdg)
Vn € Z, Vm € Z, Ya € A, (mn)a = m(na) .
MOd4)

Va € A, la = a.
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Preuve : La vérification de ce lemme est élémentaire et laissée en exercice.

Proposition II1.4.7 Soit p un nombre premier et A un anneau de caractéristique p de mor-
phisme structural f4 et de sous-anneau premier f , : F, — A.

i) La loi externe B
o Fox A — A, (Nz) = fa(N)*z

donne a A une structure de IF,,-espace vectoriel.

ii) L’application
o, t A= A,z — 2P

est un morphisme injectif d’anneaux de A dans lui-méme appelé morphisme de Frobenius.

Preuve :
i) Il suffit de remarquer que,
VAeF,, In € Z, A = my(n) .
On a alors
Vee A, Ao = fa(N)x2 = flmp(n)]*xz = faln)xx = n-x.

Le lemme 111.4.6 assure alors qu’on définit bien ainsi une structure d’espace vectoriel.
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Exercice A : (Intersection (M) et réunion (U))
1) Etant donnés trois ensembles A, B et C tels que

AUBCAUCetANBCANC

que peut on dire de Bet C'?

2) Etantdonné un ensemble £, A et B des parties de E, résoudre les équations d’inconnue X € P(E) :

AUX = B; AnX = B.

Exercice B : (Entiers naturels)

PA;) (Succy)
VpeN, (p #0 & FgeN, (p = s(q)) .
PA5) (Succy)

Vp €N, Vq € N, (s(p) = s(q) = p = q).

PA3) (Ind)

VACN, (0 AAVplpe A = s(p)eAd) = A =N).
PA,) (Add,)
VpeN, (0+p = p).
PA;) (Add,)

VpEN, Vg eN, (s(p) + ¢ = s(p+q)) .
PAg) (Mult,)
VpeN, (0 x p = 0).
PA7) (Mult,)

VpeN,VgeN, (s(p) * ¢ = (p * q) + q) .



Supposant donné un systéme de Peano on va établir dans la suite les propriétés algébrique de +
et x qui en découlent.
On notera 1 := 5(0).
1) Montrerques : N — N* est bijective.
2) (Addition)
a) Montrer que Vp € N, (s(p) = p+1).

b) Montrerque Vp e N, Vg e N, s(p) +q = s(p+¢q) = p+5s(q).

¢) (Associativité)
Montrerque : Vp € N, Vg e N, Vr € N, ((p+¢) +r = p+ (¢ + ). On notera dorénavant

pta+r =p+lg+tr) =(p+q+r.

d) (Elément neutre)
Montrer que : Vp € N, (0+p = p) et en déduire que 0 est un élément neutre pour +.

e) (Commutativité)
Montrerque : Vp € N, Vg € N, (p+q = g+ p).

f) (Régularité)
Montrerque :Vp € N, Vg e N, Vr e N, (p+7r = q+7r = p = q).

g) Montrerque:Vp e N VgeN, (p+q =0 < p = 0etqg = 0).

3) (Multiplication)

a) (Distributivité a gauche)
Montrerque : Vp € N, Vg e N, Vr e N, (px(qg+71) = pxqg+px*r).

b) (Associativité)
Montrer que : Vp € N, Vg € N, Vr € N, (px (¢*7) = (p*q) ). On notera simplement

prxqgxr = px(qgxr) = (p*xq)*7.

¢) (Elément neutre)
Montrerque : Vp € N, (1xp = px1 = p).

d) (Elément absorbant)
Montrerque : Vp € N, (0xp = px0 = 0).

e) Montrerque:Vp e N, VgeN, (p+1)*xq = pxq+q).

f) (Commutativité)
Montrer que : Vp € N, Vg € N, (p*q = q*p).

g) (Distributivité a droite)
Déduire de ce qui précede que : Vp €N, Vg €N, Vr €N, ((p+¢q) xr = pxr+qx*r).

h) Montrer que : Vp € N, Vq € N, (p*q =0=p=0Vgq= 0).



i) Montrer que : Vp € N, Vg € N, Vr € N, (q <r = pxqg<px r) la réciproque étant vraie si

p# 0.
j) Montrerque : Vp € N, Vg € N, (p*q =1=p=1ANgqg= 1)-

Exercice C : Sur un ensemble ¥, on considere deux relations d’équivalence R?; et R;.

1) Onnote R := R; et R, larelation binaire définie sur £ par
Vee F,Vye E, xRy & xRiyetx Ryy.

Montrer que R est une relation d’équivalence.
2) Onnote R’ := R; ou R, la relation binaire définie sur £ par

VieE, Ve FE, 2Ry & xRiyouzRyy.

a) Montrer que R’ et réflexive et symétrique.

b) Larelation R’ est-elle transitive ? Est-ce une relation d’équivalence ?

3) Reprendre les questions dans le cas ou R; et Ry sont des relations d’ordre.

Exercice D : Exercice A : (Application strictement croissante)
Soient P et () deux parties de N. Montrer qu’une application strictement croissante (resp. strictement
décroissante)
f + P — ( estinjective .

Exercice B: (f(n) > n)
Soientn € Net f : [0;n] — N une application strictement croissante.

1) Montrer que pourtout0 < k < n f(k) > k.
2) A-t-on, sans hypothése supplémentaire f(k) > k ?

3) Que deviennent les résultats ci-dessus si f est simplement croissante ?

Exercice C : Soient p et ¢ deux entiers naturels.

1) Montrer qu’il existe une application injective f : [0;p] — [0;¢] si et seulement sip < gq.
2) En déduire qu’il existe une application bijective f : [0;p] — [0;¢] si et seulementsip = ¢ .
3) En déduire qu’il n’existe pas d’application injective f : N — [0;p].

Exercice D : (Intersection et réunion de parties finies)
Soit £ un ensemble A et B des parties de £. On suppose que A (resp. B , ) est une partie finie et

que #(A) = p € N(resp. #(B) = ¢ € N.)

1) Montrer que #(AUB) < p+gq.

2) Montrer que #(A N B) < min(p, q).
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Exercice A : (Relation d’équivalence, partition et application surjective)
Soit £ un ensemble non vide. On rappelle qu’une partition de F est une partie P de I’ensemble
P(E) des parties de E vérifiant :

Part;) 0 ¢ P

Pal'tg)
VAePVBeP, (ANB # 0 = A = B);

Pal’tg)

UJAa==k.

AeP
Dans la suite on notera R I’ensemble des relation d’équivalence (cf. 0.2.2.v),) sur £, P I’ensemble
des partition de £ et S I’ensemble des couples (7, F') ou I’ est un ensemble et 7 : £ — F est une
application surjective.
Pour une telle application et tout y € F il est commode de parler de la fibre de 7 en y notée :

mo=a ({y}) = {z € E;n(2) = y}.

1) a) Pour tout & € R montrer que I’ensemble des classes d’équivalence selon R forme une
partition de £. En déduire une application f : R — P.

b) Pour tout P € P on définit une relation R sur £ par
Vi€ E,VyeE, (xRy & JA€eP, (r€AANyeA).

Montrer que R est une relation d’équivalence et qu’on définit ainsi une application f' : P — R.

¢) Montrer que les application f et f’ sont inverses I’'une de 1’autre.

2) a) POur R € R montrer que I’application7 : £ — FE/R qui a tout élément associe sa classe
est surjective et en déduire une applicationg : R — S.

b) Etant donnée une application surjective 7 : £ — I on définit une relation R sur £ par
Ve E,VyeE, (zxRy &r(z) = 7(y)) .
Montrer que 2 ainsi définie est une relation déquivalence et qu’on construit ainsi une application
J:S— R.

¢) Montrer que les applications g et ¢’ sont inverses 1’une de I’autre.



3) On suppose que £ est munie d’une relation d’équivalence Retd’uneloi- : £ x F — FE.On
suppose que - et X sont compatibles c¢’est-a-dire que

Vr,y,z,t € F, (ny A zRt :>x-zRy-t).

a) Montrer que si I’on note (7, ') := g(R), il existe une unique loi t : F' x F' — F tel que 7 soit
un morphisme c’est-a-dire que

Vo,y € E? (w(z-y) = w(z)tn(y)) .

On parle alors de structure quotient.

b) Montrer que si - est associative, (resp. posseéde un élément neutre) (resp. est commutative) il en est
de méme de {. Montrer que si z € E posséde un symétrique y pour - alors 7(y) est le symétrique de 7 (x)

pour f.

¢) Montrer que si F est muni d’une autre loi x également compatible a R, qui induit une loi § sur F’
et si x est distributive sur - alors f est distributive sur .

d) Donner des exemples déja connus des constructions précédentes.

Exercice B : 1) (Unicité des éléments remarquables)
Soit (£, %) un ensemble muni d’une loi associative.

a) (Elément neutre)
Montrer que si (£, ) posséde un élément neutre ¢ celui-ci est unique.

b) (Symétrique)
Montrer que si (F, ) posseéde un élément neutre €, tout élément = € F posséde au plus un symétrique.

2) (Morphismes de groupes)
Soit
f : (G, *, EG) — (H, o, €H)
un morphisme de groupes.

a) (Elément neutre)
Montrer que f(eg) = €g.

b) (Symétrique)
Montrer que pour tout x € @, si y est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(z).

¢) (Image)
Montrer que Im f est un sous-groupe de (H, ).

d) (Noyau)
Montrer que Ker f est un sous-groupe de (G, ).

e) (Isomorphisme)
Montrer que si f est bijective et que g est son applications réciproque, alors g est un morphisme de
groupe.



3) Soit (G, , ¢) un groupe. Pour tout x € G on définit une application ¢, par

&(0) = e, VneN, e(n+1) = xxe(n).

a) Rappeler pourquoi ¢, définit bien une application de N dans G.

b) Si y désigne le symétrique de x dans (G, on pose
Vn e N, e,(—n) = ¢,(n).
Montrer qu’alors €, définit bien une application de Z dans G.

¢) Montrer que €, est un morphisme de groupes. En déduire une justification des notation
" = e(n)etzt =y
couramment utilisées.

4) Pour z € G, le morphisme ¢, est défini comme ci-dessus.

a) Quelle propriété de = équivaut au fait que €, est surjectif ?

b) Sie, n’est pas injectif, montrer qu’il existed € N, tel que Kere, = dZ et caractériser autrement
I’entier d.

5) On suppose, dans cette question que GG est abélien et ’on note + sa loi de composition. On

définit une loi externe
2 ZXxG = G, (nyx) = nex o= e(n).

a) Pourtout (p,q) € Z x Zettout (x,y) € G x G, montrer que :
)
p-(x+y) =p-z+py;

(p+q)-z =p-x+q-x;

(pxq) v =p-(q-2);

b) Les propriétés a).1) a a).iv) vous rappellent-elles quelque chose ? Est-on pour autant exactement
dans une situation connue ?

4) (Caractérisation des sous-groupes)
Etant donné un groupe (G, ), montrer qu'une partie / C G de G est un sous-groupe (cf. cours
0.5.6.iv),) de G si et seulement si, H # () et

Vee H VYye H, xxy e H.



5) (Propriétés élémentaires des anneaux)
Soit (A, +, *) un anneau dont on note 0 I’élément neutre pour la loi +.

a) Montrer que, pourtoutz € A, 0xx = 0.
b) Montrer que (A*, *) est un groupe (abélien si A est commutatif.)

¢) Pour f : A — B un morphisme d’anneaux, montrer que la restriction f* de f a A* est un mor-
phisme de groupes a valeurs dans B*.

d) Montrer que pour tout anneau A il existe un unique morphisme d’anneaux f : Z — A.

Exercice C : (Introduction a Z/nZ)

1) a) Montrer que tout entier relatif divise 0 tandis que 0 ne divise que lui-méme.

Pour tout entier naturel »n on définit la relation de congruence modulo n sur 7Z par a congrue a b
modulo 7 si n divise b — a et I’on écrit
a = bn].

b) Montrer que la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

On notera 7Z/nZ I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo 7,
qu’on abregera en Classes de congruence modulo n.
Pour tout ¢ € Z, on notera 7,(a) ou @ la classe de « modulo 7 .

c) a) Montrer que 7, : Z — 7/nZ est une application surjective. On ’lappelle usuellement
surjection canonique.

b) Est-elle injective ?
d) Donner le cardinal de Z/nZ .
e) Un entier naturel n étant fixé, montrer que, pour tout quadruplet (a, b, a’, b') d’entiers relatifs,
a =dnlesb=b[n] = a+b=d+V]n.
f) Sous les mémes hypotheses qu’a la question précédente, montrer que

a =dnletb =V [n] = ab = d =+l [n].

2) (L’addition sur Z/nZ)
Pour tout entier n > 2, on note

Z/nZ Vensemble des classes de congruence modulo n
et m, : Z — Z/nZ lasurjection canonique (cf. question 1).)

a) Montrer que I’on définit bien une loi interne
+ : Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ

en posant, pour tout couple («, 3) d’éléments de Z/nZ,

a+ [ :=a+b

a + b est la classe de congruence modulo n de la somme a + b

pour a (resp. b, ) n’importe quel représentant de « (resp. (5 .)



b) Montrer que + ainsi définie sur Z /nZ est associative, posseéde un élément neutre qu’on déterminera,

que tout élément possede un opposé et que + est commutative.

¢) Montrer que la loi + ainsi définie sur Z/nZ est la seule telle que 7, soit un morphisme de groupes.

d) Montrer qu’en tant que morphisme de groupes, 7,, s’identifie au morphisme e; défini comme dans

le exercice B, question 3).

3) (La multiplication sur Z/nZ)
Pour tout entier » > 2, on note

Z/nZ I’ensemble des classes de congruence modulo
et m, : Z — Z/nZ lasurjection canonique (cf. question 1).)

a) Meéme question qu’en question 2) pour la multiplication .

b) Montrer que la multiplication * sur Z/nZ est associative, posséde un élément neutre que 1’on

déterminera et que * est commutative.

¢) Montrer que * est distributive sur 4. On dira que (Z/nZ, +, *) a une structure d’anneau commutatif.

Connaissez-vous d’autres anneaux commutatifs ?
d) Tous les éléments de Z/nZ ont-ils un inverse pour * 7
e) Donner un analogue au question 2), ¢) pour x.

f) Montrer que 7, : Z — 7Z/nZ est un morphisme d’anneaux et que c’est le seul.

g) Montrer que,
Va € Z/nZ, Nk € Z, e, (k) = mn(k) *x

(ou €, est le morphisme défini dans le exercice B, question 3).
4) a) Montrer que les lois 4, et *,, définies a I’question 1) donnent a Z/n une structure d’anneau.

b) Cette structure est-elle “raisonnablement” unique ?

¢) Lanneau (Z/n, +,, *,) est-il commutatif ?

Exercice D : 1) Trouver toutes les solutions entieres de I’équation 2004x + 1905y = 3 et donner

celle pour laquelle la valeur absolue de x est minimale.

2) Résoudre la congruence 2004z = 3 [1905].

Exercice E : Déterminer ’ensemble des couples (z, y) d’entiers relatifs tels que

521 + 65y = 39.



Exercice F : Résoudre le systeme de congruences suivant :

33z = 176 [1969]
35:c = 152005 [

Exercice G: (La «preuve » par 9 et par 11)
Soitb € N, b > 1. Onsait alors, grace au Probleme n° I, exercice A que, pour tout ¢« € 7, il existe

un unique ¢ € {—1,1} un unique d € N et un unique d + 1-uplet a; ,c<;<, vérifiant les conditions :
Probleme n° 1, exercice A, 1 a Probléeme n° I, exercice A, 3.
Pour o = + on pose :

d
sp(a) == €- Zai(go 1)°.
i=0
0) Vérifier rapidement que :
Va€Z, syo(—a) = —s,(a)
|sp(a)] = se(lal)

VaeN, s,a) € N.

1) Pourtouta € Z,que vaut s,(a) (resp. s,[s,(a)],) (resp. s,™(a)) (ol s, désigne I'itéré n®™ de s,
ies,"t = s,05,")modulob—p1?

2) Montrer que
Va € Z, Iny(a) € N, Vm €N, m > ny(a) = —b < s,"(a) = 5,4 (a) < b.
Pour touta € Z,a €| — b;b], posons :
pi(a) = 0 si |a] = b—1
b

a si a€|0;
= a+b—1 si a€)b—1;0].

On définit de méme :
p—(a) = a si a€0;0]

= a+b+1 si a€)bh0]. "

3) Pourtouta € Z,comment peut-on interpréter p,[s,"* (@ (a)] ?

4) Montrer que
VeeZ, VyeZL V2E€L, x-y = 2 = p, [sq,[s@"“’(:”)(az) . swnv(y)(y)]} = polsy" ) (2)] .
5) Pourquoi I’égalité
9691791 - 40027002 = 387933337760582

est-elle fausse ?

6) Quel commentaire peut-on faire par rapport au titre de cet exercice ?



Exercice H: KEtant donnés deux groupes abéliens (G, +) et (G5, +), on notera (G; x Gs,+) I’en-
semble des couples (71, x5) T € G1, 5 € G muni de la loi + définie par

($17$2) + (ylayQ) = ($1+?/1,!E2+?/2)-

1) Montrer qu’avec les notations ci-dessus, (G X Go, +) est un groupe abélien dont on précisera 1’élé-
ment neutre. Donner 1’opposé de (1, x2).

Dans la suite on utilisera librement la notation
(Z2,4) == (ZxZ,+).
2) Soient a et b deux entiers relatifs non nuls, d leur pged et m leur ppcm. On notera a := da’ et
b = db.
a) Rappeler pourquoi on peut écrire d = au + bv avec u et v des entiers relatifs.

b) Rappeler pourquoi o’ et b’ sont premiers entre eux.

¢) Donner en la justifiant la relation liant a’, ¥/, d et m.

3) Avec les notations de la question 2), a), on définit I’application :

f: 72 — 72
(x,y) — (ux+vy,—bz+dy)

a) Montrer que f est un morphisme de groupes de (Z?, +) dans lui-méme.
b) Montrer que f est bijective et déterminer son application réciproque g.

¢) Rappeler pourquoi g est un morphisme de groupes.

4) On définit les applications :

p:  Z? — ZJdZ x Z/mZ
(z,y) — (xmodd,ymodm)

¢: 7? — ZJaZ x LJbZ
(z,y) — (rmoda,ymodbd) .

a) Montrer que p (resp. ¢, ) est un morphisme de groupe de (Z?, +) dans (Z/dZ x Z/mZ, +) (resp.
(Z)aZ x Z/bZ,+) ; puis que p o f et g o g sont des morphismes de groupes.

b) Déterminer Ker p et Ker q.

¢) Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes
" (Z)aZ x Z)VZ,+) — (Z/dZ x Z]mZ,+)
(resp. .g' : (Z/dZ x Z)mZ,+) — (Z/aZ x Z)VZ,+) )

tel que
ffoqg=po f(resp.g op=qog.)



d) Pour des applications
u: X —-Y,v:X —-Yetw : W — X

avec w surjective, montrer que
U =0V UoW=171VO0W.

e) Montrer finalement que f’ et ¢’ sont inverses 1’un de I’autre c’est-a-dire qu’on a construit un iso-
morphisme de groupes
(Z)aZ X Z)bZ,+) = (Z]dZ X Z]/mZ,+) .

f) Peut-on déduire ce résultat d’un théoréme connu lorsque d = 1 ? En d’autres termes quel résultat
avons-nous généralisé ici?
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Exercice A : Résoudre le systeéme de congruences simultanées :
14x 7 [1789]
18z ’

6 [1940]
Exercice B : Soient a1, as, ..., a, € N, tels que pged(a;, a;) = 1,7 # j, 1 <i,j < n.

1) Montrer que tout z € N s’écrit de fagon unique comme
T =581 +a182 +ajas83 + -+ aias - Ap_1Sy, + a1a9 - - - Ay S,

avec S, 89, ...,8,, s €N, 0 < 5;, < a;, 1 <i < n.
Si « satisfait les équations

xr = yymodulea, , © = yamoduleas , ... , T = y,modulea,,

alors peut-on déterminer sy, So, ..., S, !

2) Utiliser 1) pour résoudre le systeme

xr =2module3
(S) < x = 3moduleb

r = 2moduleT
Soit a = aqas - - - a,, €t soit
o Ljal — Z]a\Z X L]asZ X - - - X L]anZ,

définie par p(xmodulea) = (xrmoduleay, rmoduleas, ..., tmoduleay,).

3) Montrer que ¢ est un isomorphisme.
Soity = ¢~ !etsoity = (yymoduleay, yamoduleas, ..., yymoduleay,). Quand y; = Let; =0, j # i,
alors on pose y = e;.

4) Ecrire I'identité de Bezout pour a; et b; = ay - - - 4;_1a;11 - - - @y, et déterminer (e;).
5) Déterminer 1 (y).

6) Considérons le cas ou
@ ZJ105Z — 737 x 7|57 x L] TZ,

définie par ¢(xmodulel05) = (xmodule3, rmodule5, zmoduleT).
Déterminer ¢ = ¢~ 1.



7) Utiliser 6) pour résoudre le systeme (S).

Exercice C : 1) a) Déterminer les couples d’entiers relatifs (x, y) tels que

2006z + 1955y = 17.

b) Parmi les solutions de 1’équation ci-dessus déterminer celle pour laquelle x a la plus petite valeur
absolue.

2) Déterminer tous les entiers relatifs x tels que

118z = 5[115]
23r = 4158]
203z = 56 [91]

Exercice D: Montrer
Vn € N, 11 | 263 4 g2+l

Exercice E : 1) Pour tout nombre premier p, montrer que p! + 1 n’a aucun diviseur inférieur ou égal
ap.

2) En déduire que pour tout nombre premier p il existe un nombre premier g > p.

3) En déduire finalement que I’ensemble des nombres premiers est dénombrable.

Exercice F : Soient a; ,1<;<,, des entiers deux a deux premiers entre eux.

1) Montrer que le Ppem des a; ,1<i<,, st égal a leur produit.
Pour tout 1 < ¢ < nonposebd;, := H aj; .

Jellin] , j#i

2) Montrer que les b; ,1<;<,, sont premiers entre eux dans leur ensemble.

n

Soient u; ,;<;<,, des entiers tels que Z u;b; = 1.0n rappelle que, d’apres un résultat du cours,
P’application . -
5 zZ/([[a)z — x}\Z/aZ
xmoduleiﬁ?zl a; +— (zmoduleay, ..., xmodulea,)

est un isomorphisme.

3) Pour (x4, ...,,)unn-uplet d’entiers, calculer y~!(xymoduleay, . . ., x,modulea,) en fonction des

b; 1<i<n 5 Wiri<i<n €6 i 1<i<n -



Exercice G : (Petit théoréeme de FERMAT)
Dans cette question on fixe un nombre premier p.

1) rappeler pourquoi Vi € N, (g) e N.

2) Pourtout 1 <k < p, montrer que p| (12) .
3) En déduire que, pour tout couple d’entiers relatifs (a, b), il existe un entier relatif ¢ tel que

(a+bP —a¥ — ¥ = ¢p.

4) En déduire que
Va €Z, a’> = alp|.

5) En déduire que pour tout entier relatif a premier a p,

a’t = 1[p].

Exercice H: Soit p un nombre premier. On note F,, := (Z/pZ, +, ) le corps a p éléments dont on
notera 0 et 1 ’élément neutre pour I’addition et la multiplication respectivement.

1) Rappeler pourquoi [, est un corps et ce que cela signifie.
2) Onsuppose p # 2 ; et qu’il existe o € F), tel que
o*+1=0.
a) Montrer que le sous-groupe multiplicatif de (F,™, %) engendré par « est de cardinal 4.
b) En déduire que p = 1 [4].
¢) En déduire que les seules racines du polyndme X* — 1 dans Z/11Z sont 1 et —1.
3) Donner les racines différentes de 1 du polyndme X* — 1 dans Z/5Z.

4) Résoudre dans Z /557 1’équation 2° + 22 +x +1 = 0.
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Exercice A : (Théoréme de LAGRANGE)
Soit G un groupe. Pour x € G, on renvoie au TD n° II, exercice B, question 3) pour la définition
du morphismee¢, : Z — G.

1) Pourtoutx € G, montrer que soit €, est injectif soit il existe d € Ztel que Ime, = Z/dZ.

2) Rappeler pourquoi dans le cas ou €, n’est pas injectif I’entier d défini ci-dessus est le plus petit entier
tel que dr = Oouz? = 1 suivant la notation adoptée pour le groupe.

On appelle ’entier d I’ordre de x dans G et si ¢, est injective on dira parfois que ’ordre de x est
infini.

3) Montrer que si G est fini alors 1’ordre de tout élément z € G divise le cardinal de G.

Exercice B : 1) Montrer que tout groupe de cardinal premier est cyclique.

2) a) Montrer qu’un groupe G dont tous les éléments x vérifient 22 = e est abélien.

b) En déduire qu’un groupe de cardinal 4 est abélien.

3) a) Trouver, a isomorphisme pres, tous les groupes de cardinal au plus 5 et tous les groupes
abéliens de cardinal 6 .

b) Connaissez-vous un groupe non abélien de cardinal 6 7

Exercice C : (Sous-groupes)

1) (Caractérisation des sous-groupes)
Etant donné un groupe (G, ), montrer qu’une partie H C G de G est un sous-groupe (cf. cours
0.5.6.iv),) de G si et seulement si, H # () et

Vee H Yye H, xxy e H.

2) (Union de deux sous-groupes)
Etant donnés des sous-groupes H et K d’un groupe commutatif (G, 4), montrer que H U K est un
sous-groupe de (G, +) si et seulementsi H C K ou K C H.
Indication : Montrer qu’il revient au méme de démontrer que [H ¢ K et H U K sous-groupe entraine
K C H|] puis prouver cette derniére assertion.



3) (Intersection de deux sous-groupes)
Pour deux sous-groupes H et K d’un groupe GG, H N K est un sous-groupe de G.

4) Soit S une partie de G et H une autre partie de G. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

a) L’ensemble H est I’intersection de tous les sous-groupes de G contenant .S.

b) L’ensemble H est un sous-groupe de GG contenant .S et tel que, pour tout sous-groupe K de G
contenant S, H C K.

c) H estconstitué des éléments ¢1t, ...t avec r > 1 ot un élément ¢; est dans S ou a son inverse dans

S.

Exercice D : Pour chacune des permutations suivantes trouver sa décomposition en produit de cycles a
supports deux a deux disjoints, son ordre, sa signature. Calculer 51515 et ¢1789

‘—12345678tt-—1234567891011
ST 3568742197 48759316211 10°
Exercice E : 1) a) Montrer que, pour tout entier n > 2, S,, est engendré par les transpositions

(t,i4+ 1)1 <i<n-1 -

b) Montrer que si I’on omet I'une de ces transpositions I’ensemble de celles qui restent n’engendre
plus S, .

2) Méme question pour les transpositions (1,7) 2 < < » -

3) Montrer que S, est engendré par (1,2) et le cycle ¢ := (1,2,...,n) . (On pourra calculer le
conjugué de (1,2) par les puissances de ¢ .)

Exercice F : 1) a) Pourn € N*q,b,cdes éléments deux a deux distincts de [1; n], calculer

(ab)(bc), (be)(ab), (ab)(be)(ab) .

b) Décrire

817A17827A27A3'

¢) Montrer que le groupe symétrique S,, n’est pas abélien si n > 3 et que le groupe alterné A,, n’est
pas abélien sin > 4.

2) (Conjugaison dans Ss)

a) Montrer que tous les 3-cycles de S forment une méme classe de conjugaison.
b) En est-il toujours de méme dans A5 ?

¢) Déterminer toutes les classes de conjugaison de Sy et donner un représentant de chacune d’entre
elles.



3) (Ordre dans le groupe symétrique Sg)
Le Groupe symétrique Sg

a) contient-il un élément d’ordre 12 7
b) contient-il un élément d’ordre 14 7

¢) Quel est I’ordre maximal d’un élément de Sg 7

4) (Sn C Any2)
Pour tout n € N*, montrer que le groupe symétrique S,, est isomorphe a un sous-groupe du groupe
alterné A, ;.

Exercice G : 1) Compléter la preuve de la proposition 11.1.3.4.

2) Soit G un groupe fini.
Montrer que si H est un groupe dont le cardinal est moitié de celui de GG, alors H est un sous-groupe
distingué de G.

Exercice H : 1) a) Pourunentier naturel n > 1, déterminer I’ordre du produit s; s, en fonction
des ordres respectifs de s; et s pour deux éléments s; et s, du groupe symétrique S,, dont les supports sont
disjoints.

b) Généraliser, pour un entier p > 2 quelconque, le résultat précédent au produit de p éléments
Si ;1<i<p du groupe symétrique S,, de supports deux a deux disjoints

2) Pour
. 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 c S
ST \11 810465317 9 2 11
calculer 2096
Exercice I : 1) Soient
_(123456\ (123456
=\ 3 12465)%2 71641325

des éléments de S;.

a) Donner les décompositions en cycles a supports deux a deux disjoints de s;et so.
b) Donner I’ordre et la signature de s; et ss.
¢) Calculer s20%.

d) Les éléments s; et so sont-ils conjugués dans Sg 7

2) Soit
G = {s € S; s({1,2}) = {1,2}}.

a) Montrer que G est un sous-groupe de Sg.

b) G est-il un sous-groupe de A¢ 7

¢) Le sous-groupe G est-il distingué dans Sg 7

d) Montrer que GG contient un sous-groupe distingué H isomorphe a Sj.
e) Déterminer le quotient G/ H.

f) En déduire le cardinal de G.
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Exercice A : (Division euclidienne de polynomes)

1) Effectuer la division euclidienne de X° + 13X* + 11X3 + 7X? +5X + 3 par X? + 1.

2) Calculer le PGCD de X6 +2X° +3X* +5X3 +7X2 + 11X et 13X3 + 17X? + 19.

Exercice B : 1) (Cours)

Soit K un corps. Enoncer (sans démonstration) le théoréme de division euclidienne dans K[X].

Soit maintenant P € K[X]. Soient a, b € K distincts et notons « := P(a), 3 := P(b).

2) Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b), en fonction de a, b, et 5.

3) Dans C[X] ou R[X], donner le reste de la division euclidienne de (cos + X sin )™ par X? + 1.

Exercice C: (Polyndomes d’endomorphismes)

Soit A une matrice carrée k x k a coefficients dans C. Si P := Z a, X" est un élément de C[X],

n>0
on définit P(A) comme la matrice carrée k x k

P(A) = Z a, A"
n>0
(en posant A° = I, la matrice identité). On pourra utiliser sans les démontrer les faits suivants :
a) SiP,Q,ReC[X],etsi P = QRalors P(A) = Q(A)R(A) ;
b) SiP,Q,Re C[X],etsi P = Q + R,alors P(A) = Q(A) + R(A).

Si v est un élément de C*, on note Av € CF le produit de la matrice A par le vecteur-(colonne) v.

On notera Ker A := {v € CFtelsque Av = 0} (ici 0 désigne I’élément de C* dont tous les
coefficients sont nuls).

3) Soient P, () € C[X] premiers entre eux.
Dire pourquoi il existe U, V' € C[X] tels que

I=UA)P(A)+V(A)QA).
4) Toujours en supposant P, () premiers entre eux, montrer que

Ker P(A) N KerQ(A) = {0} et Ker (P(A)Q(A)) = Ker P(A) & KerQ(A) .



Exercice D : Soient

d
dEN*, a; ,ogigdGZGtP = ZCLZXZ € @[X] .
=0

1) Montrer que si r € QQ avec r et s des entiers premiers entre eux est une racine de P alors
s
r|ag et slag .
2) En déduire que si P est unitaire et a une racine rationnelle alors P a une racine entiere.
Exercice E : (Idéaux de K[X])
Dans tout cet exercice K est un corps et on note KX | ’anneau des polyndmes a une indéterminée

sur K. On appelle idéal de K[ X | une partie non vide / C K[X] telle que, pour tout couple (P, Q) € I xI
et tout couple (R, S) € K[X] x K[X],

S«xP 4+ R+Q € I.

1) Montrer qu’une partie I C K[X] est un idéal si et seulement si I est un sous-groupe de (K[X], +)
etpourtout P € JTettout@ € K[X|,Q*P € I.

2) a) Pour tout P € K[X] montrer que [ := {P*Q , Q € K[X]} et {0} sont des idéaux de
K[X].

b) Pour tout idéal I # {0} de K[X]| montrer qu’il existe un élément P de I de plus petit degré.
Montrer qu’alors, pour tout ) € [,ilexiste R € K[X]telque @ = P x R.

¢) Donner une définition d’idéaux de Z et établir un résultat analogue.
Un élément P défini comme ci-dessus est alors appelé un générateur de I’idéal I = P x K[X]. On

dit alors que / est un idéal principal de K[X]. Comme nous avons montré que tout idéal de K[X] est
principal, on dira que K[X| est un anneau principal.

d) Caractériser les éléments de I := P x K[X] a I’aide de la relation de divisibilité dans K[X].

e) Que peut-on dire des polyndomes P et () s’ils sont générateurs d’un méme idéal [ 7

3) Pour tout idéal / C K[X], on note ~; la relation définie sur K[X]| par P ~; Qsi P — Q € I.

a) Montrer que ~; est une relation d’équivalence.
b) Montrer que ~; est compatible aux lois + et * de K[X].

¢) En déduire qu’il existe une unique structure d’anneau sur ’ensemble K[X]/I des classes modulo
~ telle que la surjection canonique 7 : K[X] — K[X]/I soit un morphisme d’anneaux.

4) Soit f : K[X] — A un morphisme d’anneaux de K[X| dans un anneau commutatif A.

a) Montrer que Ker f est un idéal de K[X].



b) Montrer qu’il existe un unique isomorphisme d’anneaux

¢ : KIX]/Ker f — Im ftelqueponm = f

N

ou 7 : K[X] — K[X]/Ker f est la surjection canonique.

5) a) Pour tout couple (P, Q) € K[X] x K[X], montrer que
(P)+(Q) = {A*P+BxQ, (A, B) € KIX| x K[X]}
est un idéal de K[.X].

b) Montrer qu’un générateur D de I’idéal (P) + (Q), est un PGCD de P et Q.

¢) Que peut-on dire de deux PGCD Det D' de PetQ 7

Exercice F : Dans cet exercice, K est un corps commutatif et K[ X | désigne I’anneau des polynomes
a une indéterminée sur K.

1) Montrer que I’intersection de deux idéaux de K[.X| est encore un idéal de K[X].

2) Pour deux polynomes P et () non nuls, on note )/ un générateur de P x« K[X] N Q x K[X].
a) Montrer que P|M, Q|M et que pour tout R € K[X] tel que P|R et Q|R, M|R.

b) En déduire que deg(M ) est minimal parmi les multiples communs de P et Q).
On dira qu’un élément 1, € K[X| est un Ppcm de P et () s’il vérifie les conditions de a).

¢) Montrer que 1 € K[X] est un Ppem de P et () si et seulement si 4 est un générateur de P« K[X]|N
Q * K[X].

d) Que peut-on dire de deux Ppem et i/ de Pet @) 7

Exercice G : (Théoreme chinois des restes dans K[.X])
Dans tout cet exercice, K est un corps commutatif et K[X| ’anneau des polyndémes a une indéter-
minée sur K.
Pour tout couple (P, Q) € K[X]?, on notera Q mod P la classe de (Q modulo P ¢’est-a-dire I’en-
semble des )’ € K[X] tels que P|Q" — Q et

K[X]/P = {Qmod P, Q" € K[X]}.

1) Montrer que K[X]/P est en fait I’anneau quotient K[X|/ PK[X] de K[X]| par I’idéal engendré par
P.

2) Montrer que si P; et P, sont deux éléments premiers entre eux de K[X], leur Ppem est leur produit.



Pour tout couple (P, P») € K[X], on notera K[X]/P; x K[X]/P, I’ensemble des couples (1, «s)
a; € K[X]/P ay € K[X]/P,, muni des lois :

(1, a0) + (B1, B2) = (a1 + Bi, a2+ Ba)
(a1, 0) * (Br, B2) = (a1 Br,an % Pa) .

3) a) Pour tout (P, P,) € K[X]?, montrer que K[X]/P, x K[X]/P, est un anneau dont on
déterminera 1’unité et I’élément neutre pour +.

b) Montrer que I’application

6: KIX]
Q

— K[X]/P x K[X]/P;
—  (Qmod P, Q mod P,)
est un morphisme d’anneaux.

¢) Déterminer le noyau K de ¢ puis en déduire qu’il existe un morphisme d’anneaux injectif
v KIX]/K — K[X]/P xK[X]/P, telque ¢ = v o7
ou 7 est la surjection canonique K[ X| — K[X]/K.

d) Si P, et P, sont premiers entre eux, montrer que ¢ est surjectif; en déduire, dans ce cas, que 7y est
un isomorphisme ; décrire K plus précisément.

4) Soient a et b deux éléments distincts de k et P un élément de K[X].

Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) si le reste de la division
euclidienne de P par X — a (resp. X — b ,) vaut 1.

Exercice H: (Le corps Fy)
On note I3 le corps (Z/37Z, +, *), I Pidéal (X? + 1) x F5[X] et K le quotient F5[X|/I. Enfin on note
w la classe de X dans K.

1) Calculer w?.

2) a) Montrer que K est un F3-espace vectoriel dont (1, w) est une base.

b) Quel est le cardinal c de K 7

3) a) Pourtout (a,b) € F3 x 3, (a,b) # (0,0) calculer I’inverse (s’il existe) de a + bw.
b) En déduire que K est un corps.
¢) Le groupe abélien (K, +) est-il isomorphe au groupe abélien (Z/cZ, +) ?
Exercice I : (Le corps Fy5)
Dans tout cet exercice, on note K := (Z/5Z, +, ) ’anneau des entiers modulo 5.

1) Rappeler pourquoi K est un corps et ce que cela signifie.



Dans la suite, on note K[ X ] ’anneau des polynémes a une indéterminée sur K et P := X2+ X +
1 € K[X].
Par ailleurs, pour tout élément ¢ € K, on identifie a et le polyndome de degré 0 dont le seul coeffi-
cient non nul est a.
Enfin pour tout Q € K[X], on note ( la classe de ) modulo P c’est-a-dire ’ensemble des Q' €
K[X] tels que P|Q' — Q et
L = KX]/P = {Q, Q € k[X]}.

2) Rappeler, sans démonstration, comment est définie la structure d’anneau sur L.

3) Pourtouta € Kettout) € K[X], onnotea- Q) = ax*(Q.

a) Calculer 73.
b) Montrer que, pour tout o € L, il existe un unique couple (a,b) € K2 tel que @ = a + bX.
¢) En déduire que L est un ensemble fini et donner son cardinal.

4) a) Le polyndme X? + 1 € K[X] est-il irréductible ?

b) Montrer que P est un polyndme irréductible.

¢) Montrer que, pour tout Q € K[X]tel que Q # 0, ilexiste R € K[X]telque Q * R = 1.

d) En déduire que L est un corps.

5) Soient

o : KX - KX],Q — Q%7 : L - L,aw a.

a) Montrer que o est un endomorphisme de K[.X] différent de Idk x;.
b) Factoriser X — X dans K[X].

¢) En déduire que 7 est un endomorphisme de LL différent de Idy..

d) Montrer que 72> = Id.

e) Calculer 7(X).
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Probléeme n° I

A rendre le 22 octobre 2014

Exercice A : (Numération en base b)
Dans tout cet exercice b est un entier naturel strictement supérieur a 1. On cherche a établir le
résultat suivant : pour tout entier relatif > non nul, il existe un unique ¢ € {—1, 1}, un unique entier
naturel d et un unique d + 1-uplet z; ,o<;<4 tels que :

VO<i<d,0< 2z <b; 1

0<zg<b; 2

d
z = eZzibi. 3
i=0

1) (Existence)

a) Pourtoutn € N* montrer qu’il existe un plus grand entier deg(n) tel que 3™ < n et qu’alors
bdeg(n)+1 > n.

b) Montrer qu’il existe des entiers g et r tels que n = b8 g+ ravec0 < ¢ < bet0 < r < bdes®)

¢) En déduire que pour tout n € N*, il existe un entier d, et des entiers n; ,o<;<q Satisfaisant aux
conditions 1 et 2 de I’énoncé et tels que
d
n = Znibi )
i=0

d) Généraliser le résultat précédent a un entier z € Z*.

2) (Unicité)
Pour z € 7", on suppose donnés dans cette question, un élément ¢ (resp. 7) de {—1, 1}, un entier
naturel d (resp. e, ) un d + 1-uplet z; ,o<;<4 (resp. un e + l-uplet y; ,o<;<. ) satisfaisant respectivement
aux conditions 1 a 3.

a) Montrer que e = 7).

b) Montrer que
d
S abt < b
i=0

En déduire que si 1’on suppose d < e on aboutit a une contradiction. Conclure que d = e.



¢) Montrer que b divise o — yo et en déduire que xyg = ¥o.

d) Montrer finalement (par récurrence) que x; = y; pourtout 1 < ¢ < d.

Exercice B : (Algorithme d’EUCLIDE et théoreme de BEZOUT)
Considérons deux entiers relatifs o, et a;.

1) Montrer que I’on définit bien des suites @ := (@) ;nen €t ¢ = (gn) ;nen €N posant, pour tout
n € N,

Eucy) sia,yq # 0, g, est le quotient de la division euclidienne de a,, par a,1 et a, 1o son reste;

Eucy) sia,y; = 0,¢, = a2 = 0.
2) a) Montrer que, pour toutn > 2, a,, > 0.
Onnote v := min({a, , n > 2}.

b) Comparer a, et a,; pour n > 2 et en déduire que v = 0.

Il existe donc un entier p > 2 tel que a, = 0.

¢) Montrer que, pour tout ¢ > p, a, = 0.
On suppose désormais que ay # 0 ou a; # 0.

d) Montrer qu’alors, il existe un plus grand entier naturel m tel que a,,, # 0.

3) a) Sim = 0ou 1, déterminer le Pged ag A a; de ag et a;.
b) Sim > 2, montrer que pour tout n < m — 2,
ap N\ Qpi1 = Api1 N Qpi2
et en déduire que a,, = ag A\ ay.
4) a) Montrer que pour tout n, il existe des entiers u,, et v, tels que a,, = u,a9 + v,a1.

b) En déduire qu’il existe des entiers u et v tels que :

ag N ap = apu + a1v . 1

¢) Donner une formule permettant de calculer (u,1,v,.1) en fonction de (u,,, v,,).

d) En déduire un algorithme permettant de calculer les coefficients u et v dans I’identité b).1. Il sont
appelés coefficients de BEZOUT.

e) Calculer le Pged et des coefficients de BEZOUT pour les couples

(27,23) , (1789,1969) , (1965, 135) .
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Corrigé du Probleme n° I

Exercice A : (Numération en base b)
Dans tout cet exercice b est un entier naturel strictement supérieur a 1. On cherche a établir le
résultat suivant : pour tout entier relatif > non nul, il existe un unique ¢ € {—1,1}, un unique entier
naturel d et un unique d + 1-uplet z; ,o<;<4 tels que :

Vo<i<d,0<z <b; 1
0<zg<b; 2

d
z:eZzibi. 3

i=0

1) (Existence)

a) Pourtoutn € N* montrer qu’il existe un plus grand entier deg(n) tel que 3™ < n et qu’alors
plee(m)+1 > 5,

Solution : Soitn € N*, et B := {k € N; b*¥ < n}. L’ensemble B est une partie de N, il est non
vide puisque ° = 1 € B et il est majoré. Cette derniére affirmation méritant peut-étre d’étre justifiée.
Mais b > 1 par hypothése. On peut donc écrire b = 1+ c avec ¢ > 0. Il s’ensuit que

VEk €N, 0" = (14 )" = (1+c)bF.
11 s’ensuit que
V>k =" = 1+ >0+0)k>k+1).

On a donc montré par récurrence que
VkeN, b > k.

1l en résulte que
' <n=k<n).

Ceci entraine en particulier que n est un majorant de B.
II résulte alors (cf. cours 1.1.2.8,) que B posseéde un plus grand élément deg(n). Ordeg(n)+1 > deg(n)
si bien que deg(n) + 1 ¢ B c’est-a-dire que b3 +1 > n,



b) Montrer qu’il existe des entiers g et r tels que n = b3 g+ ravec0 < g < bet0 < r < pdes®
Solution : Effectuons la division euclidienne de n par b (cf. cours 1.3.2.3.) Il existe alors un unique
couple (g, r) d’entiers relatifs tels que

n = bWy £ ret0<r < bis

Reste a donner I’encadrement de q.
Or d’apres a) :

0 < n < plee(n)+1
= 0 < blslgpr < plestn)tl
~ 0 < r < ) (h— g)
= 0 < b—q
= q < b
ce qui donne la partie droitte de I’encadrement.
Par ailleurs :
0 < n
= < sy 4y
= —r < blslg
= —b < by
= 0 < g

ce qui acheéve de donner I’encadrement de q.

¢) En déduire que pour tout n € N*, il existe un entier d, et des entiers n; ,0<;<q Satisfaisant aux
conditions 1 et 2 de I’énoncé et tels que
d
n = Znibi )
i=0

Solution : pour tout k € N, notons :

I = [1;0FF]. 1

Comme Vk € N, |, [bF; 01| C I, et que Ie point a) signifie exactement que N* = U [b%: b* L[, on
keEN

N*:U[k. 2

keN

Pour (k,n) € N* x N*, on dira que le couple (k,n) a la propriété B, ce qu’on notera B(k,n), s’il existe
un entier d < k, et des entiers n; ,o<i<q satisfaisant aux conditions 1 et 2 de I’énoncé et tels que

d
n = g n;b" .
i=0

Notons encore :
A :={k € N";Vnel, Blk,n)} € N*. 3

Pour répondre a la question il faut établir que A = N*. Or:

i) 1e€A)
En effet, pour toutn € Iy, i.e.
V1l<n<b,

d =0 etng = n donnent a (1,n) la propriété B.



i) keA=k+1€A)
Pourk € N*etn € ;41 :

%) Soitn € I et sil’on suppose k € A, alors B(k,n).

) soitn € [b¥; V" [ II se trouve, en vertu de a) que k est précisément I’entier deg(n). Il existe
alors, grace a b) un couple (q,r) avec :

0<r<biet0<g<b.

Sir=20,
d:=k,ng =q,V0<i<dn; :=0

donnent a (k + 1,n) la propriété 5. Enfin sir # 0, r € I;. Si donc on suppose k € A, il existe
A
5</{?, Ti 0<i<A 0<r; <br = Zribz.
=0

Prenons alors :
d =k, YO<i<A, n :=r;,,¥<i<dn; := 0etng := q.

On constate alors que (k + 1, n) vérifie B.

d) Généraliser le résultat précédent a un entier z € Z*.
Solution : Pour tout = € Z*, si z € N* il existe, grice a c),

d, z ,0<i<d

vérifiant 1 et 2. En prenant € := 1, on a également 3.
Si z ¢ N*, —z € N*. En appliquant alors les résultats de ¢) a —z, et en prenant ¢ := —1, on obtient
encore la conclusion.

2) (Unicité)
Pour z € 77, on suppose donnés dans cette question, un élément ¢ (resp. n) de {—1, 1}, un entier
naturel d (resp. ¢, ) un d + 1-uplet x; ,o<;,<4 (resp. un e¢ + 1-uplet y; ,o<;<. ) satisfaisant respectivement
aux conditions 1 a 3.

a) Montrer que e = 7).
Solution : II suffit de constater que

d e
D b €N b’ €N
=0 =0

et de rappeler que Z* = N*U —N* avec N* N —N* = ().



b) Montrer que

d
inbi < pitt
1=0

En déduire que si 1’on suppose d < e on aboutit a une contradiction. Conclure que d = e.
Solution :

i) Montrons d’abord que pour tout d + 1 -uplet w; ,o<i<q, telque VO < ¢ < d, 0 < wu; < b,ona

d
§ uibzderl )
=1

Pour d = 0 Ie résultat est tautologique. Supposons donc le résultat connu pour d et considérons un d + 2-
uplet u; ,o<i<q+1 tel que V0 <7 < d+1, 0 <wu; <b. Ona alors :

d+1 d
E uib’ = E uib’ + ud+1bd+1
=0 i=0

< bd-i—l +ud+1bd+1
< bd+1 + (b o 1)bd+1
< bd+2

ce qui établit le résultat par récurrrence.

i1) Sidonc x; ,o<i<q est un d-uplet vérifiant 1 et 2 on a

d
bt < inbi < pitt

=0

d
En appliquant I’unicité dans la question 1), a), onad = deg(z x,b’) 11 s’ensuit que :
i=0

d e
Z b = Z yib'
=0 =0
d e
= deg (Z xibi) = deg(z yibi)
=0 i=0

= d = e.

¢) Montrer que b divise o — yo et en déduire que g = ¥o.

Solution : On a : ]
z = ez bt = nZyibi.
i=0 i=0

Ceci entraine grice a a) et b),

d d
=0 =0
d

= To—Y% = Z(yz‘—ﬂfz‘)bi

i=1
d
= To—Yo = bz (yi — z)b"™
=1
c’est a dire que b|(xo — yo) ; ce qui entraine encore b||xy — yol|. Or il découle de 1 que |zo — yo| < b si bien

que |xg — yo| = Oie.
Zo = Yo -



d) Montrer finalement (par récurrence) que x; = y; pourtout 1 < ¢ < d.
Solution : Notons :
He : VO<i<k, x;, = y.

Nous venons de montrer H en c). Si I’on fait I’hypothése Hy,, on a :
d d
i=0 i=0
d d

i=k+1 1=k+1
d
= P — g = Y, i— @)l
i=k+2
d
= ka(SL’kH - yk+1) = pht2 Z (y@ - SUi)bliikiz
1=k+2
d
= (@i —yepr) = b (yi—a)b
i=k+2

c’est a dire que b|(x11 — yr11) ; ce qui entraine encore b||xy 1 — yg11|. Or il découle de 1 que |xp11 —
Yps1| < b si bien que |vx1 — Ypr1| = Oiexpr1 = yrr1 c’est-a-dire qu’on a montré que Hy = Hy 1 et
finalement par récurrence que H, est vérifiée pour tout k.

Exercice B : (Algorithme d’EUCLIDE et théoréeme de BEZOUT)
Considérons deux entiers relatifs o, et a;.

1) Montrer que I’on définit bien des suites @ := (@) ;nen €t ¢ = (gn) ;nen €N posant, pour tout
n € N,

Eucy) sia,y1 # 0, g, est le quotient de la division euclidienne de a,, par a,, 1 et a, .o son reste;

EUCQ) si An+1 = 0, gn = Any2 = 0.

Solution :

a) Par hypothese le domaine de définition D, de la suite a, contient O et 1 tandis que :

— Sia; = 0 on posera pour satisfaire Eucy) qo := 0 alors 0 appartient au domaine D, de définition
deq.

— Siay # 0 le théoréme de la division euclidienne (ct. 1.3.2.3,) assure qu’il existe un unique couple

(qo, az) tel que
ag = qoar +azet 0 < ag < |ay|

si bien que 0 appartient encore au domaine de définition D, de q.

b) Soit
Hp : VO<i<k, ieD,,V0O<i<k+1l i€eD,.

Nous venons d’établir H, en a). Le fait que H; = Hi1 résulte du fait que pour un entier, il n’y a pas
d’autre possibilité que d’étre ou de ne pas étre nul et du théoreme de la division euclidienne.

¢) On a donc établi par récurrence que
D, =D, =N

ce qui signifie exactement que les suites a et ¢ sont définies.



2) a) Montrer que, pour toutn > 2, a,, > 0.
Solution : Pour tout n > 2, soit a,, est définit comme en question 1), Euc, ) et dans ce cas, le théoréme
de Ia division euclidienne 1.3.2.3 assure que 0 < a,, < |a,_1| ; soit a,, est défini comme en question 1),
Euc,) et dans ce cas vaut 0 ; si bien qu’on a dans tous les cas a,, > 0.

Onnote v := min({a, , n > 2}.

b) Comparer a,, et a,; pour n > 2 et en déduire que v = 0.
Solution : Pourn > 2, sia, # 0, a,.1 estle reste de la division euclidienne de a,,_| par a,, et par

conséquent, a, 1 < a,.Sia, = 0,a,,17 = 0.
L’ensemble P := {a,n > 2} est une partie de N qui posséde donc un plus petit élémentv = a, (cf.
L1.2.7.)

Yn>2,a,€P,a,>0 = a,.1 € Pa,1 <a,
d’apres ce qui précede. Il en résulte, par contraposée, que a, = 0.

Il existe donc un entier p > 2 tel que a, = 0.

¢) Montrer que, pour tout ¢ > p, a, = 0.
Solution : Mmontrons que
VkeN, app, == 0.

Ceci est vérifi€ pour k = 0, par hypothése sur a,. Si a,y;, = 0, apr4+1 est défini par question 1), Euc,) et
ap+r+1 = 0 ce qui prouve le résultat demandé par récurrence.

On suppose désormais que ay # 0 ou a; # 0.

d) Montrer qu’alors, il existe un plus grand entier naturel m tel que a,,, # 0.
Solution : Considérons
P :={n e Nj;a, # 0} C N.

Par hypothése, P # () et, d’aprés le point précédent, P est majorée par p. La partie P a donc un plus grand
élément m (ct. 1.1.2.8.)

3) a) Sim = 0ou 1, déterminer le Pged ag A a; de ag et a;.
Solution :
) (m=20)
Sim = 0,a; = Oet
Ay Nay = ag = Gy, -
i) (m=1)
Alors ay = 0 c’est-a-dire que le reste de la division euclidienne de ay par a; est nul ou encore que
ailag = agNay = a; = ay, .



b) Sim > 2, montrer que pour toutn < m — 2,

Gp N Qpy1 = Apy1 N Qpy2
et en déduire que a,, = ag A\ ay.
Solution :
D) (N Gpy1 = Gpyp1 N Apya)
Notons d,, ‘= a, A apy1 etd,y1 = api1 A anio. On sait d’aprés question 2), ¢) que

Yn<m,a, # 0.
1l s’ensuit qu’on a la relation (cf. question 1), Euc;),)
An = (gnlnp+1 + An42 .

D’ou
(dn+1|an+1 et dn+1|an+2 = dn+1|a'n) .

11 s’ensuit que :

dpi1l|dy 1
En outre
(dn|an et dplans1 = dplan — guany = an+2)
si bien que :
dp|dpi1 - 2
Finalement 2 et 1 entrainent
dn — dn+1 .

i) (am = ag N ay)
On peut établir, par récurrence sur I’indice n grice au point précédent, que

apg N\ a1 = Qe N Gy .
Or par construction de m, (cf. question 2), d),)
am # 0etap = 0.
Donc en vertu de question 1), Euc;)

(0 = tmi1 = Gnot = Gn1Gm = am|tn-1) = am = G Aapa = aNar .

4) a) Montrer que pour tout n, il existe des entiers u,, et v, tels que a,, = u,a9 + vVLa1.
Solution :

i) En fait I’existence de tels entiers peut se prouver absttraitement sans besoin de les construire ce qui
n’est en fait pas tres utile. Cependant, on a montré a la question 3), b) que

ag N a1 = ap N\ Gpy
ce qui entraine en particulier que

a, € (apNa))Z = {apx +ary, (x,y) € Z X L} .



ii) néanmoins on aimerait disposer de suites (un) meN et (vn) ,neN construite de maniere explicite (et
qu’on puisse calculer.) En effet, on remarque en particulier que :

Ay, = UmGo + Vypaq 1

signifie que (u,,, v,,) est un couple de coefficients de BEZOUT pour (ag, ay) (cf. 1.3.3.2.)
Posons alors
ug (= 1, u; :=0,v :=0,v; :=1.

On a alors immédiatement
H(] D ag = UpQg + voai et a; = wyay + viag .
Définissons maintenant les suites (uy) nen et (Un) snen par récurrence par :

Upt2 ‘= Up — QnlUn=1 €t Upto = Up — ¢pUn+1

qui est exactement la formule qui définit a,, au moins pour n. < m, (ct. question 1), Euc,).) Les suites
(un) neN et (vn) ,neN sont bien définies par les formules de récurrence ci-dessus et 1’on a :

a u (%
vn S m — 27 (an+2 Un 42 Un+2) = (1 _Qn) (a Zl u Zl v il) . 2
n n n

1l faut maintenant vérifier que la propriété ‘H,, est vérifiée. Comme on a établi H, il suffit de vérifier
maintenant que ‘H,, = H,, 2. Or:

Apy2 = Qp — Qnlp41
= UpQp + Vpa1 — Qn(un+1ao + Un+1a1)
= (Un — @uUni1)a0 + (Un — GnUni1)as

= Upy200 + Upg201 .

b) En déduire qu’il existe des entiers u et v tels que :

ag N\ a1 = apu + av. 1

Solution : Ce résultat est connu a priori (cf. 1.3.3.2,) mais peut-étre obtenu indépendamment puisque
la construction de ce probleme montre explicitment I’existence des entiers u,, et v,, qui répondent a la
question. On peut redémontrer de cette maniere le théoréme de BEZOUT (cf. 1.3.3.3.)

De quelque maniéere qu’on procede, soit en passant par la construction des sous-groupes de 7 (cf.
L1.3.2.6,) soit en passant par I’algorithme d’EUCLIDE comme dans ce probleme, I’ingrédient essentielle
reste le théoreme de la division euclidienne 1.3.2.3.

¢) Donner une formule permettant de calculer (w1, v,+1) en fonction de (u,, v,).
Solution : En fait on a donné une formule permettant de calculer -, .5 en fonction de -,, et -, (cf.
a).ii).2,) et on ne peut pas espérer mieux.



d) En déduire un algorithme permettant de calculer les coefficients u et v dans I’identité b).1. Il sont
appelés coefficients de BEZOUT.

Solution : On a montré en a).ii). 1 que les coefficients de BEZOUT étaient les termes (uy,, v,,) olt m est
défini comme le dernier indice pour lequel a,, est non nul (ct. question 2), d).) Un algorithme permettant de
calculer (u,,v,,) est donc un algorithme permettant de calculer les m premiers termes des suites (un) neN
et (vn) .nen- Cet algorithme est en fait contenu dans la formule a).ii).2. Cette formule signifiant en particu-
lier que le mode de calcul dun + 2'°" terme en fonction du n'“™ et du n + 1" est le méme pour les trois
suites (an) mEN, (un) meN et (vn) ,neN Incite a présenter les calculs dans un tableau de la forme suivante :

q a u v
(o5 1 0
aq 0 1
Qo as = a; — qoay up =1 Vg = —qo
gn—2 ap Up, Un
dn—1 Ap+1 Up+1 Un+1
Gn Qpny2 = Op — Qpln41 Upyos = Up — GplUpy1 Upy2 = Up — QnUnp4l
qm—2 A, Um Um

e) Calculer le Pged et des coefficients de BEZOUT pour les couples

(27,23) , (1789,1969) , (1965, 135) .

Solution : On met en ceuvre I’algorithme présenté en d). On s’apercoit que quel que soit I’ordre dans
lequel sont donnés ag et ay, il est astucieux de les permuter pour obtenir ay > a; ce qui fait gagner une
étape.

i) ((27,23))

27 1

23 0 1
1 4 1 -1
5 3 -5 6
11 6 =7

d’ou il résulte que
21N23 = 1let6x27T—7%23 = 1.

ii) ((1789,1969))

1969 1 0
1789 0 1

1 180 1 -1

9 169 -9 10

1 11 10 -—11

15 4 =159 175
2 3 328 —361
1 1 —487 536
d’ou il vient
1969 A 1789 = 1 et 536 * 1789 — 487 %1969 = 1.



iii) ((1965,135))
On remarque d’abord que 1965 = 5% 393 et 135 = 5 x 27, puis on remarque que 393 = 3 * 131 et
27 = 3% 9. Si bien qu’on a

(1965 = 15% 131 et135 = 15%9 = 1965 A 135 = 15 (131 A 9)) .

Reste donc a calculer 131 A 9. On peut d’ores et déja affirmer que ce Pged vaut 1, puisque 3 ne divise pas
131 1+ 3+1=5(cf. TD n° II, exercice G.)) Reste donc a déterminer les coetficients de BEZOUT :

131 1 0
9 0 1
14 5 1 —14
1 4 -1 15
1 1 2 =29

d’ou il résulte que
131A9 = 1et2%131—-29%9 =1

ce qui entraine finalement

1965 A 135 = 15et 219650 —29% 135 = 15.
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Probleme n° 111

A rendre le 10 décembre 2014

soN 2

Si un résultat a déja été établi dans le cours ou dans un exercice de TD on le citera avec suffisam-
ment de précision sans le redémontrer.

Dans tout cet exercice, pour A := {ay,...,a,} un sous-ensemble fini d’un ensemble £ on notera
(ay ...a,) la permutation circulaire sur A telle que a; — a;,1 V1 <i<n-—1, a, — ay.Ainsi (ab)
désigne la transposition de support {a,b} C FE, pour a # b.

1) Soient (G, *) un groupe fini a 2k éléments, £ € N* et H un sous-groupe de G a k éléments.
a) Pourquoi le groupe quotient G/ H existe-t-il ? Quel est ce groupe ?

b) En déduire que, pourtoutg € G,g*xg € H .

2) a) Rappelez la définition du groupe alterné A, .

b) Quel est le cardinal de A, 7

3) a) Montrer que, pour tout n > 3, un cycle de longueur 3 (un 3-cycle) est une permutation paire
(i.e.un élément de A,, .)

b) Combien de parties de {1, 2, 3,4} sont des supports de cycles de longueur 3 dans A, ?
¢) Combien de cycles de longueur 3 peuvent avoir le méme support ?

d) En déduire le nombre de 3-cycles dans A, .

4) Soient x,y, z trois éléments de [1; 4] distincts deux a deux.

a) Calculer (zzy)?.
b) En déduire que pour tout 3-cycle ¢ € A, il existe un élément d € A, telque d®> = c.
¢) En déduire que si H est un sous-groupe d’ordre 6 de A4, il contient tous les 3-cycles.

d) En déduire finalement que .4, ne possede pas de sous-groupe d’ordre 6.

S) a) Montrer qu’un élément de A, est soit 1’identité, soit un produit de deux transpositions a sup-
ports disjoints, soit un 3-cycle.

b) Pour z,y, z,t des éléments de [1; 4] distincts deux a deux, calculer (zyz)(yzt) .



¢) En déduire que A, est engendré par les 3-cycles.
Pour (G, %) un groupe, on note
Vg€ G, Yhe@G, [g,h] == gxhxg ' xh!
qu’on appelle commutateur de g et h. On note D(G) le sous-groupe de G engendré par les éléments

de la forme [g, h| qu’on appelle sous-groupe dérivé de G.

6) a) Que vaut D(G) si G est abélien ? Y-a-t il une assertion réciproque ?

b) Etant donné un morphisme de groupesf : G — H, déterminer pour tout (g, k) € G x G, f([g, h])

en fonction de [f(g), f(h)]. En déduire que f(D(G)) € D(h).
Pour tout couple (g, k) d’éléments de G, on note g* := k x g k~* le conjugué (cf. 11.1.3.1,) de ¢

par k.
Pour tout triplet (g, h, k) d’éléments de G calculer en fonction de ¢ et h* :

¢ (gxh)r;
d) (9H;

e) [g,h]"
f) En déduire que D(G) est un sous-groupe distingué de G.

g) Montrer que le groupe Ga, = G/D(G) est abélien. On notera m : G — Gy, la surjection

canonique.

h) Pour tout morphisme de groupes f : G — A ou A est un groupe abélien, montrer qu’il existe un

unique morphisme de groupes f : Ga, — Atelque f = f o 7.

7) Soit n > 2 un entier.

a) Montrer que, pour tout s € S, s et son inverse ont méme signature.
b) En déduire que, pour toutn > 2, D(S,) C A, .

¢) Montrer finalement que A, = D(Sy).
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Corrigé du Probleme n° I1I

soN 2

Si un résultat a déja été établi dans le cours ou dans un exercice de TD on le citera avec suffisam-
ment de précision sans le redémontrer.

Dans tout cet exercice, pour A := {a;,...,a,} un sous-ensemble fini d’un ensemble £ on notera
(ay ...a,) la permutation circulaire sur A telle que a; — a;,1 V1 <i<n-—1, a, — ay.Ainsi (ab)
désigne la transposition de support {a,b} C E, pour a # b.

1) Soient (G, *) un groupe fini a 2k éléments, & € N* et H un sous-groupe de G a k éléments.

a) Pourquoi le groupe quotient G/ H existe-t-il ? Quel est ce groupe ?

Solution : D’apres le TD n° IV, exercice G, question 2), H est un sous-groupe distingué de G (cf.
I1.1.3.5.) I résulte alors de 1I.1.3.7.i) que G /H posséde une structure de groupe. Par ailleurs il résulte de
I1.1.2.2.iv) que dans le cas de I’énoncé #(G/H) = 2 et finalement du TD n° 1V, exercice B, question 1)
que

G/H = 727 .

b) En déduire que, pourtoutg € G,g*xg € H .
Solution : Notonsm : G — G/H la surjection canonique. Alors

Vge G, n(g*xg) = n(g)+7(g) =0 €Z/2Z = gxge Kerm = H .

2) a) Rappelez la définition du groupe alterné A, .
Solution : (cf. 11.2.4.5.1).)

b) Quel est le cardinal de A, 7
Solution : On a

FAY) = S#(8) = 14 = 12.

3) a) Montrer que, pour tout n > 3, un cycle de longueur 3 (un 3-cycle) est une permutation paire
(i.e.un élément de A, .)
Solution : (cf. 11.2.4.2.c).)

b) Combien de parties de {1, 2, 3,4} sont des supports de cycles de longueur 3 dans A, ?
Solution : Une partie 4 3 éléments de {1, 2, 3,4} est le support d’un 3-cycle. Ces parties sont au nombre
de
Ci = 4.

¢) Combien de cycles de longueur 3 peuvent avoir le méme support ?
Solution : L’ensemble {x,y, z} est le support des cycles (zyz) et (xzy) autrement dit deux 3-cycles et
deux seulement ont le méme support.



d) En déduire le nombre de 3-cycles dans A, .
Solution : II résulte des points précédents que A, contient 2 * 4 = 8 3-cycles.

4) Soient x,y, z trois éléments de [1; 4] distincts deux a deux.

a) Calculer (zzy)?.
Solution : On a : (zzy)? = (vyz2).

b) En déduire que pour tout 3-cycle ¢ € A, il existe un élément d € Ay telque d®> = c.
Solution : Pourc = (zyz) on a (zz2y)? avec (zzy) € A4 d’aprés la question 3), a).

¢) En déduire que si H est un sous-groupe d’ordre 6 de A4, il contient tous les 3-cycles.
Solution : Pour toutd € A4, d*> € H, d’ou il résulte que H contient tous les 3-cycles. On conclut grice
a la question précédente, a la question 1), b) et a la question 2), b).

d) En déduire finalement que .4, ne possede pas de sous-groupe d’ordre 6.
Solution : On vient de montrer qu’un tel sous-groupe contiendrait tous les 3-cycles or ceux-ci sont au
nombre de 8 en vertu de la question 3), d).

5) a) Montrer qu’un élément de A, est soit I’identité, soit un produit de deux transpositions a sup-
ports disjoints, soit un 3-cycle.

Solution : Rappelons que #(A,;) = 12 (cf. question 2), b).) Or nous avons déja identifié 8 de ses
éléments qui sont les 3-cycles (cf. question 3), d).)

Pour x,y, z,t des éléments deux a deux distincts de {1,2, 3,4}, o((zy)(2t)) = o((zy))o((zt)) = 1
c’est-a-dire que (zy)(zt) € Ay. Or les parties {x,y} C {1,2,3,4} et {z,t} C {1,2,3,4} déterminent
le méme élément (xy)(zt). 1l s’ensuit qu’il y a 2 fois moins d’éléments de type (2,2) que de parties a 2
éléments parmi 4 i.e. %C’Z = 3. Nous avons donc identifié 11 des 12 éléments de A, le douziéme étant
bien entendu I’identité qu’i ne correspond a aucun des deux types précédents.

b) Pour z,y, z,t des éléments de [1; 4] distincts deux a deux, calculer (zyz)(yzt) .
Solution : On a :

(zyz)(yzt) = (zy)(yz)(y2)(z2t) = (zy)(2t).

¢) En déduire que A, est engendré par les 3-cycles.
Solution : I résulte de a) que si un élément de A, n’est ni un 3-cycle, ni I’identité il est de la forme
(xy)(zt) et de b) qu’un tel élément est un produit de 3-cycles. Il ’s’ensuit donc que A, est engendré (cf.
I1.1.4.1.c).) par I’ensemble des 3-cycles.

Pour (G, *) un groupe, on note
Vg€ G, Yhe@G, [g,h] == gxh*xg ' xh!

qu’on appelle commutateur de g et h. On note D(G) le sous-groupe de GG engendré par les éléments
de la forme [g, h]| qu’on appelle sous-groupe dérivé de G.

6) a) Que vaut D(G) si G est abélien ? Y-a-t il une assertion réciproque ?
Solution :

i) Sit G est abélien

Vge G, YheG, gxh = hxg = gxhxg ' = h = gxhxg 'sh! =¢c¢ = DG) = {e}.



ii) Réciproquement, si D(G) = {e},
Vge G, VYheG, [gh] =e = gxhxg ' sxh' =c = gxhxg!' =h = gxh = hxg

c’est-a-dire que G est abélien.

b) Etant donné un morphisme de groupesf : G — H, déterminer pour tout (g, k) € G x G, f([g, h])
en fonction de [f(g), f(h)]. En déduire que f(D(G)) € D(h).
Solution :

i)
Vg € G, Vh € G,
f(lg,n]) =

11) Pour tOUtg c D(G), il existe d € N, Siy1<i<d e tl 1<i<d € G tels que g = H [Szatz] On a

alors
d d

flg) = f(H [Sz‘,ti]) = Hf[siati] = H[f(si)af(ti)] € D(H).

i=1 =1 i=1

Pour tout couple (g, k) d’éléments de GG, on note g* := k x g * k! le conjugué (cf. 11.1.3.1,) de g
par k.
Pour tout triplet (g, b, k) d’éléments de G calculer en fonction de ¢~ et h* :

¢ (gxh)k;
Solution : On a :

(g*h)* = ksgehsk™ = kageh tekshsk 0 = gFxh .

d (9
Solution : Il résulte du point précédent que g — ¢*, est un morphisme de g dans Iui-méme et que par
conséquent (g*)~t = (¢g~Hk.

e [g,h]".
Solution : Puisque g — g* est un morphisme (cf. c),) il résulte de b) que [g, h]¥ = [g*, h¥].

f) En déduire que D(G) est un sous-groupe distingué de G.
Solution : II résulte de b) appliqué au morphisme g — g* pour tout k € G, que D(G)* C D(G) ce
qui prouve que D(G) est distingué.

g) Montrer que le groupe Ga, = G/D(G) est abélien. On notera 7 : G — Gy, la surjection
canonique.
Solution :

Va € Gay, VB € Gap, dg € G, dh € G, a = W(g),ﬁ :W(h).

Alors :
[a,8] = [n(g),7(h)]
= 7([g, h])

- eGAb ﬂ

ce qui prouve précisément que G »), est abélien grace a la réciproque dans a).



h) Pour tout morphisme de groupes f : G — A ou A est un groupe abélien, montrer qu’il existe un
unique morphisme de groupes f : Gap, — Atelque f = f o 7.
Solution : d’aprés b), f(D(G)) C D(A) or D(A) = {ea} d’apres a). Il s’ensuit que D(G) C Ker f
et il suffit dés lors d’appliquer la proposition I1.1.3.7.ii) puisque D(G) est distingué en vertu de f).

7) Soit n > 2 un entier.

a) Montrer que, pour tout s € S, s et son inverse ont méme signature.
Solution : Pour tout s € S,,,

o(s)xo(s!) = o(sxs') = o(Id) =1
ce qui puisque o est a valeurs dans {—1,1}, que o(s) = o(s™1).

b) En déduire que, pour toutn > 2, D(S,) C A, .
Solution : Pour tout x € D(S,,), il existed € N, s;,1<i<q € Sp, ti 1<i<a € Sn, tels que :

d

xr = H [Si7 tz]

i=1

= o(z) = Ha([si,ti])
= Ha(s»a(ti)a(s; Do(t;!
= '1_[0(81)20'(752‘)2

1
= r € A,.

¢) Montrer finalement que A, = D(Sy).
Solution : On a déja montré que D(Sy) C Aj.
Réciproquement soit (ryz) € A, un3-cycle. Ona:

2

—~

x2y)
(22)(2y))?
(zy)(zz)(zy)
(zy)(22) " (2y)
)

(ryz) =

I
—~

I
=
©

-1

)
)

I
—
8
N

€ D(S,).
Comme A, est engendré par les 3-cycles,

Ay C D(S4)
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Soutien : séances des 2 et 5 juin 2015

Exercice A : () (Equations de congruences)
1 0 a) () Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs (z,y) € Z x Z vérifiant I’équation

91z + 119y = 44.

b) () Méme question que ci-dessus pour I’équation

91z + 119y = 42.

2) () Déterminer I’ensemble des entiers relatifs + € Z vérifiant le systéme de congruences

dr = 2[11]
S :<¢3x = 813
6r = 1417

ExerciceB: () 1) () Soit f : G — H un morphisme de groupes.

a) () Montrer que, pour tout z € G, 1’ordre de f(x) dans H divise ’ordre de x dans G si ’ordre de
x est fini.

b) () Montrer que si f est injectif, pour tout x € G, x et f(z) ont méme ordre.

2) ) Onnote G := (Z/10Z)* (resp. H := (Z/12Z)* ) le groupe multiplicatif des éléments
inversibles de ’anneau (Z/10Z, +, x) (resp. (Z/127Z,+, ) .)

a) () Donner la liste des éléments et la table de composition des groupes G et H.
b) () Donner I’ordre de chacun des éléments de G et H.

¢) () Les groupes G et H sont-ils isomorphes, autrement dit, existe-t-il un isomorphisme de groupes
de G sur H?

d) () Le groupe G est-il isomorphe au groupe additif (Z /47, +) 7

Exercice C: () 1) () Soient

(G20
=N
)
[SrITEN
w Ot

N O
N—

des éléments du groupe symétrique S;.

a) () Ecrire s, et s, comme produits de cycles a supports deux a deux disjoints.



b) () Donner I’ordre et la signature des permutations s; et Ss.
¢) () Les éléments s; et s, sont-ils conjugués dans le groupe symétrique Sg 7

d) () Donner unélément u € Ag tel que

sgzuosloufl.

2) () (Le groupe alterné Ag)

a) () Quel est le nombre d’éléments du groupe alterné Ag ?
b) () Donner les classes de conjugaison dans Sg des éléments de Ag.

¢) () Combien y a-t-il d’éléments de type cyclique (3, 3) dans Ag 7 Sont-ils tous conjugués dans Sg ?

3) () (Conjugaison)
Soit (G, *) un groupe d’élément neutre e.
Pour toutx € G,onnote 2% := {gxx*g~ !, g€ G}laclasse de conjugaison de x par le groupe
G et Stabg(z) = {9 € G| g*xx g™ ' = x} lestabilisateur de z.

a) () Montrer que, pour tout z € G, Stabg(z) est un sous-groupe de G.

b) () Pourtoutz € G, toutcouple (g, k) d’éléments de G, montrer que
g*x*g’l = hxxxh!

si et seulement si g~'h € Stabg(z).

On rappelle qu’on définit une relation d’équivalence sur G par g ~ h si g7'h € Stabg(z). On
notera g la classe d’un élément g pour cette relation.

¢) () Montrer qu’on définit bien une application bijective de 1’ensemble des classes selon ~ dans 2¢

par
g — g*:c*g’l.

d) () Déduire de ce qui précede que, si GG est un groupe fini,

#(G) = #(a%)#(Stabg(x)) .

4) () (Eléments de type (3,3))
On considere désormais une permutation s := (abc)(de f) de type cyclique (3,3) dans Sg. On
reprend les notations de la question 3) c’est-a-dire qu’on note s la classe de conjugaison de s dans
Ag que nous allons déterminer dans cette question.

a) () Rappeler la relation qui lie le nombre d’éléments de s¢, Stab 4, (s) et As.

b) () Montrer que le stabilisateur Stab 4, (s) de s dans Ag est un sous-groupe du stabilisateur Stabg, ()
de s dans Sg.

¢) () Pouru € Stabg,(s), montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

)
u(a) € {a;b;c}.



i)
u({a;b;c}t) C {a;b;c}.

iif)

u({d;e; f}) C {d;e; f}.

d) () Montrer que I’ensemble H, des éléments de Stabg, (s) vérifiant I’une des conditions équivalentes
ci-dessus est un sous-groupe de Stab 4, (s).
Indication : On pourra chercher a exprimer les éléments de H en fonction des cycles (abc) et (de f) .

e) () Déterminer le nombre d’éléments de H, et montrer qu’il est moitié de celui de Stabg,(s).

_(fa b c de f
u'_(defabc)

est un élément de Stabg,(s) qui n’appartient pas a Stab 4, (s).

f) () Montrer que

g) () Déduire de ce qui précede que
Stab.a,(s) = H;

puis le nombre d’éléments de s¢ puis retrouver que les permutations s; et s, de la question question 1)
sont conjuguées dans Ag.

Exercice D: () (Centre de S,)

0) () Etant donné un groupe G et H un sous-groupe distingué d’indice n € N, c’est-a-dire tel que
#(G/H) = n, montrer que
Vee G, 2" € H.

1) 0 a) () Donner trois sous-groupes normaux deux a deux distincts du groupe symétrique S;.
b) () Quel peut étre le cardinal d’un sous-groupe normal de S ?

¢) () Donner le cardinal et un représentant de chaque classe de conjugaison dans Sy, son type cyclique,
son ordre et sa signature.

2) () Soient vy, v, et v3 les éléments de S, définis par :

v = (12)(34)
vy = (13)(24)
vy = (14)(23).

a) () Pourtoutl < i < 31 < j < 3 calculer v;v;.

b) () Déterminer le sous-groupe V' de S, engendré par les éléments vy, vy et vs. Montrer que V' est
abélien.



¢) () Pourtout {a,b,c,d} = [1;4]ettouts € Sy, calculer
s o (ab)(cd) os!

et en déduire que V' est distingué dans Sj.

d) () V est-il un sous-groupe de A, ? distingué dans A, ?

3) 0O a) () Montrer que Sy ne peut avoir de sous-groupe distingué de cardinal 2 ou 3.

b) () Montrer qu'un sous-groupe distingué de S, de cardinal 4 ne contient ni 4-cycle ni transposition
et en déduire que le seul sous-groupe distingué de S; de cardinal 4 est V.

¢) () Montrer que si G est un sous-groupe distingué de S, de cardinal 6, alors :

i) pourtouts € Sy, st e G.
ii) En déduire que G contient tous les 3-cycles.
iii) Le groupe S, a-t-il un sous-groupe distingué de cardinal 6 ?
d) () Montrer que S, n’a pas de sous-groupe distingué de cardinal 8.
Indication : On pourra raisonner sur I’ordre des éléments d’un tel sous-groupe et utiliser en le justifiant

qu’une classe de conjugaison est soit incluse dans un tel sous-groupe soit disjointe d’un tel sous-groupe.

e () i) Montrer que si G est un sous-groupe distingué de S, de cardinal 12, alors pour tout
s € 8y, s?2 ¢ G.

ii) En déduire qu’un sous-groupe distingué GG de S, de cardinal 12 contient nécessairement tous les
3-cycles.

iii) En déduire finalement que le seul sous-groupe distingué de S, de cardinal 12 est A,.

4) () Quels sont finalement les sous-groupes distingués de S, 7

Pour tout groupe (G, x) on appelle centre de G et on note Z () le sous-ensemble de GG défini par

Z(G) =19 € G;YhedG, g«h = hxg}.

5 0O a) () Montrer que le centre Z((G) d’un groupe G est un sous-groupe distingué de G.
b) () Montrer que Z(G) est abélien.

¢) () Quelestlecentrede S, ?



Exercice E : () (Groupe des automorphismes de Z/n7Z)
Pour tout entier n € N*, on note
(Z/nZ, +, %)

I’anneau des entiers modulo n et
(Z/nZ)*, *)

le groupe des éléments inversibles. Pour tout x € 7Z, on note x mod n sa classe modulo n. Enfin, pour
deux entiers a et b on notera a A b leur pged.

1) (0 a) () Donner la liste des éléments de
(2)272)* , (Z]5Z)* et (Z/6Z)™ .
b) () Donner la liste de tous les sous-groupes de
(Z/5Z,+) et (Z/6Z,+) .
On rappelle, que pour un groupe (G, *) et tout élément x € G, il existe un unique morphisme

€& : (Z,+) — (G,*)

tel que ¢,(1) = . On note usuellement ¢, (k) = z* ou méme ¢,(k) = kx si G est abélien et sa loi
notée +.
Pour tout &£ € 7, on définit
(bk : (G7 * - (G7 *)
r = (k).

2) () Soit (G, *) un groupe.
a) () Que vaut ¢; ?
b) () Exprimer ¢_,(x) en fonction de ¢ () pour tout k € Zettoutz € G.
¢) () Exprimer ¢y 1(z) en fonction de ¢ () pour tout x € Gettoutk € N.
d) () Pour tout couple (k,1) d’entiers relatifs, montrer que
Prodr = du -
e) () Pour tout morphisme~y : G — Gettoutk € Z, montrer que

G oY =70 Q.

3) 0O a) () Montrer que si GG est un groupe abélien, pour tout k € Z, ¢, est un morphisme de
groupes de GG dans lui-méme.
Indication : On pourra prouver d’une part que ¢_, est un morphisme et d’autre part que ¢;, est un mor-
phisme pour k € N puis appliquer les résultats de la question question 2).

b) () Donner un exemple de groupe non abélien (& et d’entier k£ pour lesquels ¢, : G — G n’est pas
un morphisme.



4) () Soitn > 1 un entier. On pose G := (Z/nZ,+).

a) () Montrer que
G = {¢ér(1modn), k€ Z} .

b) () Si~y est un morphisme de GG dans lui-méme (i.e.un endomorphisme de GG,) montrer qu’il existe
k € Ztel que
Y= O

¢) () Décrire I’ensemble des endomorphismes de GG pour n = 4. Donner pour chacun d’entre eux, son
image et son noyau; quels sont ceux qui sont injectifs (resp. surjectifs) (resp. bijectifs ?)

mod n est un

d) () Montrer que pour tout & € Z, (k A n) modn est un générateur de Im ¢y, et k Z
n

générateur de Ker ¢y.
Quels sont les cardinaux de ces deux sous-groupes de G 7

e) () Montrer que I’application k — ¢ de Z dans I’ensemble End(G) des endomorphismes de G
définit en fait une application
p:  Z/nZ — End(G)
kmodn — ¢ .

f) () Montrer que la restriction py de 1’application p définie ci-dessus au groupe ((Z/nZ)*, ) est a
valeurs dans le groupe (Aut(G), o) des endomorphismes bijectifs de G muni de la loi o. Montrer que p est
un isomorphisme.
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Examen partiel du 12 novembre 2014
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, télé-
phones mobiles, objets connectés et documents ne sont pas autorisés.

Les exercices sont indépendants méme si I’exercice B, question 3) peut donner une indication pour
résoudre I’exercice C, question 1).

Exercice A : () (Equation de congruence)
Soit
E = 1969 «xx + 704xy = 143.

1) () Déterminer I'ensemble S := {(z,y) € Z x Z; vérifiant I’équation E}.
2) O Soit N := {22 +4*, (z,y) € S}.
a) () Montrer que N posséde un plus petit élément.
b) () Donner un plus petit élément de N
Exercice B: () (Carrés dans Z/pZ)

Soient p un nombre premier impair et G := Z/pZ* I’ensemble des éléments inversibles de
Panneau (Z/pZ, +, ).

1) () Rappeler pourquoi G muni de la multiplication * de I’anneau (Z/pZ, +, *) est un groupe abélien.

2) () On définit les applications :

v: G — G
r — 2?

w: G — G
y o o

a) () Montrer que 7y et i sont des morphismes de groupes.
b) () Calculer yo et poy.

¢) () En déduire des relations liant Ker v et Im ¢ d’une part, Im v et Ker y4 d’autre part.



d) () Déterminer Kery et #(Ker ).
e) () Majorer #(Ker p).

3) () Montrer qu’ily a ;%1 carrés non nuls dans Z/pZ i.e. éléments non nuls z qui s’écrivent x = y?

avec y € Z/pZ.

4) () Montrer que x € Z/pZ est un carré non nul si et seulement si

Exercice C: () (X?2=2)
1) () Donner I’ensemble Q17 (resp.()o3) des carrés de Z/17Z (resp.Z/237) i.e.

Q7 = {:c € ZJATL; Iy € ZJ)1TL, x = yQ}(resp. Qa3 = {:c € ZJ)237; Iy € Z)23%, x = yQ};

2) () Résoudre dans Z/391Z ’équation X? = 2.

Exercice D: () Etant donnés deux groupes abéliens (G, +) et (G, +), on notera (G; x G5, +)
I’ensemble des couples (71, x2) 1 € G, 2 € G muni de la loi + définie par

(x1,22) + (Y1,92) == (v1+y1, 22+ Y2)

1) () Montrer qu’avec les notations ci-dessus, (G7 x Gg,+) est un groupe abélien dont on précisera
I’élément neutre. Donner 1’opposé de (x4, z5).

Dans la suite on utilisera librement la notation

(Z*,+) = (ZxZ,+) .

2) () Soient a et b deux entiers relatifs non nuls, d leur pged et m leur ppcm. On notera a := dad’
etb == db.

a) () Rappeler pourquoi on peut écrire d = au + bv avec u et v des entiers relatifs.
b) () Rappeler pourquoi o’ et b’ sont premiers entre eux.
¢) () Donner en la justifiant la relation liant o', ¥/, d et m.

3) () Avec les notations de la question 2), a), on définit I’application :

f: 72 — 72
(x,y) — (ux+vy,—bz+dy)

a) () Montrer que f est un morphisme de groupes de (Z?, +) dans lui-méme.

b) () Montrer que f est bijective et déterminer son application réciproque g.



¢) () Rappeler pourquoi g est un morphisme de groupes.

4) () On définit les applications :

p: I — ZJdZxL/mL
(z,y) — (rmodd,ymodm)

q: 7 — Z/aZ X Z)VL
(z,y) — (rmoda,ymodbd) .

a) () Montrer que p (resp. ¢, ) est un morphisme de groupe de (Z?, +) dans (Z/dZ x Z/mZ, +) (resp.
(Z)aZ x Z/bZ,+) ; puis que p o f et g o g sont des morphismes de groupes.

b) () Déterminer Ker p et Ker q.

¢) () Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes
[ (Z)aZ x Z)VZ,+) — (Z/dZ x Z]/mZ,+)

(resp. .q' : (Z/dZ x Z/mZ,+) — (Z]/aZ x ZJVZ,+) )

tel que
floqg=po f(resp.g op=qoyg.)

d) () Pour des applications
u:X —-Y, v:X - Yetw: W - X

avec w surjective, montrer que
U =0V < UOoOW =V o Ww.

e) () Montrer finalement que f’ et ¢’ sont inverses 1’un de I’autre ¢’est-a-dire qu’on a construit un
isomorphisme de groupes

(Z)aZ x Z)VZ,+) = (Z)dZ x Z/mZ,+) .

f) () Peut-on déduire ce résultat d’un théoréme connu lorsque d = 1 7 En d’autres termes quel résultat
avons-nous généralisé ici?
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Exercice A : () (Equation de congruence)
Soit
E = 1969 *«xx + 704xy = 143.

1) () Déterminer I'ensemble S := {(z,y) € Z x Z; vérifiant I’équation E}.
Solution :

i) (PGCD de 1969 et 704)

Déterminons le PGCD et les coefficients de BEZOUT (cf. cours 1.3.3.2,) grice a I’algorithme d’Euclide
(ct. cours 1.3.3.5:)

q a u v
1969 1 O
704 0 1

2 561 1 =2

1 143 -1 3

3 132 4 11

1 11 -5 14

L’algorithme converge ici puisque 11 est premier. On en déduit donc :

1969 A 704 = 1let —5%1969 + 14+ 704 = 11. 1

ii) (Résolution de I’équation &)
On constate que 143 = 13 % 11 ce qui entraine que I’équation £ posséde des solutions. Elle est
équivalentes a I’équation :
E 179z + 64xy = 13. 1

Or I’égalité 1).1 est équivalentes a :
1T9N64 = 1let —H5*x1794+14%x64 = 1. 2

d’ou il résulte que :
—5%13%179 + 14%x13x64 = 13 3

c’est-a-dire que (—65, 182) est une solution de £’ et donc de £.



Pour tout (z,y) solutionde £ on a :

—65 %1794+ 182%x64 = 13
1792 +64 xy = 13

N —65 % 179 + 182 * 64 = 13
179 % (x +65) + 64 % (y — 182) = 0
N —65 % 179 + 182 % 64 = 13
179 % (x + 65) = —064x(y—182)
—65* 179 + 182 %64 = 13
= 179z +64*y = 13
179|(y — 182) et 64|(x + 65)
—65 % 179 + 182 x 64 = 13
= 179 % x +64xy = 13
dk e N,y=1,+179%k et I € N, z=—-65+64%/(
—65 % 179 + 182 * 64 = 13
= 179%x+ 64 xy = 13
179 % (=65 + 64 % £) + 64 % (182 4+ 179« k) = 13
—65 * 179 + 182 * 64 = 13
= 1792+ 64 %y = 13
—65% 179+ 18264 + 179 %64 % (k+¢) = 13
r = —654+64xk
y = 182179k

Il s’ensuit que
S = {(—65+ 64k, 182 — 179k} .

2) O Soit N := {22 +9?*, (z,y) € S}.

a) () Montrer que N posséde un plus petit élément.

Solution : L’ensemble N est une partie non vide de N (puisque S # (),) et posséde donc un plus petit
élément (cf. cours 1.1.2.7.)

b) () Donner un plus petit élément de N

Solution : On constate, en prenantk = 1, que (—1,3) € S. Ainsi (—1)*+ 3> = 10 € N. Or pour
k>1,ona

y<—176 = y* > 176> = 22+ y* > 165°> > 10.
Pourk < 1,0ona
r<—65 = 22 >65° = 22 +y?>652>10.
II s’ensuit que 10 est le plus petit élément de N .

Exercice B: () (Carrés dans Z/pZ)

Soient p un nombre premier impair et G := Z/pZ* ’ensemble des éléments inversibles de
I’anneau (Z/pZ, +, *).

1) () Rappeler pourquoi G muni de la multiplication * de I’anneau (Z/pZ, +, *) est un groupe abélien.
Solution :

i) (Loi interne)
Pour tout (z,y) € Z/pZ* x Z/pZ*, x * y est encore inversible d’inverse y~! x x7! = a7t %y !
I’anneau (Z/pZ, +, x) étant commutatif. La loi * est donc interne sur G.



ii) (Elément neutre)
L’élément neutre 1 est inversible et appartient donc a G et est un élément neutre pour (G, *).

iii) (Inverse)
Pour tout x € G,
(e HYt=2=a2'ecd

et est un inverse pour x dans G.

iv) (Abélien)
Enfin (Z/pZ,+, ) étant un anneau commutatif, * est commutative.

II résulte de ce qui précede que (G, x) est un groupe abélien (cf. 0.5.6.1).)

2) () On définit les applications :

v: G — G
r — 2?

w: G — G
y o ot

a) () Montrer que 7y et i sont des morphismes de groupes.
Solution : Pour tout groupe abélien (H, x) et tout entier k € N I’application

pe - H = H, 2 — 2"
est un morphisme de groupes. En effet :

p(zxy) = (xxy)* = "« yf p(x) * mly)

des que H est comutatif.

b) () Calculer yo et pory.
Solution :

i) (yop)

i) (po~y)

Ve G, uly(z)] = 7(2)F = (a*)= 277 = 1.

¢) () En déduire des relations liant Ker ~y et Im p d’une part, Im y et Ker x4 d’autre part.
Solution : II résulte immédiatement du calcul fait précédemment que :

Imp C KeryetImy C Kerp.



d) () Déterminer Kery et #(Ker ).
Solution :

Kery = {r € G;2° = 1}
= {2z € Z/pZ; »* = 1}
{r € Z/pZ; (x—1)(x+1) = 0}

Or Z/pZ étant un corps (cf. 1.3.4.11,) I’équation (x — 1)(x + 1) = 0 a pour solutions —1 et 1. Comme de
plus p est imppaire —1 # 1[p] d’ou

Kery = {—1,1} et #(Kery) = 2. 1

e) () Majorer #(Ker p).
Solution : , .
Kerp ={z € G,z =1} = {z € Z/pZ; z'2 = 1};

Autrement dit les éléments de Ker p sont les racines du polynéme X o1 puisque 0 n’est pas racine de
ce polynéme. Or ce polynéme a au plus ’%1 racines dans le corps (7./pZ, +, %) si bien que :

—1
#(Kerp) < P I

3) () Montrer qu’ily a ’%1 carrés non nuls dans Z/pZ i.e. éléments non nuls x qui s’écrivent z = y

avec y € Z/pZ.
Solution : Par définition méme de ~y, x est un carré non nul si et seulement si x € Im~y. Or d’apres le
corollaire I1.1.3.10

2

Imvy = G/Ker~y.
Il en résulte, en vertu de TD n° 1V, exercice A et question 2), d).1, que :

#my) = L2 ]

4) () Montrer que = € Z/pZ est un carré non nul si et seulement si

Solution : L’égalité ci-dessus signifie exactement que Kerpy = Im~y . Or on a déja montré a la
question 2), ¢).1 Im~ C Ker p . On a montré a la question 3) #(Im~) = p—gl et a la question 2), e).1
#(Kerp) < p—;l ce qui prouve 1’égalité demandée.



Exercice C: () (X?=2)
1) () Donner I’ensemble Q7 (resp.Q)o3) des carrés de Z /177 (resp.Z/237Z) i.e.
Q7 = {:c € ZJ)ATL; Iy € ZJ)1TL, x = yQ}(resp. Qa3 = {:c € ZJ)237; Iy € Z)237, x = yQ};

Solution :

) (Qi7)
DansZ/17Z on a:

-8 = & = 4
-7 =7 = =2
—62 = 62 = 2
-52 = 52 = 8
—42 = 4 = -1
—3? 32 = -8

d’ou

i) (Q23)
DansZ/23Z on a:

—9? 92 = -11
—8?2 82 = -5
_72 72 = 3
—62 62 = —10
—5? 5 = 2
—42 = 42 = 7
-32 = 32 =9
—22 = 22 =4
-12 = 127 =1

02 =0

d’oui
Q23 = {_117 _107 _77 _5707 1727 3747 6787 9} .

2) () Résoudre dans Z/3917Z I’équation X? = 2.
Solution : Remarquons que 391 = 17 % 23 que 17 et 23 sont premiers donc premiers entre eux et que
par conséquent on dispose de I’isomorphisme d’anneaux du théoréme chinois des restes (cf. cours 1.3.6.1 :)

v ¢ ZJ391Z — ZJ1TZ x 7.)23Z .

Pour x € 7/391Z, notons (y, z) = ~(x) € Z/17Z x 7Z/23Z. Puisque ~y est un isomorphisme d’anneaux,
on a alors :

22 = 2¢€Z/232 .

22 = 2
& (@) = ~(2)
& (@) = ~(2)
& (y,2)> = (2,2)
& (v%2%) = (2,2)
- {y = 2€ 7177
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II résulte de Ia question 1) que I’équation x> = 2 équivaut a
y = db6etz = £5 & (y,2) € § = {(—6,-5),(—6,5),(6,—5),(6,5)} .
finalement I’équation x> = 2 équivauta v € v~ (S). On remarque que
a €S & —a € S;

si bien qu’il suffit de calculer effectivement y~'(6,5) et v~'(—6,5) par exemple. Cela revient a résoudre

les systemes de congruence :
x 6 [17] x 6 [17]
{x 5 [23]} ot {x ' !

On sait que, quelle que soit la méthode utilisée pour résoudre ce systéeme on sera amené a disposer des
coefficients de BEZOUT (cf. cours 1.3.3.2,) que I’on peut calculer a I’aide de 1’algorithme d’Euclide (cf.
cours 1.3.3.5:)

1

o
™o
=S

g a u v
23 1 0
17 0 1
1 6 1 -1
2 5 =23
11 3 -4
d’ou il résulte que :
3%x23 — 4%x17 = 1. 2

On détaille ici trois maniéres de procéder méme si bien siir pour résoudre I’exercice une seule est
suffisante et qu’on peut méme employer toute autre méthode de son choix pourvu qu’elle aboutisse au
résultat. On sait de toute maniére, en vertu du corollaire (cf. cours 1.3.6.3,) que les systemes 1 posseédent
une unique solution dans Z/3917Z.

i) (Premiére méthode)
Résolvons le systeme :

11l
ol o
o=
L2
H,—/

¥

Ju € Z, x=64+17u et dJv € Z, x =5+ 23v

= 23v — 17u = 1
d’ou il résulte, d’apres 2 que w = 4 etv = 3 est une solution. Il s’ensuit que :
x = 6+68 = 5+69 = 74[391] 1

est la solution du systeme.

ii) (Deuxiéme méthode)
Il résulte toujours de 2 que :

69 = 1[17,69 = 0[23] , —68 = 0[17],—68 = 1 [23]
& v(69) = (1,0) et ~(—68)=(0,1).

1l s’ensuit, puisque v est un morphisme que
v(=6 %69 — 5% 68) = (—6,5)

si bien que :
r = —6%x69—5%68 = —754 = 28[391] 1

¥

est la solution du systéme

N1l
(2 BN @)
o =
|
—



iii) (Troisieme méthode)
On peut employer la méthode suivante pour résoudre le systéme :

{2 i)

On sait qu’alors il existe un unique couple (s, s3) avec

0<s1<17et0<s9 <23

tel quex = s;+ 17s5 [391]. On a alors s; = 6, et

So = %,;6 [23]
& S = —11x%(—4) [23]
& sy = 44 (23]
= 5 = 21
= 1z = 64 17%21[391]
si bien que :
xr = —28[391] 1

est solution du systeme et 1’on n’est pas surpris de trouver lopposé de ce qu’on a trouvé en ii). 1.
Il ressort de ce qui précéde que

¥ =2 e 2 € {-74,-28,28,74} .

Exercice D: () Etant donnés deux groupes abéliens (G, +) et (G, +), on notera (G; x G5, +)
I’ensemble des couples (z1,x3) 1 € G, 2 € G, muni de la loi + définie par

(x1,22) + (Y1,y2) = (21 + Y1, 22 + Yo) -

1) () Montrer qu’avec les notations ci-dessus, (G X Ga,+) est un groupe abélien dont on précisera
I’élément neutre. Donner 1’opposé de (x4, z5).

Solution : Pour tout (1, x2), (y1,y2) et (21, z2) des éléments de G x G,

(($1,$2) + (1, y2)) +(21,22) = (21 +y1, 22 +y2) + (21, 22)
= (x1 4+ + 21,02+ Y2+ 22)
— (xla ZEQ) + ((?/17 92) + (217 ZZ))

c’est-a-dire que + est associative.
— Par ailleurs

(ZL’l,l’Q) + (0,0) = (0,0) + (l‘l,ZL‘Q) = (ZL‘l,ZL‘Q)

c’est-a-dire que (0, 0) est un élément neutre pour +.
— Enfin,

(z1,22) + (=21, —22) = (=21, —12) + (21,72) = (0,0)
c’est-a-dire que (—x1, —x2) est I'opposé de (1, xs).
Il en résulte que (G, X Ga, +) est un groupe. Comme de plus

(x1,22) + (Y1, ¥2) = (21 + 1,22 +y2) = (y1,y2) + (21, 22)

puisque G et Gy sont abéliens, (G1 X G, +) est lui-méme abélien (cf. cours 0.5.6.i).)



Dans la suite on utilisera librement la notation

(Z*,+) = (ZxZ,+) .

2) () Soient a et b deux entiers relatifs non nuls, d leur pged et m leur ppcm. On notera a := da’
etb == db.

a) () Rappeler pourquoi on peut écrire d = au + bv avec u et v des entiers relatifs.
Solution : (cf. cours 1.3.3.3.)

b) () Rappeler pourquoi o’ et b’ sont premiers entre eux.
Solution : Comme d = au + bv, a = da’ etb = db', puisque d # 0 a'u + V'v = 1 c’est-a-dire, grice
au théoréme (cf. cours 1.3.3.3,) que @’ et b’ sont premiers entre eux.

¢) () Donner en la justifiant la relation liant a’, ¥/, d et m.
Solution : Tout d’abord
ald'b'd = ab' et bla'V'd = bd

si bien que m|a’t/d.

Réciproquement :
Vr € Z, alr et blz
= dz € Z, x = az et Jw € Z, x = bw
= az = bw
= da'z = dbw
= adz = bw
= a | w

on applique en effet le lemme de GAUSS (cf. cours 1.3.3.8,) puisque o’ et/ sont premiers entre eux d’apres
b). Il s’ensuit qu’il existet € Z tel que

w=dt =z =dw = ddbt = ddb|x = dd'Vt'|m

si bienqu’on a :
m = da'b . 1

3) () Avec les notations de la question 2), a), on définit I’application :

f: 72 — 72
(x,y) — (ux+vy,—bz+dy)

a) () Montrer que f est un morphisme de groupes de (Z?, +) dans lui-méme.
Solution : Pour tout ((x1,1), (22,92)) € Z* x Z*, on a:

F((z1,91) + (22,92)) f (21 + 22,91 + 42)
= (ux (z1 4 229) + v * (1 + 92),
=V % (21 + 22) + ' * (11 + 12))
(uzy +vyr, —b'z1 + d'yr)
+(uws + vy2, —b'as + ')
= f(z1,y1) + f(x2,92)

ce qui prouve que f est un morphisme de groupes (ct. cours 0.5.6.ii).)



b) () Montrer que f est bijective et déterminer son application réciproque g.
Solution : Pour tout (z,t) € Z* on résout I’équation d’inconnue (z,y) € Z* :

flzy) = (1) I
qui équivaut a :
ur + vy = z
Ver+dy = t
ur + vy = z
(du+bv)x = dz—vt| "
Or d’apres la question 2), b), a’u + V'v = 1 si bien que I’équation 1 équivaut a :

ur +vy = z
x = dz—ut
x = dz—vt
<:> / / /
(du+bv)y = bz+ut
- x = dz—ut
y = bz+ut.
Il en résulte que pour tout (z,t) € Z?, I’équation 1 posséde une unique solution ce qui assure que f est
bijective. Qui plus est on a déterminé ci-dessus cette solution en fonction de (z, t) ce qui définit I’application
réciproque g de f par :

g: 7 — 7?2
(z,t) — (dz—vt,bz+ut).

¢) () Rappeler pourquoi g est un morphisme de groupes.
Solution : Cela peut se voir directement sur I’expression de g établie en b).2 et qui permet de mener un
calcul exactement analogue a celui de a). On peut aussi appliquer le résultat (cf. cours 1.3.6.1.)

4) () On définit les applications :

p:  Z? — ZJdZ x Z/mZ
(z,y) — (xmodd,ymodm)

g: 7? — ZJaZ x LJbT
(z,y) — (rmoda,ymodbd) .

a) () Montrer que p (resp. ¢, ) est un morphisme de groupe de (Z?, +) dans (Z/dZ x Z./mZ, +) (resp.
(Z)aZ x Z/bZ,+) ; puis que p o f et g o g sont des morphismes de groupes.
Solution :

i) (p et q sont des morphismes)
On fera la vérification pour p, celle pour q étant exactement la méme.

V(x1, 1) € 27,

V(za,y2) € 2%, p((x1,51) + (22,92)) = P21+ 22,51 + ¥2)
= (21 +x9modd,y; + y2 modm)
= (zymodd + x5 modd, y; modm + y, modm)
= (21 modd,y; modm) + (xo modd, yo modm)
= p(w1,y1) + p(z2, Y2)

ce qui prouve que p est un morphisme de groupes (cf. cours 0.5.6.ii).)



ii) (Composées)
La composée de deux morphismes de groupes est encore un morphisme de groupes; ce qu’on peut
vérifier dans le cas particulier :

Y(z1,11) € 72,

V(z2,92) € Z2, p[f((z1,51) + (22,12))]

p(f(%, Y1) + f(2, 92))
p(f('r17y1>)
+p(f(£172,y2))

b) () Déterminer Ker p et Ker q.
Solution :

V(z,y) € Z°, q(z,y) = (0,0)
& xmoda = 0 et ymodb = 0
& x =0[a et y = 00
si bien qu’on en déduit :
Kerqg = {(az,by)(z,y) € Z*} et Kerp = {(dz,my)(z,y) € Z*} . I

¢) () Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes
" (Z)aZ x Z)VZ,+) — (Z/dZ x Z]mZ,+)

(resp. .g' : (Z/dZ x Z)mZ,+) — (Z]/aZ x Z)VZ,+) )

tel que
floq=po f(resp.g' op=qog.)

Solution :
i (f")

V(ax,by) € Kerq, p(f(az,by)) = plauz+ boy, —Vaz + ba'y)
= (d(d'uz + b'vy) modd, m(zx — +y) modm)
= (0,0)

en utilisant question 2), c).1. Si bien que Ker ¢ C Kerpo f et que d’apres (cf. cours 1I.1.3.7.i)i)l existe
un unique morphisme

f" i Imq — Z/dZ x Z/mZ tel que f'oq = po f.
Or q est surjective et par conséquent Im q = Z/aZ x 7./bZ ce qui donne le résultat.
i) (g')
Pour tout (dz, mt) € Ker p, on a, en utilisant I’expression de g donnée en question 3), b).2 :

q(g(dz,mt)) = q(a*dz—wvmt,—b'dz + umt)
a(z —vb't) moda, b(—z + ua't) modb

(
= (0,0).

Si bien qu’on obtient un morphisme ¢’ répondant a la question par le méme argument que précédem-
ment.
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d) () Pour des applications

u: X —-Y,v:X —-Yetw : W — X

avec w surjective, montrer que

U =V < UOoO W =7 ow.

Solution :

i) (Sens direct)
Ilestclairqueu = v = uow = vow.

ii) (Sens réciproque)

Vae X, 3 € W, a = w(f) = ula) = w(w(B)) = v(w(p)) = v(a).

e) () Montrer finalement que f’ et ¢’ sont inverses 1’un de I’autre c’est-a-dire qu’on a construit un
isomorphisme de groupes

(Z)aZ x Z)VZ,+) = (Z/dZ x Z/mZ,+) .

Solution : On a :
floglop = flogog = pofog =p=1Idop
d’ou, d’apres le point précédent, ' o ¢ = Id.
De méme
g'ofloq=gopof =yqogof=yq=Idog
dougof =q.

f) () Peut-on déduire ce résultat d’un théoreme connu lorsque d = 1 7 En d’autres termes quel résultat
avons-nous généralisé ici?

Solution : Dans le cas ou d = 1 I’isomorphisme ¢’ est donné par le théoréme chinois des restes (cf.
cours 1.3.6.1.)
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La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, télé-
phones mobiles, objets connectés et documents ne sont pas autorisés.

ExerciceA: () 1) () Soit

Décomposer s en produit de cycles a supports deux a deux disjoints, donner la signature de s et calculer
2015
S .

2) () Quelle est le plus grand ordre possible pour un élément de 53¢ 7 Les éléments d’ordre maximal
ont-ils tous méme signature ?

Exercice B : () (Le groupe de Klein)
0) () (Questions de cours)

a) () Rappeler la définition du groupe symétrique S,, et du groupe alterné A,, pour n € N*. Donner
le nombre d’éléments #(S,,) (resp. #(A,),) de S,,, (resp. A,,) en fonction de n.

b) () Soit GG un groupe.

i) Quand dit-on que deux éléments x et y de G sont conjugués ?
ii) Rappler ce que signifie que H est un sous-groupe distingué de G,

iii) Si H est un sous-groupe distingué de GG, rappeler la définition du groupe quotient G/ H.

Soient v; := (12)(34)etvy = (13)(24) des éléments de S;.

1) () Calculer

a) () vz == 109,
b) O

V2, v, vl
¢) () pour

{a,b,c,d} = [1;4], (ab)(cd)(ac)(bd).



On note
X = {v,v,v3} etV = X U {Id}.

2) O a) () Montrer que V' est un sous-groupe de A4 et donner sa table de composition.
Indication : On pourra utiliser la question 1), b) et la question 1), c).

b) () Que dire de I’application :

V — 727 x Z)2Z.
Id — (0,0)

vy — (1,0)

vy +— (0,1)

vy — (1,1)7

¢) () Déterminer I’ensemble des éléments de type cyclique (2, 2) dans S.
d) () Montrer que, pourtoutz € X ettouts € Sy, sxs~ ! € X.

e) () Déduire de ce qui précede que V' est un sous-groupe distingué de S, et de Aj.

On note
A Ay = K = Ayf/Vetm : S — Q = SV

les groupe quotients munis de leur surjection canonique respective.
3) 0 a) () Donner le nombre d’éléments #(K) (resp. #(Q),) de K (resp. Q).)

b) () Montrer que K est isomorphe a Z/3Z.

On note désormais S(X') I’ensemble des bijections de X dans lui-méme (ou X = {v;, vy, v3} est
I’ensemble des éléments de type (2,2) déja considéré préalablement.)

4) (O a) () Rappeler comment le résultat de la question 2), d) permet de définir un morphisme de
groupes

b) () Montrer que V' C Ker ¢ et en déduire qu’il existe un morphisme de groupes
Y Q — S(X) telque v o = ¢.
¢) () Pour{a,b,c,d} = [1;4], calculer
(be)(ab)(cd)(be) .

d) () Déduire de ce qui précede que () = Ss.

Exercice C : () (Autour de I’irréductibilité et du critére d’Eisenstein)
(Notations)

i) (PGCD PPCM)
Pour deux éléments a et b d’un anneau A, on note a A b (resp. [a, b]) leur PGCD (resp. leur PPCM)
lorsqu’il existe (typiquement pour A = Zou A = K[X] avec K un corps.)



i) (2)
On introduit le symbole (+00) ¢ Z et on définit : Z := Z U {(+o0)}. On prolonge ’addition +
et la relation d’ordre < de Z a Z par les formules :

Zy)
VneZ, n + (+o00) = (+00) + n = (400),
(+00) + (+00) = (+00);

VneZ n < (+o0) & n < (+oo)etn # (+00);

(+o0) < (400).
L’ensemble N est évidemment défini comme N U {(+c0)} C Z, et hérite de la structure donnée
par Z,) et Zs).

iii) (P)
On note P C N I’ensemble des nombres premiers.

1) () (Valuations p-adiques)
Soitp € P.

a) () Pourtoutx € Z, x # 0, montrer qu’il existe un unique couple (r,,y,) € N x Z tel que :

xr =pry.etpAy, = 1.
Dans la suite on notera

Ve €Z, x # 0, vy(z) = ryetv,(0) := (+00)

qu’on appelle la valuation p-adique de r. On définit donc ainsi, pour tout p € P, une application
v, + L — N.

b) () Pourtoutx € Q, = # 0, montrer qu’il existe un unique triplet

Ty
d,’
On peut donc prolonger I’application v, en une application v, : Q — Z en posant

(rg,ng,dy) € ZxZxNtelquex = p'* nANd, =1, pAd, = letpAn, = 1.

vp(z) == r, Vo € Q\{0}etv,(0) := (4+00).

Pour tout z € Q\ {0}, on notera

S(z) ={p € P; vy(x) # 0} et S(0) := P.

¢) () (Propriétés de v,)
Etablir les propriétés suivantes de vp

Vall)
Ve e Z, Yy € Z, zly = Vp e P, vy(z) < v,y(y) .-

Valy) Pour tout x € Z \ {0}, (resp. tout x € Q \ {0},) S(x) est un ensemble fini éventuellement
vide et que I’on a

r =€ H P e € {~1,1} .

peS(z)



Vals) La réciproque de Val,) est vraie.

Val4)
VeeQ,z€Z < v(x) > 0Vp € P.

Val5)

Ve e Q, vy eQ Vp el u(ry) = vp(x) + vy(y) et vp(z +y) > min(vy(z), vy(y))

avec égalité dans la derniere inégalité si v,(x) # v,(y).
Valﬁ)

\V/(i’,y) c (Z\{O})z’ IE/\y Hpmln vp(x),vp(y)) et l‘ y Hpmax vp(x),vp(y))

peEP peP

2) () Posons :

VP eQ[X], P = > aX' VpeP,

i=0
SiP £ 0 Vy(P) = mindy(v,(a))
S(P) == {p € P;V,(P) # 0}
siP =0 Vo(P) = (400)
S(P) = P.
a) () Pourtout P € Q[X]\ {0}, vérifier que :
Val[X];)
VPeQ[X], P € ZIX] & V,(P) > 0Vp € P.
Val[X],) L’ensemble S(P) est fini.
Soient
deg(P) _ deg(Q)
P = Z a; X'et ) = Z b X
i=0
des éléments de Q[ X\ {0} etp € P.
On pose
deg(R
Z .
b) () Ecrire {¢i}o<i<deg(r) €n fonction des
{aitocicdeg(p) €t {bito<i<des(q) -
¢) () En déduire que :
VO < k < deg(R), V0 <i < deg(P), VO < j < deg(Q), i+j = k
= vp(er) = vplai) + vy(by)
> Vp(P)+V,(Q)



d) () Justifier ’existence de m (resp. n) le plus grand entier 0 < i < deg(P), (resp. 0 < j < deg(Q),)
tel que

vplai) = Vu(P) (resp. vp(b;) = V,(Q) )
Montrer que
Up(Cmin) = Vp(P) + V,(Q) .

e) () Etablir finalement que
¥(P,Q) € (QIX]\{0})*, ¥p € P, V,(PQ) = V,(P) + V,(Q).

3) () (Irréductibilité des polynomes a coefficients entiers)
Soit P € Z[X] \ {0}. On suppose qu’il existe

(Q.R) € (QXI\Q)*| P = QR.

a) () Pour tout p € P, montrer qu’il existe a € Z \ {0}, tel que :
1) soit

V(aQ) > 0et V,(-R) > 0,
il) soit

V(aR) > 06t V,(-Q) > 0.
b) () En déduire qu’il existe

(@, R) € (ZIXI\{-L1})" | P = RiQ:.

¢) () Etablir finalement qu’un polynéme P € Z[X] \ {0} unitaire est irréductible dans Z[X] si et
seulement si il ’est dans Q[X].

4) () (Le critere d’Eisenstein)

Pour p € P un nombre premier, on note F, := (Z/pZ,+,*) le corps a p éléments et pour tout

a € Z,a sa classe dans F,.
deg(P deg(P

Pour P := Z a; X' € Z[X], onpose P := Z @ X' € F,[X].
On dit que Pvériﬁe Tsi:
T 1 Gaegry = 15 vp(ag) = Let vy(a;) > 0, V1 <i < deg(P).

a) () Poura € Z,exprimer la conditiona = 0 al’aide de v,(-).
b) () Rappeler pourquoi
VPEZIX],VQEZIX], P+Q = P+QetPxQ = P*Q.
¢) () Montrer que pourtout P € Z[X], tout Q € Z[X], P vérifie f et Q| P entraine Q = +X4&(@),
d) () Pour tout

deg(Q) deg(R)
PeZ[X ZbXZeZ ZCZXZEZ
montrer que P = @ * R, P satisfait {, deg(Q) > 0, deg(R) > 0 entraine v,(by) > 0etvy(cy) > 0.
e) () Déduire de ce qui précede que pour P € Z[X], P vérifie T entraine P est irréductible.

f) () Montrer finalement qu’il existe des polyndmes irréductibles de tout degré dans Q[.X].
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ExerciceA: () 1) () Soit

(1 234
ST l10 7 4 8

Décomposer s en produit de cycles a supports deux a deux disjoints, donner la signature de s et calculer
2015
S .

o ot

6 7 8 9 10 c s
2536 1 10

Solution : On a
S = (]. 10)(27596)(348) — C(C1C2C3

avec
c1 = (110), ¢a := (27596) et ¢5 := (348).

On peut alors déterminer la signature de s soit en disant que s posséde v(s) = 3 orbites et que
o(s) = (=10 = (=1)7 = —1 (cf. I1.2.4.1.ii);)

on peut aussi utiliser le corollaire 11.2.4.4 qui assure que o(s) = o(c;) * 0(ca) * o(c3), puis la formule
donnant la signature d’un ¢-cycle.

On constate ensuite que c;, ¢y et cs sont d’ordre respectif 2, 5 et 3 égal a leur longueur (cf. 11.2.2.1.)
De plus les cycles c; ,1<i<3 €tant a support deux a deux disjoints ils commutent (cf. 11.2.2.5,) si bien qu’en

remarquant que
2015 = 1]2], 2015 = 0[5] et 2015 = 23],

ona:
2015 _ 2015 2015 2015 _ 2 _
s =] "%y Cxey 0 = cxc; = (110)(384) .

2) () Quelle est le plus grand ordre possible pour un élément de 53¢ 7 Les éléments d’ordre maximal
ont-ils tous méme signature ?

Solution : On sait que, dans un groupe, les éléments d’une méme classe de conjugaison ont tous méme
ordre (cf. 11.1.3.3.) De plus, dans le groupe symétrique, on sait qu’une classe de conjugaison est caractérisée
par le type cyclique commun de ses éléments (cf. 11.2.3.5.a),) dont I’ordre est alors le Ppcm des longueurs
des cycles qui le décomposent. I suftfit donc de faire la liste des types cycliques possibles pour les éléments



de Sy et de donner I’ordre correspondant :

Type cyclique ordre

(2) 2
(2,2) 2
(2,3) 6
(2,4) 4
(2,5) 10
(2,6) 6
(2,7) 14
(2,8) 8

(2,2,2) 2
(2,2,3) 6
(2,2,4) 4
(2,2,5) 10
(2,2,6) 6
(2,3,3) 6
(2,3,4) 12
(2,3,5) 30
(2,4,4) 4

(3) 3
(3,3) 3
(3,4) 12
(3,5) 15
(3,6) 6
(3,7) 21

(4) 4
(4,4) 4
(4,5) 20
(4,6) 12

(5) 5
(5,5) 5

6) 6

(7) 7

(8) 8

9) 9
(10) 10.

Il s’ensuit que I’ordre maximal pour un élément de Sy est 30 et qu’il correspond aux éléments de type
cyclique (2,3, 5). Tous ces éléments appartenant 4 une méme classe de conjugaison, ils ont méme signature.

Exercice B : () (Le groupe de Klein)
0) (O (Questions de cours)

a) () Rappeler la définition du groupe symétrique S,, et du groupe alterné A,, pour n € N*. Donner
le nombre d’éléments #(S,,) (resp. #(A,),) de S,,, (resp. A,,,) en fonction de n.

Solution : Le groupe symétrique S,, est le groupe des bijections de 1’ensemble [1;n] des n premiers
entiers naturels, muni de la loi de composition des applications (ct. cours 1I.2.1.1.ii),) et le groupe alterné
A,, est le sous-groupe de S,, constitué des éléments de signature 1 encore appelés permutations paires (cf.
cours 11.2.4.5.1).)



b) () Soit GG un groupe.

i) Quand dit-on que deux éléments x et y de G sont conjugués ?
ii) Rappler ce que signifie que H est un sous-groupe distingué de G,
iii) Si H est un sous-groupe distingué de G, rappeler la définition du groupe quotient G/ H.
Soient v; := (12)(34) etvy = (13)(24) des éléments de S;.
1) () Calculer

a) () v3 = V109,
Solution : On a
vy = vivy = (12)(34)(13)(24)

d’ou :

v3(l) = wvrxwe(l) = 4
U3(2) = Ul*UQ(Q) = 3
v3(3) = wvrxwa(3) = 2
’03(4) = ’Ul*’UQ(4) = 1.

Il en résulte que vs = (14)(23).

b) O

Vi, vy, v,

Solution : On a

o = [(12)B4)P = (12)(34)(12)(34) = (12)(34)(12) = (12)°* = Id,

de méme
@ = [(13)24)P = (13)(24)(13)(24) = (13)24)(13) = (13)° = 1d,
enfin
v = [(14)(23)]2 = (14)(23)(14)(23) = (14)(23)*(14) = (14 = 1d .
¢) () pour
{a,b,c,d} = [1;4], (ab)(cd)(ac)(bd).
Solution :
(ab)(cd)(ac)(bd) = (ad)(bc) .
On note
X = {v,v,v3} etV = X U {Id}.
2) O a) () Montrer que V' est un sous-groupe de A4 et donner sa table de composition.

Indication : On pourra utiliser la question 1), b) et la question 1), c).

Solution : II résulte de la question 1), b) que pour tout1 < i < 3v? = Id, et de la question 1), ¢),
que, pourtoutl < i < 3toutl < j < 3vv; = v;u; = v ou{i,j,k} = [1;3]. On peut donc écrire
la table de composition suivante :

Id vy v w3
Id Id v; vy w3
vy vy Id vy vy
vy vy vz Id g
vs v3 vy v Id
Cette table assure que la loi de composition est interne sur V, et que tout élément est son propre inverse.
Ainsi V' est un groupe. Par ailleurs les éléments de V' sont tous de signature 1 si bien que V' est un sous-
groupe de Aj.



b) () Que dire de I’application :

V = ZJ2ZxL)2Z
Id — (0,0)
vy — (1,0)
vy +— (0,1)
vy — (1,1)7

Solution : C’est un isomorphisme de groupes.

¢) () Déterminer I’ensemble des éléments de type cyclique (2, 2) dans Sj.
Solution : Si s € S, est un élément de type cyclique (2, 2) il existe des éléments a, b, ¢, d deux a deux
distincts dans [1;4] tels que s = (ab)(cd). On constate alors qu’on a nécessairement

s = (12)(34) = vious = (13)(24) = vyous = (14)(23) = v

si bien que ’ensemble des éléments de type cyclique (2, 2) est exactement I’ensemble X.

d) () Montrer que, pourtoutz € X ettouts € Sy, sxs ' € X.
Solution : On a vu en c) que X est I’ensemble des éléments de type cyclique (2,2). C’est donc une
classe de conjugaison si bien que pour touts € Syettoutx € X, sxs™ ' € X.

e) () Déduire de ce qui précede que V' est un sous-groupe distingué de S, et de A,.

Solution : D’apres a), V' est un sous-groupe de A, C Sy donc en particulier aussi un sous-hgroupe de
Sy.

De plus on a montré en d) que X est stable sous I’action de S, par conjugaison. Comme il en est
évidemment de méme de {Id}, V' est distingué dans S,. Il I’est a fortiori dans Ay C Sj.

On note
A Ay - K = 4/Vetm : S — Q = &)V

les groupe quotients munis de leur surjection canonique respective.

3) 0 a) () Donner le nombre d’éléments # (K) (resp. #(Q),) de K (resp. Q.)
Solution : Il découle de la définition méme de V' que #(V') = 4, et ’on a donc :

_ _ o #A) 12
#(K) = #(A4/V) = (V) -7 3
et
_ _ #(S) 24
#(Q) = #(Su/V) = 40 " 1 6.

b) () Montrer que K est isomorphe a Z/3Z.
Solution : Si on le connait on peut utiliser le résultat qu’un groupe de cardinal premier p est isomorphe

arllpl.
Sinon, puisque #(K) # 1, il existe un élémentx € K,z # 1. Le théoréme de Lagrange assure que
I’ordre de x divise 3 i.e. ¥> = 1et2z? # 1. Comme on ne peut pas non plus avoir x> = x qui entrafnerait

r = 1,onendéduit K = {1,z,2%}.
Des lors le morphisme de groupe
7Z — K,n— x"

se factorise en un isomorphisme
7/37 = K .



On note désormais S(X ) ’ensemble des bijections de X dans lui-méme (ou X = {v;,v9,v3} est
I’ensemble des éléments de type (2, 2) déja considéré préalablement.)

4) (O a) () Rappeler comment le résultat de la question 2), d) permet de définir un morphisme de
groupes

6 S — S(X).

Solution : Pour tout s € S, et tout z € X, on a montré a la question 2), d) que sxs~* € X.II
s’ensuit que pour s fixé, x +— sxs~\, est une application de X dans lui-méme. De plus x +— s lzs— 17"
étant son application réciproque, c’est une bijection de X dans lui-méme qu’on notera ¢(s). On définit ainsi
une application ¢ : Sy — S(X).

Or pour tout (s,t) € Sy X Sy, ettoutr € X,

P(st)(x) = sta(st)” = stat™'s™ = ¢(s)[tat™"] = o(s)[6(t)(x)] = d(s) 0 o(t)(x)

ce qui assure que ¢ est un morphisme de groupes.

b) () Montrer que V' C Ker ¢ et en déduire qu’il existe un morphisme de groupes
Y Q — S(X) telque v o = ¢.
Solution : Pour toutv € V, ettoutx € X, enparticulierx € V.CommeV estun groupe abélien (cf.
question 2), b)question 2), a),)
vr = av = vav ' = 2 = ¢(v)(z) = 2 = é(v) = ldy = v € Kerg.
11 s’ensuit que ¢ se factorise en un morphisme de groupe

Y Q = 8)V — S(X) telque Y o = ¢.

¢) () Pour{a,b,c,d} = [1;4], calculer

(be)(ab)(cd)(be) .

Solution :

(be)(ab)(cd)(be) = (cba)(dch)
= (acb)(cbd)
= (ac)(cb)(cb)(bd)
= (ac)(bd).

On peut aussi faire le calcul de la maniére suivante :

(be)(ab)(cd)(be) = (be)(ab)(be)(be)(ed)(be)



d) () Déduire de ce qui précede que (Q = Ss.
Solution : La bijection

induit un isomorphisme v : S(X) = S;. Il découle de c) que :

Pl(23)](v1) = v
P[(23)](v2) =
o[(23)](vs) = w3
P[(24)](v2) = w3
Pl(24)](v3) = wv2
Pl(24)](v1) = .

Donc finalement
v[ol(23)] = (12)etv[¢[(24)]] = (23).

Or (12) et (23) engendrent S, si bien que Imv o ¢ = Ss. 1l en résulte que v o ¢ est un morphisme
surjectif. Puisque v est un isomorphisme, il s’ensuit que ¢ est un morphisme surjectif. Cela entraine que 1)
est un morphisme surjectif. Or

#(Q) = #(S(X)) = #(Ss)
si bien que 1) est un isomorphisme et

voy 1 @ = 53

est I’'isomorphisme désiré.

Exercice C : () (Autour de I’irréductibilité et du critére d’Eisenstein)
(Notations)

i) (PGCD PPCM)
Pour deux éléments ¢ et b d’un anneau A, on note a A b (resp. [a, b]) leur PGCD (resp. leur PPCM)
lorsqu’il existe (typiquement pour A = Zou A = K[X] avec K un corps.)

i) (2)
On introduit le symbole (+00) ¢ Z et on définit : Z := Z U {(4o0)}. On prolonge ’addition +
et la relation d’ordre < de Z a Z par les formules :
Zy)
VneZ,n+ (+o00) = (+00) + n = (400),

(+00) + (+00) = (+00);

VneZ n < (+o0) & n < (+oo)etn # (+00);

(+00) < (400).
L’ensemble N est évidemment défini comme N U {(+c0)} C Z, et hérite de la structure donnée
par Z,) et Zs).

iii) (P)
On note P C N I’ensemble des nombres premiers.



1) () (Valuations p-adiques)
Soitp € P.

a) () Pourtoutz € Z, = # 0, montrer qu’il existe un unique couple (7., y,) € N x Z tel que :

r = prysetpAy, = 1.

Solution :

i) (Existence)

Pour tout x € 7, on a toujours 1 = p°|x si bien que R := {r € N; p’|lz} # 0. De plus, p"|x
entraine, pour v # 0, [p"| < |z|. Commep > 2, Vr € N, r < p". Il s’ensuit que R est borné par |x|
et possede donc un plus grand éléments r,. Il existe donc y, tel que vt = p"*y,. Par construction p fy,.
Comme de plus, p A y.|p, p Ay € {—p;—1;1;p} donc p Ay, = 1. On a ainsi prouvé I’existence du
couple (7, Yy)-

ii) (Unicité)
Si (r,y) et (s, z) sont deux couples répondant a la questionon ap™y = x = p°z. Sir # s, on peut
supposerr > s, d’ou
Pt ELetp iy = 2.

Ceci entraine p|z qui contreditp A z = 1. onadoncr = s quientrainey = 2z ce qui prouve I’unicité du
COllp16 (Txa yx)

Dans la suite on notera
Ve eZ, v # 0, vy(z) := ryetv,(0) := (400)
qu’on appelle la valuation p-adique de z. On définit donc ainsi, pour tout p € P, une application

v, L — N.

b) () Pourtoutz € Q, x # 0, montrer qu’il existe un unique triplet

(resng,dy) € Zx7Z x N telquex = p”ﬂ%,nm/\dm =1,pAd, = letpAn, = 1.

Solution :

i) (Existence)
Pourtoutz € Q, xz # 0, il existe un couple (n,d) € 7Z x N* tel que

T = %etd/\n = 1.

D’apres la question précédente, on peut écrire
n = p*Mn,etd = prd, .

n . N . o .
Posons alors r, == v,(n) —v,(d). Onaalorsx = p'™ d—m Le fait quen Ad = 1 entraine bien évidemment
que d, A n, = 1 quant au fait que :

pAd, = letpAn, = 1,

il découle de la définition méme de v,. On a ainsi assuré I’existence de (7, ny, d, ).



ii) (Unicité)
L’unicité est une conséquence facile du lemme de GAUSS.

On peut donc prolonger I’application v, en une application v, : Q — Z en posant
vp(x) == r, Vo € Q\{0}etv,(0) := (+00).

Pour tout z € Q\ {0}, on notera

S(z) == {p € P; vy(x) # 0}et S(0) := P.

¢) () (Propriétés de v,)
Etablir les propriétés suivantes de vp

Vall)
Ve e Z, Yy € Z, zly = Vp e P, vy(z) < v,y(y) -

Valy) Pour tout x € Z \ {0}, (resp. tout z € Q \ {0},) S(x) est un ensemble fini éventuellement
vide et que I’on a

=€ H P e € {~1,1} .

pES(z)
Val3) La réciproque de Val,) est vraie.

Va14)
VeeQ, z€Z & v(x) > 0Vp € P.

Val 5 )

Vo € Q, Vy € Q Vp P, uylzy) = vp(x) + vy(y) et vy(e +y) > min(v,(x), vy(y))

avec égalité dans la derniere inégalité si v,(x) # v,(y).

ValG)
2 mlnv V. maxv ,U
V(z,y) € (Z\{0})", any = []pm"r@m®D et [z,y] = J]pmere®)
peP peEP
Solution :
Val,) Siy = 0,

VpEeP, vly) = (+00) = vy(x) < v,(y)

(cf. ii).72).) Siy # 0,zly = x # 0. Il existe alors (r,2’,s,%') comme en a) tel que v = p'a’ et
y = p'y.Or

r—s ./

(T>setx|y) = p 2|y = ply

ce qui contredit la définition de y'. On a donc

zly = vp(z) < vy(y) .



vab) ) (@ € Z\{0})
Soit zy := x € 7\ {0}. Remarquons que si zo € {—1,1}, S(X) = . Sinon, soit py € S(xo).

Upg (wo)

Ecrivons alors Ty = pg x1. Il découle de Val;) que S(xy) = S(x1) U {po}. Par ailleurs, |x;| < |zo] .
On peut donc ainsi construire par récurrence une suite (,,) ,,en d’entiers relatifs et une suite (p,) ,nen
de nombres premiers telles que

S(@nt1) = S(@n) U {pn} et [Tnia1] < |2
II existe alors un plus petit entier ng tel que |z,,,| = 1, c’est-a-dire S(x,,) = 0. Il en résulte que

no—1

S(x) = S(zo) = |J{pn}
n=0
qui est bien un ensemble fini. Il résulte de plus, presqu’immédiatement de la construction précédente que

Vo e Z\{0}, x = ¢ [] p*@, e € {-1,1}.
peS(x)

i) (x € Q\{0}

Pourz € Q\ {0}, écrivons z = ¥t et on conclut en appliquant le résultat précédent an et d.

Val;) Découle immédiatement de Val,).
Valy) Découle pour ainsi dire de la définition de v,,.

Vals) i) (Produit)
Six = Oouy = 0,

vp(y) = vp(0) = (+00) = vp(z) + (+00)ouwy(y) + (+o0)

(cf. ii).7,1).)

. = . — Tn J— sm — —
Sinon, écrivons comme en b) x = p'Sety = p’Tavecr = vy(v)ets = uvy(y). Alors
— +snm
vy = pGe

(p fnetp fm = p fmn)et (p fdetp fe = p fed)
d’apres le lemme de GAUSS. Il s’ensuit que

vp(xy) = 1+5 = vp(x) + vp(y)-

ii) (Somme)

sizx = Oouy = 0, le résultat est immédiat. Sinon supposons v,(z) < v,(y) et écrivons comme en b)

x = p'Sety = p*2. 1l vient alors

_ pne+p'md ne+p*"md

Tty de p de

comme p fde,
v(r+y) > r = v(x) = min(v,(x),v,(y)) -

sir < s,

plp*™" = p fne+p""md = vy(z+y) =1 = vy(x) = min(vy(x), v,(y)) -

Valg) Est une conséquence presque immédiate des propriétés Valy) a Vals).



2) () Posons :

é
VPeQ[X], P =) aX' VpeP,

i=0
siP # 0 Vo(P) = minfzo(vp(ai))
S(P) == {p € P;V,(P) # 0}
siP =0 Vo(P) = (400)
S(P) = P.
a) () Pourtout P € Q[X]\ {0}, vérifier que :
Val[X];)
VP eQX], P € Z[X] & V,(P) > 0Vp € P.
Val[X],) L’ensemble S(P) est fini.
Solution :
Val[X]l)
5
VP =) a4, X' € QX], P ¢ Z[X]
i=0
& V0<i<d,a;, € Z
& VO<i<d,VpeP, vya;)) > 0
=4 Vp € P, minogigg(’Up<CLi>) Z 0
& VpeP, Vp(P) = 0
en utilisant question 1), ¢).Valy).
Val[ X]5)
6 .
VP =) ;X' € Q[X]\{0}, Vpe P, V,(P) > 0
i=0
= minogigg(vp(ai)) Z 0
= 30 <i <dvy(a;)) > 0
= € S(az)

il s’ensuit que

srp)y c | Sa)

0<i<é
qui est donc fini.
Soient
deg(P) _ deg(Q) A
P = Z a; X'et ) = Z b; X"
=0 =0
des éléments de Q[ X\ {0} etp € P.
On pose
deg(R) ‘
R:=PQ = )Y cX'.
=0

10



b) () Ecrire {¢i}o<i<deg(r) €n fonction des
{@i }o<i<deg(P) €t {b; fo<i<deg(Q) -
Solution :

V0 < k < deg(R), ¢ = > ;. I

i+j=ki(i,j)ENxXN

¢) () En déduire que :

V0 <k <deg(R), VO <i<deg(P), V0 <j <deg(Q), i+
= vp(cx)

AVAAVARI
’EC
—~

&
~
_I_
’EC
—~
QG‘
~—

Solution : Découle de b).1 et question 1), c). Vals).

d) () Justifier ’existence de m (resp. n) le plus grand entier 0 < i < deg(P), (resp. 0 < j < deg(Q),)
tel que

vplai) = Vu(P) (resp. vp(b;) = V,(Q) )
Montrer que
Up(Cman) = Vp(P) + V,(Q) .

Solution :

i) Par définition V,,(P) = ming<jaeg(p)(vp(as)). I existe donc 0 < i < deg(P), tel que vy(a;) =
V,(P) puisque [0; deg(P)] C N est un ensemble fini. Par conséquent {i € [0;deg(P)]; vy(a;) = V,(P)}
est une partie finie non vide de N qui posséde donc un plus grand élément m.

ii) ona,envertudeb).l:

Cran = E axb;

i+j=m+n
m—1 mm-+n
= E aibernfi + ambn + E aibernfi
=0 i=m+1
m+n m-+n
= b, + E aernfjbj E aibernfi .
m+n m+n
Posons alors B := E Upyn—jbj et A = E ;b in_;. 11 découle alors de question 1), c).Vals)
j=n+1 i=m+1

que
up(A) > vplam) +V,(Q) = Vu(P) 4+ V,(Q) et vp(B) > vp(by) + Vo (P) = V,(Q) + Vi(P) .
On a alors
Vo(R) < vp(emin) = vplambn + A+ B) = vy(ambn) = Vu(P) + V,(Q)

en utilisant encore question 1), c). Vals).

11



e) () Etablir finalement que

Y(P,Q) € (Q[X]\ {0})%, ¥p € B, V,(PQ) = V,(P) + V,(Q).

Solution : L’égalité
Vo(R) = Vi(P) + V,(Q)

résulte alors de la minoration donnée en d) et de la majoration donnée en c).

3) () (Irréductibilité des polynomes a coefficients entiers)
Soit P € Z[X] \ {0}. On suppose qu’il existe

(Q.R) € (QX]\Q)*|P = QR.

a) () Pour tout p € P, montrer qu’il existe a € Z \ {0}, tel que :
1) soit
1
Vo(aQ) = Oet V,(=R) = 0,
a
i1) soit
0.

1
V(aR) > 0etV,(-Q) >
< V,(P) et de question 2), e) que :

Solution : Il résulte de question 2), a). Val[ X]), que 0

Vo(Q) + Vp(R) = Vo(QR) = Vy(P) > 0. I

x) SiV,(Q) > 0etV,(R)>0,a = 1 convient.

T) Sir = V,(Q) < 0, il découle que I que V,,(R) > r. En prenant alors a := p" on se trouve dans
la situation 1).

1) Sinon on est dans la situation ii).

b) () En déduire qu’il existe

(QuR) € (ZIXI\{~1;1}))*|P = RiQ: .

Solution : II résulte de la question précédente que, pour tout p € S(Q) U S(R) il existe a, € Q tel que
Vy(a,@) > 0 etV;,(iR) > 0. Posons

1
Q1 = H a,QQet Ry == ———R.
peS(Q)US(R) H ap
peS(Q)US(R)

I découle alors de question 2), a).Val[X],) que Q) € Z[X] et R, € Z[X] et de leur construction méme que
P = QiR

12



¢) () Etablir finalement qu’un polynéme P € Z[X] \ {0} unitaire est irréductible dans Z[X] si et
seulement si il I’est dans Q[X].

Solution : II est clair que si on peut factoriser un polyndéme dans Z[X], on obtient également une
factorisation dans Q[ X'|. Nous venons de montrer que la réciproque est vraie ce qui établit le résultat.

4) () (Le critere d’Eisenstein)
Pour p € P un nombre premier, on note F, := (Z/pZ,+,*) le corps a p éléments et pour tout

a € Z,a sa classe dans F,.
deg(P deg(P

Pour P := Z a; X" € 7Z[X], on pose P := Z @, X" € F,[X].
On dit querériﬁeTsi:

T 1 adgegr) = 15 vplag) = Let vy(a;) > 0, VI < i < deg(P).

a) () Poura € Z,exprimer la conditiona = 0 al’aide de v,(-).
Solution :
VacZ,a =0 < pla & v(a) > 0.

b) () Rappeler pourquoi

VP EeZIX],VQ€eZIX], P+Q = P+Qet PxQ = P*Q.

deg(P) deg(Q
Solution : On peut tout a fait démontrer ces résultats en écrivant P = Z a; X", Z b X'
=0

et calculer en utilisant la compatibilité des relations de congruence a la somme et au produit c’est- a d1re en
fait que la surjection canonique 7, : Z — IF, est un morphisme d’anneaux

On peut aussi profiter du fait que , est un morphisme d’anneaux pour appliquer le résultat II1.1.18
donnant I’existence d’un morphisme m,[X| : Z[X] — F,[X] tel que m,[X]|(X) = X, etm,(a) = @ =
7,(a) pour tout a € Z. La relation III.1.18.1 assure précisément que VP € Z[X], P = m,[X](P) (ce
qui a d’ailleurs été établi avec plus de détails en III.1.19.d))Le fait que 7, X | est un morphisme d’anneaux
donne alors exactement les formules demandées.

¢) () Montrer que pour tout P € Z[X], toutQ € Z[X], P vérifie { et Q| P entraine @ = +£X deg(Q)
Solution : Si Q|P il existe R € Z[X]telque P = Q* R. Ord’aprésb) P = @ * R c’est-a-dire que
Q|P. Or d’apres a), si P verifie t, P = X&) On a donc
Q+R = X&) Ordeg(X) = 1 entraine X irréductible (cf. IIL.2.13.) On peut allors utiliser
I"unicité dans la proposition 1I1.2.17 pour assurer qu’il existe des entiers a et b avec a + b = deg(P) tels
que@ = X%etR = X"

deg(Q) deg(R)
En écrivant enfin P = (@ * R dans Z[X], (avec Q = Z b X' et R = Z ¢ X") on aen
i=0
particulier ageg(p) = bdeg(Q)Cdeg(r) CE qui entraine, si P VenﬁeJ[ que baeg(q) €St inversible i.e.vaut £1 et

donc que Edeg(Q) = =+1. Il en résulte finalement que

deg(Q) = deg(Q) et Q = X%&@ — xde=@)

13



d) () Pour tout

deg(@ deg(R)
PeZlX],Q = Y bX'€ZX], R:= > X €l
=0 =0

montrer que P = @ x R, P satisfait T, deg(Q) > 0, deg(R) > 0 entraine v,(by) > 0etwv,(co) > 0.

Solution : Daprés ¢) P = Q = R et P satisfait + entraine Q = Xs(@ ¢f "
d’apres a),

. Ceci entraine
V0 < i <deg(Q) — 1, v,(b;) >0et VO <i < deg(R) — 1, vy(c;) >0.
Ceci entraine bien entendu si deg(Q)) > 0 etdeg(R) > 0,

vp(bo) > 0etv,(co) > 0.

e) () Déduire de ce qui précede que pour P € Z[X], P vérifie T entraine P est irréductible.
Solution : I résulte de d) que P = (@) x R, P satisfait T, deg(Q) > 0, deg(R) > 0, entraine v,(by) > 0
et v,(co) > 0. On a alors

vp(ap) = vp(bo xco) = wvp(by) + vp(co) > 1
(cf. question 1), c).Vals).) Le fait que P satisfait { entraine donc, par contraposée, que
deg(Q) = Ooudeg(R) = 0 = (deg(Q) = 0 et by|aqgeg(p) ) ou (deg(R) = 0 et co|ageg(p) )

c’est-a-dire, comme aqeq(p) = 1, que () our est inversible, donc que P est irréductible.

f) () Montrer finalement qu’il existe des polynomes irréductibles de tout degré dans Q[.X].
Solution : II résulte de e) que pour tout nombre premier p € P et tout entier n € N*, le polynéme
X" — p € Z[X] est irréductible. Or il résulte de la question 3), ¢) que ce polynéme est alors irréductible

dans Q[X].
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Université Paris Sud Année 2014-2015

L.3/S5 M313 Algebre Générale

Examen du 16 juin 2015
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, télé-
phones mobiles, objets connectés et documents ne sont pas autorisés.

ExerciceA: () 1. —

1) () Pour chacune des équations suivantes, déterminer 1’ensemble des couples (z, y) d’entiers relatifs
puis I’ensemble des couples (x, y) d’entiers naturels la satisfaisant.

a) O
15z — 21y = 41.

b) O
38z — 105y = 1.

2) () (Systemes de congruences)
Déterminer I’ensemble des entiers relatifs x satisfaisant

13z = 1][3§]
S:¢ x = 2]15
r = 14[21]
Indication : On pourra chercher a résoudre d’abord
x = 2][15]
x = 14 [21]

II. —
Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On note d (resp. m) leur pged (resp. ppcm.)

1) () Rappeler la relation liant a, b, cd et m.

2) () Onnote G := Z/aZ x 7./bZ le groupe abélien
G = {(v,y), v € Z/aZy € LJVL}
muni de la loi d’addition donnée par
(r,y)+ (2,t) = (x+2z,y+1).

On note
f:7Z — G,z +— (rmoda,zmodb)

et
g:Z — Z/mZ,x — xmodm .

a) () Rappeler rapidment pourquoi f et g sont des morphismes de groupes.



b) () Déterminer le noyau de f.
¢) () En déduire qu’il existe un unique morphisme injectif
i Z/mZ — Gtelquei o g = f.

d) () Déterminer I’'image Im ¢ de ¢. En quoi cela aurait-il pu servir a la résolution de I.question 2)?

ExerciceB: () 1) () Etant donnés deux entiers relatifs a et b premiers entre eux, montrer que le
PGCD de 5a + 2b et 2a + 3b est soit 1 soit 11.

2) () Plus généralement, soient a,b, a; 1, a1,2, a2, az 2 des entiers relatifs. Soient d le PGCD de a et b
etd = aj1a22 — a21a1 2. Montrer qu’alors le PGCD de aa; 1 + ba; 2 et aag; + bas o divise do.

Exercice C: () 0) () Soit G un groupe.

a) () Pour x € G rappeler ce que signifie que y € G est conjugué a = (dans G).

b) () Rappeler ce que signifie que la relation « étre conjugué a » est une relation déquivalence et le
justifier rapidement. En quoi cela justifie-t-il qu’on dise « z et y sont conjugués (dans GG) » plutot que « y
est conjugué a = (dans (7). » On rappelle que les classes d’équivalence pour cette relation s’appellent classes
de conjugaison.

¢) () Etant donné un sous-groupe H de G, montrer que si H est distingué, pour tout 2 € H la classe
de conjugaison de x dans G est contenue dans H.

Dans la suite, n est un entier naturel supérieur ou égal a 5.

1) 0 a) () Pour tout quadruplet (a, b, ¢, d) d’éléments deux a deux distincts de [1; n], calculer les
permutations
(ab)(be)et (abe)(bed)

appartenant 2 S,,.

b) () Pourtouts € .A,, montrer qu’il existe un entier § > 1 et des transpositions ¢; ,1<;<2s € S, tels

que
5
s = Ht2i71t2i
i=1

(la notation produit ne signifiant pas produit commutatif.)
¢) () En déduire que A,, est engendré par les 3-cycles.

d) () Montrer que .4, est engendré par les éléments de la forme (a b)(c d) pour (a, b, ¢, d) un quadruplet
comme en a).
Indication : On pourra penser a calculer (x y)(zt)(zt)(y u) pour5 éléments x, vy, z, t, u de [1; n] convena-
blement choisis.

2) () Quels sont les ordres possibles pour un élément de .45 ? Donner le type cyclique (une décomposi-
tion en cycles a supports deux a deux disjoints) pour chaque ordre.



3) 0 a) () Montrer que tous les 3-cycles sont conjugués dans A;.
b) () Etant donnés deux éléments (ab)(cd) et (a’,V')(c/,d') de S5 ou (a,b,c,d) et (a/,',c,d’) sont
des quadruplets comme a la question 1), a), montrer que (a b)(cd) et (a’,0')(¢, d') sont des éléments de Aj

conjugués dans As.

¢) () Montrer que A5 ne contient pas de sous-groupe distingué de cardinal 2,4, 6 ou 12.

4) () Soitc € S;d’ordre 5.
a) () Montrerque ¢ € Asetqu’ilexistes € Sytel quec = (s(1)s(2) s(3) s(4) b).
b) () En déduire le nombre d’éléments d’ordre 5 dans As.

¢) () Montrer qu’il y a une partition de I’ensemble des éléments d’ordre 5 de A5 en deux classes de
conjugaison, dans 45, de méme cardinal.

5) O a) () Montrer qu’il n’y a pas de sous-groupe distingué de cardinal 5, 10, 15,20 ou 30 dans
As.

b) () En déduire finalement que A5 ne posseéde pas d’autre sous-groupe distingué que {Id, et lui-
méme.
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ExerciceA: () 1. —

1) () Pour chacune des équations suivantes, déterminer 1’ensemble des couples (z, y) d’entiers relatifs
puis I’ensemble des couples (x, y) d’entiers naturels la satisfaisant.

a) (
15z — 21y = 41.

Solution : L’algorithme d’Euclide pour 15 et 21 s’écrit :

15 1 0
21 0 1
39 1 =2
3 =2 5

c’est-a-dire que 15 A 21 = 3. Il en résultera que pour tout couple (x,y) d’entiers relatifs, 3 | 15z — 21y.
Or 3 ne divisant pas 41, I’équation n’a pas de solution enticre.

b) O
38z — 105y = 1.

Solution : L’algorithme d’Euclide pour 38 et 105 s’écrit :

38 1 0
105 0 1
1 619 1 -1
2 309 -2 3

2 1 5 7.
Il en résulte que (5, 7) est une solution de I’équation
38z — 105y = 1

ce qui prouve en outre (cf. cours 1.3.3.3,) que 38 et 105 sont premiers entre eux. L’ensemble des couples
d’entiers relatifs solution de 1’équation ci-dessus est donc

{(5+105k,7+38k) , k€ Z} .

De plus (5 + 105k, 7+ 38k) € N x N si et seulement si k > 0 .



2) () (Systemes de congruences)
Déterminer I’ensemble des entiers relatifs x satisfaisant

13z = 1]3§]
S r = 2][15]
r = 14[21]
Indication : On pourra chercher a résoudre d’abord
r = 2][15]
x = 14 [21]
Solution :
i) Commengons par considérer le systéme :
fz = 2[15]
51 {x = 14[21]} '

On constate qu’on ne peut assurer a priori que ce systéeme posséde une solution dans la mesure ou I’on

ne peut pas appliquer le théoréme chinois des restes puisque 15 A\ 21 =

S & 3(rs) € ZXZ,

2+ 1br
14 + 21s

T
Xz

|

13 # 1. On a cependant :

o T = 24 15r
15r — 21s = 52

o T = 2+ 157
17r —7s = 4 )

On constate alors que (—1, —3) est une solution particuliére de 1’équation 17r — 7s = 4. On sait alors

que I’ensemble des solutions de cette équation est Sy

que :
81 ~ {

T
i

2+ 15(—1 + 7k)
14 + 91(—3 + 17k)

o 1T = —215 + 105k
xr = —215+ 105k
< o = —2154 105k
< x = —215[105] .
Le systeme S équivaut alors au systéme
13z = 1[38]
52 & { r = 215 [105]} '
ii) L’algorithme d’Euclide pour 38 et 13 s’écrit :
38 1 0
13 0 1
166 8 1 —166
1 5 -1 167 .
1 3 2 =333
12 =3 500
1 1 5 =833

D’ou il découle que I’inverse de 13 modulo 38 est —833 = 1333.
Le systeme S est donc équivalent au systéme
S - 1333 [38]
’ 1332 [105] [ -

X
X

{(=14+ 7k -3+ 17k) , k € Z}. 1l an résulte

|



iii) Or nous avons montré a la question 1), b) que 38 et 105 sont premiers entre eux. Il en résulte (cf.
cours 1.3.6.3,) que I’ensemble des solutions du systeme S” est une classe d’entiers modulo 38 x 105. Or si
x € 7 est solution du systéme S” | il existe des entiers relatifs r et s tels que

= 1333 + 38r
= 1332+ 105s

ce qui implique que
38 — 1055 = —1.

En utilisant les résultats de la question 1), b), on obtient qu’il existe k € Z tel que

r = —5+4 105k
s = —T7-+38k

d’ou il résulte que
r = 1333+ 38 = 1333 + 38(—5+ 105k) = —9497 + 3350802k .

II. —
Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On note d (resp. m) leur pged (resp. ppcm.)

1) () Rappeler la relation liant a, b, cd et m.
Solution : On a :
ab = md .

2) () Onnote G := Z/aZ x 7Z/bZ le groupe abélien
G = {(v,y), v € Z/aZy € LJVL}
muni de la loi d’addition donnée par
(r,y)+ (2,t) = (x+2z,y+1t).

On note
f:7Z — G,z (rmoda,zmodb)

et
g:Z — Z/mZ,xr — xmodm .

a) () Rappeler rapidment pourquoi f et g sont des morphismes de groupes.
b) () Déterminer le noyau de f.

¢) () En déduire qu’il existe un unique morphisme injectif
i Z/mZ — Gtelquei o g = f.

d) () Déterminer I’'image Im ¢ de ¢. En quoi cela aurait-il pu servir a la résolution de I.question 2)?



Exercice B: () 1) () Etant donnés deux entiers relatifs a et b premiers entre eux, montrer que le
PGCD de 5a + 2b et 2a + 3b est soit 1 soit 11.

. . (5 2 (3 =2 B - 10 '
Solution : Si on pose A = <2 3) , B = <_2 5>,onaA*B = BxA = 11*<0 1).Or.

ce qui sécrit encore :
1la = 3a—2Bet 11b = —2a+ 505 .

Si a et b sont premiers entre eux, il existe un couple de coefficients de BEZOUT (u, v) tel que :

11 = 1laxu—+11b*xv
= o(3u— 2v) + f(—2u+ 5v)

si bien qu’il et clair que le PGCD de « et 3 divise 11 qui est premier, si bien qu’il vaut 1 ou 11.

2) () Plus généralement, soient a,b, a; 1, a1,2, 02,1, a2 2 des entiers relatifs. Soient d le PGCD de a et b

etd = ay1a22 — a21a1 2. Montrer qu’alors le PGCD de aa; 1 + bay 2 et aas; + bas o divise do.
. s . a1 a a —a
Solution : Considérons les matrices A := L2 ) et B o= 22 12) . On remarque
A21 A22 —Q21 A1

qualorsona: AxB = BxA = § <(1] ?) Posons (g) = Ax (Z) . On cherche des propriétés du
PGCD de « et 5. Soit (u, v) un couple de coefficient de BEZOUT pour a et b c’est-a-dire que au + bv = d

g . a , .
ce qui s’écrit encore matriciellement (u v) * (b) = d. Il s’ensuit alors que :

(u v)*B*<g) = (u v)*B*A*(Z)
e (1) )
e v)*(Z)

= do

si bien qu’il existe des entiers relatifs k et [ tels que ko + [ = dd ce qui prouve le résultat.

Exercice C: () 0) () Soit G un groupe.

a) () Pour x € G rappeler ce que signifie que y € G est conjugué a x (dans G).

Solution : On dit que y est conjugué ax s’il existe z € G telquey = z*x* 271,

b) () Rappeler ce que signifie que la relation « étre conjugué a » est une relation déquivalence et le
justifier rapidement. En quoi cela justifie-t-il qu’on dise « x et y sont conjugués (dans G) » plutdt que « y
est conjugué a = (dans (7). » On rappelle que les classes d’équivalence pour cette relation s’appellent classes
de conjugaison.

Solution : On conviendra que e désigne I’élément neutre de G.

i) (Réflexivité)
Pour toutx € G,x = exx *e ! sibien que x et conjugué a x et que la relation est réflexive.



ii) (Symétrie)
Si y est conjugué a x il existe = € G tel que

Yy = ZxTx2 N > @ = z'l*y*z

c’est-a-dire que x est conjugué a y et que la relation est donc symétrique. On dira donc tout simplement que
x ety sont conjugués.

iii) (Transitivité)
Pour x,y, z des éléments de GG, x et y (resp. y et z) sont conjugués si et seulement s’il existe u et v dans
G tels que

1 1 -1 1

Yy =usxr*ru etz = vxyxv !l = 2z = vxukyxu kvt = (vru)ky* (vru)”

c’est-a-dire que x et z sont conjugués et que la relation de conjugaison est donc transitive.
Les points précédents assurent que la relation de conjugaison est une relation d’équivalence.

¢) () Etant donné un sous-groupe H de G, montrer que si H est distingué, pour tout z € H la classe
de conjugaison de x dans G est contenue dans H.

Dans la suite, n est un entier naturel supérieur ou égal a 5.

1) 0 a) () Pour tout quadruplet (a, b, ¢, d) d’éléments deux a deux distincts de [1; n], calculer les

permutations
(ab)(be)et (abe)(bed)

appartenant a S,,.
Solution : Pourn > 5, et (a, b, ¢, d) un quadruplet d’éléments de [1; n] deux a deux distincts, on a :
(@b)(be)(a) = b
(ab)(be)(b) = ¢
(ab)(be)(c) = a
et pour tout x ¢ {a,b,c}, (ab)(bc)(x) = x c’est-a-dire que (a b)(bc) est le 3-cycle (abc).
En outre, on a :

(abc)(bed)(a) = b
(abc)(bed)(b) a
(abe)(bed)(c) d
(abe)(bed)(d) = ¢
et pour tout x ¢ {a,b,c,d}, (abc)(bed)(x) = x c’est-a-dire que (abc)(bced) est le produit de deux

transpositions disjointes (a b)(cd).

b) () Pourtouts € .A,, montrer qu’il existe un entier 6 > 1 et des transpositions ¢; ,1<;,<2s € S, tels

que
5
s = Htmeltzz‘
i=1

(la notation produit ne signifiant pas produit commutatif.)
Solution : Pour touts € S, on sait (ct. cours 11.2.3.3) qu’il existe un entier ¢ > 1 et des transpositions

ti 11<i<e telles que
S = th .
=1

Or la signature o : S,, — {—1,1} est un morphisme de groupes (cf. cours 11.2.4.4,) et pour toute
transpositiont € S, o(t) = —1. Par conséquent, s € A, équivalanta o(s) = 1, € est nécessairement
pair et I’on peut poser ¢ := 26 ; ce qui répond a la question.



¢) () En déduire que A,, est engendré par les 3-cycles.
Solution : Ecrivons, pour tout s € A,

s
§ = H toi—1l2;
i=1

grace a la question précédente.
Pourtoutl < ¢ < ¢
— soitty; = to;_1 auquel cas ty;_1ty; = Id ;
— soit il existe trois éléments deux a deux distincts a, b, ¢ dans [1;n] tels que ty; 1 = (ab) etty; =
(bc) et dans ce cas
tQZ',thi = (CL b) (b C) = (CL bC) 3

— soit il existe quatre éléments deux a deux distincts a, b, c,d tels que ty;_ 1 = (ab) etty; = (cd)
alors
toi_1te; = (ab)(cd) = (abe)(bed).

On a ainsi répondu a la question.

d) () Montrer que .4, est engendré par les éléments de la forme (a b)(c d) pour (a, b, ¢, d) un quadruplet
comme en a).
Indication : On pourra penser a calculer (x y)(zt)(zt)(y u) pour5 éléments x, vy, z, t, u de [1; n] convena-
blement choisis.

Solution : Dans le raisonnement de la question précédente, il convient juste de réexaminer le deuxiéme
point. En effet sity; 1 = (ab) etty, = (bc), commen > b, il existe des éléments d et e distincts et
n’appartenant pas a {a, b, c}. On peut dés lors écrire

to;_1ta; = (ab)(bc) = (ab)(de)(de)(be)

ce qui répond a la question.

2) () Quels sont les ordres possibles pour un élément de .45 7 Donner le type cyclique (une décomposi-
tion en cycles a supports deux a deux disjoints) pour chaque ordre.

Solution : Notons {a,b,c,d,e} = [1;5] . On peut répartir les éléments de S5 en fonction de leur type
cyclique (cf. cours 11.2.3.4.) Cette partition correspondant a la partition en classes de conjugaisons dans
S5 (cf. cours 11.2.3.5.) On résume cette partition dans le tableau suivant en donnant en plus I’ordre des
éléments (invariant par conjugaison) et en indiquant s’ils appartiennent a As :

type cyclique ordre € As;

(ab) 2 ¢ A
(ab)(cd) 2 € A;
(abce) 3 € As
(abc)(de) 6 ¢As
(a,b,c,d) 4 ¢ A;
(a,b,c,d,e) 5 € UAs.

En résumé, les ordres possibles pour les éléments de As sont 2,3 ou 5.
D’apres le tableau précédent, les éléments d’ordre 2 (resp. 3,) (resp. 5) sont les éléments de la forme
(ab)(cd) (resp. (abc),) (resp. (a, b, c,d,e).)



3) 0 a) () Montrer que tous les 3-cycles sont conjugués dans A;.
Solution : Pour deux 3-cycles (abc) et (a/, b, ¢') de As, on sait (cf. cours 11.2.2.4,) qu’il existe s € S;
tel que
(a',b,c) = so(abc)ost.

Sis € As, on arépondu a la question. Sinon il existe deux éléments distincts d et e n’appartenant pas
a{a,b,c}. Il en résulte que
(abe)(de) = (de)(abe) .

11 s’ensuit que :

so(de)o(abc)o(so(de))™ = so(de)o(abc)o(de)os?
= so(de)*o(abe)ost
= so(abc)os!

= (d,V,c).

Orso(de) € As.

b) () Etant donnés deux éléments (ab)(cd) et (a/,V')(c/,d’) de S5 ou (a,b,c,d) et (a’, V', c,d’) sont
des quadruplets comme a la question 1), a), montrer que (a b)(cd) et (a’,0')(¢, d') sont des éléments de Aj
conjugués dans As.

Solution : Pour tout quadruplet (a, b, ¢, d) d’éléments deux a deux distincts,

o((ab)(cd)) = o((ab))o((cd)) =1

c’est-a-dire que (a b)(cd) € As.
Par ailleurs pour deux tels éléments (ab)(cd) et (a',0')(¢',d') on sait (cf. cours I1.2.3.5,) qu’il existe
s € s tel que
(a',b)(c,d) = so(ab)(cd)ost.

Sis € As, on arépondu a la question sinon

so(ab)o(ab)(cd)o(so(ab))™ = so(ab)*o(cd)o(ab)os?
so(ab)(cd)os™!
(a', 0" (', d) .

Orso(ab) € As, ce qui répond a la question.

¢) () Montrer que A5 ne contient pas de sous-groupe distingué de cardinal 2,4, 6 ou 12.
Solution :

i) (Cardinal 2 ou 4)

Un sous-groupe distingué H de As de cardinal 2 ou 4 contient nécessairement un élément d’ordre 2
c’est-a-dire un élément de la forme (ab)(cd) (cf. question 2).) Or ces éléments étant tous conjugués dans
As (cf. b),) et H étant distingué il les contient tous. Ces éléments engenclirant As (ctf. question 1), d),) H

contient nécessairement As ce qui est contradictoire puisque #(As) = 5 = 60.

i) (Cardinal 6 ou 12)

Si H est un sous-groupe de As de cardinal 6 ou 12, soit il contient au moins un élément d’ordre 2 et
I’on est ramené au cas précédent, soit tous ses éléments différents de Id sont d’ordre 3 c’est-a-dire de la
forme (a bc) (cf. question 2).) Mais ces éléments étant tous conjugués dans Aj (cf. a),) et H étant distingué
il les contient tous. Or ils engendrent As (ct. question 1), ¢),) et il en résulte donc la méme contradiction
que ci-dessus.



4) () Soitc € S;d’ordre 5.

a) () Montrerque c € Asetqu’ilexistes € Sytel quec = (s(1)s(2) s(3) s(4) 5).

Solution : Si I’on note {a, b, c,d,e} := [1;5], on a vu a la question 2) qu’un élément ¢ d’ordre 5 est un
5-cycle de la forme (a,b, ¢, d, e) et qu’il est dans As.

Pour tout tel 5-cycle ¢, 5 € [1; 5] n’est pas un point fixe, et par conséquent, ¢(5) € [1;4]. Posons alors
s(1) := ¢(5). Puisque c est un 5-cycle, ¢(s(1)) = c*(5) ¢ {5,s(1)} . Posons alors s(2) := c*(5) et de
méme s(3) = *(5) ets(4) := c*(5) . Alors

c = (5,s(1),s(2),s(3,s(4)) = (s(1),s(2),s(3),s(4),5) .

Il est clair qu’alors s € S, et que, réciproquement, a tout élément s € Sy, on associe un 5-cycle

(s(1),5(2),5(3),5(4),5) -

b) () En déduire le nombre d’éléments d’ordre 5 dans As.
Solution : I y a donc autant d’éléments d’ordre 5 c¢’est-a-dire de 5-cycles dans A; que d’éléments dans
S, autrement dit 4! = 24.

¢) () Montrer qu’il y a une partition de I’ensemble des éléments d’ordre 5 de A5 en deux classes de
conjugaison, dans As;, de méme cardinal.
Solution : Pour tout élément ¢ € As d’ordre 5, il existe s € S, tel que

¢ = (s(1),5(2), 5(3), 5(4),5).
Notons s’ € S5 la permutation dont la restriction a [1; 4] est donnée par s, et telle que s'(5) = 5. On a alors
c = (5(1),5(2),5(3),5(4),s(5) = §0(1,2,3,4,5) 05" 1.

Or on constate immédiatement que o(s) = o(s') autrement dit, s € Ay, si et seulement si s' € As.
Dans ce cas, ¢ est conjugué au cycle (1,2, 3, 4,5) dans As. Il y a donc autant d’éléments d’ordre 5 conjugués
!

. L C 4!
a(1,2,3,4,5) que d’éléments dans A, c’est-a-dire i 12.
Sis ¢ Ay, so(1,2) € Ay et dans ce cas c est conjugué a (2,1,3,4,5). Il y a donc autant d’éléments

4!
d’ordre 5 conjugués a (2,1, 3, 4,5) que d’éléments dans le complémentaire de A, dans S, soit 5 = 12.

5) O a) () Montrer qu’il n’y a pas de sous-groupe distingué de cardinal 5, 10, 15, 20 ou 30 dans
As.
Solution : Soit H un sous-groupe distingué de As.

i) (Cardinal 5)
Si#(H) = b5, H contient au moins un élément d’ordre 5 et contient donc au moins toute sa classe de
conjugaison soit 12 éléments (cf. question 4), c),) ce qui est contradictoire.

ii) (Cardinale 10)
Si#(H) = 10 H ne peut contenir d’éléments d’ordre 2 d’aprés la question 3), ¢). Tous ses éléments
différents de Id sont donc d’ordre 5 c’est-a-dire que H contient au moins 12 éléments ce qui est encore
contradictoire.

iii) (Cardinal 15 ou 20)

Si le cardinal de H est 15 (resp. 20,) il ne peut, toujours en vertu de la question 3), c¢) contenir d’élé-
ments d’ordre 3 (resp. 2.) Tous ses éléments sont donc d’ordre 5. Pour un tel élément c fixé, H contient
toute la classe de conjugaison de c soit 12 éléments, mais il existe nécessairement un élément d € H
n’appartenant pas a la classe de conjugaison de c. Le sous-groupe H doit alors contenir également toute la
classe de conjugaison de d c’est-a-dire que H contiendra nécessairement au moins 24 éléments ce qui est
contradictoire.



iv) (Cardinal 30)
Enfin si #(H) = 30, pour les méme raisons qu’a la question 3), c), les éléments de H différents de
I’identité sont d’ordre 5. Or il n’y a que 24 < 29 tels éléments.

b) () En déduire finalement que A5 ne posseéde pas d’autre sous-groupe distingué que {Id, et lui-
méme.
Solution : Si H est un sous-groupe distingué de As;, son cardinal divise #(A5) = 60 c’est-a-dire que
#(H) vaut
1,2,3,4,5,6,10,12, 15,20, 30 ou 60 .

Le cas des sous-groupes de cardinal 2, 4,6 ou 12 a été traité a la question 3), c).
Le cas des sous-groupes de cardinal 5, 10, 15, 20 ou 30 a ét€ traité au point a).
Or {1dy est toujours un sous-groupe distingué et tout groupe est distingué dans lui-méme.
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