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0 . —Introduction

Rappelons que, si K est un corps, £ est un K-espace vectoriel (cf. 11.3.13) si
- (E,+) estun groupe abélien (cf. I.1.3) et
- pour tout («, 5) € K x K| et tout (z,y) € E X E,

a-(z+y) = a-x+a-y

(a+p)z = a-x+p-x
(axf)-z = a-(8-x)
1K'SL’ = T.

Par ailleurs, si A est un anneau, un sous-ensemble / de A est un idéal (cf. I1.5.6) si
- (I,+) est un sous-groupe de (A, +) et
- pourtout € Aettoutr € I,axz € l.
On constate immédiatement que pour tout (z,y) € I x [, a*x(x +y) = axx+ax*xyparle
fait que la multiplication dans A est distributive sur 1’addition. On vérifierait sans peine que
I satisfait également les autres axiomes des espaces vectoriels, a ceci prés que A n’est pas
nécessairement un corps.

Enfin, si (G, +) est un groupe abélien (commutatif), pour tout n € Z et tout g € G,
n - g est naturellement défini comme la somme de n termes égaux a g si n est positif et de
n termes égaux a —g (I’opposé de g dans G, ) si n est négatif. Il résulte immédiatement de
cette définitionque n- (g +h) = n-g+n-h,que (m=*n)-g = m-(n-g)etc ...

On constate donc qu’une base axiomatique unique permettrait de traiter de la méme
maniere des problémes communs aux K-espaces vectoriels, aux idéaux d’un anneau A et
aux groupes abéliens. Ceci conduira a la définition de A-module (cf. I1.3.1.) Les questions
d’arithmétique (divisibilité dans Z, primalité, congruences etc ...) nous ameneront a étudier
précisément les idéaux et les groupes abéliens.

Il est néanmoins bien évident que cette généralisation ne pourra pas rendre compte de
toutes les propriétés spécifiques a chacune des structures (espace vectoriel, idéal et groupe
abélien) mentionnée ci-dessus.

Enfin le cas des groupes non commutatifs doit étre traité séparément; car pour (G, *)
un groupe quelconque, on n’a pas nécessairement n - (g x h) = (n-g) * (n - h) plus
usuellement connu sous la forme (gh)™ # g¢"h". Pensons notamment au cas des groupes
linéaires GL(E) pour un K-espace vectoriel £ et a ses sous-groupes de nature plus géomé-
trique comme O (F) et SO~ (F) qui ne sont pas abéliens en général. Certains de leurs
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sous-groupes notamment finis comme les groupes d’isométries du triangle

L ]
S

qui s’identifie au groupe des permutations S; (cf. 1.4) ou du groupe des isométries du carré

qui s’identifie au sous-groupe D, du groupe des permutations Sy.

Bien que la définition des diverses structures mentionnées ci-dessus repose axiomatique-
ment sur la théorie des ensembles, nous n’entrerons pas dans les détails de cette derniere.
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L’étude de ses raffinements et de ses aspects problématiques ne s’avérera en effet pas perti-
nent ici et il suffira bien souvent de s’en rapporter a 1’idée intuitive qu’on en a.

On est couramment amené a identifier des objets, hors méme du champ des mathéma-
tiques, lequel n’échappe pas a cette volonté de classification. Afin de donner, dans ce cadre,
une formulation rigoureuse aux raisonnements qu’on menera, on est conduit a donner un cer-
tain nombre de définitions et a introduire les notions de relation et celle plus précise encore
de relation d’équivalence. Rappelons d’abord quelques aspects tres élémentaires de la théorie
des ensembles :

Définition 0.1 Etant donnés deux ensembles A et B, on dit que B est inclus dans A ou
encore que B est une partie de A ou encore que B est un sous-ensemble de A si pour tout
appartenant a B, x appartient a A ; ce qui s’écrit

VeeB,reA.
On notera encore B C A .

Définition 0.2 Etant donné un ensemble A on note P(A) I’ensemble des parties de A c’est-
a-dire I’ensemble des ensembles B inclus dans A . La théorie des ensembles assure que

P(A) .= {B| B C A}
est bien un ensemble.

Définition 0.3 Deux ensembles B et A sont égaux s’ils ont les mémes éléments c¢’est-a-dire
que tout y de B appartient a A et que tout x de A appartient a B ; ce qui peut s’écrire

Vye B,yc AetVx € A, x € B.
Ceci équivaut a dire que B est inclus dans A et que A est inclus dans B :
BCAetACB.
On notera encore B = A .

Définition 0.4 Etant donnés deux ensembles A et B, on appelle produit cartésien de A et B
I’ensemble

Ax B = {(z,y)|zr € Ay € B},

ensemble des couples dont le premier élément est dans A et le second dans B.
Pour une famille finie 4, ,;<,<, d’ensembles on définit également le produit cartésien des
A; comme I’ensemble des n-uplets (x4, ..., x,) avec x; € A;, pourtout 1 < i < n.

Définition 0.5 Etant donnés deux ensembles A et B,

4
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i) on peut définir une application f de A dans B comme une partie G du produit cartésien
A x B de Aet B telle que tout z de A soit la premiére composante
d’un et d’un seul élément de G C A x B c’est-a-dire encore que
pour tout x € A, il existe un unique y € B tel que (z,y) appartienne a G . On note alors
usuellement y := f(x) et on ’appelle image de = par f . Le sous-ensemble G de A x B est
appelé le graphe de f .

Plus généralement, pour toute partie U C A, on note

fU) == A{f(z), zeU} C B,

qu’on appelle image de U par | .

ii) Etant donné une application f : A — B, pour toute partiec V C B, on note
fUAV) = {zcA|fla)eV} Cc A

I’ensemble des antécédents des éléments de V' par f qu’on appelle pré-image (ou image
réciproque) de V par f .

SiV := {y} C Bestunsingleton, f~'({y}) = f~'(V) souvent abusivement noté
f~Y(y) (bien que f ne soit pas bijective,) est appelé pré-image de y par f ou parfois aussi
fibre de f au-dessus de vy .

iii) Une application f : A — B est dite injective si pour tout couple (z,x’) d’éléments
de A, f(z) = f(2') implique z = 2’ . Ceci équivaut encore a dire que tout élément de B
possede
au plus un antécédent par f ou encore que la fibre de f au-dessus d’un élément de B contient
au plus un élément.

Si U est une partie d’'un ensemble A la partie

I = A{(z,z),ze€U} C UxA

du produit cartésien de U et A définit une application injective i : U — A . Elle est appelée
injection canonique.

iv) Une application f : A — B est dite surjective si tout élément de B posseéde au moins
un antécédent dans A ou encore que la fibre de f au dessus d’un élément de B est non vide.
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v) Une application f : A — B est dite bijective si tout élément de B possede
un et un seul antécédent dans A .
Ceci équivaut a dire que ’équation f(x) = y d’inconnue x € A etde parametrey € B
possede
une unique solution ou encore que la fibre de f au-dessus d’un élément de B est un singleton.
Cette définition équivaut encore au fait que f est simultanément injective et surjective et
finalement encore au fait qu’il existe une applicationg : B — A telle que

fog:IdBetgof:IdA.

On notera usuellement g = f~ 1.

Remarque 0.6 La composition o des applications, a laquelle nous avons fait librement réfé-
rence sans définition préalable car elle ne pose guere de difficulté conceptuelle, introduit une
structure supplémentaire qui pourrait, moyennant quelques restrictions, conduire rapidement
a la notion de groupe ou tout au moins a celle de monoide.

Cependant nous allons tout d’abord nous intéresser a une notion complémentaire a celle
d’application :

Définition 0.7 Etant donné un ensemble A on appelle relation binaire sur A une partie G du
produit cartésien A x A de A avec lui-méme. On notera, pour tout (z,y) € Ax A,z Rysi
(x,y) € G.

Le sous-ensemble G de A x A est appelé graphe de la relation R .

Remarque 0.8 On remarque immédiatement qu’une application de A dans lui-mé&me est un
cas particulier de relation binaire sur A et que les définitions de graphe données jusqu’ici
sont cohérentes de ce point de vue.

Sans hypothese supplémentaire, les relations binaires permettent rarement de “classer”
les ensembles de maniere satisfaisante; c’est pourquoi on est amené a préciser la définition
ci-dessus :

Définition 0.9 Etant donné un ensemble A et une relation binaire R sur A,

i) ondit que R est réflexive sipourtoutx € A,z Rx .
ii) On dit que R est symétrique si pour tout (z,y) € A X A, x Ry implique y R z .

iii) On dit que R est antisymétrique si pour tout couple (z,y) € Ax A, x Ryety Rz
impliquentx = vy .

iv) On dit que R est transitive si pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de A, x Ryety R z
impliquent x R z .
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Définition 0.10 Etant donnée une relation R sur un ensemble A,

i) si R est réflexive, antisymétrique et transitive, on dira que R est une relation d’ordre.

Exemple i).1 La relation < (resp. >) (inférieur (resp. supérieur) ou égal) est une relation
d’ordre sur N, Z, Qou R .

i1) Si R est réflexive, symétrique et transitive, on dit que R est une relation d’équivalence.

Exemple ii).1 La relation d’égalité « = y est une relation d’équivalence sur n’importe quel
ensemble sans qu’il y ait certes un grand intérét a la considérer comme telle. A noter que
c’est également une relation d’ordre.

iii) Si R est une relation d’équivalence sur A, pour tout € A on appelle classe de x selon
(ou modulo) R la partie
T :={y|lyRx} C A

de A.

Proposition 0.11 Etant donnée une relation d’équivalence R sur un ensemble A,

i) Aucune des classes selon (modulo) R n’est vide.

ii) Les classes selon (modulo) R sont deux a deux disjointes c’est-a-dire que siT N7y # (),
alorst = 7y .

iii) La réunion des classes selon (modulo) R est égale a A .

Preuve : La démonstration de cette proposition est laissée en exercice.

Définition 0.12 i) On dit que I’ensemble des classes d’équivalence pour une relation d’équi-
valence R sur un ensemble A forme une partition de A .

Remarque i).1 On note que, si I’on se donne une partition de A, c’est-a-dire une partie )
de P(A) (cf. 0.2) telle que

—0¢Q,

— les éléments de () sont deux a deux disjoints,

— A est égal a la réunion des éléments de (),
il existe une unique relation d’équivalence R dont I’ensemble des classes est égal a () .
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ii) L’ensemble des classes d’équivalences pour une relation d’équivalence R sur un en-
semble A est appelé quotient de A par R etnoté A/R .

On peut définir une application canonique p : A — A/R quiatoutx € A associe sa
classe ¥ selon R .

Remarque ii).1 On remarque que p est surjective et que ses fibres (cf. 0.5.i1)) s’identifient
aux classes d’équivalence selon R .

L’application p sera appelée surjection (ou projection) canonique.

Remarque ii).2 A noter qu’étant donnée une application surjectivep : A — B, ses fibres
définissent une partition de A et I’on peut donc, par conséquent, définir une unique relation
d’équivalence sur A pour laquelle p sera la surjection canonique.

Remarque 0.13 A noter qu’une bonne partie de ce qui va suivre consistera a étudier la com-
patibilité de certaines relations d’équivalence avec les structures (de groupes, anneaux, mo-
dules etc ...) que nous allons définir, ce qui revient en définitive a déterminer quel structure
pourra étre induite sur les ensembles quotients.

I .—Groupes

I.1 . —Généralités

Définition I.1.1 (Groupe) Un groupe est un couple (G, ) (le plus souvent noté GG) ou G est
un ensemble et * une loi de composition interne i.e.une application :

*x:GxG — G,
(x,y) — xxy.

La loi * vérifie :

GR; pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de G, on a :
xx(yxz) = (r*xy)*x2z

(x est associative);

GR; il existe un élément e dans GG, appelé élément neutre de G, tel que pour tout z € G :
Txeg = eg*xT = T,

(on notera simplement e 1’élément neutre si aucune confusion n’est a craindre );

GRj3 pour tout x € G, il existe un élément 2’ € G appelé inverse de x tel que :

rxx =2 xr = eq.
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On appellera, en général produit 1a loi .
On dira indifféremment que (G, %) est un groupe ou que I’ensemble G est muni par *
d’une structure de groupe.

Remarque I.1.2 1) L’existence d’un élément neutre dans un groupe implique qu’un groupe
n’est jamais vide.

i1) L’unicité de 1’élément neutre n’est pas requise par les axiomes mais en est une consé-
quence immédiate.

iii) Il en est de méme pour I’unicité de I’inverse d’un élément dans un groupe.

Définition I.1.3 Etant donné un groupe (G, *), si
GRy pour tout couple (z,y) d’éléments de G, x xy = y*x, on dira que la loi de
composition interne * est commutative ou encore que le groupe G est commutatif ou abélien.

Remarque 1.1.4 Dans le cas d’un groupe abélien Gz, I’élément neutre est le plus souvent
noté Og, 'inverse de © —x est appelé opposé ; par analogie avec “le groupe abélien modele
(Z’ +)’9

Exemple I.1.5 a) L’ensemble Z, muni de 1’addition, est un groupe abélien. En revanche,
I’ensemble N des entiers naturels n’est pas un groupe pour 1’addition usuelle.

b) Pour tout entier n > 1, ~,, est la relation de congruence modulo n sur 7, c’est-a-dire la
relation d’équivalence définie par a ~,, b si n\b— a pour a et b dans Z. Pour a € Z, on note
a la classe de a modulo n. La relation ~,, vérifie la propriété fondamentale suivante : si

a ~, detb ~, b,
alors
a+a ~, b+b,

(cf. 1.2.12.) Ceci permet de définir une loi de composition interne + sur ’ensemble Z/n des
classes modulo ~,,, par ~
a +Z/n b = a + b.

Le couple (Z/n,+7/,) le plus souvent noté (Z/n, +) ou méme Z/n est un groupe abé-
lien.

9
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Définition 1.1.6 Pour deux groupes (G, ) et (H, *y ), on appellera morphisme (homomor-
phisme) de groupes, (ou simplement morphisme si le contexte est clair), de GG a valeurs dans
H une application f de I’ensemble GG a valeurs dans I’ensemble H telle que

GR35, pour tout (z,y) € G X G :

flxxcy) = f(x)*m fly).

Proposition1.1.7 Si f : G — H etg : H — [ sont deux morphismes de groupes, la
composée g o f est un morphisme de groupes de GG dans I.

I.1.8 . —Notation

Etant donnés deux groupes G et I on notera Homg, (G, H) (ou simplement Hom (G, H)
si le contexte est clair) I’ensemble des morphismes de groupes de GG a valeurs dans H.

Remarque 1.1.9 Pour tout morphisme f : G — H,ona:
) fleg) = en;

ii) pourtoutr € G,

fl@™) = fla).

Exemple 1.1.10 a) Pour tout groupe (&, on a un morphisme de G dans lui-méme appelé
identité de G, noté Id et caractérisé par le fait que pour tout z € G, Idg(z) = =.

b) Pour tout entier n > 1, ’application

T2 — 7Z/n
a — a,

(cf. 1.1.5.b)), est un morphisme de groupes. Cela découle presque totologiquement de la
définition de + sur Z/n puisque

a+b =1a+b.

c¢) Etant donné un groupe G, tout élément € G définit un unique morphisme

€. L — G
1 — «x.

On notera 2" I'image de 1’entier n. Avec cette notation on aura 2° = eg et 2! désignera
I’inverse de z.

10



Licence MA, Algebre Générale, 1.1.14 Université Paris Sud, 2004-2005

d) Lapplication logarithme népérien In : R™* — R est un morphisme du groupe abélien
des nombres réels strictement positifs, muni de la multiplication dans le groupe abélien des
nombres réels, muni de I’addition.

e) L’exponentielle est un morphisme de groupes abéliens, du groupe des nombres réels muni
de I’addition, dans le groupe des nombres réels strictement positifs, muni de la multiplication.

Définition I.1.11 Un morphisme de groupes [ : (G,*q) — (H,*py) (cf. 1.1.6e)st un
isomorphisme s’il existe un morphisme ¢ : (H,*y) — (G, *¢) tel que :

fog =1Idgetgof = Idg.

Proposition 1.1.12 Un morphisme de groupes f : (G, xg) — (H,*y) est un isomorphisme
si et seulement si il est bijectif.

Preuve : La démonstration est exactement analogue a celle de la proposition I1.3.15.5i f est
un morphisme bijectif, il existe une application ensemblisteg : H — G tellequego f =

Idg et f og = Idy. Pour tout (u,v) € H x H, comme f est bijective, il existe un unique
couple (x,y) € G x G tel que

u = f(xr) & = = g(u)

vo=fly) & ¥y = gl
On a donc

gluxgv) = glf(x)*u f(y)]
= glf(z*cy)]
= Tx*xqy
= g(u)*q g(v);
ce qui prouve que g vérifie GR; et est donc un morphisme.
Proposition 1.1.13 Etant donnés deux groupes (resp. abéliens) (G, *¢) et (H,*y), avec

(H, xy) abélien la loi de composition %y permet de munir I’ensemble Homg, (G, H) d’une
loi de composition interne canonique notée *omc, (¢, ) (ou simplement ). Alors

(Homegr (G, H), *Homg,(c,H) €st un groupe. abélien.

Preuve : Pour f et g deux morphismes de G dans H, on définit f * g en posant, pour tout
r € G,

(f*9)(@) = f(z)*m g(x) .

Le reste des vérifications est laissé en exercice.

11
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Remarque 1.1.14 11 se pourrait que Homg, (G, H) soit muni d’autres structures de groupe ;
cependant si on ne précise pas quelle structure de groupe on considére sur Homg, (G, H) il
s’agira toujours de celle définie ci-dessus.

Définition I.1.15 (Sous-groupe) Etant donné un groupe (G, *¢), (cf. L.1.10)n appelle sous-
groupe de G un groupe (H, %) muni d’un morphisme de groupes (cf. 1.1.6)

i (H,*xg) — (G,*¢) injectif .

Exemple I.1.16 a) Pour tout groupe G, I’ensemble {e} formé de I’élément neutre de G est
un sous-groupe de G. Le groupe G lui-méme est également un sous-groupe de G.

b) Pour tout couple (H, K) de sous-groupes d’un groupe GG, H N K est un sous-groupe de
G.

¢) Pour un couple quelconque (H, K) de sous-groupes de G, H U K n’est pas en général
un sous-groupe de G. On a méme 1’énoncé suivant : H U K est un sous-groupe de G si et
seulement si H C K ou K C H.

Exemple 1.1.17 a) Si E est un C-espace vectoriel hermitien, (resp. un R-espace vectoriel
euclidien,) I’ensemble des endomorphismes unitaires, (resp. orthogonaux,) de £ est un sous-
groupe de GL(FE).

b) L’image d’un morphisme de groupes f : G — H estun sous-groupe de H.

Remarque 1.1.18 i) L’application ¢ : H — G dans la définition I.1.15 induisant un iso-
morphisme de groupes (cf. I.1.11) souvent, pour z € H :x € G aulieudei(x) € G.

ii) Dans un grand nombre de situations, un sous-groupe H d’un groupe G est une partie
ensembliste de G (un sous-ensemble de GG) muni de la structure de groupe induite par celle
de G ; ¢’est-a-dire que pour tout (z,y) € H X H, xxgy = xz*gy. Dans ces cas, I’injection
1 : H — G est simplement I’inclusion ensembliste canonique et on omet de la noter.

Proposition 1.1.19 Etant donné un groupe (G, *) une partie  de G muni de Ia loi de com-
position x est un sous-groupe de G si et seulement si :

- H est non vide;
- pourtoutr € Hax'e H;
- pourtout (x,y) € Hx Hyxxy € H .

12
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Exemple 1.1.20 (Sous-groupes de Z) Pour tout sous-groupe H de (Z, +) , on remarque que
I’intersection HNN de H avec N est non vide. Sil’on suppose H # {0}, I'intersection H NN*
est non vide. Il s’ensuit qu’il existe un plus petit élément strictement positif d appartenant a
H. D’apres la proposition I.1.19, I’opposé —d de d appartient a H ainsi que kd (la somme de
k éléments égaux a d, ) pour tout k& € N .1l s’ensuit que I’ensemble dZ := {dk, k € Z},
est inclus dans H. Il convient dés maintenant de remarquer que dZ est un sous-groupe de Z .

Pour tout x € H, il existe un unique couple (¢,7) € Z x Z tel que x = dq + r et
0 < r < d puisque Z est euclidien c’est-a-dire qu’il est muni d’une division euclidienne.
D’apres ce qui précede, dqg € H ce qui implique que r = x —dq € H et par conséquent que
r=0.

Il en résulte finalement que H = dZ .

Définition I.1.21 On appelle noyau d’un morphisme de groupes f : G — H I’ensemble
Kerf := {zeG| f(x)=ey}.

Proposition 1.1.22 Le noyau d’un morphisme de groupes f : G — H est un sous-groupe
de G.

Proposition 1.1.23 Un morphisme de groupes f : G — H est injectif si et seulement si
son noyau Ker f est réduit a I’élément neutre e de G.

Proposition 1.1.24 Soit (G, %) un groupe et S C G une partie non vide de GG. Notons
S = {Sil*...*szn , neN", Siy1<i<n es, €,1<i<n € {—1,1}}
Alors :

i) L’ensemble S9 muni de la loi * est un sous-groupe de G.

ii) S9% est le plus petit (au sens de I’inclusion) sous-groupe de GG contenant S i.e.pour tout
sous-groupe H C G contenant S, S% C H.

Preuve : La démonstration est laissée en exercice.

Définition 1.1.25 Avec les notations de la proposition 1.1.24, on dit que S? est le sous-
groupe engendré par S. Si S% est égal a G, on dit que le groupe G est engendré par S.

Remarque 1.1.26 Avec les notations de la proposition 1.1.24, si S est I’ensemble vide, on
posera, par convention, S := {eg}.

13
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1.2 . —Relations d’équivalence (compatibles) sur un groupe, groupe quo-
tient, sous-groupe distingué

I.2.1. — FEtant donné un groupe (G, %) et I un sous-groupe on note ~g 1 (T€SP. ~q 1)
la relation binaire sur G x G définie par

xwg,Hysix’l*yEH, [.2.1.1

(resp.
T~gpysiyxrt € H) 1.2.1.2

On notera encore, pour tout x € G,
xxH = {xxy,ye H},

(resp.
Hxzx = {yxx,ye H}.)

Proposition 1.2.2 Soient un groupe (G, *) et H un sous-groupe.

i) Les relations binaires définies en (ct. 1.2.1) sont des relations d’équivalence.

ii) L’ensemble G/ ~, i (resp. G/ ~q 1) des classes d’équivalence pour la relation ~
(resp. ~q ) S’identifie a {z « H, x € G}, (resp. {H *z, x € G}.)

iii) Toute classe d’équivalence pour la relation ~ , p (resp. ~q ) est en bijection avec H.

iv) SiG estfiniona :
#(G) = #(H)#(G/ Nd,H) = #(H)#(G/ Ng,H) .

Preuve :

i) Montrons que la relation ~,, j; est une relation d’équivalence. Pour toutz € G,z ‘sz =

e € H car H est un sous-groupe de G, i.e.x ~y  x ; c’est-a-dire que la relation ~, i est
réflexive.
Par ailleurs pour tout (z,y) € G x G,

=
(ct.1.2.1.1,) rlxy € H
=
Hestungroupe y 'xx = (z7'xy)t € H
=
(cf. 1.2.1.1,) Y ~gH T;

14
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la relation ~, i est donc symétrique.
Enfin, pour tout (z,y,2) € G X G X G,

TrgHY et Y ~gH 2

=
(cf. 1.2.1.1,) rixycH et ylxzcH
=
Hestungroupe z 'xyxy‘txz € H
= r'xz € H
=
(cf. 1.2.1.1,) T ~gH 2

c’est-a-dire que la relation ~  est transitive.
Les arguments valent également pour ~g fr .

ii) Pour tout x € G, un élément y de G appartient a la classe de x modulo ~  si et
seulement si ' xy € H (cf. 1.2.1.1) c’est-a-dire si et seulement si il existe h € H tel que
x ' %y = h,iesietseulementsiy € x x H (cf. 1.2.1.)

iii) Pour toutx € G, I’application

G —- G
g = T*xg

induit par restriction une application H — x x H dont la bijection réciproque est

G — G
g x’l*g.

iv) Ce dernier résultat provient de ce que I'union des classes d’équivalence est égale a G
et que toutes ces classes ont méme cardinal égal a celui de H. Il faut aussi remarquer, pour
prouver la deuxieme partie de I’égalité, que I’ensemble des classes selon ~,  est en bijection
avec I’ensemble des classes selon ~g .

Définition 1.2.3 Etant donnés un groupe (G, ) et I un sous-groupe de (G, *),

i) on appelle indice de H dans GG le nombre de classes d’équivalences pour la relation ~
(cf. I.2.1,) encore égal au nombre de classes d’équivalences pour la relation ~  (cf. 1.2.24).

ii) on appelle ordre de H dans GG le nombre d’éléments de H (si celui-ci est fini, sinon on
pourra convenir que I’ordre est infini.)

15
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Corollaire 1.2.4 FEtant donné un groupe fini (G, ) et H un sous-groupe de (G, *), le cardinal
de H divise le cardinnal de G.

Preuve : (cf. 1.2.2.iv).)

Définition 1.2.5 i) Etant donné un groupe (G, ), on dit que deux éléments x et y de G sont
conjugués s’il existe un élément g € G tel que

T = g*y*g_l.

ii) Etant donnée une partie E de G (pas nécessairement un sous-groupe,) on appelle conju-
gué de I par g et on note

1

gxExgl = {gxxxg ', rekE}

I’ensemble des conjugués d’éléments de £ par g.

Remarque 1.2.6 On pourrait également introduire la notion (qui s’est déja révélée utile) de
conjugaison d’un élément x d’un ensemble E par un élément g d’un groupe G alors que x
n’appartient pas nécessairement & G mais pour peu que ¢ * x et = * g~ ! soient néanmoins
définis. C’est notamment le cas si £ est ’ensemble End(1") des endomorphismes d’un K-
espace vectoriel Vetsig € GL(V).

Proposition 1.2.7 i) La relation de conjugaison sur les éléments d’un groupe G est une
relation d’équivalence sur G.

ii) La relation de conjugaison sur les parties d’un groupe G est une relation d’équivalence
sur I’ensemble P(G) des parties de G.

Proposition 1.2.8 Si H est un sous-groupe d’un groupe G, tout conjugué g * H x g~ de H
par un élément g de GG est un sous-groupe de G.

Proposition 1.2.9 Etant donné un groupe G et H un sous-groupe de G, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

a) Pourtoutg € G,g*x H = H % g c’est-a-dire

{gxh, he H} = {h*xg, he H}.

b) Pourtoutg € G,gx Hxg ! = H,

16
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c) Pourtoutg € G,g* H*g ' C H.

Preuve :

b)=c¢)
c)=-a)

a)=0>b)

est immédiat.

Soit g € G. Pourtoutx € g+ H, ilexistey € H,telquex = gxyiex*xg ' =
g*y*g ' Ordapres(c), g+y*g ' € H. Il existe donc = € H tel que

rxg "l = gryxg ' = z,

d’otx = zxg c’est-a-dire que x € H *g. On vient donc de montrer que (c) implique
quegx H C Hxg.

L’inclusion réciproque s’obtient par le méme argument, en appliquant cette fois (c) a
I’élément g~

Soit g € G. Pour toutx € g H x g~', il existey € H telquex = g*y+* g '. Or
gxy € gx H. D’apres (a), gxy € Hxg. Illexistedoncz € H telqueg*xy = zxg;
c’est-a-dire que

T = gxyxg ' = zxgxg ! =2z € H.

On vient donc de démontrer que (a) implique que g x H x g~ C H.

1

Réciproquement, pour toutz € H,g 'xxz € g~'xH. D’aprés (a), g 'xx € Hxg™'.
1

I existedoncy € Htelque g 'xx = yx* g ! c’est-a-dire

r = g>|<y4<g_1 c g*H*g_l.

1

On vient donc de montrer que H C g H x g~ ; ce qui termine la preuve.

Définition 1.2.10 Etant donné un groupe (G, *) un sous-groupe [ vérifiant I'une des trois
propriétés équivalentes de la proposition 1.2.9 est dit distingué ou normal.

Exemple 1.2.11 a) Le noyau Ker f d’un morphisme de groupes f : G — H est un sous-
groupe distingué de G. En particulier, {eg} = KerlIdg est distingué.

b) Le groupe G vue comme sous-groupe de lui-méme est distingué.

¢) Si G estun groupe abélien (cf. 1.1.3) tout sous-groupe de G est distingué.

d) Si E est un R-espace vectoriel euclidien, le groupe spécial orthogonal SO~ (FE) est un
sous-groupe distingué du groupe orthogonal O_ (E).

17
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Définition 1.2.12 Si ~ est une relation d’équivalence sur un groupe (G, *), on dit que ~ est

compatible a la structure de groupe si pour tout quadruplet (x,z’,y,y’) d’éléments de G,
r~yetd ~y = ~yy

Proposition 1.2.13 Soit G un groupe.

i) Une relation d’équivalence ~ sur G est compatible si et seulement si pour tout (z,y) €
G x G,

:1:~y<:>a:_1*y~e.

ii) La classe € de I’élément neutre e est un sous-groupe distingué de G.

iii) Etant donné un sous-groupe distingué H de G, les relations ~g.m (cf. 1.2.1.1) et
~am (cf. 1.2.1.2) coincident c’est-a-dire sont une méme relation
~H ::Ng7H:Nd7H 1

qui est compatible.

iv) Etant donné un sous-groupe distingué H de G, la relation ~ compatible définie ci-
dessus est la seule relation d’équivalence compatible ~ sur G telle quee = H.

Preuve :

i Si ~ est une relation d’équivalence compatible sur GG, comme ~ est réflexive, pour
toutz € G,z ' ~ x~t. Comme ~ est compatible, siy ~ x,

x_l*y ~ o lvr = e,

Réciproquement, si z et y dans G sont tels que x™1 x y ~ e, comme ¥ ~ x et que ~
est compatible,
Yy = x*x’l*y ~ rTxe = .

ii Par définition méme d’une classe d’équivalence, ¢ € e. Si x € €, comme b~
1!, (par réflexivité de ~,)

e =2 'xr ~ o lxe = afl,
(par compatibilité;) i.e.x~! € €. Enfin si (z,y) €€ X €,
Txy ~ exe = e,

(par compatibilité;) i.e.x x y € €. D’apres la proposition 1.1.19, e est donc un sous
groupe de G.

18
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Pour toutx € e, ettouty € G,
r o~ e
= Yyxxr ~ Uy
= yrxxy  ~ yxy !
= yxxxy l ~ e;
c’est-a-dire que pour touty € G,
Yk €% y’1 C e;
i.e., d’apres la proposition 1.2.9.c) € est un sous-groupe distingué de G

iii En combinant 1.2.2.1i1) et 1.2.9.a), il est clair que les classes selon ~4 i sont exac-
tement les classes selon ~ p; c’est-a-dire, de manicre presque tautologique, que
~g.H = ~q,u €stune relation d’équivalence que I’on notera ~p .

Soient donnés des éléments x, x',y,y' de G tels que :

x~gaxoet ye~gy

= _ gt oet ye~apy
(cf. 1.2.1.1,) xlxa' € H et ylxy cH
=
H est distingué rixax’ e H et a7 tx(ytxy)xzeH
=
H estun groupe (v 'y txy xx)x (a2 txa') € H
= v hxytxy' k2 € H
= (yxz)t*x(y*x2') € H
=
(cf. 12.1.1,) yxax o~ yxx;

ce qui prouve que ~p est compatible.

iv 11 est clair que la classe de e selon ~y pour tout sous-groupe distingué H de G
s’identifie 4 H. L’unicité de ~ g sous les conditions de (iv) découle alors du lemme
plus général :

Lemme 1.2.14 Etant donné un groupe G et deux relations d’équivalence ~ et ~5 compa-
tibles sur GG, on note T, (resp. T) la classe d’un élément = de G selon ~ (resp. ~ .)
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Les relations ~1 et ~ coincident c’est-a-dire que pour tout (z,y) € G X G,
T~ Y & T~y

b) Pourtoutx € G
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c) llexisteg € G tel que

d)

Preuve :

a) < b) est pour ainsi dire tautologique.

b) = c¢) est immédiat.

¢)=d) Soitdonnég € G, tel que g, = 7,. Pour tout

r € €
= Tr n~ €
= .
~ est compatible etréflexive rT*qg ~1 ¢
= Txg € g
=
c) T*xg € G
= rxg ~2 g
=
~q est réflexiveet compatible zx gx g ' ~y gxg ' = e
= r n~9 €.

On vient donc de montrer que €; C €. Le raisonnement étant parfaitement symé-
trique, on peut montrer, de la méme maniere, I’inclusion réciproque.

d) = a) Pour tout (x,y) € G, six ~1 y, alors, d’apres 1.2.13.i)
rhxy ~ e
= o lxy € @
=
d z7'xy € &
= r n~o Y.

Le raisonnement étant évidemment symétrique, on montrerait, exactement de la
méme maniere que Si x ~q y alors x ~1 y; ce qui termine la preuve.

Proposition 1.2.15 FEtant donné un groupe (G, ), si H est un sous-groupe distingué (cf.
1.2.10d)e (G, *), il existe une unique structure de groupe sur le quotient G/ ~ (cf. 1.2.13ii)
telle que la surjection canonique G — G/ ~y (cf. 0.12.ii))soit un morphisme de groupes.

Preuve :
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Analyse :

Synthese :

S’il existe une structure de groupe t sur ’ensemble G/ ~y des classes d’équivalence
selon ~p, nécessairement, pour tout quadruplet (x,z',y,y’) d’éléments de G tel que

x ~g x ety ~y v,

ma(r*y) GRs my(z){mu(y)
= mu(@) tru(y)
GRs (' *y) .
Comme 7y est surjective, la structure 1 est nécessairement unique.

Comme ~ est compatible a (G, *) (cf. 1.2.13.iii),)

8

ma(rxy) = THY
= 2 xy

= qu(x' xvy');

on peut donc poser, pour tout (T,7) € G/ ~g xXG/ ~py,

TTY (= u*xv,

(cf. 1.1.5.b)) pour n’importe quel élémentu € T (resp.v € ;) ce qui prouve I’exis-
tence de la structure .

Définition 1.2.16 Etant donné un groupe (G, *) et un sous-groupe distingué I de (G, ), on
appelle groupe quotient de G par H et I’on note G/ H 1’ensemble G/ ~p (cf. 1.2.2.3) muni
de I'unique structure de groupe déduite de la proposition 1.2.15.

Proposition 1.2.17 Etant donné un groupe (G, *), les données suivantes sont équivalentes,
au sens ot la donnée de I'une d’entre elles permet de construire canoniquement les autres :

i) Un sous-groupe distingué K de G.

ii) Une relation d’équivalence ~ compatible sur G.

iii) Un morphisme de groupes surjectifp : G — I.

21
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Preuve :

a On a vu, grice a la proposition 1.2.13, qu’a toute relation compatible ~ on associe
canoniquement un sous-groupe distingué K := € et que, réciproquement, a tout
sous-groupe distingué K on associe une unique relation compatible telle quee = K.

£ On a vu également, griace a la proposition 1.2.15, qu’a tout sous-groupe distingué
(ou de maniere équivalente a toute relation d’équivalence compatible) on associe une
surjection i : G — G /K qui est un morphisme de groupes.

v Réciproquement, a tout morphisme surjectif p : G — I, on peut associer le sous-
groupe distingué K = Kerp (cf. 1.2.11.a).)

- Le lemme suivant établit qu’en fait, les procédés [ ety sont “inverses” I’'un de I’autre,
en un certain sens.

Lemme 1.2.18 Etant donné un morphisme surjectif de groupes p : G — I, il existe un
unique isomorphisme de groupes ¢ : G/Kerp — [ telquep = ¢om , ol n est la surjection
canonique G — G /Ker p.

Preuve :

- Si ¢ existe, alors nécessairement, pour toutx € G, ¢[n(x)] = p(x) ; ce qui suffit a
prouver I’unicité de ¢ puisque T est surjective.

- Pour tout (z,2') € G x G, sip(z) = p(a'), x7 x 2/ € Kerp c’est-a-dire, d’apres
1.2.13.iii).1 x ~gerp 2. Ce qui implique que

w(z) =7 =2 = w(a)).

On définit donc bien ainsi une application ¢ : G/ ~y— p(G) en posant, pour tout
r € G, ¢[r(x)] = p(o).

I1 est clair que, pour tout z € G, par définition méme de ¢, m(x) est un antécédent
par ¢ de p(x) ; ce qui prouve, comme T est surjective, que ¢ I’est aussi.

Pour tout couple (£,m) € G/Kerp x G/Ker p, il existe un couple (z,y) € G x G tel
queé{ = 7(x)etn = w(y) puisque 7 est surjective. Si p(&) = ¢(n) alors

pz) = py)
= T ~Kerp Y
= xlxy € Kerp
= 7(x) = 7(y)
= § = n;

ce qui prouve que ¢ est injective.
L’application ¢ est donc bijective.
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Enfin pour tout couple (£, 7) et tout couple (x,y) comme précédemment,

¢(§ *G /Kerp 77) = gb[?T(:E) *G/Kerp 77(?/)]
= ¢lr(zxy)]

(z*y)

= p(x) *r p(y)

= o[r(x)] *1 o[ (y)]

= (&) *1 0(n) ;

ce qui prouve que ¢ vérifie I’axiome GR; et donc que ¢ est un morphisme de groupes.

I
S
8

La proposition I.1.12 prouve finalement que ¢ est un isomorphisme.

Corollaire 1.2.19 Plus généralement, pour tout morphisme de groupes f : G — G’ tel que
f(K) = {ey} (i.etel que K C Ker f) pour K un sous-groupe distingué de G, il existe un
unique morphisme ¢ : G/K — G'telque f = ¢ormoun : G — G/K estla surjection
canonique

Preuve :  On peut tout d’abord noter I := Im f ,p : G — I I’application | elle-méme
vue a valeurs dans I eti : I — G’ I’injection canonique de I dans G’ (cf. 0.5.iii).)
On a alorspot = [ etp est un morphisme surjectif tandis que ¢ est un morphisme

injectif. De plus, il est facile de vérifier que Kerp = Ker f .
On peut donc, grace au lemme 1.2.18, construire un unique isomorphisme

X : G/Kerp = G/Ker f — 1

telque x o my = p,oumy désigne la surjection canonique G — G /Ker f .

Comme K C Ker f, pour tout x € G, x x K C x % Ker f , c’est-a-dire, d’aprées
1.2.2.iii), que toute classe modulo K est incluse dans au moins une classe modulo Ker f , mais
également dans au plus une classe selon Ker f car ces derniéres sont deux a deux disjointes.
A toute classe modulo K on peut donc associer une unique classe modulo Ker f la contenant.
Ceci permet de définir une application n : G/K — G/Ker f .

On laisse le soin au lecteur de prouver que

— p est un morphisme de groupes,

— U O T = 7Tf .

Il résulte de ce qui précéde que

[ = iop
i ox omy

= 10X O MOT.

En posant ¢ := i o x o u, on prouve son existence.
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L’unicité est laissée en exercice et I’on conseille de se reporter au paragraphe I1.6 ot
cette question est traitée dans le détail pour le cas des groupes abéliens, les techniques étant
exactement les mémes.

Remarque 1.2.20 Si G est un groupe abélien tout sous-groupe de G est distingué. La défini-
tion du groupe quotient donnée en 1.2.16 coincide avec celle d’un Z-module quotient donnée
en IL.5.5.

Proposition 1.2.21 Pour tout groupe (G, *) et x un élément de G,

- I'image Im €, du morphisme

&4 — G
1 — x

(cf. 1.1.10.b),) est un groupe abélien;

- si G est de cardinal fini, I’ordre de Im e, est le plus petit entier positif d tel que
ex(d) = 2% = eg.

Preuve :

- D’aprés I.1.17.b), Im €, est un sous-groupe de GG. Or pour tout (g, h) € Ime, X Im e,
il existe (r, s) € Z X Z tel que

Il s’ensuit que

gxgh = €.(r)*ges(s)
= €(r+zs)
= ex(s +7z 7’)
= €(8) *g (1)

= hx*xgg.

- 1l s’ensuit que €, induit un morphisme surjectif de groupes abéliens Z, — Ime,. Si G
est fini ce morphisme ne peut pas étre injectif car Z est infini. Le noyau de €, est donc
un sous-groupe (distingué) de Z. On sait qu’il existe un unique entier d > 0 tel qu’un
tel sous-groupe soit de la forme dZ. L’entier d est le plus petit entier strictement positif

appartenant a Ker e, donc le plus petit entier strictement positif tel que ¢ = eg.

Par ailleurs, le lemme 1.2.19 prouve qu’il existe un isomorphisme canonique 7./ dZ ==
Im e, ce qui prouve que #([)Ime,] = d.
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Définition 1.2.22 Etant donné un groupe (G, *) pour tout z € G on appelle ordre de x
I’ordre du sous-groupe Im €, ou €, est défini comme dans la proposition 1.2.21.

Corollaire 1.2.23 Etant donné un groupe fini (G, x) I’ordre d’un élément x € G, divise le
cardinal de G.

Preuve : C’est une conséquence quasi-immédiate de ce qui précede et de la formule 1.2.2.iv).

Proposition 1.2.24 Dans un groupe G, deux éléments conjugués ont méme ordre.

I.3 . —Quelques résultats sur les groupes finis

Proposition 1.3.1 Si (G, *) est un groupe fini, une partie H de G munie de la loi de compo-
sition * est un sous-groupe de G si H est non-vide et pour tout (z,y) € H x H, z xy € H.

Proposition 1.3.2 Si G est un groupe fini de cardinal p premier, G est isomorphe (non cano-
niquement) a (Z/p, +) et donc commutatif (abélien).

Preuve : (ct. TD n° I, exercice D, question 1).)

Définition 1.3.3 Un groupe fini G de cardinal n € N* est cyclique s’il est engendré par un
seul élément, c’est-a-dire s’il existe un élément g € G tel que I’image du morphisme
Og: L — G
1 = g
(cf. 1.1.10.¢)) soit égale a GG (cf. 1.1.25.)
Le lemme 1.2.19 montre qu’alors G = Z/n et est donc commutatif (abélien.)

.4 . —Groupe symétrique

Définition I.4.1 Etant donné un ensemble fini E on appelle permutation ou encore substitu-
tion de E toute bijection de F sur lui-méme.
On note S(E) ’ensemble des permutations de F.

Proposition 1.4.2 Le couple (S(F), o) est un groupe (cf. I.1.1.)

Définition 1.4.3 Si £ := {1,2,...,n} est 'ensemble des n premiers entiers non nuls, le
groupe S(FE) est noté S, et appelé groupe symétrique d’ordre n. Pour tout s € S,, on
adoptera la notation :

Proposition 1.4.4 i) Le cardinal de S,, c’est-a-dire le nombre d’éléments de S,, est égal a
nl.
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ii) Si E est un ensemble fini a n éléments toute bijection E — {1,2,... ,n} définit un
isomorphisme de groupes S(FE) = S,, (cf. L1.11.)

Preuve :

1) Soit
Y i={seSui|s(n+1) = n+1}.
Il est tres facile de vérifier que 3. est un sous-groupe de S,,.1 isomorphe a S,,. Le sous-groupe
) ne sera pas, en général, distingué (cf. 1.2.10,) en revanche on peut toujours considérer sur
Sy+1 la relation d’équivalence ~ 5, (cf. 1.2.1.1i)nduite par 3. On a alors, pour tout (s, s’) €
Sn+1 X Sp1,
s ~gy 8

slos € X
stos(n+1) = n+1
& sn+1) = s(n+1).

=
=

Autrement dit, la classe de s est ’ensemble des permutations de {1;...;n + 1} telles que
n+1 ait pour image s(n+ 1). On voit donc qu’il y a autant de classes que d’images possibles
pourn + 1 c’est-a-dire n + 1. Autrement dit,

#(Suir) ~gx) = mt 1.

En appliquant la formule 1.2.2.iv), il vient

#(Snt1) = #(X)H#(Snt1/ ~gx) = #(2).(n+1) = #(Sp).(n+1)

ce qui donne une formule de récurrence pour calculer #(S,,) et donne bien #(S,,) = n!en
remarquant que #(S;) = 1.

ii) Etant donnée une bijection § : E — {1;...;n}, I'application qui 3 s € S(E) associe
0 o s o ! définit un isomorphisme de groupes S(E) = S,,, ce qui est trés facile a vérifier.

1.4.5 . —Notations

Dans toute la suite, on fixe un entier n > 1 et on étudiera désormais S,, pour n € N*.
Pourtouts € S,,ettoutk € Z,onnotera s* I'image de k dans S, par I’'unique morphisme
7, — S, défini par 1 — s (cf. [.1.10.c).)

Pourtout s € S, on définit la relation binaire R, sur [1;n] := {1;2;...;n} par: aRsb
s’il existe k € Z tel que

b = s¥(a). 14.5.1
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Proposition 1.4.6 Pourtouts € S, larelation R, définie ci-dessus, est une relation d’équi-
valence.

Définition 1.4.7 La classe d’équivalence d’un élément a de {1,2,...,n} est appelée orbite
de a suivant s et notée Os(a).

Définition 1.4.8 i) On appelle cycle une permutation ¢ dont toutes les orbites sont réduites
a un seul élément sauf une que 1’on note O.(a).

ii) L’orbite O.(a) est appelée support du cycle c.
iii) Le cardinal de O.(a) est appelé longueur du cycle c.

iv) Un cycle de longueur 2 est appelé transposition et on note t;; la transposition telle que :
tij(i) = jett;(j) = t,pourl < i < netl < j < ni#j

v) Un cycle de longueur n est appelé permutation circulaire.

Remarque 1.4.9 L’inverse d’une transposition est elle-méme t;jl = t;;. On dit que ¢;; est
involutive.

Proposition 1.4.10 Etant donné un cycle ¢ € S,,, de longueur I, et de support S,

i) pourtouta € S, I’application
Z — S

m +— "(a)

induit une bijection ¢, : 7./l — S, telle que

(ot est la classe de m modulo [.)

ii) L’entier est I’ordre de ¢ dans S,, (ct. 1.2.22.)
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Preuve :

i) Soita € S. Pourtoutm € Z,c™(a)R.a par définition de R, (cf. 1.4.5.1.) Il s’ensuit donc
que " (a) € S. On définit donc bien une application a valeurs dans S. L’ensemble [1; n] étant
fini, S C [1;n] est fini; ce qui implique que m — ¢™(a) n’est pas injective; i.e.il existe au
moins deux entiers p > q tels que

(a) = c(a)
& P a) = a.
L’ensemble
K :={meZ|™Ma) = a}

est donc non réduit a {0}. Par ailleurs, K # Z. En effet, c(a) # a cara € S iel ¢ K.
Enfin pour tout (k. k') € K x K,

) = MM(a)]
- Fa)
= a.
De plus si c*(a) = a,c*[cf(a)] = ¢ *(a)iec™(a) = a. D’aprés la proposition I.1.19

K est un sous-groupe de 7. 1l existe donc, (ct. 1.1.20)un entier ky > 1 tel que K = kyZ.
Pour toutb € S, ilexistem € 7 telqueb = ¢™(a) puisque bR.a. L’application

Z — S
m +— "(a)

est donc surjective.
Pour tout p, q tels quep = q + mky,

(a) = catmko (a)
— ()
= a).
On peut donc définir une application ¢, : Z/ky — S par ¢o(u) := ¢"(a) ot m est

n’importe quel représentant de  modulo ky. L’application ¢, est clairement surjective.
Soient (11,m) € Z/ky X Z/ky, (p,q) € Z X Z un couple de représentants de (y, ) tel que

$a(p) = ¢a(n)
& Pa) = da)
& P a) = a
& p—q € K
& po=n;
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c’est-a-dire que ¢, est injective.
L’application ¢,, : 7Z/ky — S est donc une bijection entre deux ensembles finis. On en
déduit que

ko = #(Z/k) = #(S) = 1.

i) D’apres ce qui précede, kg est indépendant de a € S, il s’ensuit que pour touta € S,
™(a) = a. Poura ¢ S, cla) = ad’ouc®(a) = a. Onen déduit que c* = Idp,,.
L’entier kg est, par construction méme, le plus petit vérifiant cette propriété; il s’ensuit que
c’est I’ordre de ¢ dans S,,.

Proposition 1.4.11 Soient c; et c; deux cycles de S,,, de supports respectifs S; = O, (a;)
et Sy := O, (as), tels que
Sl N SQ = (Z) .
Alors
C10Cy = C20¢(Cy .
Preuve :

- Pour tout a € Sy,

ci(ea(a))  a g’:‘:SQ cr(a)

ci(a) & Sa caci(a)) -

- De méme pour a € S,.
- Pour touta € [1;n] \ (S; U S,),

ale@)  a { S, ela)
a¢ S a
ad S c1(a)
ala) = ad Sy elela)).
Comme [1; n] est I'union disjointe
S1 U S, U ([1;n]\(S1US)),

ce qui précéde prouve que c; et co vérifient sur [1;n] I’identité

Cl1 O Cg = C2 O (7.
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Proposition 1.4.12 Toute permutation qui n’est pas I’identité se décompose de maniére uni-
que en un produit de cycles dont les supports sont deux a deux disjoints.

Preuve : Soit s € S, une permutation différente de Id[;.,). La permutation s posséde au
moins une orbite non réduite a un élément. Notons O;; < ; < 4 les orbites non réduites a un
élément de s. Ces orbites sont des classes d’équivalence pour la relation R (cf. 1.4.5.1;) elles
sont donc deux a deux disjointes. Pour tout1 < ¢ < d on définit

¢ [Lin] — [L;n]
a +— s(a) siae€O;
a +— a sia¢O;.

1l est clair que Ia seule orbite non réduite a un élément de c; est O; ; donc que c; est un cycle
de support O;, pour tout 1 < i < d. Pour touta € [1;n]\ U O,
1<i<d

Hcl-(a) = a = s(a)

car pour tout 1
Pour tout 1

dci(a) = aets(a) = a.
dettouta € O,

d _
Hcl-(a) (cf. 14.11,) (Ci ©C10...0C_10C410...0 cd)(a)

i(a)
= s(a) .

= C;

Il s’ensuit que

s = ||CZ

=1
L’unicité de la décomposition est laissée en exercice.

Définition 1.4.13 Etant donnée une permutation s € S,,, on note (ly,...,13) le d-uplet formé
des longueurs des cycles qui la décomposent (cf. .4.12e)n supposant I; < l41,1<i<d-1,
qu’on appelle type cyclique de s.

Proposition 1.4.14 Tout cycle c € S,, se décompose en un produit de transpositions.
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Preuve : Notons | la longueur du cycle et fixons un élément a € S. Il définit une bijection
¢ ZJl — S telle que ¢p(n) = ¢™(a) pour m un représentant de n) dans Z (cf. 1.4.10.i)D)e
cette maniére on définit une “numeérotation” des éléments de S :

ap ‘= @
a; = cla)
a1 = 7 Ya).

£ .00

La restriction du cycle c a S est alors “représentée

01 L 1=21-1
YT 19 o 1=1 0

par la permutation circulaire de [0; [ —1] :

(cf. 1.4.8.v)P)lus précisément on a :
S = oryo ot

On vérifie aisément que
-1

Vo= Ht;,m,

=0
ou T désigne la classe de m modulo | pour toutm € Zett,, (i # 1, ) la transposition de
7! définie par

tun(p) = 1

tun(n) = .

11 s’ensuit que

c|S = ¢O’YO¢71

= th z+1

= thz—l—lo(b 1 ) (b !

_ -1
on développe le produit H pot;go o L.
i=0
Or il est clair que pour tout0 < i < [ —1¢ot; ;17 o ¢! est une transposition de S. Il
s’ensuit que c|S est un produit de transpositions.
Par ailleurs c|([1;n] \ S) est I'identité et pour tout 0 < i < [ —1(¢pot;rro ¢ ") est
prolongée par 'identité sur [1;n] \ S. Ceci donne le résultat.

31



Licence MA, Algebre Générale, 1.4.18 Université Paris Sud, 2004-2005

Corollaire 1.4.15 Toute permutation se décompose en un produit de transpositions.

Preuve : Ce résultat est une conséquence immédiate des propositions 1.4.12 et 1.4.14.

Définition 1.4.16 i) On appelle signature d’une permutation s € S, le nombre o(s) :=
(—1)"~™= (out my est le nombre d’orbites de la permutation s.)

ii) Une permutation dont la signature est égale a 1 (resp. —1) est dite paire (resp. impaire.)
Exemple 1.4.17 a) La signature d’un cycle de longueur [ est (—1)"1

b) La signature d’une transposition est —1 ; i.e.une transposition est toujours impaire.

-1

¢) La signature d’une permutation circulaire est (—1)"

Proposition 1.4.18 Supposons n > 1. Etant donnée une permutation s € S, pour toute
transposition

t € S,,0(txs) = o(sxt) = —a(s) = o(t)*xo(s).

Preuve : Soit t une transposition de [1;n] et {a; b} la paire d’éléments distincts de [1;n] tel

que t(a) = bett(b) = a.On examinera successivement les deux situations out Os(a) =
Os(b) et Og(a) # Og(b).
- Supposons que a et b appartiennent a une méme orbite O := O,(a) de s. Notons
[ = #(Os(a> :
Pour tout (z,y) € O x O, notons
o= o (y) — o () € ZJI 14.18.1

(cf. 1.4.10.1).) Cette notation peut, a premiere vue sembler étonnante mais on laisse au
lecteur le soin de vérifier le lemme suivant qui confere a la dite notation sa cohérence.
O est, en effet, vraiment un espace affine de dimension 1 sous 7/l si | est premier et
un espace homogéne principal sous le 7 /l-module libre 7/l dans le cas ot Z/1 est
juste un anneau.

Lemme 1.4.18.2 i) Relation de Chasles : Pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de

O7
) + yE = T2,
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ii) Changement d’origine : Pour tout ¢ € O, une origine non nécessairement
égale a a, et tout (z,y) € O x O,

o= ¢ y) - o (@)

Enfin une propriété plus directement liée a la situation dans laquelle nous nous trou-
vons, si I’on note ||Zj)|| le représentant de z7j dans I'intervalle [0,1 — 1], est que :

SH@H(:C) (Cﬁ1_4.78_2.jj),) Squ;l(y)—qb;l(x)ll(x)

$ale7" ()]
= Y.

Remarquons, en outre, que I’application || - || vérifie les propriétés suivantes :

14.18.3

Lemme 1.4.18.4 i) Pour tout triplet (x,y, z) d’éléments de O,
22| < 1|71 + |17l -

ii) Pour tout (z,y) € O x O, ||Z|| = 0 si et seulement siz = 1 .

Remarque 1.4.18.5 Dans les lemmes 1.4.18.2 et 1.4.18.4, nous n’avons pas énoncé
de propriétés de compatibilité a la multiplication par un scalaire A € Z /[ qui seraient
nécessaires pour satisfaire aux axiomes des espaces affines et des normes mais dont
nous n’aurons pas besoin ici.

On veut maintenant comprendre comment agit s o t sur O. Remarquons d’abord que
O est stable sous s o t. On note ), (resp. §;,) I'orbite de a (resp. b) sous s ot et on
établit le lemme suivant :
Lemme 1.4.18.6 i) Les orbites €2, et (2, sont disjointes et

O =Q,U Q.
ii) Pourtoutx € O, x € Q, (resp. x € () si et seulement si

— —
0 < [[bz]] < [lball,

(resp.
0 < ||a@|| < [jab]|.)
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Preuve :
a O£> prouve le sens réciproque de ii) par récurrence sur k = ||at||, 0 < k <
[lball -

%
T Pour||bz|| = 1, d’apres 1.4.18.3,

ie.x € €),.
— — . oy . .
T Supposons () : 0 < ||bx|| < ||bal| et x € Q,. L’identité § implique que :

x # aetx # b,

dotrt(x) = xdousot(x) = s(x)ies(x) € Q,. Il est facile de voir que

_>
[bs(I| = [[bl] +1,

ce qui constitue la clef de I’argument de réccurence.

I’argument relatif a (), est exactement identique puisque a et b jouent exactement
le méme role.

(£ Prouvons maintenant que €, et §2, sont disjointes. Ces deux ensembles étant des
classes d’équivalence, il suffit de montrer qu’ils sont distincts. Prouvons donc, par
I’absurde, que b ¢ €),.

Sib € Q,, il existe des entiers k € N tels que (s o t)¥(a) = b. Soit m le plus
petit d’entre eux. Comme O est stable sous sot, nécessairement m < [ et, comme
a+#b,m>1.
(sot)™a) = b
& (sot)™ sot(a) b 14.18.6.1
& (sot)™1[s(b)] = b.

— —
Lemme 1.4.18.6.2 Or pour tout x € O tel que 0 < ||bz|| < ||bal|, on a z ¢
{a;b}, d’out(x) = wdousot(r) = s(z).

11 s’ensuit que I’équation 1.4.18.6.1 équivaut a :

pym—Ilball [ gllball (7, b
o (s01) s O = 14.18.6.3
(cf. 14.18.3,) (sot)ymliball(q) = b,
ce qui implique, par minimalité de m, que
_)
m — |[bal] < 0. 14.18.6.4
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_>
Or, par ailleurs, m — ||ba|| = 0 et I’équation 1.4.18.6.3 impliqueraient a =
b ce qui est contraire aux hypotheses. Il s’ensuit, en appliquant 1.4.18.6.2, que
I’équation 1.4.18.6.1 équivaut a

s™(b) = b.
Comme m # 0, nécessairement on a :
_>
I =m < |bal| < U;

ceci est évidemment contradictoire.

%
~ En remarquant finalement que pour tout z € O, soit ||at|| < ||a?||, soit ||bz|| <
||ba|| on obient que

— —
0 = {«||[@| < llabll} U {e | l1b]] < I[ball}
Ceci prouve, grice a la réciproque de ii), que nous avons prouvé en o, que
O == Qa U Qb 3

cette union étant disjointe d’apres 3, ce qui achéve la preuve de i).
Le sens direct de ii) découle aisément de ce qui précéde.

On a illustré, dans le dessin ci-dessous, la situation dans le cas oul = 6 et | \£| | = 3.

Les orbites de s différentes de O restent des orbites sous s o t puisque t restreinte
a ces orbites est I'identité. Seule I’orbite O a donc été modifiée et transformée en
deux orbites exactement. 1l s’ensuit que s o t a une orbite de plus que s et donc que
o(sot) = —o(s).
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- Supposons maintenant que a et b appartiennent respectivement a deux orbites dis-
tinctes O, et O, de s. Pour tout z € O, tel que ||at|| > 0, (cf. L4.18.4,) x ¢ {a; b}
d’out(r) = xdousot(x) = s(x). I en résulte que

v (cf 14.18.3,) §@(q)
= ST s(a)
— (s 0 )11~ s(a)
= (s 0 t)I# 1[5 o ¢(b)]
- (s o t)loll(p) |

On prouve ainsi, que tout z € O, tel que ||at|| > 0 appartient 4 Ia classe de b selon
s ot et on prouverait, par un raisonnement tout a fait symétrique, que tout x € O, tel

que ||bx|| > 0, appartient a la classe de a selon s o t.

Posons finalement l,, :== #(Oy). On a alors :
(sot)t(a) = (sot)* sot(a)]
= (sot)"7'[s(0)]
= s'(b)
= b;

ceci prouve que b appartient a I’orbite de a selon s o t.

On déduit alors finalement facilement de ce qui précede, que I’orbite de a selon s o t
est aussi I’orbite de b selon s ot et est égale a O, U Oy. On a représenté cette situation
sur le dessin ci-dessous.

s*(a) s5(a) s(b) s2(b)

Comme précédemment, les orbites de s distinctes de O, et O, ne sont pas affectées
par la composition par t et il en résulte que s o t possede une orbite de moins que s et
donc que o(sot) = —o(s).

Le cas det o s se ramene a la situation précédente grice a la remarque suivante :
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Remarque 1.4.18.7 Pour toute permutation v € S,,, la relation d’équivalence R,
(cf. 1.4.5.1) coincide avec la relation d’équivalence R, d’ot o(u) = o(u™t).

On applique ce résultat a
(tos)™ = slot ! (cf.14.9) s 'ot.
Ceci acheéve finalement la preuve de la proposition 1.4.18.

Corollaire 1.4.19 Dans la décomposition d’une permutation en transpositions (ct. 1.4.14,) le
nombre de transpositions n’est pas uniquement déterminé ; mais sa parité I’est.

Preuve : En effet, si
o
S = Htl c Sn,
i=1

o(s) = (=1)* d’apres la proposition 1.4.18.

Proposition 1.4.20 Pour tout couple (s, s') de permutations
o(sos) = o(s)xo(s).
On en déduit que o est un morphisme de groupes :

0:8, =72 = ({-1,1},%x)=7Z/2.

Preuve : Ceci résulte immédiatement de la proposition 1.4.18 et de la proposition 1.4.14.

Corollaire 1.4.21 Deux éléments s et s’ de S,, conjugués (cf. 1.2.50)nt méme signature.

Définition 1.4.22 Pour n > 2, le noyau de o est un sous-groupe distingué de S, (cf.
[.2.11.a),) noté A, et appelé groupe alterné d’ordre n ; de plus S,/ .A,, s’identifie canoni-
quement a Z/27 (cf. 1.2.19.)

Proposition 1.4.23 Pour [ < n, tous les cycles de longueur | forment une seule classe de
conjugaison.

Preuve : Soient c et ¢ deux cycles de longueur l. Soit S, (resp. S ,) le support de ¢, (resp.
d ) avec

L= #(S) = #(9).
Tout élément a € S (resp. a’ € S') définit une bijection ¢ : Z/l — S, (resp. ¢' : Z/1 — S')
(cf. 1.4.10.1).)
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o Posons
s = ¢ ogp L.
Pour toutb € S, il existe un unique j1 € Z/l telqueb = ¢(u) = c*(a). Dés lors

(stodos)(b) =

I
»n N~
VA
L
O
)
e — —

I
<
L

L
—~
Q\
=
+
[
—~ =

Q\
~
=

¢ +1)
o+ (a)

c(c*(a))
= ¢(b).

B L’application s n’est pour I’instant définie que sur S. Or

#([L;n] \ ) = #([Lin]) — #(5) = #([Lin)) — #(5) = #([L]\ ).
11 existe donc une bijection
w: [In] \ S = [I;n] \ 5.
On définira donc § par s sur S et u sur [1;n] \ S . On vérifiera ensuite que § est une
bijection de [1;n] sur lui-méme et que

slods =c.

Comme
[Lin] = S U ([La\ (SUS)]) U (S'\(SNS)),
les points «, [3 et v permettent de définir s sur [1;n| vérifiant I’identité

stocd os =c;
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c’est-a-dire que s conjugue c et ¢.

Corollaire 1.4.24 Les permutations de méme type cyclique (ct. 1.4.13f)orment une seule
classe de conjugaison.

Preuve : (cf. TD n° I, exercice G.)

II . —Anneaux, algebres, modules

II.1 . —Premiéres définitions (rappels : anneaux)

Définition I1.1.1 Un anneau est un triplet (A, +, *) (le plus souvent noté A, tel que ANN;
(A, +) est un groupe abélien (cf. I.1.3,) et laloi x : A x A — A vérifie :

ANN, pour tout triplet (z, y, z) d’éléments de A,

rx(yxz) = (xxy)* 2z,

(la loi * est associative);

39



Licence MA, Algebre Générale, I1.1.3 Université Paris Sud, 2004-2005

ANNj3 il existe un élément 14 de A, appelé élément neutre de (A, x), (souvent noté 1 lorsque
le contexte est clair) tel que, pour tout z € A,

laxx = xx1ly = x;

(on supposera toujours que 14 # 04 ot 04 est 1’élément neutre pour la loi + ;)

ANN, pour tout triplet (z, y, z) d’éléments de A,
rx(y+2) = xxyt+axxzet(x+y)xz = rxz4+yxz.

(la loi * est distributive par rapport a la loi +.)

On dira aussi que les lois + et x donnent a I’ensemble A une structure d’anneau.

La loi + est usuellement appelée addition et la loi x multiplication, par analogie avec
I’anneau “modele” (Z, +, x). Pour tout couple (z,y) d’éléments de A, on appellera = + y et
x % y respectivement somme et produit de x et y.

Définition I1.1.2 Etant donné un anneau (A, 4, %), si ANNj pour tout couple (z,y) d’élé-
ments de A, x xy = y * x on dira que la loi * est commutative ou encore que 1’anneau
(A, +, %) est un anneau commutatif.

Exemple I1.1.3 a) Lamultiplication * sur Z, donne a (Z, +, *) une structure d’anneau com-
mutatif.

Par ailleurs la relation de congruence modulo n (cf. I.1.5.b)) est compatible a la multipli-
cation (cf. 1.2.12) i.e.pour tout (a,b) € Z x Z, et (a’, V') € Z X Z, si

a ~, detb ~, b,
alors
ab ~, d't .

Ce qui permet de définir une multiplication z,,, sur I’ensemble Z/n des classes modulo n
par : _

a*z/, b= axb.
Le triplet (Z/n, +z/n, *z/n), le plus souvent noté Z/n est un anneau commutatif.
Attention : (Z/n, ) n’est jamais un groupe.

b) On dira qu’une fonction f: R — R est a support compact, s’il existe un intervalle [a, b] C
R (i.e.un sous ensemble compact de R, ) tel que pour tout = ¢ [a,b], f(z) = 0. L ensemble
C des fonctions continues a support compact, muni de 1’adition :

+:CxC — C
(fr9) = f+gl(f+9)(x) = f(z)+g(x)Vr €R, ;
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et de la multiplication :

x:OCx(C — C
(fr9) = fxgl(f*xg)(x) = f(z)*g(x) Ve e R;

n’est pas un anneau au sens de la définition II.1.1. En effet, C' ne posséde pas d’élément
neutre pour la multiplication * et ne vérifie donc pas I’axiome ANNj; de la définition II.1.1.

Dans la suite de ce cours, nous n’aurons pas a considérer de tels objets, ce qui nous incite
a donner une définition d’anneau plus restrictive a laquelle satisferont tous les objets de notre
étude. Les anneaux que nous considérerons sont parfois appelés anneaux uniferes.

II.1.4 . —Notations et conventions

Tous les éléments d’un anneau A différents de 04 ne possédant pas nécessairement un
inverse pour la loi %, on notera A* I’ensemble des éléments de A inversibles pour * Si A
est un anneau (resp. un anneau commutatif) A* est un groupe (resp. un groupe abélien.) On
appelle parfois également unité un élément de A*.

Exemple II.1.4.1 a) Le groupe (Z*,*) des inversibles de Z est ({—1,1},*) qui est iso-
morphe au groupe abélien Z/27.

b) Pour un K-espace vectoriel V' I’ensemble End (V') des endomorphismes de V' est un
anneau dont le groupe des inversibles End(V) ™ est le groupe linéaire GL(V).

Définition II.1.5 Un anneau commutatif (A, +, %) est un corps si tous les éléments de A
différents de 04 possédent un inverse pour laloi * ; i.e. A = A \ {04}

Convention On ne considérera, par la suite, que des corps commutatifs qu’on appelera sim-
plement corps.

Exemple I1.1.6 Les ensembles Q, R, C munis de leurs lois usuelles sont des corps com-
mutatifs ainsi que Z/p pour p premier; en revanche le corps des quaternions de HAMILTON
n’est pas commutatif.

Exemple II.1.7 Soit (G, +) un groupe abélien, d’apres la proposition I.1.13, la loi + de G
induit une loi + sur

Homg, (G, G) telle que (Homg, (G, G),+) est un groupe abélien.

Par ailleurs, si f et g sont deux éléments de Homg, (G, G), f o g est un élément de
Homg, (G, G) (cf. 1.1.7.)
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Proposition I1.1.8 FEtant donné un groupe abélien (G, +), (Home, (G, G), +,0) est un an-
neau (non commutatif.)

Preuve : Comme (Homg, (G, G),+) est déja un groupe abélien cette vérification étant lais-
sée en exercice, il suffit de vérifier les axiomes ANN;, ANN; et ANN, de la définition I1.1.1.

ANN, La loi o est associative par définition.
ANN; L’élément Idg € Homg, (G, G) (cf. 1.1.10.a)) vérifie

foIdG’ = IdGof = f7
pour tout f € Homg,(G,G).

ANN; Etant donnés trois éléments f, g, h de Homg, (G, G), pour toutz € G,

[h o (f +Homex(c.c) 9))(2) = h

)
(cf. 11.6,) h(f(x))+gh(g(x))
= (ho f)(x) +¢ (hog)(z)
= [(ho f) +Homa. (@) (hog)l(z);

et

[(f +Home.(@.c) 9) © () = (f +Home.(c.0) 9)(h(2))

= (f(h(z)) +c f(g(x))
(foh)(x) +¢ (fog)(x)
)|

(f o h) +Homa.(c.6) (f 0 9)l()

(cf. I.1.1

Ce qui prouve que o est distributive sur +yomg, (G,G)-

Définition I1.1.9 Une application
f : (Aa +4, *A) — (B7 +B, *B)

est un morphisme (homomorphisme) d’anneaux (ou simplement morphisme si le contexte ne
préte pas a confusion,) si :

ANNg f:(A,+4) — (B, +5) est un morphisme de groupes (cf. 1.1.6.)

ANN; f(14) = 1p.
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ANNg Pour tout couple (x,y) d’éléments de A,
fl@xay) = f(x) x5 f(y) .

Remarque I1.1.10 i) L’axiome ANNy a en particulier pour conséquence que I’image d’un
€lément inversible d’un anneau A par un morphisme f : A — B est un élément inversible
de Betque f(u)™' = f(u™!) pouru € A*.

i) On remarquera qu’il est inutile de donner une définition de morphisme de corps puisque
axiomatiquement, un corps (cf. II.1.5) est un anneau qui a simplement une propriété supplé-
mentaire.

Proposition I1.1.11 Si f : A — Betg : B — C sontdes morphismes d’anneaux alors
la composée g o f est un morphisme d’anneaux de A dans C.

II.2 . —Algebres

Définition I1.2.1 (A-algebre) Si f : A — B est un morphisme d’anneaux (cf. 11.1.9) on
dit que B ou le couple (B, f) ou méme le morphisme f est une A-algébre. Le morphisme f
est appelé morphisme structural.

Si B est un anneau commutatif on dit de B, (B, f) ou f que c’est une algébre commuta-
tive.

Définition I1.2.2 Soit A un anneau
f:A— Betg: A — C deux A-algebres .

Un morphisme d’anneaux (cf. II.1.9) v : B — C est un morphisme de A-algebres si u o

f =g

Proposition 11.2.3 FEtant donné un anneau A w : (B, f) — (C,g) etv: (C,g) — (D, h) des
morphismes de A-algébres, la composée v o u est un morphisme de A-algebres.

Preuve : D’apres la proposition IL.1.11 v o u est un morphisme d’aneaux. Par ailleurs

vouof = wog

h.
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1I.2.4 . —Notation

Etant donnés un anneau A et deux A-algébres B et C, on notera Hom A—alg(B, C) 'en-
semble des morphismes de A-algebres de B a valeurs dans C.

Définition I1.2.5 (Sous-algebre) Etant donées un anneau de base A et deux A-algébres B et

C on dira que B est une sous-A-algebre de C's’il existe un morphisme de A-algebres injectif
1:B— C.

Proposition I1.2.6 Une partie B d’une A-algebre C' est une sous-A-algébre de C' si et seule-
ment si :
— pour tout (z,y) € BX B,x+cy € B, —x € B, et0¢c € B, (i.e.(B,+¢) est un
sous-groupe de (C,+¢) , (cf. 1.1.19;)
— pour tout (z,y) € Bx B,xxcy € B}
— l¢c € B;
— le morphisme structural g : A — C est a valeurs dans B .

Preuve : Il suffit décrire que I’inclusion canonique (ct. 0.1e)st un morphisme de A-algebres.

Exemple I1.2.7 (Exemples de sous-algébres) L’anneau Q (resp. R) est une sous-algebre de
R (resp. C) méme si I’injection étant I’inclusion canonique on omet presque toujours de la
noter.

Proposition I1.2.8 i) Tout anneau A est canoniquement une Z-algébre, i.e.

il existe un unique morphisme de structure f : 7 — A.

ii) Etant donnés deux anneaux A et B, u : A — B est un morphisme d’anneaux si et
seulement si u est un morphisme de Z-algebres.

Preuve : Rappelons le fait bien connu que Z = (7, +, %) est un anneau commutatif (cf.
1I.1.3.a).)

i) Soit A un anneau. Analyse : s’il existe un morphisme f : 7Z — A, d’apres I’axiomeANNg
de la définitionIL. 1.9, f : (Z,+) — (A, +4) est un morphisme de groupes, ce qui impose (cf.
1.1.9.1) f(0) = 04. Par ailleurs pour toutn € N,

fln+1) = fln)+af(1).

De plus pour toutn € N,
f(=n) = —f(n) (cf. 11.9.ii) .)

Synthése : ainsi, on constate que dés I’instant o1 f (1) est déterminé f est parfaitement défini
par un argument de récurrence. Or d’apres I’axiome ANN; de la définition 11.1.9, nécessai-
rement f(1) = 14.
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ii) Soient A et B deux anneaux dont on notera f4 et fg les structures canoniques de Z-
algebres dont I’existence et I’unicité ont été établies en (i).

Soitu : A — B un morphisme d’anneaux. D’apres la proposition IL.1.11, uo f4 est un
morphisme d’anneaux de Z a valeurs dans B. Or d’apres (i), un tel morphisme est unique il
s’ensuitqueu o f4 = fp;ce qui prouve que u est un morphisme de Z-algébres .

Réciproquement un morphisme v : A — B de Z-algébres est par définition , un mor-
phisme d’anneaux.

Exemple I1.2.9 a) Pour tout anneau A, I’identité de A donne a A une structure de A-algebre
i.e.(A,1d,) est une A-algébre

b) Soit K un corps et £ un K-espace vectoriel de dimension finie.

Le corps K s’identifie “naturellement” a I’ensemble des homothéties de F/, c’est-a-dire
qu'atout A € K, on associe I’endomorphisme de £ défini par x — Ax pourtoutz € FE.On
définit ainsi une structure “naturelle” de K -algebre sur End(E).

Définition I1.2.10 Etant donné un anneau A, un morphisme d’algébres

A
fl N g

B %5 C

est un isomorphisme s’il existe un morphisme d’algebre

A
Y
c —— B,
tel que :
wov = Ideget vou = Idg.

Remarque II.2.11 On se reportera notamment aux sections II.3 I1.6 pour des compléments
et notamment a I11.3.16, 11.3.19 et I1.3.18.
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II.3 . —Modules

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif. (cf. I1.1.2.)
Les A-algebres considérées sont commutatives (cf. I1.2.1) (sauf mention du contraire.)

Définition I1.3.1 Un A-module ou simplement module est un triplet (M, +,,-7s) (le plus
souvent noté simplement M, ) tel que :

Mod; (M, +,s) est un groupe abélien (cf. 1.1.3;) -5, est une loi de composition externe -, :
A x M — M vérifiant, pour tout (a,b) € A x A, ettout (x,y) € M x M,

Mody a-y(x4+pmy) = amyr+ya-ny,
M0d3 (a+Ab)Mx = G,'MIE+MZ)'MI‘,
M0d4 ]-A'Mx = T,

M0d5 (CL*Ab) ‘MT = CLM(bMﬂf)

On dira aussi que les lois 4y, et -, munissent M d’une structure de module.

Proposition I1.3.2 i) A tout A-module (M, +y;,-5s) on associe un morphisme d’anneaux
(ct. 11.1.9,)

O(M +,) de A a valeurs dans I’anneau (Homegy (M, M), +Homg, (M, M), ©)
(ot la structure d’anneau sur Homg, (M, M) est celle définie en 1II.1.8) en posant, pour tout
a € A,

QZ)(M’_H)(CL)Z M —- M
r = a-x.

ii) Réciproquement, étant donné un groupe abélien (M, +) muni d’'un morphisme
¢ : (A, +,%) — (Endgr(M),+,0),
il existe une unique structure de A-module -, ) sur M telle que
Pt opr) = ¢

iii) Si (M, +,-) est un A-module

‘a4, )M T

46



Licence MA, Algebre Générale, 11.3.3 Université Paris Sud, 2004-2005

Preuve :

i) Posons
(25 = ¢(M7+JV17‘]M) A= HomGr(M, M) .

L’axiome Mod, de la définition I1.3.1 assure que ¢(a) est un morphisme de groupes
(cf. I.1.6,) c’est-a-dire que
¢(a) € Homeg, (M, M) .

L’application ¢ ainsi définie est donc bien a valeurs dans Homg, (M, M).

L’axiome Mods assure que ¢ : (A, +4) — (Homgy (M, M), +tHome, (Mm,m)) €St un mor-
phisme de groupes c’est-a-dire que ¢ satisfait I’axiome ANNg de la définition II.1.9.

Enfin les axiomes Mod, et Mod; assurent que ¢ satisfait aux axiomes ANN; et ANNg de
la définition I1.1.9.

ii) Réciproquement supposons donné un groupe abélien (M, +);) et un morphisme d’an-
neaux
gb : (A7 +A7 *A) — (HomGr(M7 M)7 +H0mGr(M,M)7 O) .

Supposons qu’il existe une structure de module -, sur M telle que
Y = ¢(M,+]M7'1\/I) = ¢.
Pourtouta € A,ettoutxr € M,
a-mr = Pla)(r) = ¢a)(z).

La structure -, existe et est donc uniquement déterminée. Reste a prouver qu’elle vérifie bien
les axiomes Mody a Mods. On peut dégager de la preuve de (i) le tableau suivant, mettant en

: ¢
Mod, ¢ est a valeurs dans Homg, (-, )
correspondance les axiomes : Mods ANNg
MOd4 ANN7
M0d5 ANNg .

iii) Est tout a fait formel en considérant le tableau précédent.
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Remarque I1.3.3 i) Si M est un A-module, pourtoutx € M,ona:
OA X = OM .

Grace a la proposition I1.3.2, ceci est immédiat car I’'image de 04 dans
(Endg, (M), +) est nécessairement 1’application nulle (cf. 1.1.9.i).)

On peut aussi donner une démonstration directe de ce fait, qui reprend évidemment I’ar-
gument utilisé pour prouver 1.1.9.1) : On a en effet, pour toutz € M,

O4-2 = (0A+AOA)-ZE
= 042404 2.

Le fait que I’on puisse “simplifier” I’égalit€ 04 - © + 04 - * = 04 - z par O4 - z, vient de
ce que (M, +) est un groupe.

i1) De méme pour toutx € M,
(—14) 2z = —x,

(ot —14 désigne 1I’opposé de 14 dans le groupe (A, +4) et —x 1’opposé de x dans le groupe
(M, +).)
iii) Enfin pour touta € A,
a-0p = Opr;
ce qui découle du fait qu’on peut, grace a la proposition II.3.2, voir a comme une homothétie

de M et donc comme un endomorphisme du groupe abélien (M, +).

Exemple 11.3.4 Soit f : A — B une A-algebre (cf. I1.2.1.)

a) Si (M, 4+, D) estun B-module, M est muni d’une structure naturelle de A-module -4,
définie pour touta € Aettoutx € M par:

ayz = fla) 3o

I1 s’ensuit que pour deux B-modules M et N, munis de leur structure canonique de A-module
définie ci-dessus,
Homp(M,N) C Homyu(M,N) .

(cf. I1.3.7.i1).)

b) L’anneau A lui-méme est une A-algebre par Id 4 (cf. 11.2.9.a)) et donc un A-module dont
la structure - 4 est donnée pour tout (a,x) € A x A par:

QAT = Q%A T .
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¢) Pourunentier n € N* I’ensemble
A" = AxAx...xA = {(ar,...,a,),a, €A, 1 < i < n}

possede une structure “naturelle” de A-module (cf. I1.7.2.) Pour tout o € A et tout couple de
n-uplets d’éléments de A ((aq,...,a,),(b1,...,b,)) on posera :

Q- An (al,...,an)+An (bl,...,bn) = (a*Aal+Ab1,...,a*Aan+Abn).

Définition I1.3.5 Etant donnés deux A-modules (M, +,,a7) et (N, +x,-n) on appelle
morphisme (homomorphisme) de A-modules (ou simplement morphisme si le contexte est
clair, ou méme application linéaire) une application f : M — N, telle que :

Modg f : (M, +n) — (N, +y) est un morphisme de groupes (cf. I.1.6;)
Mod; pourtouta € Aettoutz € M,

flamr) = a-nf(z).

De maniere équivalente, f : M — N est un morphisme de A-modules si et seulement
si pour tout (a,b) € A x Aettout (z,y) € M x M,

flayz+pboyy) = an fl@)+nb-n f(y).

Exemple 11.3.6 Pour tout A-module M 1’application identique Id; est un morphisme de
A-modules.

Remarque I1.3.7 i) Pour un A-module M, on omettra, le plus souvent, d’écrire le symbole
-y de la loi externe et I’on écrira simplement, poura € Aetx € M, ax aulieude a -y x.

ii) Etant donnés deux A-modules M et N on notera Hom 4(M, N) I’ensemble des morphis-
mes de A-modules de M a valeurs dans .

Proposition 11.3.8
Pour tout morphisme de A-modules f : M — Netg : N — P,
I’application composée
g o f est un morphisme de A-modules de M a valeurs dans P .

Proposition I1.3.9 i) Tout groupe abélien (G, +¢) (cf. 1.1.3,) est
canoniquement un Z-module, i.e.il existe une unique structure de Z-module - sur (G, +¢).
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ii) Etant donnés deux groupes abéliens G et H, une application f : G — H est un mor-
phisme de groupes (cf. 1.1.6) si et seulement si f est un morphisme de Z-modules.

Preuve :

i) La structure de groupe abélien sur G induit une structure d’anneau sur Homg, (G, G) (cf.
11.1.8.) D’aprés la proposition I1.3.2, la donnée d”’une structure de A-module sur G équivaut a
la donnée d’une structure de A-algebre sur (Home, (G, G), +Home,(G,¢), ©)- Or tout anneau
étant canoniquement une Z-algebre (cf. 11.2.8,)

(Home, (G, G), +Home.(G,G), ©) @ une unique structure de Z-algébre; c’est-a-dire que G a
une unique structure de Z-module.

ii) Est laissé en exercice.

Remarque I1.3.10 On peut donner une démonstration directe (et peut-étre plus éclairante)
de I1.3.9.1). En effet, s’il existe une structure de Z-module - sur un groupe abélien GG, néces-
sairement d’aprés Mody, pour toutg € G 1z-¢g = g¢. Par ailleurs, pour tout n > 0, d’apres
MOdQ,

m+1)¢g = neg+clay
= ngg+ayg;

ce qui permet de définir - par récurrence pour les entiers positifs. La remarque I1.3.3.1)
permet de montrer que 0 - g = Og et par conséquent que (—n) - g = —(n ¢ g) ce qui
permet de définir - pour tous les entiers.

Reste, bien entendu a vérifier que la loi externe ainsi définie satisfait bien aux axiomes
Mods, et Mods ; ce qui n’est pas difficile. A noter toutefois, que Mod; repose fortement sur
le fait que GG est commutatif (abélien) et ne serait pas satisfait pour un groupe quelconque,
ce qui oblige a réserver un traitement particulier aux groupes non commutatifs (cf. I.1q)ui
n’entrent pas dans le cadre des Z-modules.

Remarque I1.3.11 Pour un entier n > 1, ’ensemble Z : n des classes d’entiers modulo n
est muni d’une structure de groupe donnée par @ +z,, b = a+zb(cf. 11.5.b)).

Nous verrons par la suite, (cf. I1.5.4,) que c’est la seule structure de groupe sur Z/n
“compatible avec la surjection ensembliste” a +— a. Pour tout (k, @) € Z x Z/n,

(k,a) > kxz a

(cf. IL13a) Frognd,

définit une structure de Z-module sur Z/n qui est la seule compatible a la structure de groupe
d’apres la proposition précédente.
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Proposition I1.3.12 i) Soit B un anneau commutatif muni d’une loi de composition externe
‘B - AxB — B

telle que (B, +p, - g) soit un A-module.
Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f : A — B tel que

f . (A7+A,‘A) — (B>+B7'B)

soit aussi un morphisme de A-modules (ot A est vu comme A-module a travers I’identité
Id, (cf. 11.3.4.)

ii) Une A-algebre f : A — B a une structure canonique de A-module, donnée, pour tout
(a,b) € Ax B, par:
a-pb = f(a)*pb.
Avec cette structure,
f : <A7 +A7'A> — (87 +Bu'B)

est un morphisme de A-modules, (o1 A est vu comme A-module a travers I’identité Id 4. (cf.
11.3.4.b)). Ce procédé est inverse de i).

Preuve :

i) S’il existe un morphisme d’anneau f : A — B, (analyse,) nécessairement f(14) =
1. Pourtouta € A,

f(a) Jflaxaly)

(cf. I1.3.4.b)) fla-a1y)

f estun mozphi_sme de modules a-p f(14)

a-plp

Ceci définit bien une unique application f : A — B. La vérification que f est bien un
morphisme d’anneaux et un morphisme de A-modules est laissée en exercice.

ii) Est laissé en exercice.
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Définition I1.3.13 Si K est un corps on appelle K-espace vectoriel un K-module.
On appelle usuellement application linéaire un morphisme de /K'-modules.

Définition I1.3.14 Etant donnés deux A-modules M et N, un morphisme f : M — N est
un isomorphisme s’il existe un morphisme g : N — M, tel que :

gof = IdMetfog = IdN

Proposition I1.3.15 Etant donné un morphisme de A-modules f : M — N, f est un iso-
morphisme si et seulement si f est une bijection.

Preuve : Si f est un isomorphisme, f est évidemment une bijection.
Réciproquement, supposons que f est une bijection. Il existe alors une bijection ensem-
bliste réciproque g : N — M, i.e.une application telle que

fog =Idyetgof = Idy .

II ne reste qu’a prouver que g est un morphisme. Pour tout (a,b) € A x A et (u,v) € N X N,
il existe un unique couple (x,y) = (g(u),g(v)) € M x M tel que

flx) = u,
fly) = v;

puisque f est bijective d’application réciproque g. Il s’ensuit que :

glaf(x) +bf(y))
f estun n;ozphisme g(f(ax + by)

g(au + bv)

= ar + by
ag(u) + bg(v) .

Ce qui prouve que g est un morphisme (cf. I1.3.5.)

Corollaire I1.3.16 Etant donnés deux groupes abéliens G et H, un morphisme de groupes
f + G — H estunisomorphisme si et seulement si f est une bijection.

Preuve : Ceci est une conséquence de la proposition 11.3.9 et de la proposition I1.3.15.
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Remarque I1.3.17 Dans le cas des groupes quelconques, le résultat a déja été établi dans la
proposition 1.1.12 et le corollaire précédent peut également €tre vu comme une conséquence
de cette derniere.

Corollaire I1.3.18 Etant données deux A-algébres (cf. IL.2.1) B et C, un morphisme de A-
algebres (cf. 11.2.2) f : B — C est un isomorphisme si et seulement si il est bijectif.

Preuve : Si f est bijectif, comme f : (B, +5) — (C, +¢) est un morphisme de groupes (cf.
11.1.91), I’application réciproque g est un morphisme de groupes d’apres I1.3.16.

Par ailleurs 1p est I’'unique antécédent de 1 par f ; c’est-a-dire que g(1¢) = 1p ; ce
qui assure que g vérifie I’axiome (cf. 11.1.92).

De plus, pour tout (u,v) € C x C, il existe un unique (z,y) = (g(u),g(v)) € B x B
tel que :

flx) = u,
fly) = v
11 s’ensuit que :
g(uv) = g(f () f(y))
f est un morphisme g(f(zy))
_ 2y
g(u)g(v)

Ce qui assure que g vérifie I’axiome (ct. 11.1.93).
On doit enfin vérifier la compatibilité aux morphismes structuraux. Notons ¢p : A — B
(resp. ¢ : A — C') le morphisme structural de B (resp. C.) On a alors :

gooc festun nzqorphisme go foo¢p
= b5

Ceci acheéve la preuve.
Corollaire 11.3.19 Un morphisme d’anneaux est un isomorphisme si et seulement s’il est
bijectif.

Preuve : Ceci se déduit de la proposition 11.2.8 et du corollaire I1.3.18.
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II.4 . —Sous-modules

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif. (cf. I1.1.2.)
Les A-algebres considérées sont commutatives (cf. I1.2.1) (sauf mention du contraire.)

Définition I1.4.1 Etant donné un morphisme de A-modules f : M — N, on appellera
noyau (resp. image) de f

Kerf == {zeM | f(z) = On},

(resp.
Imf = {f(x), x € M}.)

Remarque I1.4.2 Les définitions I1.4.1 s’appliquent évidemment aux groupes abéliens grace
a la proposition 11.3.9 (et coincident avec celles données pour les groupes quelconques (cf.
1.1.21,)) aux A-algebres grace a I1.3.4.a), et aux anneaux grace a la proposition I11.2.8.

Définition I1.4.3 On appellera monomorphisme (resp. épimorphisme) de A-modules
un morphisme de A-modules injectif (resp. surjectif.)

Définition I1.4.4 Etant donné un A-module (M, +pr, ) on appelle sous-A-module (ou
simplement sous-module) de M un sous-ensemble K de M tel que les lois +,; et -y, dé-
finissent une structure de A-module sur K.

On appellera aussi sous-module de M tout A-module isomorphe a un sous- A-module au
sens précédent.

Exemple I1.4.5 a) Etant donné un A-module M, M est un sous-A-module de lui-méme;
{0/} est un sous-A-module de M.

b) Un Z-module K est un sous-Z-module de Z vu comme module sur lui-méme (cf.
I1.3.4.b),) si et seulement si K est isomorphe a nZ pourn € N .

Proposition 11.4.6 Etant donné un A-module M et K un ensemble, les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) K estun sous-A-module de M.
b) K est un sous-ensemble non vide de M tel que pour tout (a,b) € A x A et tout (z,y) €
K x K,

ayr+puboayy € K.

c) Il existe un monomorphisme: : K — M.
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Preuve :

a) = b) est, pour ainsi dire tautologique.,

b) = a) Pourtout (x,y) € K X K, par hypothése, x+ ),y € K. Laloi+, se restreint
doncenuneloi+;; : K x K — K.
Par ailleurs, pour toutx € K, (—14)-yx = —ux (cf. IL3.3.ii)) appartient 3 K et est
de maniére évidente un opposé pour x dans (K, + ).
De plus, pour tout x € K, 04 -ay x = 0py (cf. 11.3.3.1)) appartient a K et est un
élément neutre pour (K, +)y). Ici intervient I’hypothése K non vide.
Enfin, par hypotheése méme, -, se restreint en une loi de composition externe

MAXK—>K

a) = c) découle de ce que I’inclusion canonique i : K — M définie pour toutx € K
pari(z) = x est clairement un monomorphisme.

c) = b) est une conséquence de la proposition 11.4.9. En effet, sii : K — M est un
monomorphisme i.e.un morphisme injectif, © : K — Im1 est également surjectif,
donc bijectif. D’apres la proposition I1.3.15¢ : K — Im< est un isomorphisme.

Remarque I1.4.7 On exprimera usuellement la propriété 11.4.6.b) en disant que K est stable
par combinaisons linéaires a coefficients dans A.

Exemple I1.4.8 a) Si NV est un sous-A-module de M et P un sous-A-module de N alors P
est un sous- A-module de M.

b) Si N et P sont deux sous-A-modules d’un module M, N N P est un sous-A-module de
M. Noter qu’en général, N U P n’est pas un sous-A-module de M (cf. I.1.16.b).)

Proposition I1.4.9 Etant donné un morphisme de A-modules f : M — N, le noyau (resp.
I’image) de f (cf. IL.4.1) est un sous-A-module de M (resp. N.)

Preuve :

Noyau La remarque 1.1.9.i) assure que f(0y;) = Oy i.e.0y € Ker f. Le noyau de f est
donc non-vide. De plus, pour tout (a,b) € A x A, et tout (z,y) € Ker f x Ker f,

flaz +by) = af(z) +bf(y) = a-nO+b-y0

qui est nul d’apres la remarque I1.3.3.iii). Grace a I1.4.6.b), on conclut que Ker f est
un sous-module de M.
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Image Comme f(0y;) = Oy, Im f est non vide. Par ailleurs, pour tout (a,b) € A x A, et
tout (u,v) € Im f x Im f, il existe (x,y) € M x M (non nécessairement unique) tel
que

flx) = u
fly) = v

Il s’ensuit que

a-y f(z) +nb-n fy)

35) fla-mx+mb-my)
Im f

a'NU+Nb'NU

(cf. 1

m =~

c’est-a-dire que Im f est stable par combinaisons linéaires a coefficients dans A.
D’apres 11.4.6.b), Im f est donc un sous-module de N.

Proposition I1.4.10 i) Un morphisme de A-modules f : M — N est un monomorphis-
me (resp. épimorphisme) si et seulement si

Ker f = {0um},

(resp.
Imf = N\

ii) Unmorphisme f : M — N estun isomorphisme si et seulement si f est un monomor-
phisme et un épimorphisme i.e.si et seulement si

Kerf = {Oy}etImf = N.

Remarque I1.4.11 i) Les définitions 11.4.1, 11.4.3, 11.4.4, les propositions 11.4.6, 11.4.9, et
I1.4.10 s’appliquent au cas des groupes abéliens grace a la proposition I1.3.9.

ii) Ceci s’applique également aux anneaux et aux A-algebres mais il faut prendre garde au
fait que 1’on ne peut pas tirer de la proposition 11.4.9 que le noyau d’un morphisme de A-
algebres f : B — (), est une sous-algebre de B. Ceci est d’ailleurs faux en général (cf.
I1.5.8.2).)

iii) En revanche, on peut montrer, sans grande difficulté, que 1’image de f est une sous-A-
algebre de C'.
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iv) De méme le critere de stabilité 11.4.6.b) ne saurait étre pertinent dans le contexte des
A-algebres.

IL.5 . —Quotients

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif. (cf. I1.1.2.)
Les A-algebres considérées sont commutatives (cf. I1.2.1) (sauf mention du contraire.)

Définition I1.5.1 Soit M un A-module, on dira qu’une relation d’équivalence ~ sur M est
compatible a la structure de A-module (ou simplement compatible si aucune confusion n’est
a craindre,) si pour tout (z,y) € M x M, tout (z',y’) € M x M et tout (a,b) € A X A,

x ~dety ~ o

implique
ar + by ~ ax’ + by

(cf. 12.12,) .

Proposition I1.5.2 Soit M un A-module.

i) Une relation d’équivalence ~ sur M est compatible avec la structure de A-module de
M si et seulement si 0y, est un sous-A-module de M, (ou 0, est la classe modulo ~ de
I’élément neutre 0y, de (M, +xr).)

ii) Etant donné un sous-A-module K de M, il existe une unique relation d’équivalence
compatible ~ sur M telle que K = 0y (o0t 0y est la classe de 05 modulo ~y .)

Remarque I1.5.2.3 Comparer cette proposition avec la proposition 1.2.13.

Preuve :

i) Si~ est une relation d’équivalence compatible sur M, la classe 0,; de 0,; modulo ~ est
non vide car 0y; € 0y. Pour tout (z,y) € 0y X 0y, i.e.pour tout (z,y) € M x M tel que

x ~ Opety ~ Oy,
pour tout (a,b) € A x A,
ar +by ~ aly + b0y = 0pf .

C’est-a-dire que 0, est non vide et stable par combinaisons linéaires a coefficients dans A.
D’aprés 11.4.6.b), 0, est un sous-A-module de M.

57



Licence MA, Algebre Générale, I11.5.4 Université Paris Sud, 2004-2005

ii) Etant donné un sous A-module I de M, supposons (analyse,) qu’il existe une relation
d’équivalence compatible ~ sur M telle que 0py = K. Pour tout (z,z') € M X M, si
x ~ ', en utilisant la propriété de compatibilité uniquement par rapport a x’, on a :

r—2 ~ax—2 = 0.

11 s’ensuit que nécessairement x — ' € 0); = K.
11 suffit donc de montrer (syntheése, laissée en exercice,) que 1’on définit bien une relation
compatible ~ g sur M en posant

x ~g ysiz—y € K.

Remarque I1.5.3 On parlera désormais indifféremment de classes modulo un sous-A-mo-
dule ou modulo la relation compatible qui lui est canoniquement associée d’apres 11.5.2.11).

Proposition I1.5.4 Soit M un A-module. Etant donné un sous-A-module K ou de maniére
équivalente une relation d’équivalence compatible ~ sur M, il existe une unique structure
de A-module sur I’ensemble M/ ~ des classes d’équivalences modulo K (ou modulo ~ )
telle que la surjection canonique m : M — M/ ~ soit un morphisme de A-modules (cf.

11.3.5,) (cf. 1I.1.3.a).)

Preuve :

Analyse Sim est un morphisme, pour tout (Z,y) € M/ ~x X M/ ~ , et pour tous (z,y) €
M x M, (z',y") € M x M, tels que

r € T ie px) = T,
¥ € T ie pl@) = T, 11541
y € y ie ply) = 7,
y €y ie py) = V;
pour tout (a,b) € A x A,
Ta @ +uboany) = amjmg T(2) Farjmg b pijmg 7(Y)

@M T Mg O My U
Q- M/~g ﬂ-(x/) _'_M/NK b "M/~g W(y/)

= 7T(CL'MSL’/+M()'My/).

Ceci prouve, comme 7 est surjective, que si cette structure existe, elle est nécessaire-
ment unique.
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Synthése Or précisément, puisque la relation d’équivalence modulo K est compatible (cf.
I1.5.2.ii),) pour tous (x,y) € M x M, (',y') € M x M vérifiant les conditions
I1.5.4.1, et pour tout (a,b) € A,ona:

amTH+mboyy ~x a-pux +pmbomy
& mlavzrtubouy) = mamr +ubuy).

On définira donc la structure de A-module sur M/ ~k en posant, pour tout (T,7) €
M/~ X M/ ~g ,ettout (a,b) € A X A,

Mg T FM/~g b~M/NKy = 7T(a ‘MT by y); 11.5.4.2

(ol z (resp. y) est n’importe quel représentant de T (resp. 7.))

Définition I1.5.5 Pour un A-module M et un sous-A-module K, on notera M /K 1’ensemble

M/ ~k muni de la structure de A-module définie par la proposition I1.5.4

que I’on appellera structure quotient.
On appellera M /K module quotient.

Définition I1.5.6 Soit B une A-algebre, on rappel que B et canoniquement un B-module sur
lui-méme a travers ’identité (cf. I1.3.4.b).) On appelle idéal tout sous- B-module de B.
On appelle idéal propre de B tout sous- B-module différent de B lui-méme.

Remarque I1.5.7 Nous ne discutons pas ici les propriétés des idéaux qui seront détaillées
dans la section I1.5.6.

Exemple I1.5.8 a) Une conséquence immédiate de la proposition 11.4.9 est que le noyau
d’un morphisme d’anneaux (cf. 11.1.9,) (d’algebres (cf. 11.2.2)) f : B — (' est un idéal
propre de B. En effet,
f : (B> +B, 'B) — (Ca +co, 'C')

est un morphisme de B-modules (cf. I11.3.12.i1),) ot B est muni de sa structure de 5-module
a travers 1’identité Id 5 (cf. I1.3.4.b)) et C' est muni de la structure de B-module induite par f
(cf. 11.3.4.2).)

De plus, le noyau Ker f de f est un idéal propre de B : si en effet, Ker f = B, pour tout
b € B, f(b) = Oc¢ eten particulier,

f(lg) = 0c # 1¢

ce qui est incompatible avec les axiomes ANNj3 de la définition I1.1.1 et ANN de la définition
I.1.9.
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b) Pour toute A-algebre B {0} est un idéal propre de B.

Proposition I1.5.9 Etant donnés une A-algébre B et un idéal propre J de B, il existe une
unique structure de A-algébre sur le B-module B/J (cf. I1.5.4) telle que le morphisme de
B-modules canonique 7 : B — B/ J soit un morphisme de A-algébres.

Preuve : Etant donnée la proposition 11.5.4, il ne reste a déterminer que la multiplication et
le morphisme structural de B/.J (cf. 11.2.1.)

Si m est un morphisme de A-algbres (analyse), pour tout (T,7) € B/J x B/J, et tous
x,x',y,y satisfaisant I1.5.4.1, on aura nécessairement :

T(xxpy) = w(z)*p m(Y)
= T*p/yY
= 7(2') *B/J (')
= m(@' *py’);

et 1z); = m(1p); ce qui prouve, grice a la surjectivité de 7, que cette structure, si elle
existe, est nécessairement unique.

Or (syntheése, ) pour tous x, z’, y, 1y’ satisfaisant I1.5.4.1,
rxpy —pax *py = wxy—2y+2y—ay
= ylo—2)+2'(y -y
= yyl@e—y—=2)+,2" 5 (y—sY)
e J;

carx—x' (resp.y—y') appartient a J par hypothése et J est stable par combinaisons linéaires
a coefficients dans B (cf. 11.4.6.b).) On posera donc, pour tout (z,7y) € B/J x B/ J,

T*p/;y = T(r*pyY) = T*pY; 11.5.9.1

(pour n’importe quel représentant x de T (resp. y de 7).)
Reste encore a vérifier que

1B/J = W(lB) 75 OB/J = W(OB).

Or
Igys = Oy
<~ 1 ~; 0Op
= g € J.

Or, silg € J, pour toutb € B,

b:b*BlBEJ,
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d’apres (ct. 11.4.6.b).)

Ceci implique B C J i.e.B = J ; ce qui est en contradiction avec le fait que J est un
idéal propre.

La vérification que p(1g) est bien un élément neutre pour la multiplication *p,; est lais-
sée en exercice.

Enfin si fg : A — B est le morphisme structural de B, le seul choix pour le morphisme
structural de B/J estw o fp (cf. IL2.1.)

Remarque I1.5.10 En fait, la surjection canonique 7 : B — B/.J est, sous les hypotheses
de la proposition I.5.9, un morphisme de B-algébres ot le morphisme structural de B/.J est
7 lui-méme.

Définition I1.5.11 Etant donnés une A-algebre B et un idéal propre .J on appellera algébre
quotient le A-module B/J muni de la structure d’algebre définie par la proposition I1.5.9.
On dira indifféremment que B/.J est muni de la structure quotient.

I1.6 . —Factorisation canonique des morphismes

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif. (cf. I1.1.2.)
Les A-algebres considérées sont commutatives (cf. I1.2.1) (sauf mention du contraire.)

Proposition I1.6.1 Soient M un A-module, (resp. B une A-algébre,) et K un sous-A-module
de M, (resp. J un idéal propre de B.) Pour tout morphisme de A-modules, (resp. A-algebres,)

u: M — P, (resp. B — C,) tel que u(K) = {0p}, (resp.u(J) = {0c},)

il existe un unique morphisme de A-modules, (resp. de A-algebres,)v : M/K — P, (resp.
B/J — C,) tel que

VoTm = u;

(oum : M — M/K, (resp. B — B/J,) est la surjection canonique.)

Remarque I1.6.1.1 Comparer la proposition ci-dessus au lemme 1.2.19.

Preuve :

i) On traite d’abord le cas d’un morphisme de A-modules
u: M — P telque u(K) = {0p},

ou K est un sous-A-module de M.
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Siv: M/K — Ptelquevon = u existe (analyse, ) pour toutT € M/K et tout
(x,2') €T xT,ona:
u(z) = (vom)(x)
= v(T)
— (om)(@)
= u(a).
Ce qui implique que, comme 7 est surjective, s’il existe, v est bien déterminé et donc unique.
Or, (synthése, ) pour toutT € M/K ettout (x,2') € T X T, x — 2’ € K. Il s’ensuit donc
que u(x — ') = Op par hypothése et donc u(z) = wu(z'). On devra donc poser, pour tout
TeM/K
v(T) = u(x); 1
(pour n’importe quel représentant x de T.)
ii) On vérifie que le morphisme v défini ci-dessus est bien un morphisme de A-modules (cf.
11.3.5.)
Pour (Z,y) € M/K x M/K telquex € T,y € yettout(a,b) € Ax A,
v(a v/ T +ar by ) = wla -y 4+aboay)
= a-pu(x)+pb-pu(y)
= a-p U(E) +p b ‘P U(y) .
iii) Enfinsi B = M est une A-algebre, ] = K un idéal proprede Betu : B — C un
morphisme de A-algebres tel que u(J) = {0¢} il existe, d’aprés (i) et (ii) un unique mor-
phisme de A-modulesv : B/J — C'telquevop = u. Montrons que v est un morphisme
de A-algebres (cf. 11.2.2.)
On a d’abord :
v(1p,y) (cf.1L5.9) v(1p)
= U(lB)
= le .
Ensuite, pour tout (Z,y) € B/J x B/J telquex € Tety € j,ona:

V(T *p/sY) = u(T*pY)
= u(z) *c u(y)
= 0(T) xc v(y) .
Enfin, si fp : A — B, (resp. fc : A — C,) est le morphisme structural de B, (resp. C,)
on rappel (cf. I1.5.9) que 7 o fp est le morphisme structural de B/.J ; on a alors :
vomo fg = wofp

= fo.
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Proposition I1.6.2 Avec les hypothéses et les notations de la proposition I1.6. 1
1) Siwu est un morphisme surjectif (épimorphisme,) alors v est surjectif.

i1) SiKeru = K, alors v est injectif (monomorphisme.)

Preuve :

i) Siwu est surjectif, pour touty € P (resp.y € C,)ilexisteunx € M (resp.x € B,)
tel quey = wu(x) . On a alors,

v(m(z)) = u(r) =y
ce qui prouve que 7(x) est un antécédent pour y par v et donc que v est surjectif.

ii) Pourtout ({,&') € M/K xM/K (resp. (§,&') € B/Jx B/ J,) il existe (z,x") € M x M
(resp. (x,2') € B x B,) tel que

Alors

v(§) = (&)
& v[r(z)] = v[r(z')]
& u(z) = u(a)
& r—1a € Keru
Keru©: K xz—-2 € K
& m(x) = m(a)
< 3 ¢

ce qui prouve que v est injectif.

Corollaire I1.6.3 Etant donné un morphisme surjectif de A-modules, (resp. de A-algébres,)
q: M — Q, (resp..q : B = Q)

il existe un unique isomorphisme (de A-modules, (resp. de A-algébres,))

m: M/Kerq = @ (resp..¢p : B/Kerq = @ ,) telque ¢ o m = q,

(odm : M — M/Kerq, (resp..m : B — B/Kerq,) est la surjection canonique. )

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la proposition I1.6.2 grice a la proposition
I1.3.15, (resp. au corollaire 11.3.18,)
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Corollaire I1.6.4 Etant donné un morphisme de A-modules, (resp. de A-algébres,)u : M — P,
(resp. B — () il existe un unique isomorphisme (de A-modules, (resp. de A-algébres,))
¢ M/Keru — Imu, (resp. B/Keru — Imu, ) tel que :

$om=u,
(o T est la surjection canonique.)

Preuve : C’est une conséquence immédiate du corollaire I11.6.3.

Corollaire I1.6.5 Soit M (resp. B,) un A module (resp. une A-algébre.) Etant donnés des
sous-A-modules N et P de M (resp. des idéaux propres I et J de B) tels que P C N (resp.
IclJ)

i) on a un morphisme de A-modules (resp. de A-algébres) canonique surjectif (épimor-
phisme) M /P — M/N (resp. B/I — B/ J;)

ii) on a un morphisme canonique injectif (monomorphisme) de A-modules N/P — M /P .

Preuve : C’est une conséquence facile du corollaire 11.6.3, .

Proposition I1.6.6 Etant donné un A-module M (resp. une A-algébre B, ) les données sui-
vantes sont équivalentes au sens ou la donnée de I’'une d’entre elles permet de construire
canoniquement les trois autres :

i) Un sous-A-module K de M (resp. un idéal propre J de B.)

i) Un monomorphisme (morphisme injectif) ¢ : { — M.

iii) Une relation d’équivalence compatible sur M (resp. B.)

iv)  Un morphisme surjectif (épimorphisme,)q : M — Q (resp.q : B — @Q.)
Remarque I1.6.7 1) Comparer cette proposition a la proposition 1.2.17.

ii) Le point I1.6.6.ii) est spécifique aux A-modules et ne s’adapte pas de maniére satis-
faisante au contexte des A-algebres. En effet si ’on a un monomorphisme de A-algebres
i : B — B, B’ est une sous-A-algebre de B (cf. I1.2.5,) et le quotient n’est pas défini dans
ce contexte.
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Preuve : Les détails de cette démonstration ne sont pas donnés dans la mesure ou elle est
tres similaire a celle de la proposition 1.2.17.

On notera qu’on n’a pas défini, dans ce paragraphe, a proprement parler, la notion de
relation d’équivalence compatible a une structure d’algebre. On laisse le soin au lecteur de
vérifier qu’en fait la compatibilité a la structure de module suffit .

Corollaire I1.6.1 Etant donné un A-module M (resp. une A-algébre M, ) on peut mettre en
correspondance les éléments caractéristiques des trois données équivalentes de la proposition

sous-module /idéal K | relation d’équivalence ~ | épimorphisme p
ST K | 0 | Kerp
11.6.6, dans e tableau récapitulatif suivant : _ _ _
i 1+ K | 7 | @) =
M/K | {T,xe M} | Imp.

11.6.2. — Dans le cas des A-modules on adoptera usuellement la notation, pour ¢ : K —»
M un sous-A-module de M (i.e.un monomorphisme de A-modules) (resp.p : M — (Q un
épimorphisme de A-modules,)

0 K—sM—"3M/K —0 11.6.2.1

(resp. _
0= Kerp——M—L2Q —=0) 11.6.2.2

et on parlera de suite exacte courte de A-modules.
Remarque 11.6.2.3 La notation serait maladroite dans le contexte des A-algebres, dans la
mesure ol, comme nous I’avons déja fait remarquer en 11.6.7.11) le terme de gauche dans la

suite (le noyau qui est un idéal) ne serait pas de méme nature que les deux autres termes qui
sont des algebres.

Proposition I1.6.3 Soit M un A-module et K un sous-A-module de M. Notons
T: M—=>Q = M/K

la surjection canonique.
Un sous-ensemble N de () est un sous-A-module de Q si et seulement si 7~ (N) est un
sous-A-module de M.
On a alors
N = 7 (N)/(r (V) N K).

Preuve :
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- Supposons que N est une partie de Q telle que 7—'(N) soit un sous-A-module de
M. Alors 71 (N) n’est pas vide, d’ot il découle que N n’est pas vide non plus. Par
ailleurs pour tout (u,v) € N x N, il existe (x,y) € M x M tel que

m(x) = uetw(y) = v
car t est surjective. 1l est clair que
(z,y) € mH(N) x 77 H(N) .

Comme 7~ 1(N) est un sous-A-module de M, pour tout (a,b) € A x A, ax + by €
7 (N);ie.

a'QU+Qb'QU = a'QW(SC)—FQb'Q?T(y)
= 7mla-mr+mb-my)
e N,;

c’est-a-dire que N est non vide et stable par combinaisons linéaires et donc est un
sous-A-module de () d’apres I1.4.6.b).

- Réciproquement, soit N un sous-A-module de (). Comme ©(0);) = 0Og € N,
71(N) est non vide. La stabilité par combinaisons linéaires est 4 peu prés évidente
puisque 7 est un morphisme et que N est stable.

- Soit N un sous-A-module de Q. D’aprés ce qui précéde et 11.4.8.b), K N 7~ (N)
est un sous-A-module de 7' (N). Par ailleurs, 7(K N7~ '(N)) = {0¢g} puisque
m(K) = {0g} . On a méme de maniére presque évidente Kermy = 7 '(N)N K.
De maniére non moins immédiate, 7 est surjective. Ainsi, d’apres le corollaire 11.6.4
on a un isomorphisme canonique

' (N)/(KN7}(N)) = 7' (N)/Kermy = Immy = N.

II.7 . —Quelques constructions

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif. (cf. I1.1.2.)
Les A-algebres considérées sont commutatives (cf. I1.2.1) (sauf mention du contraire.)

Remarque I1.7.1 Etant donné un entier n € N*, si E; ,1<i<n sont des ensembles, le produit
cartésien

F = f[EZ = E1><...><En
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est ’ensemble des (z1,...,x,) z; € E;. Le produit cartésien I’ est canoniquement muni de
n projections (surjections ensemblistes)

Tis1<i<m: F — E
(X1, ..., Tp) +—> x;.

Proposition I1.7.2 (Structure produit) Etant donnés un entiern € N *

Mi1§i§n7

(resp.
By <i< m)

des A-modules (cf. I1.3.1,) (resp. des A-algébres (cf. 11.2.1,)) il existe une unique structure

de A-module, (resp. de A-algebre,) sur le produit cartésien H M;, (resp. H B;,) telle que
i=1 i=1
les projections canoniques (ct. 11.7.1) soient des morphismes.

Preuve :

n

Modules Analyse : S’il existe une structure de A-module sur P := H M;, (i.e.une loi de
i=1

composition interne +p : Px P — P et une loi de composition externe -p : AX P —

P vérifiant les axiomes Mod; a Mods de la définition 11.3.1, telles que pour tout

1 < @ < n p; soit un morphisme, alors pour tout

X = (.Tl,...7$n) € P,
Y = (ylu---7yn) e P

tout (a,b) € Ax Aettout] < i < n

Y

7TZ'(CL 'pX+Pb'p Y) = a-m; WZ(X) +n; @ WZ(Y)

= a-n; T+ b Yi

C’est-a-dire que pourtoutl < i < n
(apX+pb-pY)i = a-m xi+u b yi;
c’est-a-dire
a-pX+pb-pY = (@ @143 00 Y1y, 1, T +ar, bong, Yn) - 1L7.2.1

Synthése : reste a montrer que la formule I1.7.2.1 définit bien une structure de A-
module sur P. Il faut notamment vérifier que I’ élément neutre est

0p = (Ongys-..,00,) - 1.7.2.2
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Algebres De la méme maniére, si By < ; < », sont des A-algébres la multiplication ¢ sur C' =
n

H B; est, nécessairement définie, si I’on veut que chaque 7; soit un morphisme par :
i=1

(1, xn) %0 (Y1, -y Yn) = (1%, Y1y - -, Tn *B, Yn) - 11.7.2.3
C’est un exercice de vérifier que C' muni de cette multiplication < dont I’ élément

neutre est
1o = (131,...,13n) 11.7.2.4

et de I’addition +¢ héritée de sa structure de A-module (cf. (i)) est un anneau (cf.
1I.1.1.)
Enfin, le morphisme de structure fo : A — C s’il existe, vérifie nécessairement, pour
toutl < 1 < n

T o fe = [B
(ou fp, : A — B; est le morphisme structural de I’algébre B;.)
11 s’ensuit dés lors, que pour touta € A,

fela) = (fai(a),..., fB,(a)) . 1.7.2.5

Reste a vérifier que fco ainsi défini est bien un morphisme d’anneaux (ct. 11.1.9,) ce
qui est laissé en exercice.

Définition I1.7.3 Si M;; < ; < n, (resp. Bi1 < < », ) sont des A-modules, (resp. des A-alge-
bres,) on appelle structure produit (de A-module, (resp. de A-algebre,)) I’'unique structure sur
le produit cartésien [ [, M;, (resp. [[;_, B;, ) telle que les projections naturelles soient des
morphismes. Cette structure est définie par les formules 11.7.2.1, 11.7.2.2, 11.7.2.3, 11.7.2.4,
I1.7.2.5.

Lorsqu’on notera [ [\, M;, (resp. [ ]\, B;, ) sans autre précision, la structure considérée
sera la structure produit.

Exemple I1.7.4 Etant donnés deux corps K et L, on peut former le produit K x L au sens
des Z-algebres, qui est encore, d’apres ce qui précede, une Z-algebre. Cependant, K X L
n’est jamais un corps. En effet, pour deux éléments + € K ety € L tous deux non nuls,
les éléments (x,0) et (0,y) dans K x L sont également tous deux non nuls. En revanche leur
produit
(SL’, 0) *KXL (07 y) = (07 0)
est nul. Ceci prouve qu’aucun des deux éléments (z, 0) et (0, y) n’est inversible dans K x L.
On sait bien que C s’identifie 2 R x R en tant que R-espace vectoriel par exemple (cf.
I1.3.13) et que C est un corps. On remarquera alors que la loi * sur C n’est pas la loi produit :
en effet
(a+1ib) x (c+1id) = ac— bd + i(ad + bc)

et non ac + bd .
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Proposition I1.7.5 Etant donnés un A-module M et des sous-A-modules N; vicer (ol C N
est un ensemble d’indices,)

1)

AR

iel
est un sous-A-module de M et c’est le plus grand (au sens de I’inclusion) sous-A-module de
M contenu dans tous les N; ;

ii)

iel k=1
est un sous-A-module de M et c’est le plus petit (au sens de I’inclusion) sous-A-module de
M contenant tous les N; .

Preuve : Ces résultats ont déja été vus pour les espaces vectoriels et la généralisation aux
modules ne pose aucun probleme .

Définition I1.7.6 i) Pour une famille V; ,;<;<,, de sous-A-modules d’'un A-module M, on
dit que la somme N +. ..+ N, est directe si, pour tout z € Ny + ...+ N, il existe un unique
n-uplet

(ZL‘l,...,ZEn)Gle...XNn

tel que
n
i=1

On notera alors

ii) Pour un sous-A-module N C M de M on dit qu'un sous-A-module P C M de M est
un supplémentaire de N si M = N & P estla somme directe de N et P.

vii) Pour un sous-A-module N C M de M, I’existence d’un supplémentaire n’est pas auto-
matiquement assurée. Elle équivaut en fait a I’existence d’une section de la surjection cano-
niquer : M — M/N .
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Proposition I1.7.8 Etant donné un A-module M et des sous-ensembles S et N de M avec
S = (), les conditions suivantes sont équivalentes :

a)
n
N = {Zai'MSianeNaailgigneAa Sit<i<n €5}

i=1

b) N est un sous-A-module de M tel que, pour tout sous-A-module P de M contenant S,
NCP;

c)

N = N P.

P sous-A-module de M | scp

Preuve : La preuve a déja été donnée, dans ce cours, pour les groupes (cf. 1.1.24,)

Définition I1.7.9 Etant donnés un A-module M et des sous-ensembles S et N de M, avec S
non vide, si NV et S vérifient I’'une des trois conditions équivalentes de la proposition I1.7.8,
on dira que N est le sous-A-module de M engendré par S. On dira que S est un systéme
générateur de N.

Si N = M on dira que le module M est engendré par S, ou que S est un systeme
générateur de M.

Remarque I1.7.10 Si S est I’ensemble vide, on posera, par convention, que le sous-A-mo-
dule de M engendré par S est {0y} (cf. 1.1.26.)

Exemple I1.7.11 a) Le Z-module Z/n (cf. 1.1.5.b)) est engendré par 15/, = 1 ou par tout
élément inversible de ’anneau (Z/n, +, *).

b) Tout sous-Z-module de Z, (resp. sous-K[X]-module de K[X] (cf. IV.2,)) i.e.tout idéal
(cf. I1.5.6) de Z (resp. K'[X], ) est engendré par un seul élément .

Définition I1.7.12 Etant donné un A-module M,

1) ondit qu’un sous-ensemble B de M est libre si pour toutn € N, pour tous b; ,1<;<, € B,

tous a; 11<i<n € A,
n
E a; m by = Op
=1

implique a; = 04 pourtoutl < ¢ < n;
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ii) on dit qu’un sous-ensemble B de M est une base si B est libre et générateur pour M (cf.
11.7.9.)

Définition I1.7.13 i) On dira qu'un A-module M est libre s’il admet une base.

ii) On dira qu'un A-module M est de type fini s’il admet un systeme générateur fini.
Remarque I1.7.14 Lanouveauté des modules par rapport aux espaces vectoriels (cf. I1.3.13,)
est que tous les modules ne sont pas libres !

Par exemple, pour n € N*, Z/n (cf. 1.1.5.b)) n’est pas un Z-module libre. Néanmoins,
il est de type fini.

Proposition I1.7.15 Pour un A-module M, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) M possede une base de cardinal finin € N*.

b) Il existe un isomorphisme
M = Z"(resp. A")

(cf. I1.3.4.c),) (cf. 11.7.2.)
¢) M est un A-module libre et de type fini.

Preuve :
a) < c) résulte des définitions mémes.

a) = b) Supposons que B := {b;, 1 < i < n} est une base finie de cardinal n € N* de
M. On montre qu’il existe un unique morphisme

o: M — A"
bi — (0,0,...,1,...,0,...),

N

(o1 1 est placé en i®™€ position.) On laisse le soin au lecteur de montrer que ¢ ainsi
défini est un isomorphisme.

b) = a) Unisomorphisme¢ : M — A" étant donné, c’est un exercice facile que de montrer
que

{67%0,0,...,1,...,0,...), avec 1 eni®M€ position, 1 < i < n}

est une base de M.
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II.8 . —Théoreme des restes chinois

Dans cette section, A est un anneau commutatif.

Définition I1.8.1 Deux idéaux [ et J d’une A-algébre B sont comaximauxsi [+J = B (cf.
I1.7.5.ii),) ce qui équivaut a dire qu’il existe un couple (z,y) € I x Jtelquex +y = 1p.

Proposition I1.8.2 Etant donnés une A-algébre Betl, ..., I,desidéaux;silesl; 1 < k < n
sont deux a deux comaximaux, c’est-a-dire que pour tout 1 < k <l <n, B = I + I;;
alors pourtoutl < k < nlet(), o, nixk 11 SONt comaximaux.

Preuve : On peut démontrer ce résultat par récurrence sur le nombre n d’idéaux. Pourn = 2,
le résultat est tautologique.
Supposonsn > 2. Pourtout1 < k < nfixons1 < m < navecm # k et notons

J = ﬂ ]l-

1 <1< nll,l#m

Par hypothese de récurrence, I, et J sont comaximaux et, par hypothese, I}, et I,,, sont co-
maximaux. Il existe donc (x,y) € I, X J (resp. (z,t) € I}, X I,,,) telque 15 = x + y (resp.
lp = z+t.) Il s’ensuit que

g = (z+y)(z+1)
= xzz+at+zy+yt.

Orxz+at+zy € I et
yt € In,nJ = (] I

1 <1< nl#k

ce qui achéve la preuve.

Soit A un anneau commutatif (cf. I1.1.2,) fz : A — B une A-algébre commutative (cf.
I1.2.1e)t [, ..., I, une suite d’idéaux propres de B (cf. I1.5.6.)

11.8.3 . —Notations

Pourtoutl < k < nonnote
T : B — B/} 11.8.3.1

la surjection canonique (cf. I1.5.11.)
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On définit une application :

Ti=mX...Xx®m, B — HB/Ik
1l 11.8.3.2

b — (;1(17)7771-"(1)))7

(cf. 1L.7.3.)

Théoreme I1.8.4 (Théoréme des restes chinois) i) L’application  définie ci-dessus est un
morphisme de A-algébres.

ii) Le noyau de 7 est I’'idéal

Kerm = ﬂ[k C B
k=1
(cf. 11.7.5.1).)

iii) Si les idéaux I, ,1<x<yn , sont deux a deux comaximaux (cf. I1.8.1,) Ie morphisme 7 est
un épimorphisme (surjectif) ; il existe donc un unique isomorphisme de A-algébres

¢:B/ (I — [] B/Ix
k=1 k=1

tel que
pov =m,

ouv : B — B/(\._, Iy estla surjection canonique.

Preuve :

i) Pour tout (a,b) € B x B,

tlatpb) (£ IL832)  (m(a+tph),...,m(a+5b)

) est un 1Elorph1'sme (mi(a) +p/r, m1(b), ..., mp(a) +5/1, T(D))
(cf. 11.7.2.1,) (mi(a),. .., m(a)) + n (m1(b), ..., 7 (b))
[1B/%
k=1
= m(a) + » 7(b)
1B/
k=1
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ce qui prouve que 7 satisfait I’axiome ANNg de la définition I1.1.9.
Par ailleurs,

m(1p) (cf 11.8.3.2,) (m(1p),...,m(15))
(cf. IL5.11,) (g, 1p5,)
(cf I1.7.24) 1.

1138/

c’est-a-dire que 7 satisfait I’axiome ANN; de la définition 11.1.9.
De plus, pour tout (a,b) € B x B,

m(axpb) (£ 1183.2)  (mla*ph),... m(a*sh))

), est un IEmIphisme (mi(a) *p/r, m(b), ..., (@) *p/1, Tn(D))
(cf. 11.7.2.3,) (m1(a), ..., mn(a)) * n (m1(b), ..., (D))
[IB/5
- n o

a) X n T
1138/
k=1

c’est-a-dire que 7 satisfait I’axiome ANNg de la définition 11.1.9.

A ce point, 7 est un morphisme d’anneaux. Notons f;, le morphisme structural de B/1I.
Par définition de Ia structure quotient (cf. I.5.11,) f, = m, 0 fg. Dés lors, pour touta € A,
ona:

o

3.2) (m(fs(a)),...,m(fp(a))
(f&(a)v"'afh(a))

(cf.1.7.25) fan (a)

w(fp(a)) (cf. 1L

B/I,
k=1
(sifn désigne le morphisme structural de H B/1},) c’est-a-dire que
[1B/% k=1
k=1
T O fB = f n

[1B/%
k=1

qui était la derniére vérification a effectuer pour montrer que 7 est un morphisme de A-alge-
bres (cf. 11.2.2.)
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ii) Soitb € B, tel que

[1B/%
- k=1
(Cf. II<:;722,) W(b) = (03/117 e 7OB/In>
(cf 11.8.32) m() = Oy V1 <k <n
< b € V1 <k <n

c’est-a-dire

Kerm = ﬁ]k.
i=1

iii) Montrons la surjectivité du morphisme 7 sous les hypotheses de comaximalité. Pour tout
1 <k <nettoutl <1 < nk#l, ilexistex; € I ety € I, telsquex;+vy;, = 1p (cf.
11.8.1.) En effet, dire que I et I; sont comaximaux signifie que B = I + I;, autrement dit
que tout élément de B s’écrit comme somme d’un élément de I, et d’un élément de I; ; ce
qui est en particulier vrai pour 1. Posons ey, := ;. Alors ey est un élément de B vérifiant :

melew) = lpyi,

m(ew) = Opyp -

€ ‘= Hekl )

1#k
le produit dans B de tous les ey, pour | # k. Comme 7; pour tout1l < j < n est un mor-
phisme d’anneaux (ct. I.5.11,)

Posons encore

Wk(ek) = Wk(H €kl)

1£k

= Hﬁk(ekl)

14k
= 1/,

ce qui signifie que ey, congrue a 1 modulo Ij.
Pour tout | # k

mer) = m(][exs)
j#k
= [1J # kmex)
= m(ekl). H Wl(ekj)
JF#k, §#l
= Op/p,;
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ce qui signifie que e, congrue a 0 modulo I; pour tout | # k.

Remarque iii).1 On pourrait construire e, directement, sans la construction intermédiaire
de ej; en utilisant la proposition I1.8.2.

Etant donné un élément

(B1,.-.,0n) € HB/[k,
k=1

pour tout 1 < k < nilexiste b, € B tel que m(by) = 0Ok, puisque my : B — B/} est

surjectif. Posons
n
b = Z bk * €L .
k=1

Pourtoutl < k < n
m(b) = ﬂk(Zbl *p €])
=1

- Zﬂ'k(bl) *g/1, Tr(€1)

=1
= p(b) *B/1, T (ex)

Bk *B/1, 1B/1,

B -

Par définition de I’application 7, (cf. 11.8.3.2,)

w(b) = (m(b),...,m (b))

= (ﬁh"'uﬁn)-
II s’ensuit que I’élément b de B ainsi construit est un antécédent pour (f1, 2, ..., B,) par
et donc que T est surjectif.
L’existence de ¢ et la formule ¢ o) = m sont des conséquences immédiates de ce qui

précede et du corollaire 11.6.4.

III . —Arithmétique

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif. (cf. I1.1.2.)
Les A-algebres considérées sont commutatives (cf. I1.2.1) (sauf mention du contraire.)
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III.1 . —Idéaux et divisibilité

Remarque IT1.1.1 Etant donnée une A-algébre commutative B (cf. I1.2.1q)ui n’est pas un
corps (cf. II.1.5,) pour deux éléments b et ¢ de B, non nuls, il n’existe pas forcément un
élément x € Btelque b= cx*p x ouc = bxpz.Ceciconduit naturellement a donner une
définition lorsqu’on est dans cette situation.

Définition ITI.1.2 (Divisibilité) Etant donnés deux éléments b et ¢ d’une A-algebre commu-
tative B, on dit que b divise ¢ (ou que b est un diviseur de c) (ou encore que c est un multiple
de b) et I’on note b|c s’il existe un élément x € Btelquec = bx*px .

Remarque II1.1.3 i) On remarque immédiatement que la relation de divisibilité sur une
A-algebre B est une relation binaire (cf. 0.7q)ui vérifie :

— pourtoutb € B, blb,eneffet,b = 1p*p b, réflexivité;

— pour tout triplet (b, ¢, d) d’éléments de B,

ble et c|d
= J(zr,y) € BXxB | ¢ ="bxpxetd = cxpy
= d = bxgpxrxpy
= b | d,

transitivité ;
— pour tout couple (b, ¢) d’éléments de B,

blc et c|b
= d(xz,y) e BxB | ¢ =bxgreth = cxpy
= b*B(lB—I‘*By) = OB-

On ne peut rien conclure de cette derniere identité sans hypotheses sur 1’algebre B et
I’on sera rapidement amené a introduire la notion d’algebre integre (cf. I11.2.1.)

ii) Onremarque que, un élément b € B étant fixé, ’ensemble
(b) := {ce€ B|b|c}
est un sous-B-module de B (cf. I1.4.4i.e.)(b) est non vide (cf. i)e)t pour tout couple (c, d)

d’éléments de (b) et tout couple (,9) d’éléments de B, y xg ¢ +p d*xpd € (b), (cf.
[1.4.6.b),) c’est-a-dire que (b) est I’idéal de B engendré par {b} (cf. I1.5.6,) (cf. 11.7.9.)
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Définition ITI.1.4 Etant donnée une A-algebre commutative 3, un idéal (b) engendré par un
élément b € B, est dit principal. On dit que b est un générateur de (b) . On note parfois
bxp B

:= (b) ou parfois méme b = (b) .

Remarque II1.1.5 Dans un anneau quelconque, tous les idéaux ne sont en général pas prin-
cipaux. Par exemple, dans 1’anneau K [X,Y]| des polyndmes a deux indéterminées sur un
corps K I’ensemble des polyndomes dont le terme constant est nul forme un idéal pour le-
quel on ne peut trouver un unique générateur. On s’apercevra qu’il est engendré par la paire
{X;Y} . Néanmoins dans nombre des anneaux que nous serons amenés a considérer, les
idéaux sont tous principaux. Le défaut de cette propri€té n’a ét€ constaté que par les arithmé-
ticiens du XIXI®ME gjacle et son ignorance a pu, auparavant, conduire a des erreurs et selon
toute vraisemblance, celle de FERMAT notamment.

Proposition I11.1.6 Etant donné un élément b d’une A-algébre commutative B, ’idéal prin-
cipal (b) est égal a B si et seulement si b est inversible (une unité.)

Preuve : La démonstration de cette proposition est un exercice tres facile.

Proposition IIL.1.7 Etant donné un couple (b, c) d’éléments de B les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) bdivisec;
b) ¢ € (b);
c) (¢) C (b).

Preuve : La démonstration de cette proposition est laissée en exercice.

Définition I11.1.8 Etant donnée une A-algébre commutative B,

1) unidéal [ de B est premier si
— I+B
— pour tout couple (b, ¢) d’éléments de B, sibxc € [,alorsb € Touce .

ii) (Eléments premiers)
un élément p € B est premier si
—p#0
— T’idéal principal (p) (cf. III.1.4e)st premier, ce qui signifie, de maniére quasi-immédiate,
que pour tout couple (b, ¢) d’éléments de B, si p|b ¢ alors p|b ou p|c .
On notera usuellement P (B) I’ensemble des éléments premiers de B .
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Définition II1.1.9 Dans une A-algébre commutative B on dit qu’un idéal M est maximal s’il
est
— différent de B
— et maximal pour la relation d’inclusion, c’est-a-dire que tout idéal contenant stricte-
ment M estégala B .

III.2 . —Algebres integres, éléments associés et idéaux principaux

Définition II1.2.1 Une A-algebre commutative B (cf. I1.2.1e)st integre si pour tout couple
(b,c) d’éléments de B, bx ¢ = 0p implique b = O ou ¢ = Op . Ceci revient a dire que
I’idéal principal (0p) (cf. III.1.4e)st premier (cf. IT1.1.8.1).)

On ne dira cependant pas que Op est premier en tant qu’élément (cf. II1.1.8.i1)p)uisque,
par définition, un élément premier est non nul.

Un anneau est dit integre si c’est une Z-algebre integre (cf. 11.2.8.)

Exemple I11.2.2 Les anneaux Z, Q, R et C sont integres ; plus généralement, un corps (cf.
II.1.5e)st un anneau integre méme si bien sir tous les anneaux inteégres ne sont pas des corps
(Z par exemple.)

Remarque II1.2.3 Si B est une A-algebre intégre, on peut préciser le troisiéme point de la
remarque II1.1.3.1).

En effet, pour tout couple (b, c) d’éléments de B, tel que b|c et c|b, il existe un couple
(x,y) d’éléments de B tel que

= bxzx
= cxy
bx(l—xxy) = 0.

Sib = 0,alorsc = Osinon1—x*y = 0 c’est-a-dire que x et y sont inversibles et inverses
I'un de I’autre (cf. 11.1.4.)
On constate donc que la relation de divisibilité n’est pas antisymétrique mais que :

Proposition II1.2.4 Pour tout couple d’éléments (b, c¢) d’une A-algébre intégre B, b|c et c|b
si et seulement s’il existe une unité w € B tellequec = bxpu .

Définition II1.2.5 Dans la situation de la proposition II1.2.4 on dit que les éléments b et ¢
sont associés.

(19~

Remarque II1.2.6 i) Larelation “étre associ€s” est une relation d’équivalence sur 5 . Comme
I’égalité est “remplacée” dans I’axiome d’antisymétrie (cf. 0.10.1)p)ar une relation d’équiva-
lence, pour la divisibilité, on dira simplement que c’est un pré-ordre sur B .

79



Licence MA, Algebre Générale, IT1.2.11 Université Paris Sud, 2004-2005

ii) On constate, grace a la remarque II1.1.3.ii) que I’ensemble des classes d’équivalence pour
la relation d’association est en bijection avec I’ensemble des idéaux principaux de B et que
la relation de divisibilité correspond a I’inclusion sur I’ensemble des idéaux principaux (cf.
II1.1.7.) Cette derniere est une relation d’ordre (cf. 0.10.1) ;) ce qui illustre un fait plus général
a savoir qu’un pré-ordre relativement a une relation d’équivalence induit une relation d’ordre
sur le quotient par cette relation d’équivalence.

On peut formaliser ces résultats dans la proposition suivante :

Proposition I11.2.7 Etant donnés un couple (b, ¢) d’éléments d’une A-algébre intégre B, les
assertions suivantes sont équivalentes :

a) blcetclb;
b) ¢ € (byetb € (c);
) (b) = (c);

d) b et c sont associés.

Preuve : Cette proposition n’est qu’une reformulation des résultats précédents.

Corollaire I11.2.8 Dans une A-algébre integre B, I’ensemble des idéaux principaux est en
bijection avec I’ensemble des classes d’association.

Preuve : Ce corrolaire n’exprime en fait que I’équivalence entre les points 111.2.7.c) et I11.2.7.d).

Remarque II1.2.9 Bien que la relation de divisibilité ne soit pas une relation d’ordre, on
pourrait toutefois parler de plus petit (resp. de plus grand) élément au sens de la divisibilité
d’une partie £ d’une A-algebre B avec le défaut d’unicité qu’implique le défaut d’égalité
dans I’antisymétrie.

Si m et m’ sont deux plus petits éléments de E, on peut simplement dire que m|m’ et que
m’|m, ce qui implique, d’aprés la proposition ci-dessus, qu’il existe une unité u de B telle
que m' = u *m (m et m’ sont associés.)

On se satisfait pourtant de ce défaut d’unicité pour donner les définitions suivantes :

Définition I11.2.10 (Pged Ppecm) Pour tout couple (b, ¢) d’éléments d’une A-algebre B in-
tegre, on appelle plus grand commun diviseur ou PGCD des éléments b et c et ’on note b A ¢
(resp.plus petit commun multiple ou Ppcm des éléments b et c et1’on note [b, | ) le plus grand
(resp. le plus petit) au sens de la divisibilité parmi les diviseurs (resp. multiples) communs
debetc.

Remarque II1.2.11 1) Il faut remarquer qu’avec ce degré de généralité, la définition ci-
dessus n’implique absolument pas 1’existence de Ppem et de PGCD et encore moins leur
unicité. On se rapportera au paragraphe consacré aux anneaux factoriels (cf. III.3p)our des
conditions d’existence du Ppem et du PGCD.
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ii) L’unicité ne peut en général étre assurée que par des conditions ad hoc. Pour les entiers
4 et 6 de Z, les entiers 12 et —12 répondent a la définition de Ppem donnée ci-dessus. On
peut privilégier 12 en spécifiant que le Ppem doit étre positif. De méme il est clair que les
éléments (X — 1) et 2004 % (X — 1) correspondent a la définition de PGCD des éléments
(X —3) % (X —1) et (X —1)? dans Q[X] et que I’on peut privilégier (X — 1) en spécifiant
que le PGCD doit étre unitaire dans Q[.X] .

En revanche la classe d’association du PGCD (resp. du PPCM) est unique.

iii) Etant donné un couple (b, ¢) d’éléments d’une A-algebre intégre B, on pourrait remar-
quer, grace a la remarque I11.2.6.i1), que le PGCD (resp. le PPCM) de b et ¢ est le générateur
du plus petit (resp. plus grand) idéal principal contenant (resp. contenu dans) (b) et (c) .
Outre que I’existence de tels idéaux n’est pas établie en toute généralité (dans ce cours),
le plus grand (resp. le plus petit) idéal vérifiant une propriété donnée n’est pas nécessaire-
ment principal. Cette remarque qui est 1’ingrédient essentiel du théoréme de BEZOUT (cf.

II1.4.14p)rend réellement tout son sens dans le cadre des anneaux principaux (cf. 111.4.)

Proposition IT1.2.12 Etant donnée une A-algébre B, un idéal propre J de B est premier,
(resp. maximal) si et seulement si I’algébre quotient B/.J (cf. I1.5.11,) est une A-algebre
integre (resp. un corps (cf. II.1.5.))

Preuve : Notonsw : B — B/J la surjection canonique qui est un morphisme d’algébres,
d’apres la définition I1.5.11.

- L’algeébre B/ J est intégre si et seulement si pour tout ({,1) € B/JxB/J,{xp/yn =
OB/J 1mp11que§ = OB/J oun = OB/J

54
V(z,y) € mH(&) x 7 (n), 7(x)*p7(y) = O0py = m(x) = Opyyoun(y) = Opyy
~
V(z,y) e (&) x 7 1(n), w(x)*py7(y) = 0p/y = r € Kerrouy € Kerm
=
V(z,y) en Y& x 7t (n), w(xxpy) =05y = re€Kermouy € Kerm
<~
T est surjective
Y(z,y) € B x B, m(x*xpy) = Op/ = x € Kerrouy € Kerm
<~
(cf. I1.6.1,)
V(z,y) € B x B, rxgy € J = reJouy e J

c’est-a-dire précisément, que J est un idéal premier.

- L’algébre B/J est un corps, si et seulement si pour tout § € B/J et & # 0py s, il
existe (' € B/J tel que { xp/; & = 1p,; c’est-a-dire, pour tout € B/J \ {05/},
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ettoutz € n'(§)ilexistea’ € B\ J tel que m(x) *p,; w(z') = 1p,;. Comme 7
est surjective, ceci équivaut a : pour toutx € B\ J, il existex’ € B\ J tel que

m(xxpa’) = w(zx)*gym(a’) = lg);.

C’est-a-dire, d’apres le corollaire I1.6.1, pour tout x € B\ J, il existe v’ € B\ J tel
que
xxgx € lg+J. I1.2.12.1

- Soit K un idéal de B contenant strictement .J. Supposons que II11.2.12.1 est vérifiée.
Comme K # J, ilexistex € K,z ¢ J. Donc il existex' € B\ J, tel que x xp =’ €
1+ J. C’est-a-dire qu’il existe j € J,telquexxpxr’ = 1+jiel = zxx’' —j. Or
x € K impliquex' x x € K car K estunidéal. j € J C K implique j € K. D’oll

g =z+xzr—j € K.

Ce qui implique que K = B ; c’est-a-dire que J est maximal.

- Réciproquement, supposons que J est un idéal maximal. Alors pour toutx ¢ J I’idéal
engendré par {z} U J contient J est est différent de J. 1l est donc égal a B. C’est-
a-dire que 1p appartient a cet idéal; autrement dit qu’il existe (y,z) € B x J, tel
que

lp = xxy + z;

ie.
rxz = lgp—y € 1+ J;

ce qui permet de conclure que B/.J est un corps d’apres 111.2.12.1.

Corollaire I11.2.13 Tout idéal maximal est premier.

Preuve : Découle immédiatement de la proposition II1.2.12 et de I’exemple I11.2.2.

L3 . —Eléments irréductibles, anneaux factoriels, lemme de GAUSS

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif. (cf. I1.1.2.)
Les A-algebres considérées sont commutatives (cf. I1.2.1) (sauf mention du contraire.)

Définition II1.3.1 Un élément non inversible b d’une A-algébre commutative B, (cf. I1.1.4,)est
irréductible si pour tout couple (¢,d) € B x B, tel que ¢ x d = b, c est inversible ou d est
inversible ; ce qui signifie, de maniere équivalente, que tous ses diviseurs sont associés.

Proposition II1.3.2 Soit B une A-algébre commutative intégre (ct. I11.2.1 :)

i) Tout élément premier p (cf. I11.1.8.ii)d)e B est irréductible.
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ii) Etant donné un élément ¢ € B, si I’idéal principal (q) engendré par q (cf. III.1.4e)st
maximal alors q est irréductible.

Preuve :
i) Soitp € B un élément premier. Pour tout (a,b) € B x B, tel que ab = p, i.e.p € (a) et

p € (b)ie.
(p) C (a) et (p) C (D). 1
Comme p est premier (cf. I11.1.8.1),)

ab € (p)
= a€(p) ou be(p)
=
(cf. 1) (@) = (p) ou (b) = (p) 2
(cf.1I1.2.7.d),) Jue B* | p=auoup=bu
= Jue B* | ab=auouab=bu
= JueB* | alb—u) = 0oubla—u) = 0.

Comme ni a ni b n’est nul, puisque p n’est pas nul, il résulte de 2 et du fait que B est integre
quea = uoub =

ii) Soitq € B tel que (q) soit maximal. Soient b et ¢ des éléments de B tels que b * ¢ = q.
II s’ensuit que b|q et c|q ou encore, d’aprés II1.1.7.¢), que (q) C (b) et (q) C (c) .
Or (q) est maximal, par hypothése. 11 en résulte donc que (cf. I11.1.9,)

i) soit (b) = (q) et dans ce cas, b et ¢ sont associés (cf. II.2.7.d)c) est-a-dire qu’il existe
u € B* tel que ¢ = b * u . Il en résulte par intégralité de I’anneau B que ¢ = u.

ii) Soit (b) = B et dans ce cas b est inversible d’apreés III.1.6.

Remarque II1.3.3 La réciproque d’aucune des deux assertions de la proposition I11.3.2 n’est
en général vraie sans hypotheses supplémentaires.

Il existe des éléments irréductibles qui ne sont pas premiers.

Il existe des éléments irréductibles tels que I'idéal principal qu’il engendrent n’est pas
maximal. Dans ’anneau R[X, Y] des polyndmes a deux indéterminées sur R, I’idéal (X)
est constitué des polyndmes qui s’annulent sur I’axe des ordonnées. Il est clair que X est
irréductible. Or (X)) est contenu dans I’ensemble des polyndmes qui s’annulent a 1’origine
(0,0) . Il n’est pas difficile de voir que ce dernier n’est ni (X) ni R[X, Y] tout entier. On
remarque également que c’est I’idéal engendré par la paire { X; Y }.

Définition II1.3.4 Soit B une A-algebre commutative.
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i) Pour un élément a € B on appelle décomposition en produit de facteurs premiers (resp.
irréductibles) de a un ensemble p; ,1<;<,, d’éléments premiers (cf. 1II.1.8.i1)) (resp. irréduc-
tibles) de B tels qu’il existe un élément © € B* inversible tel que

n
a = u*Bsz
i=1

ii) Pourunélémenta € B, on dit que deux décompositions p; ,1<i<n €t i ;1<i<m SONt équi-
valentes si

-n = m,
- il existe une permutation o € S,, (cf. [.4.1)

- il existe un n-uplet u; ,;1<;<, d’éléments inversibles de B tels que pourtout1 < ¢ < n
Pi = Ui4o(i) -

Proposition IT1.3.5 Etant donnée une A-algébre intégre B, les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

a) Pour tout élément a € B, il existe une unique classe de décomposition de a en produit
de facteurs premiers.

b) Pour tout élément a € B, il existe une unique classe de décomposition de a en produit
de facteurs premiers.

c) Pourtouta € B, il existe une unique classe de décomposition de a en produit de facteurs
irréductibles.

Preuve :

a) = b) Supposons qu’il existe deux telles classes :
ni
a = Up* sz‘,l
i=1

n2
a = U9 * Hpi’Q .
i=1
On a alors

ni n2
Uy * | |pz‘,1 = U2 * | |pz‘,2
i=1 i=1
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et du fait que B est integre, on peut supposer, quitte a changer de notations que

mi ma2
[ = v []pi2, ue B 111.3.5.1

i=1 i=1
ou H : les ensembles P1 = {le 11 <i<my } et P2 = {pi’Q 11 < i< my } sont
disjoints. On peut, en effet, “simplifier” par les facteurs communs aux deux décom-

positions.

ma2

Il résulte de I’égalité I11.3.5.1 que p; ; divise u * H Pi2 , ¢’est-a-dire, comme p; ; est

premier (cf. 1I1.1.8.1),) que p; ; divise I'un des pZ; 1Or, chacun des p; » est premier par
hypothese et donc irréductible d’apres le lemme 111.3.2.1).

Si donc il existe iy tel que py 1|p;, 2 i.e.s’il existe ¢ € B tel que p;, o = q*py1, soit
q est inversible, soit p, ; est inversible.

Or un élément premier n’est pas inversible (ct. II1.1.8.1),) donc nécessairement q est
inversible. Ceci signifie, quitte a remplacer I’unité v par q * u, que p;; € P, N P, ce
qui contredit I’hypothése H.

b) = ¢) Si I’on suppose b), satistaite, il existe une décomposition unique de a en produit de

facteurs premiers. Celle-ci est également une décomposition en produit de facteurs
irréductibles d’apres le lemme 111.3.2.1).
Reste a prouver I'unicité de cette derniere. Or, si I’on suppose 1’existence d’une autre
décomposition en produit de facteurs irréductibles, on peut mener le méme raisonne-
ment qu’au point précédent en remarquant qu’on a utilisé le fait que les éléments de
P, sont premiers, mais que les éléments de P, sont irréductibles.

¢) = a) est une conséquence du lemme de GAUSS (cf. 111.3.6.)

Proposition I11.3.6 (Lemme de GAUSS ou théoréme fondamental de I’arithmétique) Si B
est une A-algébre intégre satisfaisant la propriété I11.3.5.c), si (a, b, c) est un triplet d’élé-
ments de B vérifiant a|bc et a est irréductible, alors a|b ou a|c ; autrement dit, un élément
irréductible est premier.

Preuve : Supposons que ab|c. Il existe donc d € B tel que ad = be. Par ailleurs, comme B
satisfait la propriété I11.3.5.c), il existe des éléments irréductibles b; ,1<;<y, (T€sp. ¢; ,i<i<n, ,)
(resp. d; ,1<i<n, ) et des éléments inversibles u, (resp. u.) (resp. uq) de B tels que

np
b= w][b
i=1
(resp. ¢ = uCHci,)
(resp. d = udei.)
i=1
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11 s’ensuit que

Nec

np
ub*Hbi*uc*Hci = bxc
i=1

i=1

= axd
nqg
= axUg* H d; .
=1
Il s’ensuit, du fait que I’élément ad = bc a une unique classe de décomposition en
facteurs irréductibles, qu’il existe u € B* tel que a = ub; oua = wc; pour un certain

1 <1< mpoul <5 < ne.

Définition II1.3.7 i) Si B est une A-algebre integre satisfaisant I’une des trois propriétés
équivalentes de la proposition I11.3.5 on dit que B est une A-algebre factorielle.

i1) Un anneau factoriel est une Z-algebre factorielle.

iii) On commettra trés souvent 1’abus de langage consistant a dire que, dans un anneau
factoriel, la décomposition d’un élément en produit de facteurs premiers (ou irréductibles ce
qui revient au méme,) est unique.

Définition II1.3.8 Soit B une A-algebre factorielle. D apres ce qui précéde, on a vu que tout
élément non nul b € B possede une unique classe de décomposition en produit de facteurs
premiers. On peut donc écrire

a = ux* H p””(“)

peP(B)

avec u € B* et P(B) I’ensemble des éléments premiers de B (cf. I11.1.8.1).)
Les v,(a) ne dépendent que de p et de a (c’est le sens de I'unicité de la décomposition,)
et sont appelés valuations p-adiques de a .

Proposition I11.3.9 Si B est une A-algébre factorielle, tout couple (b, ¢) d’éléments non nuls
de B possede un Ppcm et un PGCD (cft. 111.2.10.)

Preuve : La démonstration de cette propriété est laissée en exercice.
Lemme IT1.3.10 Etant donnés deux éléments non nuls b et ¢ d’une A-algébre factorielle B,

pour tout PGCD d et tout Ppcm m de b et c, il existe une unité w € B> telle que bx c =
uxdxm .

Preuve : La démonstration de ce lemme est laissée en exercice.
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Proposition IT1.3.11 Etant donnée une A-algébre factorielle B, pour deux éléments non nuls
b et c de B, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) La classe d’association de leur PGCD (cf. I11.2.11.ii)e)st le groupe des unités B* .
b) Tout diviseur commun de b et ¢ est une unité.

¢) Les décompositions respectives de b et c n’ont aucun élément en commun.

d) Pour tout Ppcm m de b et c, il existe une unité u € B* tellequeb*c = u*xm .

Preuve :

a) = b) Si 0 est un diviseur commun de b et ¢ par unicité de la décomposition en produit de
facteurs premiers, les facteurs de la décomposition de ¢ sont des éléments soit de celle
de b soit de celle de c.

b) = ¢) est immédiat puisque le PGCD est en particulier un diviseur commun a b et c .
¢) = d) est une conséquence immédiate du lemme I11.3.10.

d) = a) est laissée en exercice.

Définition II1.3.12 Dans une A-algebre factorielle B, on dit que deux éléments a et b sont
premiers entre eux s’ils vérifient I’une des assertions équivalentes de la proposition I11.3.11.

II1.4 .—Anneaux principaux, théoreme de BEZOUT

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif. (cf. I1.1.2.)
Les A-algebres considérées sont commutatives (cf. I1.2.1) (sauf mention du contraire.)

Définition II1.4.1 (Anneau principal) Une A-algebre B integre (cf. I11.2.1e)st principale si
tous ses idéaux sont principaux (cf. III.1.4.) Un anneau est principal si ¢’est une Z-algebre
principale.

II1.4.2 . —Exemples fondamental

L’anneau Z est principal. En effet, étant donné un idéal [ de Z, c’est-a-dire un sous-
Z-module de Z (cf. I1.5.6¢)’est-a-dire encore grace aux propositions I1.3.9.1) et 11.3.9.i1) un
sous-groupe de Z, on a vu en 1.1.20, que tout sous-groupe de Z était de la forme dZ pour
d eZ.

Proposition I11.4.3 Si B est une A-algébre principale (cf. 1I1.4.1,) toute suite croissante (au
sens de I’inclusion) d’idéaux est stationnaire. On dit que B est un anneau noethérien.

87



Licence MA, Algebre Générale, I11.4.6 Université Paris Sud, 2004-2005

Preuve : Soit I, ,,cn C B une suite croissante d’idéaux de B c’est-a-dire que pour tout
n € N,InCIn+1.

11 faut prendre garde au fait qu’en général, une réunion d’idéaux, (et plus généralement
de sous-modules) n’est pas un idéal (resp. un sous module.) Cependant, dans le cas d’une
suite croissante,

I=JI.

neN

est un idéal. En effet, pour tout (x,y) € I x I et tout (a,b) € B x B, il existe des entiers n,,
etn, tels que x € I,, ety € I,,, . On peut, sans perte de généralit€, supposer que n, < n,
c’est-a-dire que I,,, C I, et donc x ety appartiennent a I,,,. Ce dernier étant un idéal,

ar+byel, CI.

1l s’ensuit que [ est stable par combinaisons linéaires a coeftficients dans B et évidemment
non vide et donc que [ est un idéal d’apres la proposition 11.4.6.b).

Comme B est principale, il existe xq € B tel que I = x¢ * B. Comme xy € I, il existe
no tel que g € 1.

Pour toutn > ng, ettouty € I,y € I. Il existe donc yy € B tel quey = x( * Yy, c’est-
a-dire que y € I,,. Il en résulte donc que, pour tout n > ngy, I, C I,,. Or, par hypothese,
pour toutn > ng, I,, C I, c’est-a-dire, finalement, que pour toutn > ny, I, = I,,.

Corollaire I11.4.4 Si B est une A-algebre principale, tout idéal de B est contenu dans un
idéal maximal.

Preuve : Soit I un idéal de B. Si I n’est pas maximal, alors, il existe un idéal I, # B conte-
nant strictement I, := I. Par récurrence, on peut supposer construits des idéaux Iy ,o<p<n
tels que pour tout0 < k < n—11; C Ix4q. Si I, n’est pas maximal, on peut construire
I+, # B tel que I, contient strictement I,,. Ainsi, de deux choses I’'une : soit il existe
n € N tel que I,, est maximal et dans ce cas le corollaire est démontré, soit on a construit
une suite strictement croissante d’idéaux [, , ,cn dans B. D’apres la proposition précédente,
cette suite est alors stationnaire ce qui est contradictoire.

Remarque II1.4.5 Ce résultat est en fait vrai dans un plus grand degré de généralité mais
il faut, pour 1’établir, utiliser le lemme de Zorn. Cependant nous n’appliquerons ce résultat
qu’a Z ou K[X] qui sont principaux.

Proposition I11.4.6 Si B est une A-algebre principale (cf. I11.4.1,) alors tout idéal premier
de B différent de {Op} est maximal.
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Preuve : Soit p un idéal premier de B. Il existe, d’apres le corollaire 111.4.4, un idéal maxi-
mal m contenant p. Or, B étant principale, m (resp. p) est engendré par un élémentm € B
(resp. p € B.) L’élément p appartient donc a m ; c’est-a-dire qu’il existe x € B tel que
p = mx*px. Par conséquent, m xg x € p. Comme p est premier, soitm € P et dans ce cas
m = p et le résultat est établi; soitx € p. Dans ce cas, il existey € B tel que

r = p*pY
= m*x = Mm*xp*xy
= P = Mm*xpxy

= px(l—mxy) = 0p.

Ceci implique, comme B est intégre, soit que p = 0, ce qui est contraire a I’hypothése
p # {0p}, soit que 1 — my = 0Op, c’est-a-dire que m est inversible dans B ce qui est alors
contradictoire avec le fait que m est un idéal maximal.

Remarque I11.4.7 La proposition I11.4.6 peut étre vue comme une réciproque
dans le cas des anneaux principaux du corollaire I11.2.13.

Proposition I11.4.8 Soit B une A-algébre principale (cf. I11.4.1.) Pour tout élément irréduc-
tible b € B, I’idéal principal (b) engendré par b est maximal, ce qui implique que b est
premier. Autrement dit, dans une A-algebre principale, le Lemme de GAUSS (ct. 111.3.6e)st
vérifié.
Preuve : L’idéal (b) est contenu dans un idéal maximal principal (m) d’aprés le corollaire
II1.4.4. 1 s’ensuit donc que b € (m) i.e.il existe v € B tel que b = m g x. Comme b est
irréductible (ct. II1.3.1,) soit m soit = est inversible. Or m ne peut étre inversible puisque (m)
est un idéal maximal (cf. 1I1.1.9,) c’est-a-dire que x est inversible ce qui implique, d’apres la
proposition I1.2.7, que (m) = (b) .

On en déduit que (b) est premier d’apreés le corollaire II1.2.13 c’est-a-dire que b est pre-
mier.

Remarque I11.4.9 La proposition I11.3.6 et le fait qu'une A-algebre principale est un anneau
noethérien (cf. II1.4.3s)uffiraient en fait a montrer qu’'une telle algebre est factorielle (cf.
II1.3.7.1)m)ais on va procéder de maniere plus directe dans la proposition suivante :

Proposition I11.4.10 Si B est une A-algébre principale (cf. 111.4.1,) B est factorielle.

Preuve : Supposons que a € B ne soit pas premier.

I1.4.10.1. — I existe un idéal maximal m; contenant (a) d’apres le corollaire 1I1.4.4.
Comme B est principale, my est engendré par un élément m, € B, lequel est premier, d’apres
le corollaire 111.2.13. Il existe donc a; € B tel que a = mq * ay.

Supposons construite une suite de couples (m;,a;),1 <i<n € B X B, telle que m; est
premier eta; |, = m; * a;.
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a Si a,, est également premier, on voit immédiatement que

n
a = an*”mi
i=1

est une décomposition de a en produit de facteurs premiers (cf. 111.3.4.1).)

B Sinon on peut construire un couple (M1, an+1) tel que m, 1, soit premier et que
QAp = Mpa1 * Gy, d’apres le procédé 111.4.10.1.
Or, par construction, pour tout i, a;,1|a; i.e.(a;) C (a;+1) . On construit donc une
suite croissante d’idéaux de B. Grice a la proposition I11.4.3, cette suite est donc
stationnaire, donc il existe un entiern € N* tel que (a,,) = (an11) . Ceci implique,
grice a la proposition I11.2.7, qu’il existe une unité u € B> telle que a,, = u * Gy,41
c’est-a-dire

Apyr % (Mpyp —u) = 0.
Comme B est integre et a,, 11 # Op, il s’ensuit que m, 1 = wu ce qui est contradic-
toire avec le fait que m,, | est premier; autrement dit, on ne peut pas itérer le procédé
1I1.4.10.1 jusqu’au rang n + 1, c’est-a-dire que a,, était déja premier. On conclut donc
en se rapportant au point c.
On a donc vérifié le critére 111.3.5.a) qui définit une A-algebre factorielle.

Corollaire I11.4.11 Dans une A-algébre principale B deux éléments non nuls b et ¢ ad-
mettent des PGCD et des PPCM.

Preuve : Ceci est une conséquence de la proposition 111.3.9.

Corollaire I11.4.12 Les anneaux Z et K[X|, pour K un corps (cf. IV.2,) sont factoriels.

Remarque II1.4.13 On retrouve, grace au lemme de GAUSS (cf. II1.3.6e)t a la proposition
précédente, les deux définitions de nombre premier dans Z a savoir, soit un entier (différent
de 1 et —1) uniquement divisible par 1, —1 et lui-méme autrement dit un élément irréductible
de Z ; soit un entier p non nul qui s’il divise un produit ab divise I’un ou I’autre des deux
facteurs c’est-a-dire un entier tel que ’idéal (p) = pZ est premier (cf. ITI.1.8.1).)

Théoréme I11.4.14 (Théoreme de BEZOUT) Soient B une A-algebre principale (cf. II1.4.1e)t
b et ¢ deux éléments non nuls de B.

i) UnPGCD deb et c (cf. 111.2.10e)st un générateur du plus petit idéal contenant simultané-
ment (b) et (c) égal a (b) + (c) (cf. I1.7.5.ii).)

ii) Sid est un PGCD de b et c il existe des éléments u et v de B tels que

d =bu + cv.
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iii) Un Ppem de b et ¢ (cf. I11.2.10e)st un générateur du plus grand idéal simultanément
contenu dans (b) et (c) égal a (b) N (c) (cf. I1.7.5.1).)

Preuve : On va en fait interpréter la remarque II1.2.11.iii) dans le cas des anneaux princi-
paux.

i) Notons
D :={deB|(d)=(0b)+()}.

Comme B est principale, D est bien entendu non vide et I’on peut remarquer, de plus, que
tous ses éléments sont associés.
Pour tout diviseur commun e de b et c,

(b) C (e)et(c) C (e)

(cf. II.1.7e)t, par conséquent, (b) + (¢) C (e), c’est-a-dire que, pour toutd € D, eld .

Les éléments de D sont donc tous des PGCD de b et c .

Réciproquement, pour tout PGCD d’ de b et ¢, d’ est en particulier un diviseur commun a b
et c et divise donc tout élémentd € D, i.e.(b)+ (c) C (d'). Par ailleurs, tout idéal I conte-
nant simultanément (b) et (c), est de la forme (e) pour un certain élément e € B (puisque
B est principale), ¢’est-a-dire que e est un diviseur commun de b et c. Par conséquent, e|d’
par maximalité du PGCD et (d') est donc le plus petit idéal contenant simultanément (b) et
(c) c’est-a-dire que d' € D .

ii) Il suffit d’écrire qu’un PGCD de b et ¢ est un élément de (b) + (c) .

iii) Ce résultat s’obtient par un raisonnement analogue a celui de (i) et le détail est laissé en
exercice.

Corollaire II1.4.15 Etant donnés une A-algébre principale B et deux éléments non nuls b et
c de B, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Les éléments b et c sont premiers entre eux (ctf. I11.3.12.)

b) Les idéaux (b) et (c) sont comaximaux (cf. I.8.1.)

c) Pour tout unité u € B>, il existe un couple (x,y) d’éléments de B tel queu = bx + cy .
d) I existe un couple (x,y) d’éléments de B tel que 15 = bx + cy .

Preuve : La démonstration de ce corollaire est laissée en exercice.
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IV . —Compléments : exemples d’anneaux

IV.1 . —Corps des fractions d’un anneau integre

Soit A un anneau commutatif (cf. IL.1.2i)ntegre (cf. I11.2.1.)

IV.1.1. — On note
B = Ax (A\{04})

et on définit une relation ~ sur B par

(v,0) ~ (V,0)sivd = V4.

Lemme IV.1.2 La relation ~ est une relation d’équivalence.

IV.1.3. — On définit des lois internes

x B x B
((v,0), (v, 4"))

- B
= (v, 90)
et

+: B x B B

R
(1,8), (V,8)) + (0O + 1/6,80") .

IV.1.1.1

IV.1.1.2

IV.1.3.1

IV.1.3.2

Proposition IV.1.4 i) Les lois * et + définies en IV.1.3.1 et IV.1.3.2 sont compatibles avec

la relation d’équivalence ~ (cf. IV.1.1.2s)ur B c’est-a-dire que si

(v1,01) ~ (v,0))
et
(v2,02) ~ (v5,03),

alors

(11,61) * (19,02) ~ (Via 53) * (Vé, 5&)
et
(v1,01) + (v2,02) ~ (1,6)) + (v5,05) .

Elle définissent donc des lois internes encore notées * et + sur
K = B/~

I’ensemble des classes d’équivalence de B selon ~ .
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ii) Le triplet (K, +, %) est un corps (cf. I1.1.5.)

iii) L’application
A —- B
a — (a,1)

donne une applicationt : A — K, qui est un morphisme d’anneaux injectit. L’anneau A
est donc une sous-A-algébre de K (cf. I11.2.5.)

iv) Le corps K est le plus petit corps contenant A au sens ou, pour tout morphisme d’an-
neaux injectif 7 : A — L, o L est un corps, il existe un unique morphisme d’anneaux
h : K — Ltelquehoi = j.

Définition IV.1.5 Etant donné un anneau commutatif integre A, le corps K (cf. IV.1.4.i).1c)onstruit
comme dans la proposition précédente, est appelé corps des fractions de A.

Usuellement, les éléments de K sont notés v/d ou % pour v € A, 6 € A\ {04} et (,9)
un représentant d’un élément de K.

Usuellement également, v est appelé numérateur et 6 dénominateur.

Remarque IV.1.6 Si A = Z, le corps des fractions est le corps des nombres rationnels Q.

IV.2 . —Algebre des polynomes a une indéterminée

Dans toute cette section, A est un anneau commutatif (cf. 11.1.2.)

Définition IV.2.1 i) On rappelle qu’une suite a valeurs dans A est une application N — A.
On note le plus souvent «,, € A et on appelle n’*™ terme général I'image d’un entiern € N
par la suite a.

ii) On dira qu’une suite a valeurs dans A de terme général a, est presque nulle s’il existe
un entier ng tel que pour tout n > ng, o,, = 0.

Proposition IV.2.2 i) La structure canonique de A-module de A (ct. 11.3.4.b)) induit une
structure de A-module (cf. I1.3.1) sur I’ensemble A" des suites a valeurs dans A donnée pour
tout (o, B) € AN x AN et tout (a,b) € A x A par :

(@ -a+mb-B), = axa, +bx*xf,. 1

ii) La structure de A-module définie ci-dessus s’induit sur I’ensemble A", des suites pres-
que nulles a valeurs dans A de sorte que AY est un sous-A-module de AN (cf. I1.4.4.)

93



Licence MA, Algebre Générale, IV.2.7 Université Paris Sud, 2004-2005

Preuve : La vérification est immédiate et laissée en exercice.

IV.2.3. — On définit une multiplication sur A" de la maniére suivante. Pour tout (c, 3) €
AN x AN de terme général (a,, 3,) on posera  * 4n 3 la suite de terme général

(asn )y = Z ag ¥4 [ - Iv.2.3.1

k+l=n

Proposition IV.2.4 i) La multiplication définie en IV.2.3.1 donne au A-module A", une
structure de A-algebre (cf. 11.2.1) dont I’élément unité est

lgv := 1,0,0,...,0,... 1
et le morphisme structural est donné par

A — A
a — a,0,0,...,0,....

ii) La structure définie ci-dessus s’induit sur AN de sorte que AN, devient une sous-A-al-
gebre de AN (cf. 11.2.5.)

Preuve : Les vérifications sont sans difficulté. 1l convient toutefois de bien vérifier que la
multiplication définie par IV.2.3.1 est bien interne sur A% ; autrement dit, que le produit,
en ce sens, de deux suites presque nulles est encore une suite presque nulle. On remarquera
qu’on peut méme trouver une borne explicite, méme si elle n’est pas optimale. En effet, si
pour toutn > ng, o, = 0 et pour toutm > my, B,, = 0, il n’est pas difficile de constater
que pour tout p > ng + my, (a *4n ), = 0.

Remarque IV.2.5 i) 1l faut remarquer que le morphisme structural A — AN est injectif.

ii) La structure de A-algebre définie ci-dessus sur AN est la structure d’algeébre compatible
a la structure de A-module définie en IV.2.2 au sens de la remarque 11.3.4.a).

Définition IV.2.6 i) On appelle polynéme a coefficients dans A et a une indéterminée un
élément de la A-algebre AN,
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ii) On appelle degré (resp. valuation) d’un polynébme P := ag,...,Q,,... et I’on note
deg(P), (resp. val(P)) le plus petit (resp. le plus grand) entier k tel que pour tout n > k
(resp. n < k) o, = 0. Pour que la proposition (cf. IV.2.9) ait un sens, en toute généralité,
on posera, par convention

deg(04v,) = —o00,
val(Ogv,) = +00.

Proposition IV.2.7 i) Les éléments

e = 1,0,0,...,0,...
eq = 0,1,0,...,0,...
€9 = 0,0,1,...,0,...

forment une base de A} (cf. 11.7.12.ii).) Le module AV est, par conséquent, un A-module
libre (cf. 11.7.13.i).)

ii) Pour tout (i,j) € N x N,
€; *ANO €; = €iyj 1

Preuve : Ces vérifications sont des calculs faciles.

IV.2.8. — Sil’onnote X := ey, et que I’on pose, par convention
X0 = ey = 1y, = 1,0,0,...,

on constate que
X' = X*ANOX*ANO...*ANOX, 1 €N

(un produit de 4 termes égaux a X,) est une base de AY, d’apres la proposition IV.2.7.
C’est pourquoi, on note usuellement A[X] I’algebre des polyndmes a une indéterminée a

coefficients dans A et
deg(

P)
P = Z a; X*
i=0

un élément de A[X].
Proposition IV.2.9 i) Pour tout (P, Q) € A[X] x A[X],ona:

deg(P + @) < max(deg(P),deg(Q)); I
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deg(P + Q) < deg(P) + deg(Q) ; 2
val(P + Q) > min(val(P),val(Q)) ; 3

val(P * Q) > val(P) + val(Q) . 4
ii) Si A est intégre (cf. II1.2.1,) on a égalité dans les formules 1).2 et 1).4.

Preuve : La démonstration de ces formules est sans mystere.

IV.2.10. — L’ensemble des fonctions f : A — A définies sur A a valeurs dans A est
canoniquement muni de deux lois + et * définies respectivement par

(f+g)(a) == f(a)+agla), IV.2.10.1

et
(f *g)(a) = fla)*ag(a), 1v.2.10.2
pour tout couple ( f, g) de fonctions définies sur A a valeurs dans A.

Proposition IV.2.11 i) L’ensemble des fonctions définies sur A a valeurs dans A muni des
lois
+ (cf. IV.2.10.1,) et x (cf.1V.2.10.2,)

est un anneau (commutatif si A est commutatif).

i) L’application de A dans I’anneau des fonctions définies sur A a valeurs dans A qui a
tout élément a € A, associe la fonction constante de valeurs a, i.e.la fonctionc, : A — A
définie pour toutb € A parc,(b) = a, donne a I’ensemble des fonctions définies sur A a
valeurs dans A une structure de A-algébre.

IV.2.12. — A tout polyndme

deg(

P)
Pi= > aX' € AX]
=0

on associe une fonction polynéme encore notée P i.e.une fonction a valeurs dans A, définie
sur A par

P(a) == ) ad IV.2.12.1
pour tout a € A.
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Proposition IV.2.13 L’application qui 4 un polynéme P € A[X] associe sa fonction poly-
nbéme (cf. IV.2.12.1) est un morphisme de A-algébres de A[X] dans I’algébre des fonctions
définies sur A a valeurs dans A (ct. IV.2.11.)

Remarque IV.2.14 Le morphisme défini en IV.2.12.1 n’est pas injectif en général, y compris
si A est un corps. Par exemple pour p € Z premier, pourtouté € Z/p&P—¢ = 0(cf. TDn°
III, exercice E, question 4).) Ceci signifie que la fonction polyndme associée au polyndome
X? — X € Z/p[X] est la fonction nulle alors que ce polyndme n’est pas I’élément 0z ,(x].

Proposition IV.2.15 (Propriété universelle de I’anneau des polyndémes) Etant donnée une
A — algébre fg : A — B (ct.1L2.1,)

pour toutb € B, il existe un unique morphisme de A-algébres (cf. I1.2.2) ¢, : A[X] — B
tel que ¢p(X) = b.

Preuve : Un élément b € B étant fixé, s’il existe un morphisme ¢, : A[X| — B tel que
¢p(X) = b, nécessairement, pour tout élément

deg(P)

P = > X' € AX],
=0

deg(P)

&(P) = > fola)xpb'! IV.2.15.1

=0

On vérifie tacilement que ¢y, ainsi défini est un morphisme de A-algébres.

Corollaire 1V.2.16 (Fonctorialité de I’algebre des polynomes) En particulier si B est une
A-algebre il existe un unique morphisme de A-algeébres A[X| — B[X]| caractérisé par :
X — X.

Définition IV.2.17 On dit qu’un polyndme P € A[X] est irréductible si c’est un élément
irréductible de I’anneau A[X| au sens de la définition II1.3.1.

deg(P)
Proposition IV.2.18 i) Un élément P := Z ;X" € A[X] est inversible, si et seule-
i=0
ment si P € A*, c’est-a-dire si et seulement si deg(P) = 0etay € A*.

ii) Un polynéme P € A[X] est irréductible s’il n’existe pas de polynémes () et R dans
A[X] avec deg(Q) > 0 etdeg(R) > 0 tels que P = (@ *4x] R.
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Proposition IV.2.19 Si A est un corps alors A[X| est un anneau euclidien donc principal
(ct. I11.4.1.)

Remarque IV.2.20 L’anneau A[X] n’est pas principal en général. Par exemple, pour K un
corps, K[X,Y] := K[X][Y] n’est pas principal : I'idéal engendré par { X'; Y’} n’est en effet
pas principal.

Définition I'V.2.21 Pour tout polyndme P € A[X] on appelle racine de P dans A un élément
a € Atelque: P(a) = 04.

Proposition IV.2.22 Si K est un corps, et P € K[X]|, a € K est une racine de P si et
seulement si il existe () € K[X] tel que

P = (X—CL)*K[X}Q.

Preuve : Supposons que a est une racine de P. D’apres la proposition 1V.2.15, il existe un

unique morphisme de K -algébres ¢, : K[X| — K tel que ¢,(X) = a, (o K est considéré
comme algebre sur lui-méme via Id.)

Notons que ce morphisme associe a tout polynéme R € K|[X], “sa valeur en a R(a) ;’
c’est-a-dire I’image de a par la fonction polynéme associée a IR (cf. IV.2.12.1.)

Un élément a € K est racine de P si et seulement si P € Ker ¢,. Or Ker ¢, est un
idéal de K|[X] (cf. I1.5.8.a)) non égal a K[X]. En effet, un corps contient au moins deux
éléments distincts, il existe doncb € K b # a, ce qui implique que X — b ¢ Ker ¢,,.

Comme K[X] est principal Ker ¢, est engendré par un élément M. Comme Ker ¢, #
K[X], deg(M) > 0. Or X — a € Ker ¢,, ce qui implique que M divise X — a (cf. IIL.1.2.)
Un corps étant un anneau intégre (cf. II1.2.1,) il s’ensuit que deg(M) < 1 d’apres la formule
1V.2.9.i).2 et la proposition IV.2.9.ii).

Il en résulte que X — a est un générateur de Ker ¢, donc qu’il existe () € K|[X] tel que

b

P = (X—CL)*K[X}Q.

Réciproquement si P = (X — a) *kx) Q il est clair que P(a) = 0.

Corollaire IV.2.23 Etant donnés un anneau intégre A et P € A[X], a € A est une racine
de P si et seulement si il existe Q € A[X] tel que

P = (X—a)*A[X]Q.
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Preuve : Notons K le corps des fractions de A (ct. IV.1.5.) L’injection canonique

1. A = K
a — (a,14) =+ =a

(cf. 1V.1.4.iii)) induit un unique morphisme de A-algébres i[X] : A[X] — KI[X] tel que
i[X](X) = X (cf. IV.2.16.) Pour tout

deg(P)
P = ) X" e AX],
k=0
deg(P)
iX)P) = Y ilar)X"

I n’est pas difficile de voir que i[ X | est injectif.
Supposons que a est une racine de

deg(P)
Pi= ) opX*.
k=0
P(a) = OA
®- . . .
i est un injectif i(P(a)) = 0Ok
deg(P)
= Z(Z akak) = 0O
k=0
deg(P)

-~
i est un morphisme Z i(og)i(a)® = Og

N iX](P)(i(a)) = Ok

c’est-a-dire que i(a) est une racine de i[X]|(P) lequel est un élément de K[X]. D’aprés la
proposition IV.2.22, il existe donc

deg(Z)
== ) X' e K[X]
k=0
tel que
iX](P) = (X —i(a) *kx E = i[X](X — a) *xx 2. IV.2.23.1

Ceci implique que deg(Z) = deg(P)—1 etueg(z) = i(Qaeg(p))- Il s’ensuit que {geq(z) € A.
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Supposons que pour tout k > j, & = i(fy) i.e.&, € A. On a I’identité :

i) = & —xi(a) *x g
< N §i-1 = iley) +ri(a) #k
hypothése de récurrence €, = i(oy) +k i(a) *x i(5;))
=
i est un morphisme Eio1 = ilaj+aaxsfy).
Posons alors ;1 = o +a4 a*4 [3;. Il s’ensuit que pour tout 0 < k < deg(=) il existe

B € Atel que &, = i(Py). Par conséquent :

deg(E)
== Y ax
k=0

deg (=)

= Z i(ﬁk)Xk
k=0
deg(E

)
= XY A

k=0

= i[X|(Q);

avec
deg(2)

Q= Y /X" e AX].
k=0
L’identité IV.2.23.1 se réécrit donc :

ilX](P) = iX](X = a) #kx) i[X](Q)

i[X] est un morphisme i[X]((X — a) *a;x] Q) ;

ce qui implique
P = (X—a) *A[X] Q

car i[X| est injectif.

Définition IV.2.24 Etant donné un polynéme P € A[X], ol A est un anneau intégre, si
a € A est une racine de P, on appelle ordre de multiplicité de la racine a le plus grand
entier n tel que P = (X —a)" * Q avec Q € A[X].

Proposition IV.2.25 Si A est un anneau intégre, pour tout polynéme P € A[X], la somme
des ordres de multiplicité des racines de P est inférieure ou égale au degré de P.
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IV.3 . —Anneaux de caractéristique p

Dans cette section les anneaux sont commutatifs (cf. I1.1.2.)

Proposition IV.3.1 Etant donné un anneau intégre (cf. II1.2.1,) A, le morphisme canonique
¢ Z — A (ct. I1.2.8.1)e)st soit injectif, soit son noyau (ct. I1.5.8.a)e)st un idéal premier (cf.
HL1.8.1)d)eZ .

Preuve : Si¢ : 7 — A n’est pas injective, son noyau n’est pas réduit a {0z} et c’est un idéal
de 7 également différent de 7 tout entier puisque le morphisme nul n’est pas un morphisme
d’anneau (cf. I’axiome ANN- de la définition 1I.1.9.)

Par conséquent, Ker ¢ = nZ pourn # 1.
D’apres le corollaire 11.6.4, ¢ induit un isomorphisme

v : Z/Ker¢p = Z/nZ = B = Im¢.

Par conséquent B est une sous-Z-algébre de A (ct. I11.4.11.iii).)

Comme A est intégre, B est également intégre et, par conséquent, 7 /n qui lui est iso-
morphe est integre. 1l s’ensuit, d’apres la proposition I11.2. 12 que nZ. est premier, c’est-a-dire
que n est premier (cf. I11.1.8.i1).)

Définition IV.3.2 Si dans la proposition IV.3.1 le morphisme ¢ est injectif on dit que A est
de caractéristique 0 sinon on dit que A est de caractéristique p ou p est un générateur de
Ker ¢ .

Corollaire 1V.3.3 La caractéristique d’un anneau integre est soit O soit un nombre premier
p. Dans ce derniers cas Z/Ker ¢ = 7 /pZ est d’ailleurs un corps .

Exemple IV.3.4 a) Un certain nombre d’exemples d’anneaux de caractéristique 0 est bien
connu (Z, Q, R, C, Z[X], Q[X, Y] etc ...)

b) Nous ne nous intéresserons, dans cette section, qu’a des anneaux de caractéristique non
nulle.

Notons tout d’abord que de tels anneaux existent. En effet, étant donné un nombre premier
p, ’anneau Z /p est inteégre (cf. I11.2.12e)t il est, a I’évidence, de caractéristique p.

A noter que Z étant un anneau principal, I’idéal premier (p) est également maximal (cf.
I11.4.6,) c’est-a-dire que Z/p est en fait un corps (cf. I1.1.5.)
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Définition IV.3.5 Pour un nombre premier p € 7Z on appellera corps premier et on notera
[F, I’anneau Z/p (ot la structure d’anneau considérée sur Z/p est la structure canonique i.e.la
structure quotient (cf. I1.5.11.))

Exemple IV.3.6 Dans Z, un idéal premier étant nécessairement maximal, un quotient Z/n
n € Z est soit un corps, soit un anneau non integre. Cependant, il existe des anneaux de
caractéristique p (p premier dans Z, ) qui ne sont pas des corps : par exemple [F,,[ X'] I’anneau
des polynomes a une indéterminée et a coefficients dans le corps premier [F,,.

Proposition IV.3.7 Un nombre entier p étant fixé,

i) un anneau A de caractéristique p est canoniquement une F,-algebre ;

ii) pour deux anneaux A et B de caractéristique p, u : A — B est un morphisme d’an-
neaux si et seulement si u est un morphisme de IF,-algebres.

Preuve :

i Par définition, si A est de caractéristique p (cf. IV.3.2,) le morphisme canonique f4 :
7 — A (cf. 11.2.8a) pour noyau I’idéal premier (p) = pZ.
D’apres la proposition I1.6.2.ii), le morphisme structural canonique f, se factorise a
travers F,, = Z/p en un morphisme injectif ¢4 : F, — A tel que p4om, = f4 (ol
7, : Z — I, est la surjection canonique.)
Supposons donnés deux morphismes d’anneaux g et h : ¥, — A i.e.deux structures
de F,-algebre sur A.
Les morphismes g o m, et h o 7, sont alors des structures de Z-algébre sur A. Par la
proposition I1.2.8.1),

gom, = fa = hom,.

Par conséquent, pour tout x € Z, g[m,(z)] = h[r,(x)]. Comme T, est surjectif,
pour touté € IF,, g(§) = h(§) c’est-a-dire que g et h coincident, d’ot1 I’unicité de la
structure de IF,-algebre sur A.

ii Ce point résulte de (i) suivant un raisonnement tout a fait analogue a celui de la
démonstration de 11.2.8.1i).

Lemme IV.3.8 i) Si7:[F,[X] — A est un morphisme d’anneaux (cf. II.1.9s)urjectif et si
A est intégre, alors A est un anneau de caractéristique p.

ii) L’anneau A est un corps si et seulement si Ker 7 est un idéal maximal de F,[X] si et
seulement si Ker 7 est engendré par un polynome irréductible (cf. IV.2.17,) (cf. 111.3.1,) dans
Fp[X].
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Preuve :

i

ii

On rappelle qu’il existe un unique morphisme de structure de Z-algebre

fa:Z — A (cf. 11.2.8.1)e)t que, par conséquent, f4 = 7 o ¢ ou ¢ est le morphisme
de structure de F,[X] comme Z-algebre. Toujours d’aprées I’unicité du morphisme
structural (cf. loc. cit.) ¢ = i o m, ol i est I’inclusion canonique F,, — F,[X] (cf.
IV2.5.0)etn, : Z — F, = Z/p la surjection canonique.

11 s’ensuit que
fa =moiom,

est un morphisme d’algébres qui n’est pas injectif puisque 7, ne I’est pas et que
Kerm, C Ker f 4. Or,Im f , étant une sous-Z-algebre de A (cf. 11.4.11.iii)i)somorphe
a Z/Ker f , est integre puisque A est integre. Il s’ensuit que Ker f , est un idéal
premier de Z contenant (p). Par maximalité des idéaux premiers dans Z (cf. I11.4.6,)
Ker f, = (p) ce qui prouve que A est de caractéristique p (cf. IV.3.2.)

La proposition I11.2. 12 entraine que A est un corps si et seulement si Ker 7 est un idéal
maximal dans F,[X]. Comme F,[X] est principal (euclidien), le corollaire I11.2.13 et
la proposition 111.4.6 entrainent que A est un corps si et seulement si Ker 7 est un
idéal premier non nul.

Or comme F,[X] est principal, il existe un élément P € F,[X] tel que Kerm =
PF,[X]. 1I s’ensuit que A est un corps si et seulement si P est non nul et est un
élément premier de F,[ X].

En combinant finalement le lemme II1.3.2 et le lemme de GAUSS (cf. III.3.60)n
conclut que A est un corps si et seulement si P est irréductible.

Remarque IV.3.9 Le lemme précédent permet de construire un grand nombre d’anneaux de
caractéristique p dont certains sont des corps comme nous venons de le voir.

Proposition IV.3.10 Pour tout anneau A de caractéristique p, I’application

FA:A—>A
a +— af

est un morphisme de F,-algébres appelé morphisme de Frobenius de A.

Preuve :

- 1l faut, tout d’abord, montrer que F 4 est un morphisme de groupes (voir I’axiome

ANNg de la définition 11.1.9.)

Ceci est traité dans la TD n° IIl, exercice E, question 2) de I’exercice TD n° III,
exercice Edu TD TD n° III.

- Les axiomes ANN; et ANNg de la définition I1.1.9 se vérifient immédiatement.
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- Enfin, la compatibilité au morphisme structural F, — A (cf. I1.2.2r)ésulte du fait que,
pour tout A € F,, \» = X (voir TD n° 1II, exercice E, question 3) de I’exercice
TD n° III, exercice Edu TD TD n° IIl.)

Proposition IV.3.11 i) Soitp un nombre premier et P un polynoéme irréductible (cf. IV.2.17d)e
degré d dans F,,[ X]. Alors le quotient k := F,[X|/P est un corps fini, c’est-a-dire possédant
un nombre fini ¢ d’éléments avec ¢ = p°.

Preuve :

- Si P € F,[X] estirréductible c’est un élément premier (cf. II1.3.6p)uisque F,[ X | est
principal (euclidien.) Par conséquent (P) est maximal d’aprés la proposition 1I1.4.6
etk := F,[X]/P estdonc un corps d’apreés la proposition I11.2.12.

- Notons ey, ey, . . .,eq_1 les images respectives de 1g,, X, . .. , X9~ par la surjection
canonique 7 : F)[X| — F,[X]/P oud = deg(P).

- Pour tout d-uplet (X, . .., A\g—1) d’éléments de I,

Z)\kek = Ok

k=0
d—1
k=0
d—1
& MXF € Kerm = PF,[X]
k=0
d—1
& P | Q=) MX"
k=0

Or () est de degré d — 1 et P est de degré d par conséquent, P|() implique que
Q) = Op,[x), c’est-a-dire que, pour tout 0 < k < d—1 X, = Op,. Ceci prouve
que ey, €1, . . ., eq_1 est un systeme libre dans k.

- Pour tout élément & € k, il existe un élément () € F,[X] tel que 7(Q)) = &. Or,
[F,[X] étant un anneau euclidien, le reste de la division de () par P est un polynéme
R de degré strictement inférieur a d, congru a () modulo P, c’est-a-dire vérifiant
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m(R) = & Posons R = Z M X" avec e < d — 1. I s’ensuit que
k=0

& = ) X"
= ) nm(XF)

e
= E k€
5=0

ce qui prouve que eg, €1, . . ., €41 st un systeme générateur de k.

C’est donc une base de k et, par conséquent, k est un I ,-espace vectoriel de dimension
d. Il est trés élémentaire de constater qu’alors k posséde p® éléments.

Remarque IV.3.11.1 On aurait pu d’abord montrer que £ est une [F,,-algebre de di-
mension finie, puis, grace au fait que P est irréductible, que £ est integre ce qui
entraine que K est un corps (cf. TD n° II, exercice E, question 1), e).)
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Exercice A : (Un exemple de représentation linéaire de (R, +))
Pour un entier n € N fixé, on note R[X],, le R-espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels
et de degré inférieur ou égal a n .
On note
BO = (I,X, .. ,Xn)

sa base canonique et pour tout ¢ € R, on pose

B, = (1,(X—a),....,(X—a)").

1) Montrer que, pour tout a € R, B, est une base de R[.X],, et donner la matrice de passage P, de la
base B, a la base B, .

2) a) Montrer que, pour tout couple (a, b) de nombres réels, P,., := P, P, .

b) En déduire que I’application

est un morphisme de groupes de (R, +) dans (GL,(R), *) .
¢) Donner (sans calcul) pour tout a réel, P, ! .
d) L’image de ¢ est-elle un groupe abélien ?
Exercice B : (Relations binaires)
Etant donné un ensemble £, on appelle R I’ensemble des relations d’équivalence sur F .

1) R; et R, étant deux éléments de R, on considere la relation R := “R; et R,” appelée intersec-
tion de R; et Rs.

a) Démontrer que R est une relation d’équivalence.
b) Quel est son graphe ?

¢) Démontrer que toute classe modulo R est I'intersection d’une classe modulo R; et d’une classe
modulo Rs.



d) Etudier les exemples suivants :

a) E =7, d; et d, sont deux entiers strictement positifs, R; est la congruence modulo d;. (On rappelle
que deux entiers m et n sont dits congrus modulo d s’il existe ¢ € Ztelque m —n = qd .)

B) E estle plan et Dy et D sont deux droites. La relation R; est “(M M) est parallele a D;”.

2) Avec les mémes notations que ci-dessus, la relation “R; ou Ry" est elle une relation d’équivalence ?
Quel est son graphe ?

3) Etant donnés deux éléments R et 1’ de R, on dit que R est plus fine que R’ lorsque
V(z,y) € ExX E, R(z,y) = R(z,y)
etonnote R < I .
a) Comparer les graphes de R et R’ lorsque R < R’ .
b) Montrer que < est une relation d’ordre sur R.
c¢) Est-ce une relation d’ordre totale ?

d) Y a-t-il un plus petit et un plus grand élément dans R muni de < 7

e) Montrer que R est plus fine que R’ (R < R') si et seulement si toute classe modulo R’ est réunion
de classes modulo R.

f) £ = Z, déterminer toutes les congruences modulo un entier strictement positif qui sont plus fines
que la congruence modulo d.

Exercice C: (Z/nZ)
Soit » € N un entier. Pour tout couple (a,b) € Z x Z, on écriraa = b [n]sin | b — a et on dira
que a est congru a b modulo 7.

1) Pour a, b, c des éléments de Z, vérifier que :

i) (Réflexivité)

ii) (Symétrie)

iii) (Transitivité)
(a =bnjetb = cn]) = a = cn].

On dit alors que la relation de congruence est une relation d’équivalence. Pour tout a € 7, on
notera

a:={beZ/b=aln}.
2) Montrer que :

a) Pour tout
a € Z,a € a.



b) Pour tous a et b éléments de Z,

c)
Dans la suite on note
Z/nZ = {a,acZ}.
3) Quel est le nombre d’éléments de Z/nZ ?

4) Soient a, b, ¢, d des éléments de Z.
a) Montrer que
(a =cln]etb =dn]) = (a+b = c+d[nletab = cd[n]).

b) En déduire qu’en posant

G+b:=a+betaxb = axb,
on définit bien des lois + et * sur Z/nZ qui donnent a ce dernier une structure d’anneau commutatif.
¢) Quels sont les élément neutre et élément unité pour la structure ci-dessus ?
d) Donner les tables d’addition et de multiplication de (Z/nZ,+, x) pourn = 2,3,4,5.

e) A quelle condition nécessaire et suffisante sur n (Z/nZ, +, x) est-il un corps ?

Exercice D : (Etude de quelques groupes finis)
Soit » € N* un entier non nul et (G, %) un groupe (qui n’est pas supposé, a priori, commutatif) a
n éléments.

1) On suppose, dans cette question, que n est premier.

a) Montrer que GG posséde au moins un élément g d’ordre 7.

b) Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes

¢:(Z/n,+) — (G, %)
1Z/n = g.
¢) Montrer que ¢ est un isomorphisme et en déduire que tout groupe fini d’ordre n premier est iso-

morphe a 7./n et commutatif.

On suppose, dans les questions question 2), question 3) et question 4) que n = 4. On pourra, pour
fixer les idées, noter
G = {ea;b;c}

ou ¢ est I’élément neutre de GG pour la loi de composition qu’on notera x .

2) Montrer que les éléments a, b, ¢ de GG sont nécessairement d’ordre 2 ou 4.



3) On suppose, dans cette question, que tous les éléments de GG sont d’ordre 2.

a) Montrer qu’on a alors :

axb = ¢ = bx*xa
bxc = a = cx*b
cxa = b = axc.

b) En déduire la table de la loi de composition * pour le groupe G puis que G est abélien.

¢) Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes

V:Z/2xZ]2 - G
(1,0) — a
(0,1) — b

puis vérifier que 7 est un isomorphisme.

4) On suppose, dans cette question, que GG possede au moins un élément d’ordre 4. On pourra supposer
que a € G estd’ordre 4.
En vous inspirant de la méthode de la question 1) montrer que G est isomorphe a Z/4.

5) Le groupe S3 des permutations d’un ensemble a trois éléments est-il commutatif ?

a) Combien le groupe S3 possede-t-il d’éléments ?

6) Rassembler les résultats de 1’exercice pour expliquer pourquoi un groupe non commutatif possede
au moins 6 éléments.

Exercice E : Soit G un groupe fini contenant 8 éléments.

1) Montrer que les éléments de GG sont d’ordre 2, 4 ou 8.

2) a) Montrer que s’il existe g € GG, d’ordre 8, il existe un unique morphisme de groupes
o: 7 — G
1Z = g.

b) Montrer que ¢ est surjective.

¢) Déterminer le noyau de ¢ et en déduire que
G = Z/8;
et que, par conséquent, GG est abélien.

On suppose désormais, que GG ne contient pas d’élément d’ordre 8. Supposons, en revanche, qu’il
existe un élément g € GG d’ordre 4 et notons

AG) = ({ea,9,9% 9’} %c)

le sous-groupe de GG engendré par g.

3) a) Montrer que A(G) est abélien (on pourra rappeler brievement, en le généralisant, I’argument
de la question question 2).)



b) Montrer qu’il existe un élément x € G tel que zA(G) # A(G).
¢) Montrer qu’alors A(G)x # A(G).

d) En déduire que A(G) est distingué dans G. (On pourrait tirer de 1’argument, 1’énoncé : Tout sous-
groupe d’indice 2 est distingué.)

e) Déterminer le quotient G/A(G).

f) En déduire que si 7 : G — G/A(G) est la surjection canonique, pour tout y € rA(G), 7(y?) =
ec/a(c) et par conséquent que y* € A(G).

g) Montrer que, pour tout y € zA(G), y> = h ou y?> = h3 est contradictoire avec le fait que G ne
possede pas d’élément d’ordre 8.

4) Avec les notations de la question précédente, on suppose dans cette question que 7> = e.
a) Montrer qu’alors, soit pour tout y € rA(G) y* = eg soit G est abélien.

b) Montrer que si GG est abélien, 1’application

Tr 12/2
h +— 12/4

définit un isomorphisme
G 2 Z/2x7Z/4.

¢) Montrer que, si G n’est pas abélien, x — Sy h — R définit un isomorphisme de groupes

GgD47

5) On suppose dans cette question, avec les notations de la question question 3), que 22 = h%. Montrer
qu’alors, pour tout y € xA(G), y* = h?. (On pourra utiliser les résultats de la question question 4) en
montrant que n’importe quel élément y € zA(G) “joue le méme rdle que x,” en excluant, évidemment ici
encore, le cas ou GG est abélien déja traité en question 4), b).)

On note () le sous-groupe de GL,(C) engendré par les éléments
a= (G Dear=(40)
(groupe des quaternions de Hamilton.)
6) a) Montrer que () posséde 8 éléments (on pourra penser a introduire I’éléments C' := AB .)
b) Déterminer un sous-groupe A(Q) de Q.
¢) Déterminer les éléments d’ordre 4 dans Q).

d) En déduire qu’il n’existe pas d’isomorphisme de groupes de D, dans ().



e) Montrer que
A* = B? = C? = ABAB = —ld¢ .

f) Montrer que dans le cas de la question question 5), x — B h +— A définit un isomorphisme de
groupes

G~qQ.

On suppose finalement, que GG n’a pas d’élément d’ordre 4 c’est-a-dire que tous les éléments de G
sont d’ordre 2.

7) Montrer que, pour (z,y) € G X G, 2°> = eq,y*> = egetx xy*x *y = eq implique T * y = y x x et
en déduire que G est abélien. On pourrait dégager 1’énoncé suivant : Un groupe dont tous les éléments sont
d’ordre 2 est abélien.

8) Récapituler les résultats du probleme pour déterminer quel sont, a isomorphisme pres, tous les
groupes a 8 éléments.

Exercice F : (Introduction au groupe symétrique)
Dans tout cet exercice, £ est un ensemble.

1) Montrer que I’ensemble S(F) des bijections de £ sur lui-méme, muni de la loi o de composition des
applications est un groupe.

a) Est-il commutatif?

On suppose désormais que F est fini ¢’est-a-dire qu’il existe une bijection . : £ — [1;n] ou
[1;n] == {1;2;...;n}
est I’ensemble des n premiers entiers naturels,n € N* .

2) Montrer que I’application

est un isomorphisme de groupes.

3) Quel est le cardinal de Sy 7
Fixons un entier n > 2, et a € [1;n + 1] un entier compris entre 1 et n + 1 . On définit sur S, la
relation binaire R, par
s R, s'sis(a) = §'(a).

a) Montrer que R, ainsi définie est une relation d’équivalence.
b) Montrer que pour tout s € S, il existe une bijection entre la classe s de s selon R, et S,, .

¢) A quelle condition (nécessaire et suffisante) la classe 5 d’un élément de S, ; est-elle un sous-groupe
de Sn+1 ?

d) Donner en fonction de n le nombre de classes selon R,,.



e) Déduire de ce qui précede une relation entre les cardinaux de S,, et S,,11 ; puis le cardinal de S,, en
fonction de n.

4) Soit V un K-espace vectoriel de dimension . (ou K est un corps) muni d’une base
(’Ul, ey Un).
a) Montrer que pour tout s € S, il existe un unique endomorphisme ¢(s) de V' défini par
B(s)(v;) = ve), V1 <i <, .

b) Montrer que pour tout s € S, ¢(s) est inversible et que ¢ est un morphisme de groupes de S,
dans GL(V).

¢) Le morphisme ¢ est-il injectif ? surjectif ?

Exercice G : (Type cyclique)
1) Décomposer les permutations

/

_ 1234567
S = 1 2 4 5 688.—

w W

1 6 1 2 4 5 6 7
3 7 2 7 6 5 4 1
de I’ensemble [1; 7] C N en produit de cycles a supports deux a deux disjoints.

a) Calculer le nombre de différentes classes de conjugaison dans S; et donner un représentant de
chacune d’entre elles.

b) Montrer que tous les 3-cycles de A5 forment une unique classe de conjugaison.

Un entier n > 1 étant fixé dans tout I’exercice, on note S, le groupe symétrique d’ordre n i.e.le
groupe des bijections de I’ensemble [1,n] C N.

2) Soient

d
/ e /
s = ”cZ
i=1

deux éléments de S, tels que pour tout 1 < ¢ < d ¢; et ¢ sont deux cycles de méme longueur /; et les
Ci s1<i<d (T€SP. ¢; ;1 < ; < 4 ) sont de support deux a deux disjoints.

a) Rappeler, en citant le résultat du cours, que, pour tout 1 < ¢ < dil existe u; € S, tel que

czuiociou;l.

b) Montrer que pour tout 1 < ¢ < dettouta € [1,n], a € S; si et seulement si u;(a) € S; ou S;
(resp. S!) est le support de ¢; (resp. ¢;.)

d d
¢) Montrer que I’application u définie sur U S; par ulS; := wu;|S; est une bijection de U S; sur

i=1 i=1
d
Us:.
(2
i—=1



d) Montrer que I’on peut prolonger u en une bijection % de [1, n] sur lui-méme et calculer o so @' .

e) En déduire que s et s’ sont conjugués dans S,,.

3) Donner explicitement une permutation v € S; conjuguant les éléments s et s’ donnés dans la ques-
tion 1).

Exercice H: Dans tout cet exercice, pour A := {ay,...,a,} un sous-ensemble fini d’un ensemble
F on notera (aq, ..., a,) la permutation circulaire sur A telle que

a; — a1 Vlleqglin —leta, — a;.

Ainsi (a,b) désigne la transposition de support {a;b} C E, poura #b.

Les questions question 1) a question 4) constituent un ensemble conduisant a démontrer que le
groupe A, ne contient pas de sous-groupe d’ordre 6.

La question 5) consiste a déterminer un ensemble de générateurs du groupe .4, et est indépendante
de ce qui précede.

La question 6) consiste a étudier un sous-groupe normal particulier d’un groupe G et est tout a
fait indépendante des questions précédentes.

La question 7) consiste a particulariser I’étude précédente au cas de S, et peut faire appel a des
résultats de tout I’exercice.

1) Soient (G, *) un groupe fini a 2k éléments, & € N* et H un sous-groupe de G a k éléments.
a) Pourquoi le groupe quotient G/ H existe-t-il ? Quel est ce groupe ?

b) En déduire que, pourtoutg € G,gxg € H .

2) a) Rappelez la définition du groupe alterné A .

b) Quel est le cardinal de A, 7

3) a) Montrer que, pour tout n > 3, un cycle de longueur 3 est une permutation paire (i.e.un
élément de A, .)

b) Combien de parties de {1;2; 3; 4} sont des supports de cycles de longueur 3 dans A4 7
¢) Combien de cycles de longueur 3 peuvent avoir le méme support ?

d) En déduire quel est le nombre de cycles de longueur 3 dans A .

4) Soient a, b, c trois éléments de [1; 4] distincts deux a deux.
a) Calculer ((a,b) o (b,c))?.
b) En déduire que pour tout cycle ¢ € Ay de longueur 3, il existe un élémentd € Ay telqued® = c.

¢) Déduire de la question précédente et de la question 1), b) que si H est un sous-groupe d’ordre 6 de
Ay, il contient tous les cycles d’ordre 3 .



d) Déduire finalement de la question précédente et de la question 3), d) que .44 ne posseéde pas de
sous-groupe d’ordre 6.

5) a) Montrer qu’un élément de A, est soit 1’identité, soit un produit de deux transpositions a
supports disjoints, soit un cycle d’ordre 3.

b) Pour a,b, ¢, d des éléments de [1; 4] distincts deux a deux, calculer (a, b, ¢) o (b, ¢, d) .

¢) Déduire des deux questions précédentes que A, est engendré par les cycles de longueur 3.

Pour (G, x) un groupe, on note D(G) le sous-groupe de GG engendré par les éléments de la forme
lg,h] == gxh*xg txh™! geth deséléments de G.

6) a) Que vaut D(G) si G est abélien (commutatif ?)

b) Pour tout couple (g, k) d’éléments de GG, on note g* le conjugué de g par k . Comparer [g, h]* et
[g", h¥] pour tout triplet (g, h, k) d’éléments de G. En déduire que D(G) est distingué dans G.

7) Soit n > 2 un entier.
a) Montrer que, pour tout s € S, s et son inverse ont méme signature.
b) En déduire que, pour toutn > 2, D(S,) C A, .

¢) Montrer finalement que .4, = D(S,) . (on pourra utiliser le calcul de la question 4), a).)
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Exercice A : (Idéaux de Z et K[X])

1) Montrer qu’une partie I C Z de Z est un sous-groupe de (Z, +) si et seulement si / est un idéal de
(Z,+, %) .

2) Montrer qu'un idéal I C Z de Z, possede un plus petit élément d € N* ; puis que
I =dZ = {dz, z€ Z}.
3) a) Vérifier que I’ensemble K [X| des polyndmes a une indéterminée sur un corps K est un

anneau (on pourra donner explicitement la somme et le produit de deux polynémes en fonction de leurs
coefficients.)

b) Tout sous-groupe de K [X] est-il un idéal de K[X] 7
¢) Déterminer les idéaux de K[X] .

d) Les sous-ensembles suivants de K[ X] sont-ils des idéaux :

Ey == {P € K[X]|P(0) = 0}

E, = {P € K[X]|P(0) = a}
pourtouta € K,a #0.

E, = {P e K[X]|P'(0) = 0}?

Exercice B: (Introduction a Z/nZ)

1) a) Montrer que tout entier relatif divise 0 tandis que 0 ne divise que lui-méme.
Pour tout entier naturel n on définit la relation de congruence modulo n sur Z par a congrue a b
modulo 7 si n divise b — a et I’on écrit
a = bin].

b) Montrer que la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.

On notera 7Z/nZ I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo 7,
qu’on abregera en Classes de congruence modulo n.
Pour tout « € Z, on notera 7, (a) ou G la classe de « modulo 7 .

c) a) Montrer que m, : Z — Z/nZ est une application surjective. On ’lappelle usuellement
surjection canonique.



b) Est-elle injective ?
d) Donner le cardinal de Z/nZ .
e) Un entier naturel n étant fixé, montrer que, pour tout quadruplet (a, b, a’,0’) d’entiers relatifs,
a=dlnletb =0V = a+b=d+Vn.

f) Sous les mémes hypotheses qu’a la question précédente, montrer que

a =dnjetb =b[n] = ab = d b [n].
2) (I’addition sur Z/nZ)
Pour tout entier n > 2, on note

Z/nZ ’ensemble des classes de congruence modulo n
et m, : Z — 7/nZ la surjection canonique (cf. question 1).)

a) Montrer que I’on définit bien une loi interne
+ : Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ

en posant, pour tout couple («, §) d’éléments de Z/nZ,

a+ f:=a+b
a + b est la classe de congruence modulo n de la somme a + b
pour a (resp. b, ) n’importe quel représentant de « (resp. (3 .)

b) Montrer que + ainsi définie sur Z /nZ est associative, posséde un élément neutre qu’on déterminera,
que tout élément possede un opposé et que + est commutative.

¢) Montrer que la loi + ainsi définie sur Z/nZ est la seule telle que 7, soit un morphisme de groupes.

3) (La multiplication sur Z/nZ)
Pour tout entier n > 2, on note

Z/nZ ’ensemble des classes de congruence modulo n
et m, : Z — Z/nZ la surjection canonique (cf. question 1).)
a) Meéme question qu’en question 2) pour la multiplication .

b) Montrer que la multiplication * sur Z/nZ est associative, posséde un élément neutre que 1’on
déterminera et que * est commutative.

¢) Montrer que * est distributive sur +. On dira que (Z/nZ, +, *) a une structure d’anneau commutatif.
Connaissez-vous d’autres anneaux commutatifs ?

d) Tous les éléments de 7 /nZ ont-ils un inverse pour * 7



e) Donner un analogue au question 2), ¢) pour *.

f) Montrer que 7, : Z — 7/nZ est un morphisme d’anneaux et que c’est le seul.

4) a) Montrer que les lois +,, et *,, définies a I’question 1) donnent a 7Z/n une structure d’anneau.
b) Cette structure est-elle “raisonnablement” unique ?

¢) Lanneau (Z/n, +,, *,) est-il commutatif ?

Exercice C : (Polynomes)
En dépit de ce que pourait laisser penser le titre de cet exercice, aucune connaissance concernant

les polyndomes n’est nécessaire.

Soit (A, +, *) un anneau commutatif dont on note 0 I’élément neutre pour + et 1 I’élément neutre
pour *. On note A" ’ensemble des suites a valeurs dans A ou encore de maniere équivalente 1’en-
semble des applications de N dans A. Pour tout « € AN, on note a,, le n'®™ terme de a i.e. la valeur
deaenn € N.

1) (Addition)
Pour tout (a,b) € AN x AN on définit ’élément a + 4n b € A" par (a+ v b),, == a, + b,.

Montrer que (AN, + 4v ) ainsi construit est un groupe abélien dont on précisera I’élément neutre 2.
Dorénavant on notera simplement + pour + 4~ si aucune confusion n’est a craindre.

2) (Multiplication)
Pour tout (a,b) € AN x AN, on définit a * 4~ b par

(a*nb), = Zak * Op_j; -
k=0

Montrer que :
a) 1’élément v € AN défini par
vg = letvneN, n>1 = v, = 0,

est un élément neutre pour * 4n ;

b)
V(a,b) € AN x AN a x40 b = b #4v a;

c)

Y(a,b,c) € AN x AN x AN @ x40 (b4nc) = axanb +an a*qnc.

De méme on notera * au lieu de * 4~ si aucune confusion n’est a craindre.

3) (Anneau)
Enoncer sans démonstration les propriétés de + 4n et * 4~ qui font de

(AN, 4 v, % 4v ) un anneau commutatif .

On admettra dans la suite celles de ces propriétés qui n’auraient pas été démontrées auparavant.



4) (Valuation)

a) Rappeler ce que signifie que 1’anneau A est integre.
On suppose, dans toute la suite de la question 4) que (A, +, ) est intégre.

b) Pourtouta € AN, a # ¢, montrer qu’il existe un plus petit entier v € N tel que a, # 0.

On notera désormais val(a) I’entier v qu’on appellera la valuation de a et on adoptera les conven-
tions suivantes : val(¢) = (+00), (+00) < (+00), (+00) + (+00) = (+00)

Vn €N, n+ (+00) = (4+00)etn < (+00) .
¢) Montrer que
V(a,b) € AN x AN, val(a x4 b) = val(a) + val(b) ;
d) En déduire que (AN, + v, *4v ) est un anneau integre.

e) Montrer que
V(a,b) € AN x AN, val(a + 44 b) > min(val(a), val(b))
avec égalité si val(a) # val(b).

f) Montrer que
m = {a € AY; val(a) > 0}

est un idéal de AN dont on donnera une autre caractérisation.
5) (Morphisme structural)
Pour tout ¢ € A, on définit I’élément i(a) de A" par
ila)g == aetVne N, n > 0 = i(a), = 0.

Montrer que ’applicationi : A — AN ainsi définie est un morphisme injectif d’anneaux.

On note désormais
P:={ac A¥;3In e N,VpeN, p>n = q, = 0}

le sous-ensemble de A" des suites « presque nulles » autrement dit dont le terme est nul & partir d’un
certain rang.

6) (degré)
On suppose encore dans cette question que A est un anneau integre.

a) Montrer que, pour touta € P,a # (,il existe unentierd € N tel que

ag # 0etVneN, n >d = a, = 0.

On notera désormais deg(a) ’entier d qu’on appellera le degré de a et on adoptera les conventions
suivantes : deg(¢) = (—oc), (—oc) < (—00), (—=00) + (—00) = (—o0)

Vn €N, n+ (—o00) = (—00) et n > (—o0) .

b) Montrer que
V(a,b) € P x P, deg(a*xanb) = deg(a) + deg(d) .



¢) Montrer que
V(a,b) € P x P, deg(a+vb) < max(deg(a),deg(b))
avec égalité si deg(a) # deg(b).
d) En déduire que (P, +4n, *4n ) est un anneau commutatif intégre.

e) Montrer que
my (= PNm

est un idéal de P (o m est 1’idéal de AN défini a la question 4), f).)
f) Montrer que pour tout (a,b) € P x P,sibdiviseaeta # (, deg(b) < deg(a)

g) Montrer que I'image du morphisme ¢ défini a la question 5), est contenue dans P et que ¢ est donc
un morphisme injectif d’anneaux de A dans P. Caractériser les éléments de Im ¢ par leur degré.

h) Montrer que la restriction i* := 44~ de 7 a ’ensemble A* des éléments inversibles de A est un
morphisme bijectif de groupes de (A*, x) dans (P>, * 4 )
Indication : on pourra penser a caractériser les éléments de P> en termes de degré.

7) (Division euclidienne)

a) Rappeler ce que signifie I’assertion : A est un corps.

On suppose, jusqu’a la fin de question 7) que A est un corps.
Soitb € P, b # (.

b) Montrer que pour tout a € P, sideg(a) < deg(b), il existe (¢,r) € P x P tel que
a = b xanq +4v Tetdeg(r) < deg(b) .

¢) Montrer que pour touta € P, sideg(a) > deg(b), il existe (s,c¢) € P x P tel que
a = b s 4+ v cetdeg(c) < deg(a) .

d) Montrer finalement que, pour tout a € 7P il existe un unique (¢,7) € P x P tel que:

a = bxyng + 47 et deg(r) < deg(b) .

Exercice D : (Anneau des entiers de GAUSS)
Soit Z|i] le sous-ensemble de C défini par

Z[i] == {a+ib,acZ,beZ} C C.

Il est muni des lois de multiplication * et d’addition + déduites de celles du corps des complexes C .
On note ||z|| le module d’un nombre complexe z et N I’application = — ||2|]? .

1) Montrer que (Z[i], +, *) est bien un anneau que 1’on appellera anneau des entiers de GAUSS.

2) Déterminer les éléments inversibles de Z[i] .



3) Soit 8 un nombre réel strictement positif et & un nombre complexe.

i Montrer que || — || > ||a]si et seulement si Re(()a) < g et de méme que

lla =8l > llal| & Im((a) < g
la+8]l > [la|| & Re(()a) > _g
lot+i8ll > lloll & Im((a) > -5

ii En déduire que, si I’on suppose||a|| > [, il existe k entier dans [0, 3] tel que
[l — "B < [l -
4) a) Soit deux éléments a et b de Z[i] avecb non nul. Montrer que s’il existe des éléments ¢ et r

dans Z[i] vérifiant
a = bq + ret|lr|| < bl

alors

||all
Mgl < =+ 1.
|[0]]

b) Montrer que I’ensemble Q des élémentsq € Z[i] vérifiant M est fini et non vide. On notera ¢y € Q
I’élément tel que ||a — bg|| soit minimal.

¢) Montrer qu’alors ||a — bgo|| < |[b]] -

5) Déterminer les idéaux de Z[i] .

Macros locales

Exercice E: (Nombres algébriques)
1) Soient K uncorpset f : K — Aune K-algebre commutative.
a) Montrer que f munit A d’une structure de K -espace vectoriel.
Pour tout a« € A, on note m, la multiplication par « dans A (i.e.pour tout b € A, m,(b) := ab.)
b) Montrer que m, est un endomorphisme de K-espace vectoriel pour la structure définie par f.

¢) Montrer que si A est intégre m, est injective pour tout a € A\ {04}.

d) En déduire que si A est intégre et de dimension finie comme K -espace vectoriel, pour touta € A,
m, est un isomorphisme.

e) En déduire que si A est inteégre et de dimension finie, A est un corps.

Pour tout sous-corps K de C (c’est-a-dire toute sous-algebre de C qui est un corps) et tout a € C
on notera .
Kla] = {Zxkak | 2, € KreN}.
k=0

Dans la suite, X' désigne un sous-corps quelconque de C.

2) Montrer que pour tout sous-corps K de C ettouta € C, K[a| est une sous-K -algebre de C.



Pour a € C, on dit que a est K-algébrique s’il existe un polynéome P, € K[X], tel que P,(a) = 0.
3) a) Que dire de I’ensemble
I, == {Pe K[X]|P(a) = 0} C K[X]?

b) En déduire qu’il existe un unique Jrr, € K[X] unitaire tel que Jrr,(a) = 0 et pour tout P €
K[X], P(a) = Osi et seulement si il existe R € K[X], telque P = R Jrr,.

4) Montrerque a € C est K-algébrique si et seulement si K [a] est un K -espace vectoriel de dimension
finie.

a) Endéduire que a € C est K-algébrique si et seulement si K [a] est un corps.

5) Unnombre K -algébrique a € C étant fixé, soit o un automorphisme de K-algebres de Klal.
a) Montrer que o est une application K -linéaire de K[a] dans lui-méme.
b) Montrer que o est entierement déterminé par I’image o (a) de a.

¢) Montrer que nécessairement si « est une racine de Jrr,, il en est de méme pour o («).

6) Un élément a de C étant fixé, montrer que s’il existe un sous- K -espace vectoriel de dimension finie
E de C, contenant K [a] alors a est K -algébrique.

Soit (a, b) un couple de nombres complexes K -algébriques :

7) Montrer que b est K[a]-algébrique.

a) En déduire que K [a][b] est un K[a]-espace vectoriel de dimension finie ; puis un K-espace vectoriel
de dimension finie.

8) Déduire de la question précédente que a + b et ab sont K -algébriques.

9) Conclure que I’ensemble des nombres complexes K -algébriques est un corps.
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Exercice A : Soit (A, +, *) un anneau commutatif et / un idéal de A .

1) Montrer que A/ est un anneau intégre (resp. un corps) si et seulement si / est un idéal premier
(resp. maximal.)

2) En déduire qu’un idéal maximal est premier. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice B : 1) Rappeler, en citant le résultat du cours, pourquoi on a un isomorphisme de Z-
algebres
¢ = (p3x ¢5) : ZJ15 — Z/3 x Z]5.

2) Montrer que I’équation x'> = z d’inconnue x € Z/15 équivaut au systeéme

15
. ) =Yy
s (=)
3
r . y =Y
S'<z3:z.)

a) Résoudre S’ et donner les solutions de z'° = x dans Z/15.
Exercice C : Soit p un nombre premier. On note I, := (Z/pZ, +, *) le corps a p éléments dont on
notera 0 et 1 I’élément neutre pour ’addition et la multiplication respectivement.
1) Rappeler pourquoi F,, est un corps et ce que cela signifie.

2) Onsuppose p # 2 ; et qu’il existe o € F, tel que

a’+1=0.

a) Montrer que le sous-groupe multiplicatif de (F,”, x) engendré par « est de cardinal 4.
b) En déduire quep = 1 [4].

¢) En déduire que les seules racines du polyndme X* — 1 dans Z/11Z sont 1 et —1.



3) Donner les racines différentes de 1 du polyndme X* — 1 dans Z/5Z.

4) Résoudre dans Z/55Z 1’équation 2° + 22 +x +1 = 0.

Exercice D : (Algorithme d’EUCLIDE et théoréeme de BEZOUT)
Soient a et b des éléments de Z. On note d leur Pged (ou encore d = a A b.) On définit les deux
suites a valeurs entieres
(an) nen et (bn) snen par

ap = a,

bOZba

et pour toutn € N, a,.1 = b, et b, estle reste de la division euclidienne de a,, par b,,.
1) Montrer que pour toutn € N,
Qp, VAN bn = Qp+1 VAN bn+1.
2) Montrer que les suites a,, et b,, convergent vers le Pged d.

3) Déduire de ce qui précede un “algorithme” de calcul d’un couple d’entiers (u, v) tel que d = au+bv.

4) Montrer que deux entiers a et b sont premiers entre eux c’est-a-dire n’ont pas de diviseur commun
(autre que 1 (cf. cours II1.3.12)) si et seulement si les idéaux qu’ils engendrent sont comaximaux (cf.
cours I1.8.1).

5) a) Déterminer (Z/n)* pour un entier n > 2 ainsi que I’ensemble des générateurs du groupe
(Z-module) (Z/n, +) et faire une remarque.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur I’entier n pour que I’anneau (Z/n, +, *) soit un

corps.
Quel est alors le cardinal du groupe ((Z/n)*, %) 7

Exercice E : (Automorphisme de FROBENIUS et petit théoreme de FERMAT)
Soit p un nombre premier.

1) Montrer que le coefficient binomial (?) est toujours divisible par p pour 0 < k < p.

2) a) En déduire que I’application

o: F, — F,
a — aP

est un morphisme de groupes (ou I, est le corps premier Z/p.)
b) Montrer que ¢ est un morphisme d’anneaux.
¢) Montrer que ¢ est injectif.

d) En déduire que ¢ est un automorphisme.



3) Montrer que pour touta € F,, ¢(a) = a.

4) Déduire de la question précédente que tout a € IF,, est racine du polyndme X? — X € F,[X] puis
finalement que :
Xr—Xx = [ (X-a)

aiE]Fp

dans IF,[X].

5) En déduire le petit théoréeme de FERMAT : pour tout entier a non nul et tout nombre premier p,
aP~! congrue a 1 modulo p.

Exercice F : (Critere D’eisenstein)
Soit P un polynéme unitaire a coefficients dans Z, noté

d—1
P=> pX'+ X
=0
On suppose qu’il existe un nombre premier p tel que pour tout 0 < ¢ < d — 1 p divise p; ; et tel que
p? ne divise pas P(0) .
On conviendra de noter, pour tout entier n € Z, n sa classe modulo p.

1) On suppose qu’il existe des polynémes de Z[X| dont les degrés respectifs d, et dr sont supé-
rieurs ou égaux a 1 :

dq dr
Q = Zini et R = ZriXi
i=0 i=0

telsque QxR = P.

a) Montrer que Gq, et Tz, sont inversibles dans Z/pZ .

b) Montrer que si K est un corps les seuls diviseurs non inversibles du polyndome X¢ € K|[X] sont les
polyndmes A X avecl < k < detA € K* .

¢) En étudiant le produit Q * R = P, dans I’anneau Z/pZ[X|, montrer que g = 75 = 0z /pZ -
2) En déduire qu’alors finalement p* divise py ce qui contredit I’hypothése.

3) Déduire finalement de ce qui précede, que sous les hypotheses du début de I’exercice, P est irréduc-
tible.

Exercice G : (L’algorithme R.S.A.)
Pour un entier n > 2, on utilisera les notations suivantes :
— 7, : Z — Z/nZ estla surjection canonique ;
— ¢(n) est le nombre d’entiers inférieurs ou égaux a n et premiers avec n .

On suppose dans la suite, que n = pq et de plus que p et ¢ sont deux nombres premiers impairs
distincts. On posera m := ¢(n) = (p — 1)(q¢ — 1) et I’on choisira un nombre entier 2 < ¢ < m
premier a m .

1) a) Pour tout entier r premier a n calculer " modulo n . (Les résultats de théorie des groupes
qu’on pourrait &tre amené a utiliser pour prouver ce résultat ne sont pas a redémontrer.)



b) Montrer (en citant un résultat du cours qu’on ne cherchera pas a démontrer,) qu’il existe un couple
d’entiers (d, k) € N x Ztel que de + mk = 1.
¢) Déduire de la a) et de la b) que pour tout entier » premier a n,

ri = r[n].

b

2) Les entiers n = pq, e et d sont comme a la question précédente. On note
E={keN;k<n, (nnNk) =1},

(ou n A k désigne le Pged de n et & .)

a) Pour deux entiers a et b premiers a n montrer que ab est premier a n; puis en déduire que pour tout
r premier a n et tout entier k, r* est premier 4 n et enfin que le reste de la division euclidienne de r* par n
est premier a n.

b) Montrer que I’application C qui a tout entier 7 associe le représentant compris (au sens large) entre
Oetn — 1, de la classe de r* modulo n définit une application de £~ dans lui-méme.

¢) Montrer qu’il en est de méme de I’application D qui a tout entier s associe le représentant compris
(au sens large) entre 0 et n — 1, de la classe de s? modulo n et que D est I’application réciproque de C sur
E.
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Exercice H de la feuille n° I

1) Si G est un groupe de cardinal 2k et H C G un sous-groupe de cardinal k, H est d’indice 2 (cf.
cours 1.2.3.1)) et il est par conséquent distingué.
On peut donc former le quotient de G par H qui posséde une structure de groupe canonique. G/ H est
un groupe a 2 éléments et par conséquent canoniquement isomorphe a 7, /2 .

a) On a donc un morphisme de groupes surjectif canonique
T: G — G/H =17)/2
dont le noyau Ker 7 est précisément H . Pour toutg € G,

m(g*xg) = 7(g)+zr7(g)

= 0z

c’est-a-direque g x g € Kerm = H .

2) (cf. cours 1.4.22))

a) On sait qu’en général, pour n > 2,
#(Sn) n!
An = = —_— .

Ici on a donc #(A4) = 12.

3) Soit n > 3 un entier. Un cycle ¢ de longueur 3 dans S,,, av, = n—3+1 = n — 2 orbites. Par

conséquent B
o(c) (cf. 14.16,) (—1)"™ = (-1 =1
c’est-a-dire que ¢ € A, .
a) Toute partie a 3 éléments dans {1;2;3;4} est le support d’au moins un cycle de longueur 3 . Ces

parties sont au nombre de 4 .

b) Etant donnée une partie {a; b;c} C {1;2;3;4}, Les deux cycles suivants sont les seuls dont {a; b; ¢}
est le support :

a b c
C ey
! c a b
a b ¢
C ey
2 b ¢ a

¢) On déduit des deux questions précédentes qu’ily a4 x 2 = 8 cycles de longueur 3 dans A, .



4) Etant donné {a;b;c} C [1;4],0ona:

((a,b) o (b,¢))*(a) = ((a,b) o (b,c)o (a,b))(a)
((

((a,0) o (b,0))*(b) = a
((a,b) o (b,c))*(c) = b

[1 est clair que, pour tout z € [1;4], z ¢ {a;b;c} ((a,b) o (b, c¢)*(z) = x d’ol ’on déduit que

((a,b) o (b,c)* =

a b
. a = (a,b,c).

c
b

a) D’apres la question 3), b), tout 3-cycle ¢ dans A, de support {a; b;c} C [1;4], est:
— soit (a,b,¢) = ((a,b) o (b, c))?
— soit (a,b,¢)* = (((a,b) o (b,¢c))?)?
d’apres la question précédente.

b) Onavualaquestion 1), a) que, si H est un sous-groupe d’indice 2 de Ay, il contient tous les carrés
d’éléments de A, . Par conséquent, d’apres la question précédente, il contient tous les 3-cycles.

¢) Si A, possédait un sous-groupe d’ordre 6, celui-ci serait d’indice 2 (cf. question 2), a)) et, d’apres la
question précédente, contiendrait donc tous les 3-cycles de .4, . Or d’apres la question 3), c), ces derniers
sont au nombre de 8 ce qui est contradictoire.
Le groupe alterné .4, n’a donc pas de sous-groupe d’ordre 6 .

5) Tout élément de S, différent de I’identité se décompose de maniere unique en un produit de cycles a
supports deux a deux disjoints (cf. cours 1.4.12) ce qui permet de définir le type cyclique d’un élément. La
signature d’un élément se calculant en fonction du nombre d’orbites, est clairement une fonction du type
cyclique. On donne, dans le tableau suivant, les différents types cycliques possibles pour les éléments de S,
et s’ils correspondent ou non a des éléments de A, :

2) ¢ A
(2, 2) e A
(3 e A

Ceci répond a la question.

a) Pour {a;b;c;d} = [1;4],ona:

o
~ —
o
—~~
=
o
59
~—
—~
o
~—
O Q. o o

c’est-a-dire que
(a,b,¢) o (b,c,d) = (a,b)o(c,d).

b) Pour tout 3-cycle ¢, ¢ = Id . Tout élément de A, différent de Id étant, d’apres la question 5), soit
de type cyclique (3) donc un 3-cycle soit de type cyclique (2,2) donc produit de 2 3-cycles d’apres la a),
on en déduit que A, est engendré par les 3-cycles.



6) Si (G, x) est un groupe abélien, pour tout couple (g, h) d’éléments de G,

l9,8] = gxhxg 'xh7!
= gxhxh txg!
= €qg .
Il en résulte que, si G est abélien, D(G) = {eq} .
a) — Pour k € G fixé, il suffit de remarquer que I’application g — ¢* pour ¢ € G, est un endo-
morphisme du groupe c’est-a-dire que (g * h)* = g* * h* pour tout couple (g, h) d’éléments de G .
Il en résulte que, pour tout g € G (g7 1)* = (g*)~! puis finalement, par un calcul trés élémentaire

que
T [g,h]F = [¢", ]V (g,h, k) € GxGxG.
— Pour tout x € D(G), il existe i y1<i<d € Get hz y1<i<d € G tels que
d

i=1

Du fait que g +— g* est un endomorphisme de G et du résultat t, on déduit que

d
o = J]lek i) € D(G);
i=1
ce qui prouve que D(G) est normal.
7) Pour tout entier n > 2, la signature ¢ : S, — {—1;1} est un morphisme de groupes (cf.

cours 1.4.20.) Or dans ({—1; 1}, %) tout élément étant son propre inverse, on a
o(sh) = a(s)t = o(s).
On pourrait aussi remarquer que s et s~ ! ont exactement les mémes orbites donc la méme signature.
a) Pourtoutn > 2 et tout couple (s1, so) d’éléments de S,,, comme o est un morphisme de groupes,
o(fst,s)) = [o(s1)s0(s2)] € ({=Lil}%) = (Z/2,4) .

Ce dernier groupe étant abélien, d’apres question 6), [0(s1),0(s2)] = 1;ce qui prouve que D(S,)) C A, .

b) 1l faut donc finalement montrer que tout élément de A, s’écrit comme un produit de [s;, s] pour s;
et s; dans Sy .
Or on a vu, a la question 5), b), que A4 est engendré par les 3-cycles. Par ailleurs on a vu a la question 4)
que, pour toute partie {a; b;c} C [1;4],

(a,b,¢) = (a,c,b)?

ce qui prouve le résultat demandé.
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Soit A un anneau commutatif, ', M, () des A-modules de type fini (c’est-a-dire engendrés par un
nombre fini d’éléments,) ; : K — Metp : M — () des morphismes de A-modules. On suppose
de plus :

‘H, Le morphisme : est injectif ;

Ho le morphisme p est surjectif ;

Hs Imi = Kerp que ’on notera /[ .

Onnote 7 : M — M/I la surjection canonique.

1) Montrer qu’il existe un unique isomorphisme de A-modules u : M/I — (@ tel que

uoTmT=7p.

2) Supposons 4 : 1l existe un morphisme de A-modules s : () — M telquep o s = Idy . On
note alors J := Ims .

a) A quelle condition sur [ a-t-on s op = Id,; 7
b) Calculer /N J.

¢) Vérifier que, pourtout x € M, x = x — s[p(x)] + s[p(x)] et en déduire que

M=1®J.

d) Montrer que s est injectif et construire un isomorphisme de A-modules de M /I x K dans M .

3) On suppose dans cette question, que A est un corps.
a) Quedire de K, M, Q et I sous cette hypothese ?

b) Montrer qu’alors I’hypothese H, est toujours satisfaite. (On pourra penser a justifier I’existence d’un
sous-A-module J de M tel que I & J = M et a en déduire une construction de s .)

4) Etant donné un isomorphisme de groupes f : G — H, montrer que pour toutz € G, zet f(z) ont
méme ordre.

5) Construire un morphisme de Z-modules injectif i : Z/2 — Z/4 dont on notera / I'image.
6) Que vaut le quotient Q) := (Z/4)/17?

7) Calculer I’ordre des éléments de Z/4 et de Z/2 x @ puis en déduire que H4 ne peut &tre vérifiée.
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1) (cf. cours 11.6.2.)

2) a) Comme I’on suppose déja H, i.e.pos = Idg, sil’on suppose de plusque sop = Idy, pets
sont, par définition (cf. cours 11.3.14,) des isomorphismes. Or p étant supposé surjectif, d’apres I’hypothese
Ho, p est un isomorphisme si et seulement s’il est injectif ce qui équivaut a ce que son noyau [ soit le
singleton {0} .

b) Pourtoutx € M,x € I N Jsietseulements’ilexistey € @ tel que x = s(y) et p(x) = 0. Ceci

implique en particulier que p[s(y)] = 0. Or, d’apres Hy4, p[s(y)] = y d’oty = 0 ; ce qui implique, par
linéarité de s que

c’est-a-dire finalement
I nJ={0}.

¢) Ilestclair que, pourtoutz € M,z = x — s[p(x)] + s[p(x)] avec s[p(z)] € Ims = Jet

ple = slp(@)]l = p(x) = plslp(2)]]

c’est-a-dire que = — s[p(z)] € Kerp = I.
Cette décomposition est unique, d’apres la question précédente.

d) — Pourtoutz € (@,
s(x) = 0
= p[s(z)] = 0
=
H4 z = 0 )

c’est-a-dire que s est injectif.

— En utilisant la proposition I1.6.2, on obtient un isomorphisme v : M/I — Q.

Définissons
w: M/IXK — M

(z,y) = so@)] +i(y) -
Vérifions :
— Pour tout (z, y) et tout (2, y') éléments de M /I x K, et tout couple (a, a’) d’éléments de A,

w(a(z,y) +d(2,y)) (cf. E.7.3,) w(ax + d'2' ay + a'y’)
= slv(az + d'2")] + i(ay + a'y’)
s, v, i sont des morphismes a(s[v(z)] + i(y)) + a'(s[v(z")] + i(y'))
= aw((z,y)) + dw((@',y)) ;

c’est-a-dire que w est linéaire.



— Pourtout x € M, I’équation d’inconnue (£,7) € M/I x K,

€:w((&n) ==

équivaut, par définition de w, a
s[w(€)] + i(n) = =

Ori(n) € Iets[v(§)] € Ims = Jetd apres la c), il existe un unique couple (y, z) € I x .J tel
quer = y+z.
Par conséquent, 1’équation £ équivaut au systeme

S - < Z(ﬁ) =Y )
sl(@)] = 2
D’apres les hypotheses H; et Hs, ¢ est un isomorphisme de K sur [ et la premiere équation de
S a, par conséquent, une unique solution.
Par définition méme de J = Im s et du fait que s est injectif, s définit un isomorphisme de () sur
J . Comme v est un isomorphisme, la deuxieéme équation de S a également une unique solution;

c’est-a-dire que S a une unique solution ; autrement dit w est bijectif donc un isomorphisme de
A-modules.

3) Si Aestun corps, K, M, () et I sont des A-espaces vectoriels de dimension finie
(cf. cours 11.3.13.) De plus [ est un sous-espace vectoriel de M .

a) S’il existe s vérifiant H,, on a vu (cf. question 2), ¢c)) que M = [ & Ims . Ainsi la donnée de
s détermine un supplémentaire de / . Or si M est un A-espace vectoriel de dimension finie et / un sous-
espace de M, I admet des supplémentaires dans M . Le cas le plus favorable serait que chacun d’entre
eux permette de construire un morphisme s vérifiant 4, . Sans indication supplémentaire, on peut toujours
chercher a construire s pour un supplémentaire arbitraire .J de [ .
Supposons donc donnés J C Mets : (Q — M tels que:
1M =J & I;
ii Ims = J;
iii pos = Idg.
Pour tout z € @, la condition (iii) implique que p[s(z)] = wies(x) € F, = p~'({z}).
Le cas le plus favorable serait donc celui ou, pour tout z € @, J N F,, serait un singleton. Dans ce cas
en effet, s serait enticrement déterminé et il ne resterait plus a vérifier que c’est un morphisme.
Etudions F, N J .
— FEtant donnés deux éléments ¢ et de F,, N J, € —n € J car J est un sous-espace de M . Or

p—n) = p&) —pn)

= I —x

= 0.

Par conséquent £ —n € Kerp = [ d’aprées H3 . Or I NJ = {0} d’ou finalement § = 7.1l en
résulte que F;, N J contient au plus un élément.

— Par ailleurs, p est surjectif c’est-a-dire que F), est non vide pour tout z € () . Soit donc £ € F .
Comme M = I @ Jet{ € M, il existe un unique (y,z) € [ x J,telque{ = y+ z.0r

c’est-a-dire que z € F, ; d’ou z € F, N J ; c’est-a-dire que F, N J contient au moins un élément.



On a donc montré que pour tout supplémentaire J de [ et tout élément x € (), F, N J contient
un unique élément. Si donc s existe, {s(z)} = F, N J .1l est tautologique qu’alors, p[s(z)] = =z .
En revanche, rien ne prouve que s soit un morphisme.

Soit donc (z, y) un couple d’éléments de () et (a, b) un couple d’éléments de A .

Soit¢ := s(x)etn = s(y).Ona:

p(a +0bn) pestun rrzlorphisme ap(&) + bp(n)
apls(x)] + bp[s(y)]
= ax + by ;

c’est-a-dire que al + bn € Fyuipy .- Par ailleurs £ € Jetn € J . Or J étant un sous-espace de M,
al +bn € J.Doua& + bn € Fopqpy N J c’est-a-dire, par définition méme de s,

aé +bn = s(azx + by)
& as(z) +bs(y) = s(ax +by);

c’est-a-dire que s est un morphisme.

On constate donc, a posteriori, qu’il n’y a aucun choix a faire sur le supplémentaire J de I et que,
celui-ci une fois choisi, s est entierement déterminé et vérifie H, .

Remarquons que, sans tenir compte de 1’indication de I’énoncé, on pouvait remarquer que le A-espace
vectoriel () étant de dimension finie, posséde une base (¢1, . . . , ¢4) . Le morphisme p étant surjectif, il existe,
pour tout 1 < ¢ < dunélémentm; € p~*({qg}) .

L’unique morphisme s : Q — M défini par s(q;) = m; satisfait Hy .

4) Pour f : G — H unisomorphisme de groupes, toutz € Gettoutn € Z,

" = eq
<
f injectif fa™) = flea)
<
f estun morphisme f(z)" = eg;

ce qui prouve que x et f(x) ont méme ordre.
On remarque que le fait que f soit bijectif n’est pas utilisé ici mais seulement le fait qu’il est injectif.

5) S’il existe un morphisme de groupes i : Z/2 — 7/4 nécessairement i(0) = 0
(cf. cours 1.1.9.1).) Par ailleurs, on a remarqué a la question 4) qu’un morphisme injectif conserve 1’ordre
des €léments. Or 17, est d’ordre 2 . Dans Z/4, 1 et 3 sont d’ordre 4 tandis que 2 est d’ordre 2 . On aura
donc nécessairement i(1z/2) = 27,4 ; ¢’est-a-dire que

I == Imi = {0;2}.

a) Le sous-Z-module [ de Z/4 est, en particulier un sous-groupe normal de Z/4 et, par conséquent,
d’apres la proposition 1.2.2.iv) le quotient () := (Z/4)/I est un groupe abélien de cardinal 2 et par
conséquent canoniquement isomorphe a 7 /2 .

b) L’ordre des éléments de Z/4 a été€ donné a la question 5). Par ailleurs
Z]2 x Q = 7/2 x 72

d’apres la question précédente. Dans ce dernier groupe tous les éléments différents de O sont d’ordre 2 .
Si donc H,4 était vérifiée avec :

K = 7/2
Q = M/I =7/2

on pourrait, d’apres la question 2), d), construire un isomorphisme de Z-modules i.e.de groupes)
Z]2 x 7]2 = 74

ce qui serait en contradiction avec le résultat établi en question 4).



L’intérét de ce probléeme consiste bien évidemment a comparer les résultats obtenus en question 5),
b) et question 3), a) pour comprendre quel genre de propriétés les espaces vectoriels peuvent avoir
que n’ont pas des modules de type plus général.
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Indicatrice ’EULER

Soit » € N* un entier naturel. On note 7, : Z — Z/nZ la surjection canonique.

1) Pour a € Z, un entier relatif, montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1) a est premier a n.
i) m,(a) € Z/nZ>.

iii) m,(a) estun générateur du groupe (Z/nZ, +).

Pour tout entier n € N*, on notera désormais ¢(n) qu’on appelle I'indicatrice d’Euler de n, le
nombre d’entiers naturels inférieurs ou égaux a n premiers a n, ou, ce qui revient au méme, le nombre
de générateurs du groupe abélien (7Z/nZ, +), ou encore le cardinal de Z/nZ* .

2) Pour trois entiers relatifs a, b, c montrer que a est premier a bc si et seulement si a est premier a b et a
est premier a c.

3) Soit p un nombre premier, et & € N* ; déterminer le nombre ¢(p®) des entiers naturels inférieurs ou
égaux a p“ et premiers avec p°.

On note
i=d
o=
=1

(ou les p; ,1<;<4 sont des nombres premiers deux a deux distincts, et les o; ,;<;<; sont des entiers
supérieurs ou égaux a 1, ) la décomposition en produit de facteurs premiers de n.

4) Montrer qu’un entier relatif a est inversible modulo n si et seulement s’il est inversible modulo p;"
pourtout 1 < i < d.

5) En déduire que
d

o(n) = [T o).

i=1

6) Donner tous les entiers n dont I’indicattrice d’Euler ¢(n) est égal a 12 et donner I’indicatrice d’Euler
de 480.



7) Soit H un sous-groupe de (Z/nZ,+).
a) Montrer qu’il existe un entier d € Ntel que 7, '(H) = dZetd|n.

b) En déduire que , induit un isomorphisme de groupes Z/dZ' = H avec dd' = n.

¢) En déduire que pour tout d tel que d|n, (Z/nZ,+) contient un et un seul sous-groupe de cardinal d
et que celui-ci est cyclique isomorphe & Z /dZ.

8) a) Onnote A, ’ensemble des éléments d’ordre d dans (Z/nZ,+). Montrer que

Z/nZ = | JAq.

din

b) En déduire que

no=Y ¢(d.

din
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Pour un entier n € Z non nul, on notera 7, : Z — Z/n la surjection canonique (cf. cours IL.5.) Soit
n € Zmnon nul. Un entier m € Z est le représentant d’un générateur du groupe (Z/n, +) c¢’est-a-dire du
Z-module Z /n si et seulement si, pour tout k& € Z, il existe un entier [ € Z tel que

lzmma(m) = m(k)
& m(l) xzm ma(m) = mu(k)
& m(lxm) = m,(k)
& T(lxm—k) = Ozm
& lxm—k € Kerm, = nZ.

Ceci implique, en particulier, pour k& = 1, qu’il existe un couple ({,!') € Z x Z telquel*m —1 = 'xn,
c’est-a-dire que (m) := mZet (n) := nZ sont comaximaux ou encore que m et n sont premiers entre
eux ou encore, que 7, (m) et 7, (l) sont inverses I’un de 1’autre dans Z /n.

Réciproquement, si m est premier avec n i.e.si 7, (m) est inversible dans Z/n, il existe [ € Z tel que

T (1) *z/n Ta(m) = 1z
& lz/m = m(lxm)
= Vke Zk"Z/n 1Z/n = k'Z/n Wn(l*m)
= (k) = (k*1)-zmm(m),

c¢’est-a-dire que 7, (m) est un générateur de Z /n.

On dégage donc I’énoncé : un entier n non nul étant fixé, m € Z est premier avec n si et seulement si
m,(m) est un générateur du groupe abélien (Z/n, +) si et seulement si 7, (m) est inversible dans 1’anneau
(Z/n,+,*). Un nombre premier p et un entier « étant fixés, il est plus facile de déterminer le nombre
d’entiers inférieurs ou égaux a p® qui ne sont pas premiers a p® puisque ce sont en fait les multiples m de
p compris entre 0 < m < p®. Il est facile de les dénombrer et de constater qu’il sont au nombre de p®~*.
Les nombres 0 < g < p® premiers a p® sont donc tous les autres au nombre de p® — p®~!, ce qui donne la
formule

E, : ¢(p*) = p*'(p—1).

A noter que, pour @ = 1, cette formule correspond au fait que dans I’anneau Z /p,ily ap— 1 éléments
inversibles, autrement dit que tous les éléments sauf 0 sont inversibles, autrement dit que Z/p est un corps.

L’anneau 7Z étant principal et p et ¢ deux nombres premiers distincts, pour tout couple (k,1) € N* x N*,
(p") et (¢') sont comaximaux. Un générateur d de (p*) + (¢') i.e.un PGCD de p* et ¢' se décompose en effet

de maniere unique en un produit de facteurs premiers d = H s; . Par conséquent, pourtout 1 < ¢ < r
i=1
si|d| p¥. Comme s; est premier, si|p. Comme p est irréductible s; est inversible ou égal a p. Or comme s; est
irréductible s; = p. De méme, on montre que s; = ¢, ce qui contredit le fait que p et ¢ sont distincts. Il
s’ensuit que d est inversible et par conséquent que (p*) + (¢') = Z.
Fixons n € Z non nul et notons
d
o =1
i=1

une décomposition de n en produit de facteurs premiers ou 1’on suppose les p; distincts deux a deux.



Les (p;") sont donc deux a deux comaximaux et I’'isomorphisme de Z-algebres
w: Z/n — Z/pTt X ... xL/pS*

résulte alors d’une application directe du théoréme des restes chinois (cf. cours I1.8.4.) Soitn € Z non
nul fixé et décomposé en produit de facteurs premiers comme dans la Corrigé III . Un entier 0 < m < n est
premier a n si et seulement si, d’apres la Corrigé 111 ,

m(m) € (Zd/ n)*

=
w est un morphisme d’algébres wlr,(m)] € [H Z/p3i]*
i=1
=
(cf. cours I1.8.4) V1<i<d, pi;(m) € (Z/pj")*,

ce qui résulte de la structure d’algebre produit (cf. cours I1.7.3) (ou les 7;,; < ; < 4 sont les surjections
canoniques Z — Z/p;.)
Il y a donc autant d’éléments inversibles dans Z/n qu’il y a de d-uplets

d

(glv"wfd) S H(Z/pzal)X :

i=1

Il est des lors clair que
d
o(n) = [ o) -
i=1

On déduit, par conséquent, de la formule £, une formule

d
B, : ¢(n) = []pf (i —1).
=1

Remarquons tout d’abord, que pour un nombre premier p, et un entier &« € N*, ¢(p) > p — 1 (cf. E,,.)
Ainsi, si n est un entier tel que ¢(n) = 12, les nombres premiers intervenant dans la décomposition en
facteurs premiers de n sont nécessairement inférieurs ou égaux a 13. On dresse le tableau suivant donnant les
indicateurs d’Euler de puissances de nombres premiers inférieurs ou égaux a 13, susceptibles d’intervenir
dans la décomposition en produit de facteurs premiers d’un nombre n tel que ¢(n) = 12.

2 22 2% 243 3 5 7 11 13
o 1 2 4 8 2 6 4 6 10 12.

Les entiers n tels que ¢(n) = 12 sont donc
13,21, 26, 28, 36et 42.
On remarque que 9216 = 2! x 32, D’apres la formule E,,, on a donc

$(9216) = 22x3%2 = 2193 = 3072.
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La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, télé-
phones mobiles, objets connectés et documents ne sont pas autorisés.

Il sera tenu compte de la clarté des raisonnements et de la rédaction dans la notation. Toute réponse doit
etre justifiée par un résultat du cours, ceux-ci ne devant pas €tre redémontrés.

Code :

Exercice A : () (Le groupe de Klein dans S,)
Soit X I’ensemble des produits de deux transpositions disjointes dans S, .

1) () Quel est le cardinal de X ?
2) () Montrer que X engendre un sous-groupe V' de S, distinct de Sy . Quel est le cardinal de V' 7

3) 0O a) () Pourtouts € Syettoutz € X, montrer que le conjugué de x par s est dans X .
b) () En déduire un homomorphisme de groupes ¢ : Sy — S(X) .
¢) () Identifier le noyau de ¢ et son image.

d) () Quelle est I’'image par ¢ du groupe alterné A, ?

Exercice B: () Soit (G, +) un groupe abélien dont I’élément neutre est noté 0 , « et 5 des éléments
de G d’ordre respectif a et b ou o et b sont des entiers premiers entre eux. On note A (resp. B) le
sous-groupe de GG engendré par « (resp. par (3, ) c’est-a-dire

A= {na,nelZ}, (resp. B := {nf,neZ}.)

On note
A+B = {({+n, €A, ne B}.

1) () Montrer que A + B est un sous-groupe de G .

2) () Montrerque ANB = {0}.



3) () Montrer que le morphisme de groupes
Vo 1 Z — G, 1 — a;@esp.¢s :Z — G,1— ()
définit un isomorphisme de groupes
o Zja = A, (resp. &z : Z/b = B})
puis que I’on définit bien un morphisme de groupes

£: ZjaxZ/b — A+B
(A ) = du(l)+Ps(m), Vie et Vm € p.

4) () Montrer que £ est un morphisme injectif; puis que & est un isomorphisme de groupes ; puis finale-
ment qu’il existe un isomorphisme de groupes

Z/(ab) = A+ B.

Exercice C: () Soita := iv/5 € C.On définit le sous-ensemble A de C par :
A= {zx+ya, (z,y) € ZxZ} C C.
Pour tout nombre complexe z := z + yi, on notera |z| := /22 + y? le module de = .

1) () Montrer que A est un anneau pour les lois + et * du corps des complexes C .

2) () a) () Donner un minorant du module d’un élément o non nul de A .
b) () En déduire que, si un élément o de A est inversible, alors [a] = 1.

¢) () Déterminer I’ensemble A* des éléments inversibles de A .

3) () Calculer (1 + a) * (1 — a) et en déduire que 2 n’est pas premier dans A .

4) (O a) () Donner un majorant du module d’un diviseur de 2 dans A .
b) () Donner I’ensemble des diviseurs de 2 dans A et en déduire que 2 est irréductible dans A .

¢) () L’anneau A est-il factoriel ?

Exercice D : () Dans cet exercice, on note Fy := (Z/2,+, %) le corps fini a 2 éléments et I/ :=
Fy, x IF, un espace vectoriel de dimension 2 sur [, dont la base canonique est 5 := ((1,0), (0,1)) .

1) () Donner le cardinal n de I’ensemble V des éléments non nuls de V' .

Soit ¢ un endomorphisme inversible de 1 .

2) () Montrer que deux vecteurs non nuls de V' sont colinéaires si et seulement s’ils sont égaux.

3) () Donner toutes les images possibles de 5 par ¢ et en déduire le cardinal du groupe GLy(F3) des
endomorphismes inversibles de V' .

4) () Montrer que pour tout x € v, o(x) € 1% puis que ¢ définit une bijection gz~5 de V sur lui-méme.
5) () Montrer que I’application ¢ — ¢ définit un morphisme de groupes injectif v : GLy(Fy) — S, .

6) () Montrer finalement que u est un isomorphisme. Le groupe GLs(IF5) est-il abélien ?
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ExerciceA: () 1) ( — Pourtout z € S, fixé, et tout couple y, z d’éléments de Sy,

(y2)* = 27 (y2)x
= x_lyxx_lzx

T, ST
= y"x2";

ce qui prouve que y — y* est un endomorphisme de S; .
— Pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de Sy,

v = (yz) layz
= z’ly’lxyz
= z7'z¥z

= (2¥)°.

a) () Pour tous x et y éléments de S et tout a € [1;4] a est un point fixe pour y si et seulement si :

. yla) = a
 est bijective 7 Hy(a)] = x7a)
& e yle(z~H(a))]] = 27'(a)
& y'leHa)] = 27'(a).

b) () Il suffit de faire un passage au complémentaire avec le résultat de la question précédente.

¢) () On sait que la conjuguée d’une transposition est une transposition (ce résultat pouvant d’ailleurs
se déduire de la question précédente.) Pour calculer les conjuguées de ¢ par les puissances de c il suffit
donc de trouver les images réciproques du support de ¢ par les puissances de ¢ puisque une transposition est
entierement caractérisée par son support. Il s’ensuit immédiatement que

= (1,4)
= (3,4)
t° = (2,3)

Reste & remarquer que pour tous 4, j et k dans [1; 4]
(i,)0% = (i, k).

On montre ainsi que I’ensemble des transpositions de S, est engendré par c et ¢ ce qui suffit pour prouver
que c et ¢t engendrent S .



2) () Remarquons que v; comme vy sont des produits de transpositions a supports disjoints et qui par
conséquent commutent. Comme par ailleurs une transposition est d’ordre 2, on en déduit facilement que

2 _ .2 _
vy = vy = 1d.
Par ailleurs on remarque que
1 2 3 4
V1V2 = VU1 = .
102 201 4 3 2 1
Notons v3 ce dernier élément. Remarquons que pour les mémes raisons que pour v; et v, onav; = Id .

Par ailleurs :
V3V1 — V13 = 79
V3V = VU3 = U1 ;

ceci permet d’établir que
V = {Id,Ul, Vo, ’U3} .

On compare ensuite sa table a celle de Z/2 x 7 /2 pour constater qu’elles sont identiques.

a) () Pour montrer que V' est normal dans &y, il suffit, comme c et ¢ engendrent S, et v; et vy en-
gendrent V| de calculer :

o= eV
vf vz € V
vh o= w3 €V
v = vy € V.

b) () Comme V est normal dans Sy, pour tout v € Vettoutz € Sy, v* € V . Comme Ay est un
sous-groupe de Sy, en particulier, pour touty € Ay, 0¥ € V.

On rappelle que #(A;) = 12 . Comme #(V) = 4, le cardinal du groupe quotient A,/V est 3. Un
groupe de cardinal 3 est isomorphe a Z/3 .

Exercice B: () 1) () Pourtout{ := za+yfettouté = z'a+ y'f des éléments de A + B,

E+E =zatyb+a'atyp = (v4+z2)a+ (y+29)6

puisque G est un Z-module. Par conséquent + est interne sur A + B .
— Par ailleurs
0= 020&4—026 c A+ B
est un élément neutre pour + dans A + B .

— Enfin —za € Aet —yf € B etil est clair que —za — y[ est un opposé pour ¢ dans A + B .

2) () Comme A et B sont des sous-groupes de G, 0 € Aet0 € B .
Par ailleurs si £ € G et £ € AN B, il existe des entiers r et s tels que

E =raeté = sf.
Il en résulte que

a = ara

et
b = bsP

c’est-a-dire que 1’ordre de £ dans GG divise simultanément a et b . Or ces derniers étant supposés premiers
entre eux, 1’ordre de £ est nécessairement 1 c’est-a-direque ¢ = 0d’ou AN B = {0} .



3) () Par définition méme de 1’ordre de I’élément « dans G, A = Im ¢, et
Ker¢g, = (a) = aZ.

En appliquant le théoréme de factorisation des morphismes de groupes (ou Z-modules dans le cas pré-
sent,) on obtient un isomorphisme de groupes

o : ZJa = Imo, = A.
Pour tous
A\ p) € ZJaxZ/b
L)y € AxA
(m,m') € uxup,
il existe des entiers relatifs r et s tels que I’ = [ + ra et m’ = m + sb . Il en résulte que :
Ga(l') + dg(m') = la+m'p
= (l+ra)a+ (m+ sb)p
= la+mp
= ¢all) + dp(m)

c’est-a-dire que £ est bien défini.

4) () Pour tous

Z]a x7/b
Z]a x Z]b
A X [

M M M M

(N )+ WNi)) = EA+N), (n+ )
= Gal+1)+ dg(m+m)
= Ba(l) + ¢5(m) + ¢a(l') + Pa(m’)
= S\ ) +EWN 1)

c’est-a-dire que £ est un morphisme de groupes.

— De plus
A ) = 0
& ¢a(l) + ds(m) = 0
& ¢a(l) = —¢s(m)
= da(m) € B et ¢g(m) € A

=
=
c’est-a-dire que £ est un morphisme injectif.

— Pour tout élément v € A + B, il existe [ et m dans Z tels que

v = la+mp
= 0u(D) + d5(m)
= f(lvm) ;

c’est-a-dire que & est surjectif donc, d’apres ce qui précede, un isomorphisme.

3



— Enfin les entiers a et b étant premiers entre eux, le théoréme des restes chinois donne un isomor-

phisme d’anneaux
(Z/(ab), +,%) = (Z]a,+,%) x (Z[b,+,%) ;

mais comme “qui peut le plus peut le moins” c’est aussi un isomorphisme des groupes additifs.

Exercice C: () 1) () Pourtout{ := z+yaettoutl := 2’ + y'a éléments de A,

E+& = (v +ya)+ (2 +ya)
= (z+2)+(y+y)a
c A,

car ¢ + 2’ et y + 3’ sont des éléments de Z . On en déduit que la loi + est interne sur A .
— Il est clair que + est associative sur A puisqu’elle I’est sur C .
— L’élément Oc = 0+ 0 x a appartient 2 A et est un élément neutre pour + sur A .
— Ona
(r+yxa)+ (-2 +(-y)xa) = 0
c’est-a-dire que —x — ¥ * a est un opposé pour x + Y * a .
— Enfin + est commutative sur A puisqu’elle I’est sur C c’est-a-dire finalement que (A, +) est un
groupe abélien.

Ex€ = (z+ya)s (o +ya)
= ox2' +yxy xad’+ (xxy +2 xy)a
= zx2 —bxyxy + (v*xy +y*xaa
e A,

puisque x x &' — 5 *x y *x 3y’ et x x 3y’ + y * 2’ sont des éléments de Z puisque celui-ci est un anneau.
La loi * est donc interne sur A .

— L’élément 1c = 1+ 0 x a appartient a A et est un élément neutre pour * .

— Enfin x est distributive par rapport a + puisque ceci est déja vrai dans C .

— Le sous-ensemble A de C est donc un anneau pour les lois induites.

2) () Pourtoutaw := z+yxa € A,a#0,|al = a2+ 5%y?.0rsixz # 0ouy # 0, il est clair
que || > 1.

a) () Unélément o € A estinversible si et seulement si o # 0 et il existe 5 # 0 tel que

axf =1
= ol « 6] = 1
- ol = o
of = —
) E
(cf. question 2),) la] < 1.
Cette derniere majoration combinée avec la minoration de la question 2) implique que |a] = 1.
b) () Sia == x+yxa € Avérifie
o] = 1
& la)* = 1
& 22+52 = 1,
on a nécessairement y = 0 d’olt 22 = 1 ¢’est-a-dire z = 1 ou x = —1 . Les éléments —1 et 1 sont bien des
éléments de A qui sont par ailleurs leur propre inverse d’ou
A = {-1;1}.



3) ) Ona
(14+a)*(1—-a) =1-a*> =1+5 = 6.

Or6 = 2x3avec 2 et 3 des éléments de A c’est-a-dire que 2(|1 + a) * (1 — a) . Si 2 était premier dans A,
il devrait diviser I’'un des deux facteurs. Or supposons par exemple qu’il existe « = = + y * a tel que

2% (x+yxa) = 1+a
& 2>x<x+2*y>x<\/5>x<i = 1++5x*i

ce qui équivaut, puisque (1,7) est une base de C comme R-espace vectoriel, &
2xx = let2xy = 1.

Or 2 n’est pas inversible dans Z et par conséquent la premiere égalité ne peut pas €tre satisfaite.
Un raisonnement exactement analogue montre que 2 ne divise pas 1 — a .
On en déduit que 2 n’est pas premier dans A .

a) () Sia € Aestundiviseur de 2, il existe 3 # 0 dans A tel que

axf = 2

= ol 5] = 2

= la] = 2

) E

(cf. question 2),) la] < 2.

b) () D’apres ce qui précede si « := x + y * a est un diviseur de 2 dans A,

o] < 2
& o) < 4
& 22+5xy? < 4,

ce qui implique clairement que ¥y = 0 . Les diviseurs possibles de 2 sont donc —2, —1, 1,2 et I’on voit que
les seuls produits possibles sont

= 2x1
= (=D *(=2),
d’ou I’on déduit, grace a la question 2), b), que 2 est irréductible dans A .

¢) () Dans I’anneau A, 1’élément 2 est irréductible sans étre premier; c’est-a-dire que 1’anneau A ne
vérifie pas la propriété de GAUSS et n’est donc pas factoriel.

ExerciceD: () 1) () Leséléments de V sont des combinaisons linéaires des vecteurs (1,0) et (0, 1)
a coefficients dans [F, . Ce dernier comportant 2 éléments il est clair qu’on peut former 4 telles combinaisons
linéaires. L’une d’entre elles seulement est 1’élément neutre de V' et par conséquent :

n = #(0) = 3.
2) () Soient v et w deux vecteurs non nuls dans V' . Ils sont colinéaires si et seulement s’il existe « et
[ des éléments non tous nuls de Fy tels que av + Sw = 0. On peut supposer a # 0 et il vient alors :
v = a 'Bw . Le fait que v # 0 implique 3 # 0 et par conséquent
a=p=1.
Il vient alors v = —w . Comme dans Fy —1 = 1 il vient finalement v = w .



3) () L’endomorphisme ¢ est inversible si et seulement si I'image de B par ¢ est une base de V' .
Réciproquement I’image de B détermine entierement un endomorphisme de V' .

La question revient donc a dénombrer les bases dans V' . Une base est formée de deux vecteurs non
colinéaires. Or d’apres la question précédente, deux vecteurs sont indépendants si et seulement s’ils sont
non nuls et différents. Il faut donc finalement trouver les couples d’éléments différents de V qui sont au
nombre de 6 d’ou :

#(GLQ(FQ)) =6.

4) () Comme ¢ est un isomo~rphis~me il est clair que ¢(x) = 0 siet seulementsiz = 0. Ceci prouve
que ¢ définit bien une bijection ¢ de V' sur lui-méme.

5) () Lefaitque ¢ — $ est un morphisme résulte simplement du fait que la restriction et la composition
des applications sont deux opérations qui commutent. Supposons que ¢ est tel que ¢ = Idy; . Celaaen
particulier pour conséquence que les vecteurs de la base B qui sont des éléments de V' sont fixes par ¢ ce
qui implique que ¢ = Idy . Le morphisme

u: GLQ(]FQ) — g?g
¢ = ¢
est donc injectif.

6) () Il suffit de remarquer que
#(GL2(IF2)) = 6 = #(Ss3)

et que u est injectif pour en déduire que u est un isomorphisme. Le groupe S; n’étant pas abélien, GLy(F5)
non plus.
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La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, télé-
phones mobiles, objets connectés et documents ne sont pas autorisés.

Il sera tenu compte de la clarté des raisonnements et de la rédaction dans la notation. Toute réponse doit
etre justifiée par un résultat du cours, ceux-ci ne devant pas étre redémontrés.
Rédiger sur une nouvelle copie.

Exercice A : () Déterminer tous les entiers = vérifiant
o2 = 2 [12].

Exercice B: () 1) () Pour un entier naturel n > 1, déterminer 1’ordre du produit s;s5 en fonction

des ordres respectifs de s; et s, pour deux éléments s; et s, du groupe symétrique S,, dont les supports sont
disjoints.

a) () Généraliser, pour un entier p > 2 quelconque, le résultat précédent au produit de p éléments
Si ,1<i<p du groupe symétrique S,, de supports deux a deux disjoints

2) () Pour

(1234567891011
= \11 810465317 9 2 115

calculer 209,

Exercice C: () Onnote GL(Z) I’ensemble des matrices carrées 2 x 2 (a 2) a coefficients entiers

relatifs dont le déterminant vaut 1 ou —1.
1) () Montrer que GL2(Z) muni de la multiplication des matrices est un groupe.

a) () Pour tout (CCL Z) € GLy(Z), que peut-on dire des couples d’entiers (a, d) et (b, c) ?

b) () En admettant que I’ensemble des nombres premiers est infini, montrer que GLy(Z) est infini.

Pour tout entier n € N*  on note I'y(n) (resp. I';(n)) I’ensemble des matrices <Z Z) € GLy(Z)
de déterminant 1 telles que ¢ = 0O[n] (resp. ¢ = 0[n],a = 1[n]etd = 1[n]).

2) () Montrer que I'g(n) (resp. I';(n)) est un sous-groupe de GLo(Z).



ExerciceD: () 1) () Soit k un corps. Montrer que le polyndme X2 —1 € k[X] possede au plus deux
racines distinctes. Dans quel cas ces deux racines sont-elles confondues ?

2) () Soit n > 1 un entier.

a) ) A quelle condition nécessaire et suffisante sur n, I’anneau Z/n est-il un corps ?
b) () Dans ce cas, quels éléments de (Z/n)* sont leur propre inverse ?
¢) () En déduire la valeur du produit
I «
a€(Z/n)>
d) () En déduire finalement, que si n est premier,

n—1)! = —1[n].

3) () Etablirla réciproque de 1’assertion de la question 2), d).



Université Paris Sud Année 2004-2005

Licence MA Algebre Générale

Corrigé de I’examen du 6 septembre 2005

Exercice A : () Déterminer les entiers x € Z tels que £ : z'?2 = x [12] équivaut a déterminer tous
les entiers * € Z dont la classe £ dans Z/12 vérifie £'2 = £. Les entiers 3 et 4 étant premiers entre eux, il
existe un isomorphisme d’anneaux (théoreme des restes chinois,)

fi ZJ)12 = Z/3xZ/4
£ = (n,0).

Comme f est un isomorphisme d’anneaux, I’équation E équivauta f(£)'2 = f(&). Cette derniere équivaut

encore au systeme
S - (7712 = ?7€Z/3)

¢ = (ez/4
Or 3 étant premier, on sait, d’aprés le petit théoréme de FERMAT par exemple, que pour tout n € Z/3,
n® = 1. La premiere équation du systeéme S équivaut donc a n* = n et encore a n?> = 7 qui équivaut

finalement a n(n — 1) = 0 c’est-a-dire, comme Z/3 est un corps et partant un anneau intégre, a 7 = 0 ou
n=1.

L’entier 4 n’étant pas premier, on ne peut faire un raisonnement analogue pour la deuxieme équation.
Cependant on constate que :

— 0 = 0 donc 0 est solution;
12 = 1 donc 1 est solution;

— 2% = () et par conséquent 2'2 = (0 # 2 donc 2 n’est pas solution ;

— 3% =(—1)? = 1 et par conséquent, 3'2 = 1 # 3 donc 3 n’est pas solution.

Les couples (7, ¢) solutions du systéme S sont donc (0, 0), (1,0), (0, 1), (1, 1). Chacun a un unique antécédent
par f dans 7 /12 respectivement 0,4, 9, 1.

Finalement I’ensemble des solutions de £ est

(12kk € Z} U {1+ 12kk € Z} U {4+ 12kk € Z} U {9+ 12kk € Z} .

Exercice B: () 1) () On rappelle que I’ordre de I’élément a est le plus petit entier naturel « tel que
a® = e si e désigne 1’élément neutre de G. C’est aussi le plus petit au sens de la relation de divisibilité ou
ce qui revient au méme, le générateur positif de I’idéal N, := {z € Z |a® = e}. Ceci signiifie encore que
pour z € Z a® = e si et seulement si a|x.

Pour tout couple (s1, $2) d’éléments de S,,, et tout z si s1 et so sont a supports disjoints, s152 = S257 et
par conséquent, (s152)" = s7s3. Il en résulte que si o; |z et 0z|x, (ol 0; est I’ordre de s; dans S, pour ¢ = 1
ou2,) (s182)" = e. Par définition méme du Ppem de deux entiers, il en résulte que 1’ordre de s, s, divise
le Ppem [01, 05] de o et 0,.

Notons w I’ordre de s;s9, et S; le supportde de s; 2 = 1 ou 2.

On a (s152)“ = e c’est-a-dire que pour tout u € [1;n], (s152)w(u) = u.

Siu € Sy, u ¢ S, puisque les supports sont disjoints. Par conséquent sq(u) = u et pour tout entier k,
sk(u) = u. Il en résulte que (5152)“(u) = 4 (u) = u. Il en résulte que la restriction de s% a5; est e. Comme
la restriction de s; au complémentaire de S est I’identité, il en résulte que s§ = e. Ceci signifie que o1 |w.

On montre par un raisonnement exactement angloque que o0,|w. D ot il résulte que [01, 03] — w.

On en conclut finalement que w = |01, 09].



a) () On va montrer que I’ordre du produit de p permutations a supports deux a deux disjoints, est le
Ppcm des ordres de chacune d’entre elles.

Le résultat a été établi pour p = 2 a la question précédente. Si le résultat est établi pour un produit de p
permutations a supports deux a deux disjoints, considérons p -+ 1 permutations s; ,1<;<p+1 a supports deux
a deux disjoints. Si I’on note

s = H Si,

i=1
s et s,41 sont encore a supports disjoints puisque le support de s est la réunion des supports des s; ,1<i< -
On peut donc appliquer le résultat pour p = 2 a s et s, ¢’est-a-dire que 1’ordre du produit

p+1

8; = SSpi1

i
—

i=1

est le Ppem de I’ordre de s et de I’ordre de s,. Le résultat découle ensuite de I’associativité du ppcm.

2) () La permutation s s’écrit comme le produit :
s = (5,6)(1,11,2,8)(3,10,9,7)

c’est-a-dire comme le produit d’une transposisiton et de deux 4-cycles a supports deux a deux disjoints. La
permutation s est donc d’ordre 4 = [2,4,4].
On remarque ensuite que 2006 = 2[4] et par conséquent,

G2006 _ 2 _ 123456 7 8 9 10 11
7 \219456 1013 7 8)°

ExerciceC: () 1) ( — Pour deux matrices

(e (1)

_ (ae+bg af +bh
AxkE = (ce+dg cf+dh) € Gla(Z)

En effet les coefficients sont bien des entiers relatifs et comme det(()A * £) = det(()A)det(()E)
il vaut bien 1 ou —1. La multiplication est donc une loi interne sur GLo(Z).

— La multiplication est associative puisque ce résultat est bien connu pour la multiplication des ma-
trices en général.

— La matrice ( ) est bien entendu un élément de GLy(Z) et est un élément neutre pour la multi-

01
plication.
— Enfin, pour tout élément A := (a b) € GLy(Z), il est clair que A" := ! (d _b)
’ c d ’ ad —bc\—c a
appartient a GLy(Z) et que
p p 10
AAT = A'A = (0 1) :

Tout élément de GLy(Z) a donc un inverse dans GLy(Z).

b .. . o
4] € GL2(Z), on a ad — be = 1 ou —1, ce qui signifie qu’on a I’identité de
BEZOUT pour les couples (a, d) et (b, ¢) respectivmeents c’est-a-dire que a et d respectivement b et ¢ sont
premiers entre eux.

a) () Pour tout (Z



b) () Sil’ensemble des nombres premier est infini, I’ensemble des couples de nombres premiers dis-
tincts est également infini. A tout tel couple (p, ¢) on associe un couple (u, v) de coefficients de BEZOUT
tel que pu — qu = 1. A tout couple de nombres premiers distincts (p, ¢) on peut donc associer la matrice

(ﬁj z) € GLy(Z) .

2) () Avec les notations de la question 1), si A et E sont des éléments de I'y(n), ¢ = 0[n] et g = 0[n]. 1l
en résulte que ce + dg = 0[n]. Par ailleurs si det(()A) = det(()E) = 1, det(()AE) = 1. Il en résulte que
[o(n) est stable par multiplication. Par ailleurs, si ¢ = 0[n], —¢ = 0[n] ce qui assure que I’inverse de A est
bien dans I'y(n).

Il n’est pas plus difficile de montrer que ' (n) est un sous-groupe de ['y(n).
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