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Corrigé du Probleme n° 11

Exercice A : (La suite des noyaux itérés)
Soient K un corps, F un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) un endomorphisme K-linéaire
de £.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que
fe=0etfst £ 0
autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f ¢ End(E) de E,
Vk € N, onnote Ny := Kerfk et ng = dim Ny,

(avec la convention que f° = Idg .)

Cet exercice peut étre traité de maniere tout a fait élémentaire et ne nécessite I’'usage ni du théoreme 1V.10.10 de
JORDAN ni du théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS.

1) () Montrer qu’il existe un vecteur x € FE tel que la famille {fl(:zj)} 0 < i< 1 estlibre.
Solution : Puisque, par hypothése f¢~1 # 0,

Jr € E, fx) # 0.

Il s’ensuit immédiatement que 4
Vo<i<e-—1, f'(z) # 0.

Par ailleurs, bien entendu
VEeN, k > ¢ = f"”’(x) =0.

11 s’ensuit que pour tout

e—1
a; o<i<e—1 € K Z aifi(x) = 0
S
= fsfl(z azfl(x)) —
e—1 =0 )
= Z aifTHz) = 0
i=0
= aofsl(x) = 0
= apg = 0.

On établit ainsi que
VO<i<e—1,a; = 0.

2) () (polyndome minimal)
Quel est le polynome minimal de f ? Qu’en déduit-onsureetn ?
Solution : Par définition, X est un polynéme annulateur de f ; si bien que Ppin | X . Le polynéme X étant irréductible
dansK[X], 3k € N, Ppiny = X*. Puisque f¢~1 # 0 par hypothése

Priny = €.
Or on a montré (cf. question 1),) qu’il existe alors une famille libre a ¢ éléments dans F ; ce qui entraine
e < n.
Bien entendu on pouvait obtenir I’inégalité ci-dessus grace au gthéoréeme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON puisque
e = deg(Puins) < deg(Peary) = n;

néanmoins I’argument de question 1) est beaucoup plus élémentaire.



3) () Montrer que la suite
{0} ¢ Kerf C ... C Kerfs' Cc Kerf® = E

est strictement croissante ; et constante lorsque k£ > ¢ .
Solution : Soitk € Ntel que N, = Np4i. Alors

Vp €N, Vo € Ngy14p, fFHHP(@) = 0

& AP @) = 0

& fP(x) € Nipa
54 fp(:n) € Ny

& fHr@)y = 0

= T € Nk_;,_p .

4) () Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure stricte.
Solution : Cette assertion équivaut en fait a construire une fammille E; ,o<;<,, de sous-K-espaces vectoriels de I, tels que

VO<i<n,dmgF; = ietVl1<i<n, E,_1 C Eietf(Ei) Cc E;i_1.

En effet E1 est alors une ddroite dont on peut prendre une base e;. 1 C FEs qui est un plan et dans lequel la base

e1 se compléte en une base (e1, es). On construit ainsi, de proche en proche, une base B := (e1,...,ey). Or la condition
f(E;) C E;_: entraine que f(e;) = 0 et que pouri > 1, f(e;) s’exprime en fonction des e; ,1<j<i—1 ; ce qui signifie
exactement que la matrice de f dans la base B est triangulaire supérieure stricte.

Reste a construire le « drapeau » E; ,o<;<n . On verra a la question 6) que dans le cas ol e = n, la suite N; ,o<ij<n = « des

noyaux convient. Dans le cas général, on a montré (cf. question 3),) que cette suite est cependant strictement croissante. Il se
pourrrrait que le « saut de dimension » entre deux noyaux successifs soit plus grand strictement que 18
On aura nécessairement

Ey = {0}etE, = N. = E.
Supposons donc qu’on ait construit Ky, ;<< avec
dimg B, = k, Ex—1 C Epet f(Ex) C Erp—1

tel que E; = Nj.
Bien entendu si N; = Ny = {0}, on a terminé.
Sinon, soit
dimK Nj,1 = dimK Nj —1
et I’on pose
E;_1 = Nj_1;

soit on « intercale » le nombre de Ey, qu’il faut. Plus précisément il existe Ej. ,;  (dimy N;—dimg Nj_1)<k<i tel que
Ei—(dimKNj—dimK Nj_1) = Nj_1, Ey C Epqqet dimg B, = k.

Comme par ailleurs E, C Nj,
f(Ey) C f(Nj) € Njo1 C Ex1.

5) () Dansle casoue = n, montrer qu’il existe une base o la matrice de f est

0 00 ... 0O

1 0 0 ... 00

Jn(0) = 0 1 0 0 0

0 0 O 1 0

Solution : Dans le cas ol ¢ = n, la famille libre f*(z) ,o < i< e—1 (cf. question 1),) est une base de E dans laquelle la

0 00 ... 00
100 ... 00
matrice de [ est précisément 0 10 00
0 00 ... 10

8. On pourra méme calculer tres précisément ces sauts (cf. exercice C, question 3), exercice C, question 4);) mais on a alors supposé qu’on disposait d’une
réduite de JORDAN ce dont on peut se passer ici.



6) () Quand e = n, décrire completement la suite dimg N; ,; ¢ -
Solution : Choisissons une base e; ,o<;<n—1 donnée par un vecteur

v € E telque {e; := f'(x)},0<i<c_1 soitune base de E (cf. question 1) .)

Alors : .
Vi<i<n, YO<j<n-—1-—1i, fi(ej) = eit,
Vn—i<j<n-—1, fi(e;) = 0.

11 s’ensuit que
est injective

f\VECt{ej -,Ogjgn—l—i}

f

est nulle .
\Vect{ej ,n,iSan,l}

Comme par ailleurs
E = Vect{ej o<j<n—1-i } @& Vect{e; ni<j<n—1},
on en déduit que
VO<i<n-— 1, N; = Vect{ej m—i<j<n—1 } = dimg N; = i.

Enfin f™ = 0, si bien que
VieN, i >n =dimgN; = n.

Exercice B: (Injection de FROBENIUS)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) unendomorphisme K-linéaire
de I.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que
fe = 0etfst £0
autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f ¢ End(E) de E,
Vk € N, onnote Ny := Kelrf’C et ng = dim Ny

(avec la convention que f° = Idg )

On note
Vi € N*, d; = dimg N; — dimg N;_q .

11 est vraisemblable que nombre des énoncés de cet exercice peuvent étre obtenus comme corollaires du théoréme
1V.10.10 de réduction de JORDAN, mais on va chercher a les établir ici par des méthodes plus élémentaires.

1) (0.5points) Etant donnés un K-espace vectoriel V de dimension finie et W C V un sous-espace de V, , rappeler ce que
vaut dimg V/W en fonction de dimg V' et dimg WW.
Solution : On a
dimg V = dimg W + dimg V/W

en application par exemple du théoréme 1.9.19 qui se déduit en fait du fait que V/W est isomorphe a n’importe qu’elle supplé-
mentaire de W dans V.

2) (0.5points) Montrer que
vieN, d; >0.
Solution : (cf. exercice A, question 3),) d’ou I’on peut méme déduire plus précisément que

Vi<i<e, d; > 0etVEEN, k > e = d, = 0.

3) (0.5points) Vérifier que, pour touti € N, la restriction f, 4 de f a N;yq est avaleurs dans ;.
Solution : 4 .
Vo € Nig1, v'u(z)] = v(z) = 0 & u(z) € N;.



Pour tout ; € N, on note
p; : Nix1 — Nit1/N; la surjection canonique .

4) (1point) Montrer que, pour tout? € N, il existe un unique morphisme

fi  Nixa/Niv1 — Nip1/Nitq fi © piv1 = pi © fin,,, -

Solution : Considérons le diagramme commutatif :

Niy1 < Nijo

f\Ni+1 l lf\Ni+2

N; — N;jn1
dont les fleches horizontales sont injectives. On obtient, par factorisation un morphisme
fi + Niyo/Nix1 — Nip1/N;
si bien qu’on a un morphisme de suites exactes (c’est-a-dire un diagramme commutatif a lignes exactes) :

0 - Niy1 — Nipo ﬂ) Ni+2/Ni+1 — 0

FINi 4 l fING 42 l fi
0 — Nz — NiJrl ‘&——) NZ'Jrl/NZ' — 0

5) (1point) Montrer que
Vi € N, f; estinjective .

On I’appellera I’injection de FROBENIUS.
Solution :
Vy S NiJrQ/NiJrl, dzr € Ni+2, tel quele(z) =v.

Alors :
fily) =0
< filpiq(x)] = 0
s plu)] = 0
= u(z) € N;
= xr € Ni+1
= pi+i(r) = 0
= y = 0.
Ainsi f; est injective.
6) (0.5points) Déduire de ce qui précede que d. est décroissante.
Solution :
Vi € N, di+1 —d; = (dimK Ni+1 — dimg Nl)
— (dimg N; — dimg N;_1) (cf. question 1) .)

dimK Ni-l—l/Ni - dlm]K Ni/Ni—l
Or f;_1 étant injectif (cf. question 5),)
dimK Ni-l—l/Ni S dlm]K Ni/Ni—l

ce qui conclut.



Exercice C: (Tableaux de YOUNG)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) unendomorphisme K-linéaire
de E.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que

fe=0etfst £ 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme [ € End(F) de E,

Vk € N, onnote Ny := Kerfk et ng = dim N

(avec la convention que f° = Idg .)

1) (0.5points) Justifier, en citant précisément le théoreme que vous utilisez, mais sans le redémontrer bien entendu, qu’il
existe un entier m € N*, des entiers strictement positifs r; ,1<;j<m et des sous espaces F; ,1<j<m tels que :

J1)

J2) V1 < j <m, Ej eststable par f ;

I3)
Vi<j<m-—1,71; > 7j41;

J4) le sous-espace (Ej, f| Ej) est cyclique de polyndmes minimal X"7.
Solution : Le polynéme minimal de f est X¢. Il est sindé et n’a qu’un facteur irréductible, si bien que dans ce cas, aussibien
le théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS que le théoréme IV.10.10 donne le résultat demandé.

m
2) (0.5points) Que vaut Z rj?
j=1
Solution : Puisque les sous-espaces I; ,1<j<m sont cycliques, on a :

V1<j<m, dimgE; = deg(Pm,-,,f‘Ej) = rj (cf. IV4.1.)
Or il résulte de question 1), J;) que

n = dimg F = ZdimKEj = er.
j=1 j=1

On peut donc trouver une base de £ dans laquelle la matrice de f est J :
Pour tout r < n, soit

0 0 O 0 0
1 0 0 0 0
J. = 01 0 0 0 € M,(C)
0 0 O 1 0
le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme
gy 0-- 0
J = diag(Jy Ty d) = | 0 T

“. 0
0 0o J,

pour un certain entier m .



3) (0.5points) (Décomposition des noyaux)
Notons

Pourtoutk € Nettoutl < ¢ < m, donnez une relation entre les n; j, = dim Ker ff etnyg .
Solution : Etant donné un endomorphisme u d’un espace vectoriel E tel que I soit somme directe des F, ,1<a<q , Stables
par u, alors

q
Keru = @KeruﬂFa .
a=1

De plus, Ker u N Fy, est le noyau de la restriction u,, de u a F, .
q

En effet pour tout = € Ker u, il existe un unique g-uplet (z1,...,%q) o € Fo, telquex = Z Z. Par conséquent

a=1

Or chacun des F,, étant stable par u, pour toutl < « < ¢, u(zy) € F, . La décomposition de 0 étant unique sur les F,, il
en résulte que pour tout 1 < o < g, u(zy) =0.

On vient donc de montrer que Ker u est inclus dans la somme des Keru N F, .

Cette derniére somme est directe car la décomposition de tout vecteur de F étant unique sur les F,, ceci est a fortiori vrai
pour un élément de la somme des Ker u N F,, . Cette décomposition reste bien évidemment unique sur des sous-espaces des F, .

L’inclusion réciproque est claire.

Enfin si u,, désigne la restriction de u a F,,, pour tout x € F,,, u,(x) = 0 équivaut a x € F, etu(x) = 0, c’est-a-dire que
Keru N F, est bien le noyau de la restriction de u a F, .

On applique le résultat précédent 3w := f* et a la décomposition de E en somme directe des E; ,; < i < m , €n ayant soin
de remarquer que la restriction de f* a E; est bien f¥, et on en déduit que

m
ne = E Nk -
=1

4) (0.5points) Etablir la valeur de n;  en fonction de k et de r;.
Solution : Si f; := f‘ g, désigne, pourtoutl < ¢ < m larestrictionde f a F;, f; est nilpotante d’échelonr; = dimg F;.
On a donc

VO<k<r;,niy = ketvVkeN, k > r;, = n;, = r; (cf. exercice A, question 6) ,)

ce qui peut aussi s’écrire :
nir = min(k,r;) .

5) (0.5points) En déduire que

ny = dimKerf = metng = Zmin(kz,ri).
i=1

Solution : Pourtout1l < ¢ < m, onar; > 1, ce qui implique (cf. question 4),) que n; 1 = 1 et par conséquentn; = m .

ny = Zni,k = Zmin(ri, k) . (cf. question 3) , question 4))
i=1 i=1



On définit le tableau de YOUNG de (E, ) comme le tableau constitué de m lignes, alignées sur la gauche et tel que la
jime ligne comporte 7; cases. Par exemple sim = 3, (r1,72,73) = (5,4, 1), le tableau de YOUNG est

* ok ok ok ok

Y(Ef) = [* * % =

6) (1.5points) Montrer que pour tout j € N* d; := dimg N; — dimg N;_; est la hauteur (le nombre de cases) de la 5™
colonne du tableau de YOUNG Y (E, f). ‘
Solution : Si I’on note h; la hauteur de la j’éme colonne du tableau de YOUNG, par construction

hj = #({i € Nyri > j}).
Puisque Ie tableau de YOUNG est construit en rangeant les r; par ordre décroissant, on a

Vi<i<hj,r >2jetVhj+1<i<m,r; < j.

Alors <i<n ' .
Wy t1SiSm ey = h o m = CEeond)
Il s’ensuit que :
dj = n;—nj_1

m
= ) niy—nij
=1
h]‘ m
= D mig—migoit Y Mg —niga
i=1

i=hj+1
h]‘ m
= D i-G-D+ > -
i=1 i=h;+1

= hy.

7) (1.5points) a) (1.5points) Donner les invariants de similitudes de f nilpotent dont le tableau de YOUNG est

* * k% *

Y(Ef) = [* x x x

Solution : On a immédiatement
m=3,1rr =5,1r9 = 4detrg = 1.

b) (1.5points) Quelle est la dimension de F 7
Solution :

dimg E = Zri =5+ 4+ 1= 10. (cf question2).)
=1

¢) (1.5points) Quels sont le tableau de YOUNG de f2 et ses invariants de similitude.

Solution : Cette question est I’une de celles qui met le mieux en évidence I’intérét des tableaux de YOUNG dans I’études
des endomorphismes nilpotents. En effet ces tableaux mettent en relation (leur lignes) les invariants de similitude r; ,1<;<m d’un
endomorphisme nilpotent et les sauts (les colonnes) dans la suite des noyaux itérés d; ,1 < j < , . Comme chaque fois qu’on
établit de telles correspondances il se peut que, suivant les situations, certains invariants soient plus facile a calculer; ce qui
permet de déterminer les autres.

Typpiquement si I’on note g := f2, on va constater que les sauts dans la suites des noyaux sont assez faciles a déterminer
alors qu’il semble beaucoup moins immédiat de calculer les invariants de similitude. En effet,

Vj € N*, dimg Ker g’ — dimg Kerg’~! = dimg Ker f2/ — dimg Ker 22
= MN2j —N2j-2
= (ngj —ngj—1) + (ngj—1 —n2;-2) .



II faut donc « empiler I’'une sur I’autre » (ct. question 6),) deux colonnes successives du tableau de f pour obtenir celui de g.
Il en résulte, dans le cas particulier considéré ici que

Y(E,f*) = Y(E,g) =

* ¥ X X X

11 an résulte que
m=5,r1 =3,170 =13 =14 =2 =15 =1.

Exercice D : (Commutant)
Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € Endg(F). On appelle commutant de v et on
note
Com(u) := {v € Endg(E); u o v = v o u} C Endg(FE)

I’ensemble des endomorphismes de £ qui commutent avec u. On rappelle que K[u] C Endg(FE) est ’ensemble des
polyndmes en w i.e. I’'image de K[X] par le morphisme X +— wu.

1) (0.5points) Montrer que Com(u) est un sous espace vectoriel de Endg (F).
Solution : II est clair que I’application nulle et I’identité de E appartiennent 4 Com(u) qui est donc non vide. Par ailleurs
pour v et w dans Com(u), a etb dans K,

uo (av + bw) woav+ uobw

avou+bwou
= (av+dbw)ou

c’est-a-dire que av + bw € Com(u) ce qui prouve que Com(u) est un sous espace vectoriel de Endg (E).
On peut également constater que I’application

Endg(F) — Endg(E), v = wov — v ou

est linéaire et que Com(u) est son noyau.

2) (2points) On suppose dans cette question que u est cyclique et que o € F est un vecteur cyclique pour u.

a) (lpoints) En considérant I’application
¢ : Com(u) — E, v — v(zo),

montrer que I’on a dimg Com(u) < n.
Solution : Soitv € Com(u) tel que ¢(v) = 0 c’est-a-dire que v(xo) = 0. On en déduit alors que

V1<k<n-—1, vuf(z0)] = u*v(xo)] = w*(0) = 0

c’est-a-dire que v s’annule sur une base de I/ et donc quev = 0.
11 s’ensuit que ¢ est injective ce qui entraine

dim Com(u) < rg(¢) < dimFE <n.

b) (1point) Montrer que dim K[u] > n et que
Com(u) = Klu] .
On pourra remarquer, en particulier que si u est nilpotent d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)

Com(u) = Klu].

Solution :



i) Considérons la famille Fy = {u'} 0 < i < n—1 C K[u]. Pour tout n-uplet (ay, . . ., a,—1) d’éléments de K,

n—1
Zaiui = 0
i=0
n—1
= Zaiui(zo) =0
i=0

= a = 0Y0<i<n-—1,

puisque B est une base de E. Il en résulte que F,, est une famille libre de cardinal n de K[u] qui est donc de dimension au moins
n.
On pourrait aussi voir que
Klu] = K[X]/Pninu
qui est (cf. TD n° V, exercice C,) un espace vectoriel de dimension deg(Ppin.,). Or u étant cyclique
deg(Puminy) = n (cf. 1VA4.1.)

ii) Pour toutv € Klu], il existe
k
a; o<i<k € K telque v = Zaiui_
i=0

1l s’ensuit que

k
_ Zaiuzdrl
i=0
k
= (Z aiui) ou
i=0

= vYou.

Il en résulte donc que K[u] C Com(u) ce qui combiné aux inégalités précédemment obtenues sur les dimensions donne
finalement
K[u] = Com(u) .

3) (0.5point) Supposons que E = € E; avec E; stable par u. Comparer
i=1

dimg Com(u) et Z dimg Com(ug,) -

i=1

Solution : Notons V1 < i < r, u; := wuyg,. Pour tout v; ,1<i<, € Com(u;) notonsv € Endg(E) I’'unique endomor-
phisme de E défini par

T T
Vo = Z T e B, € E, v(x) = Z vi(2;)
i=1 i=1
Notons que si I’on s’est donné des bases des sous-espaces E; dont la réunion forme une base de E, ce qui précéde revient a écrire
la matrice de v par blocs. De maniére plus abstraite, c’est une conséquence de la proposition A.4.7.
Alors :

T

Ve e E, ufv(z)] = U(ZU(%))

i=1
r

= u(z vz(zi))

i=1
r

= > ulvi(w:)]

=1
T

= u;fvi(z)]

=
T

= > wifu(w)]

=1

— ou(@)].



On construit ainsi une application
T
v H Com(u;) — Com(u) .
i=1
C’est une vérification assez pénible mais sans grande difficulté que de montrer que y est linéaire. De plus :

Vi s1<i<r € H Com(u;), yw) = 0
i=1

& Vi<i<r, VexeE;, yv)(z) = 0

& v; () = 0

& Vi<i<r, v, =0;

c’est-a-dire que y est injective; d’ou I’on déduit que
T

Z dimg Com(u;) = dimg (H Com(u;)) < dimg Com(u) .

i=1 i=1

4) (2.5points) On suppose que £ = F; @& FE», ou E; est stable par u, cyclique de polyndme minimal p; avec po|p.
a) (0.5points) Montrer qu’il existe une base B de F telle que :

e = (G c,)

ol pour tout polyndme R € K[X], Cr désigne la matrice compagnon de R.
Solution : Par définition des espaces Cycliques (cf. cours IV.4.1.)

b) (1.5point) En déduire qu’il existe un endomorphismev € Com(u) \ {0} dontla matrice dans la base B est de la forme

Ms(v) — <2 8)

Solution : Si un tel v existe :

Mp(u)Mp(v) — Mp(v)Mp(u) = 0

N (Cm 0)(0 0><0 0>.<Cﬂ1 0 — 0
0 C.) \4 0 A0 0 O

- ( 0 0)_( 0 0y _ ,
Cu,A 0 AC,, 0

& CA-AC, = 0.

) 0 0 N . . )
Une matrice non nulle < A 0) par blocs correspond a un morphisme v : E; — Ejs. La condition de commutation cor-

respond av o u; = wug o v ce qui signifie exactement que v est un morphisme de K[X]-modules (cf. cours IV.1.) Or
E; = K[X]/u; avec pi2|p1. On sait bien que dans ce cas, on a un morphisme naturel factorisant les projections canoniques :
Klx]
N

KIX]/m — KX]/po.

Si Iisomorphisme E; = K[X]/u; est donné par un vecteur cyclique x;, dans les identifications ci-dessus, v est I’'unique
morphisme
v:FE — FEy,x1 — x0€etvou = ug owv.

¢) (0.5points) Montrer que
dimg Com(u) > n.
Solution : Pourv = 1 ou 2, notons
V, = {v € Endg(E); Ej,j=10uz2 eststable parv , vip, € Com(ug,), vjg,_, = 0} .
Onaalors V; = Com(u|g,), Vi C Com(u) et lasomme V} + V5 est directe. On en déduit que
dimg Com(u) > dimg V; + dimg Vo > dimg Eq + dimg Eo

en utilisant les résultats de la question 2). Or I’endomorphisme v construit en b) n’appartient pas 2V, @ Va ce qui rend strict
I’inégalité précédente.
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5) (lpoint) Déduire de ce qui préceéde que, si u n’est pas cyclique dimg Com(u) > n ; puis que dimg Com(u) = nsiet
seulement si u est cyclique.
Solution : On a vu (cf. question 2), b),) que lorsque u est cyclique dimg Com(u) = n.
Siu n’est pas cyclique, il existe en vertu du théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS une décomposition de

E = EBE
i=1

en sous-espaces cycliques. L’énoncé d’unicité IV.11.5.2) dans le théoréme loc. cit., assure alors que nécessairementr > 2. En
appliquant alors un argument de récurrence sur r, on montre (cf. question 4),) que

dimg Com(u) > n.

Exercice E : (Une question réciproque)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie 7 .

On cherche dans ce probleme a savoir s’il existe des endomorphismes nilpotents de ' dont la dimension des noyaux
itérés est arbitrairement fixée. Si c’est le cas, on essayera de les déterminer, au moins a conjugaison pres. Il est recom-
mandé de traiter I’exercice C avant le présent exercice. On y a, en effet étudié certains invariants liés a la suite des noyaux
itérés en grand détail ; ce qui pourra s’avéré tres utile pour traiter les questions qui suivent.

L’objectif de cet exercice est de déterminer quelles sont les suites finies d’entiers nj ,o<x<n , 7 < n, pour lesquelles il
existe un endomorphisme nilpotent f € Endc(E) de F tel que

V1<k<n, ,dimKerf* = ny. 1

Soit donc donnée, dans toute cette partie, une suite n;, satisfaisant les hypotheses ci-dessus. On suppose qu’il existe f
nilpotent vérifiant la condition 1 et I’on cherche a en tirer un certain nombre de conséquences.

On cherche au moins a déterminer la classe de conjugaison de f comme ci-dessus et, par conséquent, on peut se placer
dans une base B dans laquelle la matrice de f est une réduite de JORDAN notée J .

Pour tout » < n, soit

0 0 O 0 0
1 0 0 0 0
J. = 0 1 0 0 0f ¢ M,(C)
0 0 O 1 0
le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme
Jry 0-- 0
J = diag (J,,, Jry, - Jr,) = 0 Trs

. '.. 0
0 0o J

pour un certain entier m .

1) (2pts) Pour toute permutation o de I’ensemble [1;m] , montrer que les matrices .J et

J, = diag (J,

To(1))

JT'U(2)7 T aJT'a(m))

obtenue en permutant les blocs de JORDAN, sont conjuguées, c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible
P, € M,(C) telleque J = P, J, P; ',

ou encore qu’il existe une autre base B, dans laquelle la matrice de f est également une réduite de JORDAN.
Solution : On peut donner deux arguments diférents :

i) (Construction d’une matrice de permutation)

Nous avons déja remarqué que I’écriture de la matrice J de f par blocs signifie qu’on a une décomposition de I’espace
vectoriel E en somme directe de sous-espaces F; de dimension r; stables par f . L’écriture par blocs de la matrice .J signifie
également qu’on a choisi une base B de E réunion de bases

Bi == {bija<j<rt,
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ol1 3; est une base de E; .
On construit une base

BO‘ = {ba,a 71§a§n}

de F de la maniére suivante :
Pour tout 1 < o < n, il existe un unique 1 < i, < m tel que

B = Zro(i) <ac< Z%(i)-

i<ig i<ig
Posons
bo’,a = ba(ia),afﬁ .

Il n’est alors pas difficile de vérifier que la matrice de f dans la base B, est J, .

ii) (En utilisant les théoréme de réduction (cf. cours IV.10, IV.11))

En effet les matrices J et J, ont les mémes paramétres de JORDAN (cf. cours IV.10.2 ;) ce qui entraine, en vertu du corollaire
1V.10.13.1), que J et J, sont conjugués.

De maniére équivalente, dans le cas des matrices nilpotentes, (ou plus généralement n’ayant qu 'une valeur propre) la réduction
de JORDAN est également la réduction de FROBENIUS et I’on constate que les matrices J et J, ont mémes invariants de similitude
(cf. cours 1V.11.9;) ce qui assure en vertu du corollaire IV.11.8 qu’elles sont semblables.

2) (3pts) (Pentes)
Pour tout

k € N* onnote encore dy := ny — ni_1 . (cf. exercice C, question 6) .)

Montrer qu’alors dj, est le nombre d’indice j tel que r; > k.
Solution : On a en fait déja répondu a cette question (cf. exercice C, question 6).)En effet on a :

dg = Nk — Nk—1

— m
exercice C, question 3) Z gk — MNik—1
i=1
— m
exercice C, question 4) Z min(r;, k) — min(r;, k — 1) .
i=1

Or min(r;, k) — min(r;, k — 1) vaut 1 si et seulement si r; > k et vaut 0 sinon. On en déduit que dy, est le nombre de blocs
de dimension supérieure ou égale a k . En particulier que d; = n; est la dimension du noyau de f soit le nombre de blocs (de
taille supérieure ou égale 4 1 dans J .)

3) (2pt) (Nombre de blocs)

En déduire que pour tout & > 0, dj, — dj41 est exactement le nombre d’indices 1 < j < mtelsquer; = k. Remarquer
qu’on obtient a nouveau ainsi I’énoncé de décroissance établi a 1’exercice B, question 6) sans avoir recours a I’injection de
FROBENIUS et par un argument particulierement élémentaire. Qu’en pensez-vous ?

Solution : C’est une conséquence immédiate de question 2). A noter qu’on a montré (cf. exercice B, question 6),) que d.
est décroissante. Il pourrait sembler surprenant qu’on ait dépensé tant d’énergie a établir ce résultat dans I’exercice B alors qu’il
semble découler ici d’un simple argument de comptage trés élémentaire. Si la différence dy, — dj1 représente en effet un cardinal
fini, c’est par nature un entier positif. On remarquera qu’on n’a pas fait dans I’exercice B I’hypothése que I’endomorphisme f
possede une réduction de JORDAN. On conseillerait bien volontiers au lecteur de se reporter aux preuves des théoréme 1V.10.10
de réduction de JORDAN et IV.11.5 de réduction de FROBENIUS pour constater a quel point cette hypothése n’est pas gratuite !

On suppose que n = 25, on donne la suite
ny = 7,712 = 14,713 = 20,714 = 23,n5 = 25.
Un endomorphisme [ vérifiant 1 pour cette suite est donc nilpotent d’échelon 5 .

4) (1pt) (Polygéne)
Onnote My, := (k,nx),0 <k <5 - Tracez le graphe obtenu en reliant M}, et M}, par un segment de droite.
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Solution :

5) (4pt) a) (Ipt) Interpréter géométriquement dans ce cas les d, de la question 2).

Solution :
N —Nkg—1

k—(k—1)

qui et donc la pente du segment [M,_1; M}] ou de maniére équivalente la dérivée de la fonction affine par morceaux définissant
le graphe sur I'intervalle |k — 1; k[.

Vke N* dp = ngp —np_1 =

b) (1pt) Montrer que le graphe correspond a une fonction concave.
Solution : On a montré (cf. question 3),) ou (cf. exercice B, question 6),) que d. est décroissante; ce qui combiné avec
I’identification précédente de d. avec la pente du graphe, assure que ce dernier est concave.

¢) (2pt) A quoi correspondent les points anguleux de ce graphe ?

Solution : Le point M), du graphe est anguleux si et seulement si la pente “a gauche” de M, (dy,) est différente de la pente
“a droite” de My, (d+1 ;) autrement dit si et seulement si dj, — dj41 est non nul. Or nous avons vu (cf. question 3),) que cette
différence est précisément le nombre de blocs de JORDAN élémentaires de taille k dans la matrice de f . Il s’ensuit que le point
Mj, est anguleux si et seulement si la matrice de f comporte des blocs de taille k .

6) (4pts) Montrer I’existence d’un endomorphisme nilpotent d’échelon 5 vérifiant 1 pour la suite n, donnée dans cette
question. Que peut-on dire de tous les endomorphismes solutions du probleme ?
Solution :

i) (Conditions nécessaires)
On sait (cf. question 3),) que s’il existe un endomorphisme f vérifiant 1, nécessairement il existe une base de F dans laquelle
sa matrice est sous forme de JORDAN et comporte :

di—da = 2n1—nse = 0 blocs de taille 1
do—d3 = 2no—ny—n3 = 1 blocsde taille 2
d3—dys = 2n3—mng—nyg = 3 blocs de taille 3
dy—ds = 2ng4—mn3—ns = 1 blocs de taille 4
ds—dg = 2ns—mng—mng = 2 blocsde taille 5.
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I faut remarquer que, méme s’il n’est pas donné, nécessairementng = 25. Onconstateque2+3+*3+4+2x5 = 25ce
qui fait qu’on a bien réalisé une partition de 25. On choisit donc une base de E' et I’on définit f comme I’endomorphisme de F
défini par la matrice comportant 1 bloc de JORDAN élémentaire de taille 2, 3 blocs de JORDAN élémentaires de taille 3, 1 bloc
de taille 4 et 2 blocs de taille 5 :

060000 OOOOOO®OOOOOOOSOSOOSOOO0O®O0OO
1P 0000 OOOOOOSOOOOSOOOOOOSOOO0OTGQO
01000 O0OOOOOOOOOOOOSOOOOOOOOO
0oo01oo0o o00o0©O0OO0OO0OOOOOOSOOSO®OOOOOO0OO0OOQO
060010 0O0O0OO0OOOOOOOOOOSOO®O®OO®O0OT®O
060000 OOOOOO®OOOOOOOOSOOSOOO0O®O0OO
060000 100O0OO0OO0OO0ODOOOOOOOOO®OSOOOOT®O
oo0o0oo0oo0o o0o10O0O0O0OO0OO0OOO0OOOSOOOOOOO0OO0OO0OOQO
0o o0o0oo0oo0 o0o010O0O0OO0OO0OOO0OOOSOOSOOOOOO0OO0OO0OOQO
0 000O0O0OO0OO0O1O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OSOSOOTO0OTO0OO0OTO 0O

00000 OOOOOO®OOOOOOOOSOOOO0O®O0OO
0o o0o0oo00 O0OOOOOI1O0OOOOOOOOO®OOOOT®O

J = 0o o0o0oo0oo0o o0o0o0O0OO0OOOT11TOOOOOSOO®OOOO0OO0OO0OOQO 1

0o o0o0oo0oo0o o0o0o0O0OO0OO0OOO11O0OO0OOOSOOSOOOOOO0OO0OO0OOQO
0o o0o0oo0oo0o o0o0o0©OOO0OOOOOOOSOOSO®OOOOO0OOOQO
060000 OOOOOOOOOI11O0OOOOO®O®OO®OT®O
060000 OOOOOOOOOOTLTOOSOO®O®OOOO®O
060000 OOOOOO®OOOOOOOOSOOOO0OO0OO
0o o0o0o0oo0o o0o0o0O0OO0OOOOOOOOOTI1O0O0OO0OO0OO0OO0OTOQ
0o o0o0oo0oo0o o0o0o0©O0OO0OOOOOOOOOOTI1IO0O0OO0OO0OO0OOQO
060000 OOOOOOOOOOOOOSOSOOOO0O®O0OO
060000 OOOOOOOOOOOOOOOTIITI0O0®O0OT® 0
00000 OOOOOHOOOOOOOOOOOT11TO0®O0OT®O0
o o0o0oo0oo0o o0o0o0OOOOOOOOOSOOSOOOOOOOTOQO
0o o0o0o0oo0o o0o0o0©OOO0OOOOOOOSOOSOOOOOOT11IOQO0

ii) (Unicité a conjugaison pres)
Puisque la forme de JORDAN de f répondant a 1 est fixée (a conjugaison pres (cf. question 1),)) on sait que toute autre
solution au probléme aura une matrice semblable a J.

iii) (Conditions suffisantes)
On a rappelé en 1), que la réduite de JORDAN d’un endomorphisme dont la suite des noyaux itérés est

n; ,1<i<5 = (7, 14, 20, 23, 25)
comportem = 143+ 142 = 7 blocs de JORDAN dont les dimensions sont données par
Ti1<i<m =7 = (5755473537352) .

Cette réduction correspond également au tableau de YOUNG (cf. exercice C :)

EE S R

EE S R S

S SR I G
—~—

Reste a vérifier, sinon a démontrer qu’un endomorphisme ayant une réduite de JORDAN comme en i).1 ou de maniere
équivalente un tableau de YOUNG comme en 1 répond bien a la question.
On pourra poser, pour rendre les notations plus commodes, mais néanmoins toujours cohérentes,

no = dimKer f* = dimKerId = 0.

On a alors,

7
V1<k<5 ng—ng_1 = Z min(r;, k) — min(r;, k — 1) (cf. exercice C, question 3) , exercice C, question 4) , question 2).)
i=1
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Si donc la suite des paramétres de JORDAN est 7; ,i<i<m =7 = (5,5,4,3,3,3,2), correspondant au tableau de YOUNG 1,
ona:

ny = imin(ri,l)—min(ri,()) = 7
iil

ng = Zmin(riﬂ)—min(ri,l) = 14
i;l

ng = Zmin(ri,S)—min(ri,Q) = 20
iil

ng = Zmin(ri,él)—min(ri,?)) = 23
iil

nyg = Zmin(ri,S)—min(ri,él) = 25
i=1

7) (4pts) Dans le cas général (n quelconque,) quelles conditions (nécessaires et suffisantes) doit satisfaire la suite nj pour
qu’il existe un endomorphisme f nilpotent vérifiant 1?

Solution : Soit donc (nk) ,keN une suite d’entiers. On cherche ici a généraliser la construction faite a la question 6) ; ¢’est-a-
dire plus précisément a déterminer a quelles conditions il est possible de construire un endomorphisme f nilpotent d’un C-espace
vectoriel 2 de dimension finie n dont la suite des noyaux itérés est la suite (nk) ,keN. Supposons donc qu’il existe (E, f) avec
E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € Endc(F) un endomorphisme nilpotent de E.

N;) La suite (nk) ,keN est a valeurs entiéres.

Puisque
ng = Kerfo = Kerldg = 0,

NQ) ng = 0.
Si f est un endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension n,
VkeN, Ker f* ¢ E = n; = dimcKer f* < n,

ce qui entraine que

N3) La suite (nk) ,keN est bornée.

Il est par ailleurs presque immédiat que

Vk € N, Ker f¥ ¢ Ker f¥! = n;, < Nkt1 3

c’est-a-dire que :

N,) La suite (nk) ,keN est croissante.

Enfin on a montré (cf. exercice B, question 6),) ou (cf. question 3),) que :

Ns) La suite (dg) .k e n+ di, := ny — ng—1 est décroissante ; ¢’esta-dire que la fonction ny, est concave.

Des I’instant o1 la condition N») est satisfaite, puisque les suites (nk) JkeN et (di) i e N+ sont reliées par la formule dj, =
ng — Ni—1, (« dérivation ») et la formule réciproque

k
ny = ng + dy, «intégration » 1
i=1

I'une des deux suites est a valeurs entiéres si et seulement si I’autre I’est aussi.
La condition Ny) équivaut bien entendu a ce que la suite (dj) ,i ¢ N Soit & valeurs positive. Quant aux conditions Ny) et N3),
elles équivalent a ce que ny, soit stationnaire a partir d’un certain rang, autrement dit qu’il

dk e NN VWeN £ >k = ng = ng.
Ceci entraine en particulier que di+1 = 0 ; ce qui, sous I’hypothése que dy, est positive et décroissante, équivaut a
VeeN, ¢ >k = d, =0.

I1 s’ensuit que les conditions N1 ) a N5 ) sont encore équivalentes aux conditions suivantes pour une suite (nk) ,keN, en notant
VkE e N* dyp = np —ng_1 :

D;) La suite (di) ,k e n+ est & valeurs entiéres i.e.a valeurs dans N.
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Dg) ng = 0.
Ds) La suite (dy) i ¢ N+ est décroissante.

D,) Hlexistek € Ntelqued, = 0.

Avant de montrer (cf. 7).3,) que les conditions ci-dessus sont sufisantes a I’existence d’un couple (E, f) solution du probléme,
établissons la formule suivante qui nous servira a plusieurs reprises :

Lemme 7).1

k
VEEN, Y i#({j € [Lim]; r; = i}) = Zz‘(di—dm) = (1—k)ng — knggr .

i=1 i=1

Preuve : La premiere égalité est une conséquence de la question 3). Pour la seconde on calcule :

k k
St e [mlyry =i}) = Y i(di —digr)
i=1 i=1
k k
= ZldZ - Zidi-i—l
i=1 i=1
k k+1
= > idi—> (i—1)d;
i=1 i=2
k
= > (i (i—1))d; — kdyy1 + da
i=2
k
= di + Z d; — k:(nk_H — nk)
i=2
k
= > di — k(nga — i)
1=1
k
= an —Nj—1 — k(nkJrl - nk)
1=1

= ng—kng + kngr1 —no
= (1 — k)nk — knk+1
en se souvenant qu’on doit satisfaire a la condition Ny) ou D»), i.e.ng = 0.
“+oo
Remarque 7).2 On écrira souvent par la suite Z dy qui est en fait une somme finie, puisque la suite (dj) ,x ¢ n+ est nulle &
=k

partir d’un certain rang (cf. Dy).)

Enoncgons et prouvons le résulta suivant :

Proposition 7).3 Etant donné une suite (nk) ,keN Vérifiant les conditions N1) a N5) ou de maniere équivalentes les condition
D) a Dy),

i) (Existence)
il existe (E, f) avec E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € Endc(F) un endomorphisme nilpotent de E tel que

Vk € N, dimc Kerfk = ng.

ii) (Unicité a isomorphisme prés)
De plus si (E, f) et (F, g) sont deux solutions au probléme, il existe un

C — isomorphisme v : E — F telque g o u = uw o f.
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Preuve :

i) D’apres Dy) il existe des entiers k tels que dr, = 0. Soit donc ¢ Ie plus petit d’entre eux. Puisque dj, est décroissante (cf.
Ds),) et a valeurs entiéres (ctf. Dy ),)
VEeN k > e =dy =0.

Lemme i).1 S’il existe un couple (E, f) solution au probléme ¢ est 1’échelon de nilpotence de f et n. la dimension de E.
Preuve : i
VkeN, k > e = np = n. + dezng.
i=e+1

Or en vertu de Ny),
VEeN k < e = np < ne.

11 en découle que
Vk €N, np = dimcKer f* < dimc B = n. < dimc E .

Cependant si f est nilpotent il existe k tel que Ker f* = FE.i.e.dimc E = ny. Il s’ensuit que

dimc F < inea)é(nk) < neg.

1l en résulte donc que dim¢ £ = n, .

Notons donc désormaisn := n.. On a déterminé a la question 3) quel devait étre les paramétres de JORDAN (m, T y1<i<m )
d’un endomorphisme f de C™ nilpotent vérifiant

Vk € N, dime Ker f* = ny, .

Lemme i).2 Si
(m, Ti1<i<m )

est I’ensemble de paramétre de JORDAN construit comme en question 3),

m
g TP =N = Ne.
i=1

Preuve : 1l faut constater qu’une bonne part du mystére possible de cette formule disparait lorsqu’on réalise qu’il ne s’agit ni
plus ni moins que d’égaler la somme suivant les lignes ou suivant les colonnes dans le tableau de YOUNG ou encore, pour ceux
qui sauraient ce que sont ces objets, de considérer une partition et sa partition duale.

Plus formellement, d’aprés la question 3), on a :

m +oo
v o= > k(dy — diya)
i=1 k=1
g
= ) k(dk —disa)
k=1

Cf 7.0 (1—&)ne +ene

= n&

Ainsi, en vertu du lemme 1).2 ci-dessus il existe un endomorphisme f de C™ dont la matrice est donnée par blocs, dans la
base canonique par

Reste a montrer, pour conclure a I’existence de f que :

Lemme i).3
Vk € N, dime Ker f* = ny, .
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Preuve : ona

dim¢ Ker f Z Nk = Z min(r;, k) (cf. exercice C, question 3) , exercice C, question 4).)

11 s’ensuit que :

dim¢ Ker f*

i min(r;, k
i=1

1§iSm,ri<k 1<i<m,ri>k
+oo
= ¥ Zn ({i e Lmlsr =)+ > > k#{i € [Lml;r = £})
1<i<me=1 1<71<me=ht1
+oo
= Zrl ({i € m];r = 0})+ Z k#({i € [Lm];r = £})
{=k+1
+oo
= Zf#({l e [I;m];r = E})+ Z k#({z € [Lim];r = E})
£=1 t=k+1

On peut encore calculer I’expression ci-dessus grice a la question 3) :

dimc Ker f*

k +o0
= ZE#({@ € [sml;r = 0}) + Z k#({i € [Lym]; r

=1 l=k+1
= Zﬁ dz d4+1 + k Z de d€+1
(=k+1
- +00
(cf. 7).1) (1= ke + kngr +k Y (de — deyr)
(=k+1

+oo +oo
(1k)nk+knk+1+k< Z dg — Z dé)

(=K+1 {=k+2
= (1 = E)ngk + kngyr + kdiga
= (1 — k)nk + knk+1 + k(nk — nk+1)

= ng .

ii) On a vu (cf. question 3),) que la suite (dj) ,; ¢ n» détermine complétement les paramétres de JORDAN d’un couple
(E, f) solution du probléme. Pour peu que Ds) ou de maniére équivalente N ) les suites (nk) JkeN et (di) .k € N+ se déterminent
complétement I’une I’autre. Autrement dit les paramétre de JORDAN d’un couple (E, f) solution du probléme sont entiérement
déterminés par la suite (nk) ,keN. La solution du probléme est alors unique a isomorphisme pres en vertu de la proposition
IV.10.9 du cours.

Exercice F : (Géométrie du cone nilpotent)
On regarde dans M, (C) 1 ensemble A\ des matrices nilpotentes, comme espace topologique. On I’appelle le cine
nilpotent. (En fait on pourrait considérer n’importe quel corps, méme si pour la suite il faudrait préciser les topologies,
ce qu’est une variété etc..)

1) (6.5points) A est-il un espace vectoriel ?
Solution : II est claire que
VN eN,VaecC, aN € N;

c’est-a-dire que N est au moins un cone i.e.une réunion de droites. Néanmoins, V(N, M) € N' x N, il n’est pas du tout certain
que N + M soit encore nilpotent en particulier si N et M ne commutent pas. En particulier

(8 (1)) € Ms(C)et ((1) 8) € Ms(C)
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. . 1 R . . . . ,
sont nilpotentes mais leur somme ) est de rang 2, et ne peut donc étre nilpotente puisque une matrice nilpotente n’est

1 0
Jjamais de rang maximal. On peut méme voir explicitement que

(G0 -G

2) (6.5points) Méme si ce n’est pas le cas, on va montrer que N est une sous-variété de M., (C) et déterminer sa dimension.

a) (6.5points) Montrer que N est fermé.
Solution : Une matrice nilpotente dans M., (C) est au maximaum d’échelon n (cf. exercice A, question 2).) Ainsi

VN eN, N* = 0;
mais réciproquement si N = 0, N est nilpotente si bien que
N = {N € M,(C); N* = 0}.

Or I’application
M,(C) - M,(C), N — N" est continue

et N est I'image réciproque du singleton 0 par cette application et est donc fermé.

b) (6.5points) Supposons dans cette question que n = 2.

i) Montrer qu’une matrice nilpotente est de trace nulle.
Solution : Sin = 2,VN € My(C), , le polynéme caractéristique P, est

Pern = det(XI —N) = X? — Tr(N)X + det(N) .

Or, en vertu du théoreme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON, le polynéme minimal Pp, y divise Pern. Si N est nilpotente,
Puminny = X* k > 0, ce qui entraine det(N) = 0 ; ce qu’on sait déja d’ailleurs puisqu’une matrice nilpotente ne peut
étre de rang maximal. On sait également (cf. exercice I, ou IV.11.11) que P, v et Ppin n ont les méme facteurs irréductibles ce
qui force Tr(N) = 0.

ii) Donner deux équations définissant A/ dans M5 (C) (ou une seule équation dans {M € Mz (C); Tr(M) = 0}).
Solution : On vient de voir ci dessus que si N € M (C) est nilpotente alors
Tr(N) = det(N) = 0.
Réciproquement si tel est le cas, Peary = X 2. si bien que, toujours en vertu du théoreme de CAYLEY-HAMILTON,
Ppiny = X, 1 < k < 23
i.e.N est nilpotente. Ainsi :
N = {N € My(C); Tr(N) = 0etdet(N) = 0}

= {N = (Jz; ?) € Ma(C);x+t = Oetat —yz = 0}

= (N = <“” y) € Ms(C); 22 +yz = 0}.

zZ —T

iii) Quelle est cette surface ?
Indication : on pourra effectuer le changement de variables linéaire x = ',y =y + 2’ etz =y’ — 2.
Solution : En effectuant le changement de variable demandé I’équation x® + yz = 0 obtenue ci-dessus devient

P+ Ny 7)) = 0
= x’2+y'2—z’2 = 0.

On constate qu’alors la courbe 4 2’ constant qu’on obtient est un cercle, ce qui caractérise un cone. A noter qu’en considérant
la premiére forme de I’équation 2> +yz = 0, on constate que la courbe obtenue & X constant est une hyperbole ce qui caractérise
également un cone.

On avait vérifié a la question 1) une propriété d’homogénéité qui assurait déja que la variété N est un cone.
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iv) Montrer que N s’identifie 4 une surface dans C3, mais a un point singulier en 0.
Indication : On pourra considérer I’espace tangeant en la matrice nulle, et montrer qu’il est de dimension 3.
Solution : La différentielle df avec f(z,y,z) = x? + yz vautdf = (21: z y) et son rang ne chute qu’en 0.
On peut aussi “tracer” des courbes sur N/, passant par0 € N ent = 0 et prendre le vecteur tangeant en ( : I’espace tangeant
en un point est I’ensemble de ces vecteurs tangeants, modulo équivalence. Soit alors

[-1,1] — N [-1,1] — N [-1,1] — N
Y1t 0 7TV, n: 0 0\, ns: t —t
b <0 0) b <t 0) E o (t _t),

qui sont clairement bien définies, et C*. Alors, I’espace (vectoriel) tangeant A N" en 0 ToN contient

dy (0) = (8 é),d'yQ(O) = ((1) 8),d73(0) +d1(0) — dy2(0) = ((1) 01)

c’est donc sly, I’ensemble des matrices de taille 2 et trace nulle, de dimension 3.

¢) (6.5points) Montrer que les matrices nilpotentes de rang n — 1 (i.e.d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) forment un ouvert,
dense, de V.
Indication : On pourra considérer N sous forme de Jordan, et regarder N + %Jn,

Solution : Supposons que J soit une matrice nilpotente sous forme de JORDAN : Pour tout r < n, soit

O 00 ... 00
1 0 0 ... 0O
J, = 01 0 ... 00 € M,(C)
0 0 0 1 0
le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme
Jr, 0. 0
J = diag(Jry, Jrgy e 3 Jp,) = 0 rs

0
0 0o J.,,

pour un certain entier m .

La suite J + %Jn est formée de matrice nilpotentes puisque triangulaire inférieure stricte. On a montré en effet (cf. exercice A,
question 4),) que cette condition était nécessaire, mais en considérant attentivement les arguments de la preuve on se convaincra
facilement qu’elle est suffisante. Or les matrices J + %Jn sont de rang n et donc d’échelonn — 1.

Si N € N n’est pas sous forme de JORDAN, le théoréme IV.10.10 de réduction de JORDAN qu’il existe une matrice .J sous
forme de JORDAN et une matrice P inversible telles que N = PJP~'. Or M +— PMP~! est continue de M,,(C) dans
M., (C) si bien que

1 1
lim J4+—-J, = J = lim P(J+-J,)P~! = N;
k—+oc0 k k—4o00 k

ce qui donne le résultat puisque le rang et 1’échelon de nilpotence sont inchangés par conjugaison.

d) (6.5points) Montrer que toutes les matrices nilpotentes de rang n — 1 sont conjuguées.

Solution : Elle sont toute conjuguées 4 .J,,. A noter que la combinatoire devient plus compliquée si on ne suppose pas le rang
maximal et I’on est amené alors, pour déterminer les différentes classes de conjugaison a considérer des partitions du nombre n
comme c’est fait dans I’exercice E ou dans I’exercice G.

e) (6.5points) Soit NV une telle matrice. Montrer que I’ensemble des matrices P qui commutent 2 N est isomorphe a C™
Indication : on pourra supposer que N est sous forme normale de Jordan disons sous-diagonale (pourquoi ? , et regarder 1 image
par P de ey).

Solution: SiN = J, et NP = PN,ona Pe; = PNe;_1 = N Pe;_; donc par une récurrence immédiate, Pe; = Ni=1Pe;.

Réciproquement, pour tout v € C™ en posant Pe; = N~ v, alors NP = PN. On a donc un isomorphisme entre C" et
Com(J,,), I’ensemble des matrices commutant a .J,,. Si maintenant N n’est pas sous forme de Jordan, N = Q.J,,Q!, et donc
P commute a N si et seulement si

PQJnQil = QJnQilp <~ QilPQJn = JnQipoa

si et seulement si Q™1 PQ) commute a J,,. Donc le commutant Com(N) de N est Q~*Com(.J,,)Q, donc est aussi de dimension
n.
Voir aussi I’exercice D.
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f) (6.5points) (Difficile)
Montrer que 1’ensemble des matrices de rang exactement n — 1 est de dimension n(n — 1). On pourra construire un C*-
difféomorphisme explicite entre ,,, I’ensemble des matrices nilpotentes d’ordre exactement n, et

1 x ... %
0

S=< M= L . |M€GLn(<C) ,
0 % *

en utilisant ce qui précede.
Solution : Par ce qui précéde, si N = J, e¢e NP = PN, ona Pe; = PNe;_1 = NPe;_1 donc par une récurrence
immédiate, Pe; = N~ Pe;. Donc si P commute 3 N et appartienta S, on a Pe; = e, et donc P = Id.
Essayons de donner un inverse a
GL,(C) — N,
P — PNP!

qui est clairement C°, surjective, et injective restreinte 4 S. Réciproquement si M = PN P~!, comment déduire P en fonction
de M ? On calcule
Mey = PNP 'e; = PNej = Pes.
~—~
pPes

Plus généralement, ) , )
M'e; = PN'P~le; = PN'e; = Pejy,.

Donc la matrice P est donnée en colonne parey, Mey, ..., M™ ey (qui est une base car M est de rang maximal). On en déduite
un inverse a ¢ ;
N, — S

Y M +—— Mat(e;, Mey,...,M" te;)

qui est clairement C*, puisque M +— Mz est C* (linéaire en fait) de M,,(C) — C™.

Remarque 1 Si X est un fermé de C, on peut définir la dimension de X comme le plus grand entier d tel qu’il existe un ouvert
de X C°°-difféomorphe a CH, Lorsque X est une variété différentiable, en particulier lisse, tous les ouverts de X ont méme
dimension (si X est connexe disons). Dans notre cas, A est connexe mais n’est pas lisse, et sa dimension est la dimension de
N, ¢’est done n(n — 1).

Exercice G : (Partitions, tableaux de YOUNG, polygones concaves)
On appelle partition de n une suite d; > dy > ...d, > 0 telle que d; + - - - +d,, = n (on autorise a avoir des répétitions
et des zéros). On note Part(n) leur ensemble. On note Pol I’ensemble des polygones croissants, concaves, a abscisses de
rupture entiéres tels que P(0) = 0 et P(n) = n et pour tout 0 < k < n, P(k) € N.

FIGURE 2 — Deux exemples de polygdnes dans Pol pour n = 4

A A
4.1 4.1
3.1 3.1
2.1 2.1
1.1 Lt
o 1 2 s 4 o 1 2 s 4

On note ) ’ensemble des diagrammes de Young a n cases (https:/fr.wikipedia.org/wiki/Tableau_de_Young).

1) (6.5points) Montrer que I’on a des bijections (naturelles) entre Part(n), Pol, et ).
Solution : Etant donné un polygénep € Pol, sa dérivéep’ est une application constante sur les intervalles|i—1;i[ 1 < i < n ,
et décroissante puisque p est concave. Si I’on note d; la valeur de p' sur]i — 1;4[, en intégrant p’, on a bien évidemment

S di = p(n) = p(0) = n.
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Réciproquement une suite d; ,1<;<», définit une application constante de valeur d; sur les intervalles i —1; [, dont la primitive
s’annulant en 0 est un élément de Pol.
On associe en outre bijectivement a toute partition dans Part(n) un tableau de Young ayant d; cases sur sa i

ieme

colonne.

2) (6.5points) Construire une application naturelle v : N' — Part(n) telle qu’une matrice d’échelon n est envoyée sur la
partition 1 + 1 + .. + 1 = n, et la matrice nulle est envoyée surn + 0+ ---+ 0 = n.
Solution : Pour tout
A€ N, V1 <i<n, v(A); := dimcKer A® — dime Ker A?

convient. Le fait notamment que v(A); est décroissante est établi dans I’exercice B, question 6). En outre les relations entre
pentes du polygone, saut des dimensions des noyaux itérés et tableaux de YOUNG on été étudiées notamment dans I’exercice C
et I’exercice E. En particulier les entiers d; introduit ici sont exactement ceux introduits dans I’exercice B et utilisés dans les
exercices loc. cit..

3) (6.5points) Quel polygone est alors associé a une matrice de rangn — 1 ? Derang 0 7
Solution : II suffit d’intégrer la formule ci-dessus autrement dit, si v est défini comme ci-dessus, I’application w qui lui
correspond par les isomorphismes (cf. exercice G,) est

7 : N — Pol, A — i dimcKer A® .

Ainsi pour une matrice A de rang n — 1, w(A) est la premiére bissectrice, tandis que pour une matrice A de rang 0 i.e.la
matrice nulle, w(A) est la constante d’équationy = n.

4) (6.5points) Montrer que deux matrices de A sont semblables ssi leurs v sont égaux (vu comme polygones, partition ou

diagramme, au choix).

Solution : Bien entendu, si A et B sont semblables elles ont méme suites (nk) ,keN de dimension de noyaux itérés Vk €
N, n, = dimg Ker-*. On peut se reporter 4 I’exercice C pour voir que cette suite détermine complétement le tableau de
YOUNG.

Réciproquement si deux matrices ont le méme tableau de YOUNG (le méme polygéne ou la méme partition) elles ont méme
suite (nk) ,keN de dimension des noyaux itérés, celle-ci étant en effet la primitive (qui s’annule en 0) de la suite dj, des pentes
données par la partition ou le tableau de YOUNG :

7
n; = ng + de
k=1

lorsque ng vaut nécessairement 0. On peut alors utiliser par exemple I’exercice E, question 7) pour assurer que la forme de
JORDAN correspondant aux données est alors uniquement déterminée ; et partant la classe de similitude de I’endomorphisme.

Pour toute partition (ou polygone, ou diagramme) p, on note )/, | ensemble des matrices envoyées sur p.

5) (6.5points) Pourquoi N, est-il une classe de conjugaison ? Donner pour n = 8, un représentant de la classe de conjugaison
de la partition3 +2+ 2+ 1 =8.
Solution : On a vu ci-dessus q’avoir méme polyg6ne ou méme tableau de YOUNG ou méme partition revient a étre semblable
ce qui signifie précisément étre conjugué par un élément du groupe linéaire GL,,(C).
On se reporetera avec profit a I’exercice E pour les détails de la constructions d’une forme de JORDAN dont on connait par
exemple les invariants numériques dy,. Ainsi pour la partition (3, 2,2, 1) on sait que le

nombre de blocsde taille 1 est 3—2 = 1
nombre de blocsde taille 2 est 2—2 = 0
nombre de blocsde taille 3 est 2—1 = 1
nombre de blocs de taille 4 est 1—0 = 1
ce qui donne la forme de JORDAN (2 permutation pres :)

0O 00 OO0 0 O0°0O0

1 0 000 0 0 O

010 0 0 0 00O

J = 0O 01 00 0 00O

0O 00 00 O0O0TDO0

0O 00 01 000

0O 00 00 1 00

0O 00 00 O0O0OTUDO
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6) (6.5points) (Difficile)
Montrer que N, est dans I’adhérence de N, si et seulement si le polygone de p est en dessous du polygone de p'.
Solution : On a déja observé que la partition dj, associée a un endomorphisme nilpotent N est la « dérivée » de la suite
(nk) ,keN des dimension des noyaux itérés :

nE = dimg Ker N¥ et dp, = ngp — Np—1 -

Par semi continuité du rang (de N*) on en déduit donc que si Ny est une suite de limite Ny telle que N} est de rang constant,
alors
rg(Ng) < rg(Ny),

donc _ _
dim Ker Nj > dim Ker N}

donc

Y

Z dj, Z dg,
k=1 k=1
i.e.le polygone de p’ est au dessus du polygone de p.

Réciproquement soit donc Ny € N, et montrons qu’on peut trouver une suite Ny, t €]0, 1], telle que Ny € N, et Ny — Ny.
Tout d’abord on pourrait supposer Ny = J(p') (cf. exercice E, question 7),) la forme de Jordan standard associée a la partition
p' :eneffetsi Ny — J(Np), et No = PJ(p')P~1, alors PN;P~! convient. On suppose donc Ng = J(p').

Soitdy > --->d, etdy > --- > d, les partitions p’ et p. Par hypothése, on a

dy>dy, dy+dy>ditdy,. ., Y d > dy
k=1 k=1

i i
Soit i minimal tel que Z dj, > Z d.
k=1 k=1
Soitr > 1 minimal tel que

No : Ker N**" /Ker N*+"~1 — Ker N*+"~! /Ker N*+"—2

dim =d 4, dim =d;4_1

ne soit pas surjective. Soit alors ¢ = ey € Ker Né”fl un vecteur de la base canonique qui n’est pas dans I’'image précédente
(on peut supposer que c’est un vecteur de la base canonique car No = J(p')). Comme d; = dj, | = ---=dj . | >d; >--- >
ditr, il existe j > r minimal tel que d; ; < d; ; 1, il existe donc e}, € Ker Né““ qui n’est pas dans I’image de Ny. On pose
alors

N = Ny + t0g 0.

Autrement dit pour tout i # {, Nye; = Noe;, et Nyep = Noey + teg. Notons p”’ = d la partition associée a Ny.
On vérifie que,
d! =d, Vs<i+r—1,Vs>i+j+1
d;/Jrr = déJrr - 17
u U
V= di 1,
di=d,, Vitr+1<u<i+j—1

On a évidemment Ny — Ny, et on vérifie facilement que p' > p” > p (en fait on a juste déplacé e, de Ker N7 vers
i

Ker Nt7), donc par récurrence immédiate (sur les différences Z d}, — dy.), on en déduit I’existence d’une déformation Ny telle
k=1
que v(Ny) = p.

Exercice H: (Un graphe)

1) (6.5points) Pour n = 6, donner le graph orienté dont les sommets sont les classes de similitudes de matrices nilpotentes,
et les arétes sont orientées M/ — M s il existe une suite de matrices dans la classe de conjugaison de M dont la limite est dans
la classe de conjugaison de M (on enlevera les arétes ayant méme sommet de départ et d arrivée, et lorsque 1’on a des arrétes
M — M’ — M" on ne fera pas apparaitre I’arréte M — M"").
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Solution :

(******)

(*****)

VS
* o %

2) (6.5points) Ce graph, vu comme graphe orienté, a t’il des cycles ?

Solution : Evidemment le graphe précédent n’a pas de cycle comme graphe orienté : en terme de polygones (cf. exercice G,
question 1) et exercice G, question 6)) une fleche est orientée vers un polygone plus bas, or, (cf. ,) si deux classes de conjugaison
ont le méme polygone, elles sont égales : autrement dit, puisque 1’on enléve les arrétes ayant méme sommet de départ et d’arrivée,
le sommet d’arrivée d’une fléche a un polygone strictement en dessous de celui de départ : on ne peut donc pas avoir de cycle.

Et si on oublie I’orientation ?
Solution : Si par contre on oublie I’orientation des fléches, on voit que le graph précédent posséde deux cycles.

Exercice I : (Facteurs irréductibles du polynéme minimal et du polynome caractéristique)
On va chercher, dans ce probleme, a comparer la décomposition en produit d’irréductibles du polynéme minimal et
du polynome caractéristique d’un endo morphisme.

A noter immédiatement que le corollaire IV.7.3 du théoréme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON est abusif. En effet du
théoréeme de CAYLEY-HAMILTON assurant que
B min u|P car u

il résulte immédiatement que, tout facteur irréductible de Py, ., est un facteur irréductible de P, mais
rien ne permet a ce point d’affirmer que, réciproquement un facteur irréductible de Py, ., soit un facteur irréductible de
Phin . (hormiis si toutefois il est de degré 1 mais ceux-ci jouent un réle particulier (cf. question 1).))

En fait, dans la présentation qui est faite dans le cours, le corollaire IV.7.3 devrait apparaitre comme un corollaire du
corollaire IV.11.11. Ce dernier est lui-méme un corollaire de la proposition 1V.6.4 (cf. DOC n° III, n° III.1.exercice C) et
bien entendu du théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS. C’est précisément le recours a ce dernier résultat, qui est

24



I’un des plus techniques de ce cours, qui pourrait inciter a donner un argument alternatif ; ce que nous allons faire dans
ce qui suit.

Dans tout cet exercice, K est un corps, » € N* E un K-espace vectoriel de dimension n et v € Endg(E) un endo-
morphisme K-linéaire de £. On note sy, (resp. Puinw,) 1€ polynome caractéristique (cf. cours 1V.6.1,) (resp. le polynome
minimal (cf. cours IV.2.2.iv).))

1) (6.5points) (Les facteurs de degré 1)
Rappeler pourquoi
YA €K, (X — XN)|Painu & (X —N)|Pearu

et en déduire que si K est algébriquement clos,
Pcaru|(Pminu)n .

Solution : Découle de I’équivalence entre IV.5.1.a) et IV.5.1.d).
On sait déja, grace au théoreme 1V.7.2 de CAYLEY-HAMILTON, que

Pminu|Pcaru .

On va montrer, (cf. question 7), ¢),) que
Pcaru| [Pmin u]n

L’élément technique principal pour prouver I’énoncé de divisibilité ci-dessus est la possibilité de faire la division eu-
clidienne d’un polynome a coefficients dans un anneau de matrices par un autre (cf. question 6).) La dificulté réside
alors dans le fait de pouvoir justifier une telle construction. Si A[X] et en effet un anneau de polyndmes a une indéter-
minée, nous n’avons formellement établi un théoréme de la division euclidienne que dans le cas ou A est un corps (cf.
cours I11.4.2 ;) sans compter que nous n’avons méme défini les anneaux de polynome que dans le cas ou A est un anneau
commutatif (cf. cours III,) et que nous nous sommes bornés a ne donner la plupart des résultat que dans le cas ou A est
intégre. Or si I’on veut considérer I’anneau M, (K) on sait de longue date qu’il n’est ni intégre ni commutatif. Qui plus
est, on risque d’étre amené, comme on I’a déja fait (cf. DOC n° III, n° IIL.1.exercice D,) a identifier les deux anneaux

(M, (K))[X] et M,,(K[X]) (cf. question 3) .)

On rappelle que, pour un anneau commutatif A, on note M, (A) ’anneau des matrices carrées de taille n x n a
coefficients dans A. On rapelle que cet anneau est isomorphe a ’anneau End4_mod(A”) des endomorphismes du A-
module libre A" ; cet isomorphisme n’étant pas canonique mais donné par le choix d’une base de A™.

2) (6.5points) (L’anneaun (M, (K))[X])

Notons M., (K)" I’ensemble des suites a valeurs dans M.,,(K). On va définir I’anneau (M,,(K))[X] des polyndmes a
une indéterminée a coefficients dans ’anneau M, (K) des matrices n x n comme le sous anneaux des éléments presques
nuls de I’anneau (M, (K))[[X]] des séries formelles a coefficients dans M, (K) dont on rappelle bri¢vement la construc-
tion ci-apres. On suit en cela le méme schéma que celui exposé dans le chapitre III du cours pour les annaux commutatifs.

i) (Addition : groupe abélien)

Puisque (M, (K), +) est un groupe abélien, M, (K)" a une structure naturelle de groupe abélien donnée par I’addition
terme a terme (cf. cours L.6.1.i) ;) pour laquelle I’élément neutre est la suite nulle de valeur constante égale a 04, (x) et
pour laquelle ’opposé d’une suite (1},) ,.cn est la suite ( — M}) pen.

ii) (Multiplication : anneau)
Comme dans le cas ou A est un anneau commutatif, on définira le produit de CAUCHY sur M, (K)N (cf. cours I11.1.2.2,)

k
Y(M, P) € My, (K)" x My (K)Y, (M 50 oy Pl = Y M; 5 pq,, ) Proi -
=0

Il faut d’ores et déja remarquer que x, (x) n’étant pas commutative, * , , (k)" e le sera pas davantage. Il est cepen-
dant toute 2 fait élémentaire de vérifier que (Uy,) ,rcn définie par

Up == I = 1y, et Vk € NY, Uy == O, (x),

est un élément neutre pour * (k)" qu’on notera abusivment / ou méme 1 dans la suite, et que

V(Ma P, Q) € Mn(K)N X Mn(K)N X Mn(K)Na (M + P) *J\/ln(]K)N Q = M >k/\/ln(]K)N Q + P >k/\/ln(]K)N Q
et M*Mn(K)N (P+Q) = M * M (KO P+ M *MH(K)NQ;

c’est-a-dire que * (i) est distributive sur +.
On notera (M,,(K))[[X]] ’anneau ainsi construit.
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iii) (Anneau des polynomes)

On s’intéressera cependant surtout au sous-anneau (M, (K))[X] de (M,,(K))[[X]] constitué des suites presque nulles,
i.e.des suites (Mk) ;keN pour lesquels il existe p € N tel que pour toutq > p, My = O, (k) -

1l est fastidieux mais sans grande difficulté de vérifier que

(M, (K))[X] est effectivement un sous-anneau de (M, (K))[[X]]

ce qui signifie (cf. cours 1.3.3,) que ((M,,(K))[X],+) est un sous-groupe de ((M,(K))[X],+), que (M, (K))[X] est
stable par le produit de CAUCHY * (g et que ’élément unité ] est dans (M (K))[X].

Il ne s’agit rien moins, mais rien de plus non plus que de vérifier que la somme et le produit de deux suites presque
nulle est encore une suite presque nulle; les arguments étant alors exactement de méme nature que dans le cas d’un
anneau commutatif.

iv) (Degré et valuation)

On peut encore définir la valuation val(-) d’un élément de (M., (K))[[X]] (cf. cours IIL.1.14,) ou de (M,,(K))[X] et
le degré deg(-) d’un élément de (M., (K))[X] (cf. cours IIL.2.3.) Cependant il convient de s’arréter un instant sur leurs
propriétés (cf. b).)

v) (Morphisme structural)
L’application
Lt Mp(K) — (MH(K))[[X]], M — (M,0,0,...,0,...)

est encore un morphisme injectif d’anneaux qui est en fait a valeurs dans (M, (K))[X] ; identifiant M,,(K) 2 un sous-
anneau de (M,,(K))[X] ; si bien que, pour tout M/ € M, (K) on notera simplement )/ pour la série formelle (resp. le
polyndme) dont le terme de rang 0 est M/ et les autres termes sont nuls.

1l est encore clair que ’image Im ¢ de ¢ est I’ensemble des éléments de (M, (K))[X] de degré 0.

vi) (Loi externe, structure de M, (K)-module)
Pour tout
(A, M) € My(K) x (Mn(K))[X]

on peut définir A- M = A *( M, en considérant A comme un élément de (M, (K))[X] a travers ..

M (1)) [X]

vii) (Base)
En X Pélément (0,1,0,...,0,...) € (M,(K))[[X]], on constate que c’est en fait un élément de (M., (K))[X], et que

VEEN, XF 1= Xy - *pq, @ X

est la suite dont le ™ terme est k... Comme dans le cas commutatif il n’est pas dificile de montrer que {X k} ke N est
une M, (K)-base de (M., (K))[X].

a) (6.5points) (n = 1)

Que dire de (M,,(K))[[X]] et (M, (K))[X] lorsque n = 17

Solution : Dans ce cas M,,(K) est canoniquement isomorphe comme anneau a K et (M,,(K))[[X]] n’est autre que I’anneau
K[[X]] des séries formelles a coefficients dans K tandis que (M,,(K))[X] n’est autre que I’anneau K[X] des polynomes a
coefficients dans K.

b) (6.5points) (Valuation et degré)

Soit (P, Q) € (M, (K))[X] x (M,(K))[X], que peut-on dire de :
val(P + Q).
val(P * Q),

deg(P + Q)
et deg(Px*Q).

Bien qu’on n’ait pas, en général, P x Q = (@) * P, aurait-on cependant

deg(P*Q) = deg(Q=P)?

Solution :

x) (Somme)
Comme dans le cas d’un anneau de polynémes a coefficients dans un anneau commutatif on a encore

val(P 4+ Q) > min(val(p), val(Q)) et deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))

avec égalité dans le cas de valuations (resp. degrés) différents, puisque ces résultats ne reposent que sur la structure de groupe
abélien de (M,,(K))[X].
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1) (Produit)
Il découle presque immédiatement de la définition du produit de CAUCHY que

val(P x Q) > val(P) + val(Q)et deg(P x Q) < deg(P) + deg(Q) .

On avait cependant bien remarqué qu’on avait égalité dans le cas des anneaux intégres.
Ici il suffit de s’intéresser a des éléments de degré 0, pour obtenir des contre-exemples. Dés que n > 2 en effet, on sait bien

qu’on peut trouver
(A,B) € M,(K)x M, (K) telque A # 0, B # 0et A*xB = 0.

11 s’ensuit que
val(A* B) = 400 > 0 = val(A) + val(B) et deg(A* B) = —oo0 < 0 = deg(A) + deg(B) .
1) On peut aussi trouver
(A,B) € Mp(K) x M, (K) telque AxB = 0et BxA # 0.
ce qui entraine

deg(A* B) = —ooetdeg(BxA) = 0.

3) (6.5points) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneau M., (K)-linéaire :

¢ (Mp(K)X] — Mu(K[X])

X 0 ... 0 O

O X ... 0 O
X — M; =

0 O X 0

0 O 0 X

et que de plus ¢ est un isomorphisme.
Indication : On pourra noter _
Vie N, M; = M;

et remarquer que M; commute avec tous les éléments de M., (K[X]).
Solution :

i) (Condition nécessaire (unicité))
Notons My € M, (K[X]) Ia matrice

X 0 0 0
0 X 0 0
XI = :
0 O X 0
0 0 0 X
Si ¢ est un morphisme d’anneau,
Xk 0 0 0
0o Xx* 0 0
VE €N, ¢(X*) = ¢(X)F = M} = My, = :

0 0 ... Xk 0
0 0 ... 0 X*

Puisque {X*}p en C (Mn(K))[X] est une base de (M, (K))[X], si on demande a ¢ d’étre M.,,(K)-linéaire il est
entierement déterminé.
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ii) (Condition suffisante (existence))
Reste a montrer que le morphisme M, (K)-linéaire défini ci-dessus est bien un morphisme d’anneaux.
11 est claire que

10 0 0
0 1 0 0
O () 1x) = $(X°) = My = :
00 10
00 0 1
De plus :
d
VP = ) AiX' e (Mn(K))[X],
=0
VQ = > BiX'e (My(K))[X],
=0
d e
(P Q) = ¢ DD AxBxH

i=0 j=0

d e
— ZZAi*B]—*qS(XH'j)

i=0 j=0

d e
= DO A By x My

i=0 j=0

d e
= ZZAi*Bj*MZ-*Mj.

i=0 j=0

On rencontre le seul point délicat de la preuve ici, ou du moins le seul qui différe vraiement d’un calcul analogue dans des
anneaux commutatifs. Il faut en effet remarquer ici que

Vi e N, VA e M, (K[X]), M; * A = Ax M, ;

c’est-a-dire que les matrices M; commutent avec toutes les autres; ce qui est bien connu (ce sont des matrices scalaires, a
coefficients dans K[ X] certes.)
11 s’ensuit que :

d e

=0 j=0
d e
1=0 7=0
= o(P)x¢(Q) .

i) (Bijectivité)

11 suffit de montrer que { M} }i ¢ n est une base de M, (K[X]). C’est essentiellement ce qu’on a fait au DOC n° III, n°
III.1.exercice D, question 1).

1 est presque immédiat de montrer que { My}, ¢ n est une famille libre. Si en effet Z A« M; = 0,

i=1
VI<j<n, VI<k<n, Y AijpX'=0;
i=1
ce qui entraine,, puisque {X*}. ¢ v C K[X] est une base de K[X],
VlSZST, Vlg]gn, Vlgkﬁn, Ai,j,k = OZEV1§’LS7’, Az = OMn(K)

Pour tout
(Mij)1<i<p € MauK[X]),VI<i<n,V1<j<n, Mj; € K[X].

Donc

di,j

§ : Y4
Mi,j = am,gX .

£=0
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On prolongera les applications «; j,. en posant
VKEN, l > di,j = QG50 = 0.

Posons alors

d = max (di;) et VO < ¢ < d, Ay lamatrice c; ¢ . 1
1 <i<n '
1<j<n
I est ensuite facile de constater que
d
M =" AgxM,. 2
£=0

L’isomorphisme ¢ ci-dessus permet donc d’identifier (en tant qu’anneau) les polynémes dont les coefficients sont
des matrices (M,,(K))[X] au matrices dont les coefficients sont des polynémes M,,(K[X]). On se placera donc, dans
la suite, sous I’un ou I’autre point de vue, selon ce qui sera le plus commode. En particulier on oubliera la notation M/;
pour lui préférer X, dont on gardera bien a ’esprit que ¢’est une matrice qui commute avec n’importe quel élément de
M, (K[X]). On notera I ’unité de ces anneaux qui est la matrice identité de M., (K).

4) (6.5points) (Valuation et degré)
Pour M € (M,(K))[X] comparer la valuation et le degré de M définis en question 2), iv) et les valuations et degré
respectifs des coefficients de la matrice ¢(M ).
Solution : Si on note

o(M) = (Mij)1<i<n
I<j<n
on rappelle que les M, ; sont des éléments de K[X]. Les formules question 3), iii).1 et question 3), iii).2 montrent alors que

deg(M) = max  (deg(M; ;)) et val(M) = ) miin n(val(Mm-)).

INTINA
Sl
IN]IN

INIA
INTIN

1
1 J
5) (6.5points) (Eléments inversibles)

Puisque M, (K) est un sous-anneau de ¢ : (M, (K))[X] = M, (K[X]), tout inversible de M,,(K) est encore inver-

sible dans M, (K[X]). En revanche il n’est pas tout a fait immédiat de déterminer exactement ce qu’est (M, (K[X]))* ;
ce dont d’ailleurs nous n’aurons pas explicitement besoin. On peut cependant remarquer :

a) (6.5points) (Matrice de carré nul)
Montrer que si A € M,,(K) vérifie A2 = 0, I — AX est inversible.
Solution : En effet,
(I-AX)s(I+AX) = I? - (AX)* = [ - A’X? = T.

b) (6.5points) (Matrices nilpotentes)

Plus généralement montrer que si A € M,,(K) est tel que A™ = 0, (nilpotente d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) I — AX est
inversible.

Solution : Puisque X et A commutent, on a :

n—1
(I-AX)xY X'A" = [-X"A" = 1.
=0

6) (6.5points) (Division euclidienne)
Pour tout (M, P) € (M, (K))[X] x (M, (K))[X] tel que
d
P = ZPiXi avec Py € M, (K)* inversible,
i=0

montrer qu’il existe
(Q,R) € (Mu(K))[X] x (Mn(K))[X] telque M = PxQ+ Retdeg(R) < deg(P).

Indication : On pourra adapter la méthode utilisée dans le I11.7.7.

Solution : On procéde comme dans le II1.7.7. On pourrait d’ailleurs renvoyer a ce texte en justifiant que I’argument clef est
que le coefficient de plus haut degré de P est inversible. Cependant, outre le fait qu’on doit ttraiter la question pour un anneau
non intégre, une difficulté supplémentaire réside ici dans le fait que les coefficients que nous considérons appartiennent a un
anneau qui n’est pas commutatif. L’honnéteté veut donc que I’on réexamine les arguments de cette preuve sous les hypothéses
faibles faites ici.
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i) (deg(M) < deg(P))
I1 suffit, dans ce cas de prendre

I
S

Oet R

O
I

i) (deg(M) > deg(P))
x) Il existe (cf. II1.7.7.question 3),)
(8,0) € (Mn(K))[X] x (M,(K))[X] telque M = P« S + Cetdeg(C) < deg(M).
En effet, définissons S par
Sdeg(M)—des(P) = Py ' * Maeg(ary et Vk € N, k # deg(M) —deg(P), Si, = 0.

Par construction on a alors
C := M —PxS avecdeg(C) < deg(M).

1) (Raisonement par récurrence)
On termine I’argument par récurrence sur I’entier deg(M) — deg(P) (cf. IIL.7.7.question 4).) En effet, C' étant construit
comme ci-dessus, deg(C) — deg(P) < deg(M) — deg(P), on peut écrire

C = P«T+ R avecdeg(R) < deg(P)
d’ou il résulte

M =P+xS+C =P+«S+PxT+R =P(S+T)+ R.

7) (6.5points) (Facteurs irréductibles)
Soit
A e My(K)et M := Ppinal € (Myp(K))[X] = M,(K[X]).

a) (6.5points) (Division euclidienne)
Montrer qu’il existe

(Q.R) € (My(K))[X] x (Mn(K))[X] telque M = (A—IX)*Q + Retdeg(R) < 1.

Solution : II faut juste constater que A — I X est de degré 1 et de coefficient de plus haut degré I qui est inversible si bien
qu’on est dans les conditions d’application de la question 6).

b) (6.5points) Montrer que R = 0.
Solution : 11 suffit d’évaluer I’identité précédente en A.

¢) (6.5points)
PcarAHPmin A]n

Solution : I découle de a) et b) que M = (A — IX) * Q. d’ou il résulte

[Prin a]" = det(M) = det(A —IX) «det(Q) = Peara xdet(Q) .

d) (6.5points) (Facteurs irréductible)
En déduire que tout facteur irréductible de P, 4 est un facteur irréductible de Py 4 -
Solution : C’est bien entendu maintenant une conséquence immédiate de c) et du lemme de GAUSS.
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