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Avant-propos

On montre, au chapitre II, que les groupes abéliens sont essentiellement du genre Z" ou Z/nZ ou bien des
produits de ce type d’objets. On verra, au chapitre IV, qu une matrice a coefficients dans un corps, dans les cas
les plus favorables, est semblable a une matrice composée de blocs de JORDAN :

MO0 0 0 0
1 A 0 0 0
0 1 A 0 0 0 0
0 0 0 1A
X2 00 0 0
1 X 0 0 0
0 0 1 X 0 0 0
0 0 0 1 A
A 00 0 0
1 A 0 0 0
0 0 0 1 A 0 0
0 0 0 ... 1 A,

Méme s’il n’est pas toujours possible d’obtenir une telle réduite de JORDAN, une matrice quelconque sera, en
revanche, toujours semblable a une matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux sont des matrices
compagnons :

SMCG,Ldl 0 0
0o ... 0 0 ag,o
1 0 ... 0 0 —a2 4
0 : 0
00 1 —a2,4,_,
0 0 ... 0 1 —a27d2_1
00 00 —an,
10 00 —an,
0 0 Lo
0 0 10 —ar, ,
0 0 0 1

_a/TadT—l

On constate que, méme si les questions paraissent, au premier abord tout du moins, assez dissemblables,
dans I’un et Iautre cas, celui des groupes abéliens et celui des matrices, on cherche a « décomposer« 1’objet
de départ en objets élémentaires puis a assurer que deux objets possédant la méme décomposition sont en fait
« identiques ».
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Il conviendra bien évidemment de préciser ce que sont ces « décompositions » et ce que signifie étre « iden-
tique« qui peut étre précisé en « isomorphe« mais ne sera tout a fait précis que lorsqu’on aura bien spécifié de
quel isomorphisme on veut parler.

La ressemblance entre les deux démarches évoquées ci-dessus n’est ni fortuite ni completement formelle.
Nous verrons en effet que les résultats les plus précis qu’on peut obtenir concernant les groupes abéliens sont
en fait conséquences du théoreme de structure (théoreme I1.10.5;) tandis que ceux concernant les matrices
proviennent du théoréeme de réduction de FROBENIUS (théoreme IV.11.5.) On pourra alors se convaincre que
ces deux résultats sont des avatars du théoreme B.6.13, de structure des modules de torsion sur un anneau
principal.

On pourait donc tout a fait introduire le formalisme général, a savoir celui des A-modules et faire découler
les résultats qu’on veut obtenir de résultats généraux sur ces objets. Cependant on préfere laisser découvrir de
telles formulations générales apres avoir étudié en détail les cas particuliers ; sans compter que les preuves des
résultats généraux, exposés au paragraphe B.6 par exemple, nécéssitent I'usage d’outils plus techniques que
dans les cas particuliers des paragraphes I1.10 et IV.11. Le formalisme des A-modules cependant développé a
I’appendice A, n’est en aucun cas un prérequis a la compréhension des résultats de ce cours, mais doit davantage
apparaitre comme une synthese des énoncés précédents. En particulier il est recommandé d’étudier I’appendice
A apres avoir compris comment les constructions données dans les paragraphes 1.6 et IV.1 se formalisent dans
le cadre plus général de la théorie des A-modules.

Dans cette perspective, on trouvera nombre de titres de paragraphes prenant, par exemple, la forme :

«I.1 Structures de groupe, d’anneau ... (cf.
All)»

signifiant que le paragraphe A.1 peut étre lu en parallele avec le paragraphe I.1.

De la méme maniere :

« Théoreme I1.10.5 (cf.
IV.11.5,B.6.13) »

signifie que ces trois énoncés sont de méme nature.
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I . —Groupes, anneaux, quelques constructions
1.0 . —Introduction

Ce chapitre (I,) pourra sembler étre essentiellement constitué de révisions, ce qui est d’ailleurs le cas. on
recommande néanmoins de porter une attention particuliere aux paragraphes 1.7, 1.8 et 1.9 qui introduisent a un
formalisme dont il est tres utile de disposer dans la suite. les notions de quotients et leur propriétés universelles
en particulier sont indispensables a nombre de constructions ultérieures.

on a placé ci-apres (1.0.1, 1.0.2) les définitions de magma et de leur morphismes a seule fin de pouvoir y
référer librement dans la suite, sans que ces objets n’aient un véritable intérét en eux-mémes eu égard au peu
de résultats qu’on peut obtenir avec aussi peu de structure. Bien entendu les structures algébriques qui seront
étudiées en détails au long de ce cours sont celles de groupes et d’anneaux exposées dans le paragraphe I.1 et
suivants.

Les notations données en 1.0.3 sont autant de conventions commodes utilisées dans tout ce texte.

1.0.1 .—Magma

Définition 1.0.1.1 (Loi de composition) Pour un ensemble M on appelle loi de composition (ou loi de compo-
sition interne ou loi interne) * sur M une application

* : MxM — M.

Le couple (M, x) est appelé magma.

Définition 1.0.1.2 (Associativité) On dit qu’une loi de composition * sur un ensemble M est associative si
Vee M,Vye M,Vze M, (xxy)xz = zx*(y*2)).

On peut alors parler pour (M, x) de magma associatif.

Définition 1.0.1.3 (Eléments particuliers) Soit (M, %) un ensemble muni d’une loi de composition associative
(magma associatif)

i) (Elément neutre)
Un élément neutre pour (M, x) est un élément e € M tel que

Vee M, (rxe = exx = ).

ii) (Symétrique)
Si M possede un élément neutre € on dit qu’un élément x € M posseéde un symétrique pour la loi * s’il
existey € M tel que
TxYy = Y*xT = €.

Remarque 1.0.1.4 Dans la suite on ne considérera que des magmas associatifs dans la mesure ou ce seront les
seuls que nous rencontrerons. Il se peut que certains énoncés puissent étre formulés sans cette hypothése mais
nous ne cherchons pas le plus grand degré de généralité possible mais une présentation que nous espérons la
plus claire et la plus lisible ainsi que la moins répétitive.

Proposition 1.0.1.5 (Propriétés) Soient (M, *) un magma associatif.

i) Sieeté€ sontdes éléments neutres de (M, x) alorse = €.
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ii) Si (M, *) posséde un élément neutre et si y et z éléments de M sont des symétriques pourx € M,y = z.

Remarque 1.0.1.6 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un magma lorsqu’il en possede un et du sy-
métrique d’un élément lorsqu’il en possede un.

Exemple 1.0.1.7 Si X est un ensemble I’ensemble M des applications de X dans lui-méme est un magma
associatif pour la loi o de composition des applications. Il posséde un élément neutre Id x. En revanche un
élément f : X — X de M n’apas de symétrique en général puisque f n’est pas bijective en général. La loi
o n’est en général pas commutative non plus.

Définition 1.0.1.8 (Commutativité) On dit qu'une loi de composition * sur un ensemble M est commutative
si
Vee M,Vye M, (xxy = yx*x).

1.0.2 . —morphisme

Définition 1.0.2.1 (Morphisme homomorphisme) Etant donnés deux magmas
(M, *) et (N,-)
on dit qu’une application f : M — N est un morphisme ou homomorphisme de (M, x) dans (N, -) si
VeeM,Vye M, (f(xxy) = f(z) - f(y)).

Lemme 1.0.2.2 i) Pour tout magma (M, x) I'identité Idy; est un morphisme du magma M dans lui-méme.

ii) Pour (M, *pr), (N,*n) et (P, xp) des magmas, f : M — Netg : N — P des morphismes, le com-
posé g o f est un morphisme.

Définition 1.0.2.3 Etant donnés deux magmas (M, ) et (N, -), un morphisme f : M — N est un isomor-
phisme s’il existe un morphisme g : N — M tel que

gof:IdMetfog:IdN.

On notera Isom (M, N) I’ensemble des isomorphismes de (M, x) dans (NN, -).

Proposition 1.0.2.4 Etant donnés deux magmas (M, ) et (N, ), une application f : M — N estunisomor-
phisme si et seulement si ¢’est un morphisme bijectif.

Preuve : Si f est un isomorphisme, c’est par définition un morphisme qui est bijectif puisque possédant une
application réciproque.
Réciproquementsi f : M — N est une application bijective, il existe une application

g: N — Mtellequeg o f = Idpyret f o g = Idy .

Alors :
Y(u,v) € N x N, g(u-v

~
I
<
kﬁ
Q
—~
I
=
kﬁ
Q
—~
e
—
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Définition 1.0.2.5 Soit ()M, %) un magma.

i) (Enndomorphismes)

Un morphisme f : M — M de M dans lui-méme est appelé endomorphisme. On note End(M) 1’en-
semble des endomorphismes de M.
ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : M — M est un automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme et un endomor-

phisme. Il revient au méme, grace a la proposition 1.0.2.4, de dire que f est un endomorphisme bijectif. On note
Aut (M) I’ensemble des automorphismes de M.

Exemple 1.0.2.6 Pour un magma M, I’identité Id; est un automorphisme de M.

Proposition 1.0.2.7 Soient (M, *) un magma, E un ensemble et M I’ensemble des applications de E dans
M. Pour tout (f,g) € M¥ x MPF, ondéfinit f )= g € MF de la maniére suivante : Pour toutx € FE,

frme g(x) = f(z)*g(z).

i) (MP, %y5) est un magma c’est-a-dire que * ;= est une loi de composition interne sur M¥.
ii) Laloi x & est la seule loi sur I’ensemble M telle que, pour tout z € E, I’application
ME — M, f— f(x)
soit un morphisme.
iii) Le magma (MF x,,r) est associatif dés que (M, ) I’est.
iv) Le magma (MF | x)r) est commutatif dés que (M, ) I’est.
v) Si (M, ) posséde un élément neutre e, I’application
eyr - E — M, x — €

est I’élément neutre de M ¥ .

Notation 1.0.3 i) (Triangle/carré commutatif)

On dit que
X x 1.y
fl N g resp.gl | lh
y ", 7z zZ LT

est un triangle (resp; un carré) commutatif si X, Y, Z et T sont des ensembles f, g, h, i des applications dont
la sources et le but sont évidemment donnés par le sens des fleches et que

g =ho f%(resp.i o g = h o f.)
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ii) (Diagramme commutatif)
Un diagramme plus élaboré sera dit commutatif si tous les triangles et carrés le constituant le sont. Par
exemple, dire que le diagramme

X
g

Z
est commutatif signifie que

koh=14,hof=j0g
ce qui entraine en particulier que

iof=kojog.

Autrement dit encore, en termes de graphes, si deux parcours sont possibles d’un sommet a un autre, il sont

équivalents au sens ou les composées des applications que 1’ont trouve le long de I’un et 1’autre parcours sont
les mémes.

iii) Bien entendu les ensembles en jeu peuvent bénéficier de structures supplémentaires (groupes I.1.1, anneaux
I.1.6, modules A.1.1 ...) auquel cas les applications en jeu sont des morphismes (de groupes 1.2.1, anneaux
1.2.4, modules A.2.1....)

I.1 . —Structures de groupe, d’anneau ... (cf. A.1)

Définition I.1.1 (Groupe) Un groupe est un couple (G, ) (le plus souvent simplement noté GG, ) ot G est un
ensembleet x : G Xx G — @ est une application appelée loi de composition vérifiant :

Gr;) Pour tout triplet (z, y, z) d’éléments de G,

(xxy)*xz = zx(y*xz),

on dit que la loi interne * est associative.

Gry) Il existe un élément e € G appelé élément neutre de G tel que, pourtoutz € G,x*xe = exx = .
Gr3) Pourtoutélémentz € G, il existe unélément 2’ € G appelé symétrique de x ettel que x*x2’ = 2'xx =
e.

1l revient au méme de dire que (G, *) est un magma associatif possédant un élément neutre et dans lequel
tout élément possede un symétrique au sens des définitions du paragraphe 1.0.1.
Les formulations « (G, *) est un groupe » ou « * munit G d’une structure de groupe » sont synonymes.

Exemple 1.1.2 a) L’axiome I.1.1.Grz) entraine qu’il n’existe aucune structure de groupe sur 1’ensemble vide
(). Un groupe est donc un ensemble possédant au moins 1 élément.

b) On peut définir une unique loi de composition qui donne a 1’ensemble {()} 2 un élément une structure de
groupe :

D0 = 0.
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¢) (Legroupe S(X))

Un des premiers groupes qu’on peut introduire, au sens ou sa définition ne nécessite guere plus que les
premiers axiomes de la théorie des ensembles, est le groupe S(E) des bijections d’un ensemble F muni de la
loi o. C’est une partie du magma considéré dans I’exemple 1.0.1.7, et précisément celle constituée des éléments
qui ont un symétrique. Pour ne nécessiter que tres peu de matériel pour étre défini, ce groupe n’est cependant
pas le plus aisé a étudier.

d) SiK estun corps et F un K-espace vectoriel, I’ensemble GL(E) des applications linéaires bijectives de E
dans lui-méme (endomorphismes) est un groupe pour la loi de composition o. Si F est de dimension finie n, une
base de F étant fixée, cette derniere définit un isomorphisme de K-espace vectoriel £ = K" qui définit lui-
méme un isomorphisme de GL (E) sur le groupe GL,,(K) des matrices carrées n x n inversibles a coefficients
dans K.

Définition 1.1.3 Etant donné un groupe (G, %), si pour tout couple (x, y) d’éléments de G, = *y = y * , on
dira que G est abélien ou commutatif .

Dans ce cas on notera usuellement + la loi interne et 0 I’élément neutre en référence au groupe abélien
(Z,+).

Un groupe n’étant rien de plus (ni de moins d’ailleurs) qu’un magma associatif possédant un élément neutre
et dans lequel tout élément posséde un symétrique, la proposition I1.0.1.5 vaut encore ici mutatis mutandis.

Proposition I.1.4 (Propriétés) Soient (G, *) un grouepe.

i) Sieeté sontdes éléments neutres de (G, x) alorse = €.

ii) Siy et z éléments de F sont des symétriques pourx € FE,y = z.

Remarque I.1.5 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un groupe et du symétrique d’un élément dans
un groupe.

L’élément neutre est souvent noté 1 et méme 0 dans le cas des groupes abéliens par analogie avec le groupe
(Z,+). Le symétrique d’un élément x est usuellement noté 2~ et appelé inverse de x, voire —x dans le cas
d’un groupe abélien et appelé alors opposé de x.

Définition 1.1.6 (Anneau) Un anneau est un triplet (A, +, ) (le plus souvent noté A, ) tel que :

Anny) (A, +) estun groupe abélien (cf. I.1.3;)
etlaloi*x : Ax A — A vérifie:

Anny) pour tout triplet (x,y, z) d’éléments de A,
rr(yxz) = (wxy)*z,
(laloi * est associative);
Anngs) il existe un élément 14 de A, appelé élément neutre de (A, x), (souvent noté 1 lorsque le contexte est

clair) tel que, pourtout z € A,
laxz = xxly = x;

(on supposera toujours que 14 # 04 ol 04 est 1’élément neutre pour la loi + ;)
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Anny) pour tout triplet (x,y, z) d’éléments de A,
xx(y+z)=x*xyt+axz, et (x+y)xz=w*xz+y=*z,

(la loi * est distributive par rapport a la loi +.)

On dira aussi que les lois + et * donnent a I’ensemble A une structure d’anneau.

La loi + est usuellement appelée addition et la loi x multiplication, par analogie avec I’anneau “modele”
(Z,+, *). Pour tout couple (x, y) d’éléments de A, on appellera x + y et x * y respectivement somme et produit
de z et y.

On remarque que pour tout z € A,

Opxx = %04 = 04.

On dit que 0 4 est un élément absorbant.
11 est usuel de désigner le groupe abélien (A, +) sous le terme de groupe abélien sous-jacent & 1’anneau A.

Remarque I.1.7 On aurait pu formuler les axiomes 1.1.6.Anns) et 1.1.6.Anns) en disant que (A, *) est un
magma associatif possédant un élément neutre (cf. 1.0.1.)

Définition 1.1.8 (Anneau commutatif) Etant donné un anneau (A, +, %), si
V(z,y) EAX A zxy = yxu

on dira que la loi * est commutative ou encore que I’anneau (A, +, x) est un anneau commutatif.

Exemple 1.1.9 a) L’ensemble Z des entiers relatifs muni de ses opérations + et * est un anneau commutatif.

b) La relation ~,, de congruence modulo n est compatible a la multiplication i.e. pour tout (a,b) € Z X Z,
et (a',b) € ZxZ,si

a ~, aetb ~, b,

alors
ab ~, d'b’.
Ce qui permet de définir une multiplication *z/,,7 sur I’ensemble Z/nZ des classes modulo n par :
E*Z/nZg = ax*xb.

Le triplet (Z/nZ, 47/nz, ¥z7,/nz), 1& plus souvent noté Z/nZ, est un anneau commutatif.
(Z/nZ, ) n’est jamais un groupe.

¢) Ondiraqu’une fonction f : R — R esta support compact, s’il existe un intervalle [a; b] C R (i.e.un sous
ensemble compact de R, ) tel que pour tout = ¢ [a;b], f(z) = 0. Lensemble C des fonctions continues a
support compact, muni de 1’addition :

+: CxC — C
(fr9) = fHgl(f+9)(z) = f(z)+g(x)Vz €R, ;

et de la multiplication :

x: CxC — C
(fr9) = fxgl|(f*g)(x) = f(z)*g(z)Vz €R, ;

n’est pas un anneau au sens de la définition I.1.6. En effet, C ne posséde pas d’élément neutre pour la multipli-
cation x et ne vérifie donc pas I’axiome 1.1.6.Anng).

Dans la suite de ce cours, nous n’aurons pas a considérer de tels objets, ce qui nous a incité a donner une
définition d’anneau plus restrictive a laquelle satisferont tous les objets de notre étude. Les anneaux que nous
considérerons sont parfois appelés anneaux uniféres.
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Les propositions 1.0.1.5 et 1.1.4 s’étendent encore au cas des anneaux. On peut en effet remarquer qu’un
anneau est un magma a la fois pour sa loi d’addition + ainsi que pour sa loi de multiplication * si bien que :

Proposition 1.1.10 (Propriétés) Soient (A, +,*) un Anneau. Le couple (A, +) est en particulier un groupe
abélien si bien que :

i) L’élément neutre 04 pour la loi + est unique.
ii) Tout élément de A posséde un unique opposé pour la loi +.

iii) L’élément neutre 1 4 pour la loi * est unique.

iv) Un élément de A posséde au plus un symétrique pour la loi x qu’on appellera inverse.

Définition 1.1.11 (Elément inversible) Tous les éléments d’un anneau A différents de 04 ne possédant pas
nécessairement un inverse pour la loi *, on notera A* 1’ensemble des éléments de A inversibles pour * i.e. ceux
qui possedent un inverse. On appelle parfois également unité un élément de A*.

Proposition I.1.12 Si A est un anneau (resp. un anneau commutatif) (A*, ) est un groupe (resp. un groupe
abélien.)

Exemple 1.1.13 a) Le groupe (Z*, ) des inversibles de Z est ({—1, 1}, x) qui est isomorphe au groupe abé-
lien Z/27.

b) Pour un K-espace vectoriel V' ’ensemble End(V) des endomorphismes de V' est un anneau dont le groupe
des inversibles End (V)™ est le groupe linéaire GL(V').

Définition 1.1.14 (Anneau intégre) Si (A, +, %) est un anneau tel que

Vee A, Vy € A, (zxy = 0=z =0Vy=0),
on dit que A est un anneau integre.
Exemple 1.1.15 Les anneaux Z et K[X] (cf. I[1.2.5.1),) sont integres.

Définition 1.1.16 (Corps) Un anneau commutatif (A, +, x) est un corps si tous les éléments de A différents de
0.4 possedent un inverse pour la loi * ; i.e. A = A\ {0a}.

Remarque I.1.17 Un corps est un anneau intégre mais la réciproque est fausse. En effet I’anneau (Z, +, *) est
intégre mais n’est pas un corps.

Exemple 1.1.18 Les ensembles Q, R, C munis de leurs lois usuelles sont des corps commutatifs ainsi que
F, := Z/pZ pour p premier; en revanche le corps des quaternions de Hamilton n’est pas commutatif.

10
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I.2 . —Morphismes (cf. A.2)
Définition 1.2.1 (Morphisme de groupes) Etant donnés des groupes
(Ga *) et (Hv ')7

un morphisme de groupes (ou homomorphisme de groupes) est une application [ : G — H telle que pour
tout couple (x,y) d’éléments de G,

flxxy) = f(x)- fy).

On notera Homeg, (G, H) (ou simplement Hom (G, H) si le contexte ne préte pas a confusion) I’ensemble
des morphismes de G dans H. On verra également au paragraphe 1.6 que la notation Homy (G, H) est tout a
fait naturelle.

Remarque I.2.2 On constate que dans la définition ci-dessus aucune condition supplémentaire n’est exigée par
rapport a un morphisme de magma (cf. 1.0.2.1.)

Proposition 1.2.3 (Propriétés des morphismes) de groupes Etant donné un morphisme de groupe

f: (Gyx) — (H,-) avec e(resp. ey ) I’élément neutre de G(resp. H )

i) fleg) = en;

ii) pourtoutz € G,siy € @ estson symétrique, f(y) est le symétrique de f(x) dans H.

Définition 1.2.4 (Morphisme d’anneaux) Une application
f : (A, +A,*A) — (B7+B;*B)

est un morphisme (homomorphisme) d’anneaux (ou simplement morphisme si le contexte ne préte pas a confu-
sion,) si :

Anns) f : (A,+4) — (B,+p) estun morphisme de groupes (cf. 1.2.1.)

Anng) Pour tout couple (x,y) d’éléments de A,
flexay) = f(@)*p f(y).

Anny) f(1a) = 1p.

Cela revient a dire que f est un morphisme a la fois pour les magma (A, +) et (B, +) (cf. Anns),) ainsi que
pour les magma (A4, *) et (B, *) (cf. Anng).) Néanmoins on ajoute la condition Anny) dont on verra I’importance
dans la suite.

On parlera, ici encore, du morphisme de groupe sous-jacent a f.

Lemme 1.2.5 ( (cf. A.2.3)) i) Etant donné un ensemble X, si (X, +) est un groupe (resp. (X +, *) un anneau)
I’identité Idx de X et un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

11
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ii) Soient
Xty 94,y

des applications (ot X, Y et Z sont des ensembles) si (X,+), (Y,+) et (Z,+) sont des groupes, f et g
des morphismes de groupes (resp. (X, +,x) (Y, +,x) et (Z,+, x) sont des anneaux, [ et g des morphismes
d’anneaux,) g o f est un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

Définition 1.2.6 (Isomorphisme (cf. A.2.4)) Soit f : X — Y une application (ou X et Y sont des ensem-
bles,) si (X, +) et (Y, +) sont des groupes (resp. (X, +, x) et (Y, +, *) des anneaux,) f est un isomorphisme de
groupes (resp. d’anneaux,) s’il existe un morphisme de groupes (resp. d’anneaux,)

g:Y — X tlque go f =1Idxetfog = Idy.

On notera
Isomegy (X, Y)(resp. Isomann(X,Y) ) ou simplement Isom(X,Y)

si le contexte ne préte pas a confusion, I’ensemble des isomorphismes de groupes (resp. d’anneaux) de X dans
Y.

Proposition 1.2.7 (Morphisme bijectif (cf. A.2.5)) Etant donnée une application
f: X — Y (ouX etY sontdesensembles,)

si (X,+) et (Y,+) sont des groupes (resp. (X,+, ) et (Y,+,*) des anneaux,) f est un isomorphisme de
groupes (resp. d’anneaux,) si et seulement si f est un morphisme de groupe (resp. d’anneaux,) bijectif.

Preuve : Si f est un isomorphisme c’est une application bijective puisque possédant une application réci-
proque.

Réciproquement si f est un morphisme bijectif (de groupes (resp. d’anneaux,)) ¢’est en particulier un mor-
phisme du magma (X, +) dans le magma (Y, +) (resp. et du magma (X, *) dans le magma (Y, x).) Il découle
alors de la proposition 1.0.2.4 qu’il existe une application réciproque

g Y — X telle que
V(u,v) €Y x Y, g(u+v) g(u) + g(v)
(resp. glu+tv)=g(u)+g(v) et gluxv)=g(u)=*gv).)

Dans le cas ou f : (X,+,%) — (Y,+,x*) est un morphisme d’anneaux reste uniquement a vérifier que
g satisfait bien a I’axiome 1.2.4.Anny) a savoir g(1y) = 1x. Or f est un morphisme d’anneaux et g son
application réciproque, si bien que f(1x) = ly etg o f = Idx. Il s’ensuit que

Ix = g(f(1x)) = g(ly).

Définition 1.2.8 (Endomorphisme/Automorphisme (cf. A.2.6)) Etant donné

un groupe (X, +) (mathresp un anneau (X, 4, *), )

i) On appelle endomorphisme de X un morphisme de groupes (resp. d’anneaux) de (X, +) (resp. (X, +, *))
dans lui-méme et on note

Endgr(X) (resp. .Endann(X) ) ou simplement End(X) si le contexte ne préte pas a confusion

I’ensemble des endomorphismes de X.

12
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ii) On appelle automorphisme de X unisomorphisme de groupes (resp. d’anneaux) de (X, +) (resp. (X, +, ))
dans lui-mé&me et on note

Autgr(X) (resp. .Aut ann(X) ) ou simplement Aut (X )si le contexte ne préte pas a confusion

I’ensemble des automorphismes de X. Un automorphisme est donc un morphisme qui est a la fois un endo-
morphisme et un isomorphisme. A noter qu’en vertu de la proposition 1.2.7, une application f : X — X
est un automorphisme de groupe (resp. d’anneau) si et seulement si c’est un endomorphisme de groupe (resp.
d’anneau) bijectif.

Exemple 1.2.9 a) Pour (X, +) un groupe (resp. (X, +, *)) un anneau, Id x est un automorphisme.
b) On a construit, pour tout n € N, n > 1, un isomorphisme de groupes

Aute,r((Z/nZ,+)) = (Z/nZ,+,+)” donnépar: T — 7(1).

Lemme 1.2.10 i) Pour tout morphisme d’anneaux Mor fAB, la restriction f* := filax de f a A* estun
morphisme de groupes a valeurs dans B*.

ii) Pour tout anneau A,
Ida* = Idgx .

iii) Pour tous morphismes d’anneaux f : A — Betg : B — C,
(gof)=g"of".

iv) Pour tout isomorphisme d’anneaux f : A — B d’isomorphisme réciproqueg : B — A,
[ (A% %) = (BY,%)

est un isomorphisme de groupes d’isomorphisme réciproque g*.

13
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I.3 . —Sous-groupes, sous-anneaux, idéaux (cf. A.3)

Définition 1.3.1 (Sous-groupe) Une partie H d’un groupe (G, *) est un sous-groupe si la restriction de * a
H x H donne a H une structure de groupe.

Exemple 1.3.2 Etant donné un groupe (G, %) d’élément neutre ¢, les ensembles {¢} et G lui-méme sont des
sous-groupes de G.

Définition 1.3.3 (Sous-annau) Etant donné un anneau (A, +, *) un sous-anneau de A est une partie B de A
telle que 14 € B et les restrictions respectives des lois + et * a B donnent a B une structure d’anneau.
En particulier (B, +) est alors un sous-groupe de (A, +).

Remarque 1.3.4 i) Notons que ’axiome 1.1.6.Ann;) a en particulier pour conséquence que (B, +) est un
sous-groupe de (A, +) ; ce qui entraine, en particulier, que 1’élément neutre 04 de (A, +) est aussi I’élément
neutre de (B, +) et que I’opposé d’un élément x € B est son opposé dans A.

ii) Notons que la condition 14 € B, entraine que 14 est 1’élément neutre pour la loi x sur B et que tout
inversible dans B est inversible dans A et que son inverse dans B est encore son inverse dans A. Il s’ensuit que
(B*, %) est alors un sous-groupe de (A*, x).

iii) La condition 14 € B est automatiquement satisfaite dans le cas ou A est integre. En revanche si I’on
consideére un anneau R quelconque (méme integre) et A := R x R muni des lois

(:L'a y) +a (th) = (‘T +r2,Y+R t) et (:L'a y) *A (Za t) = (‘T ¥R Z,Y*R t)v
(ce qu’on appelle la structure produit,) La partie
B := {(z,0),x € R}

est une partie qui est un sous-groupe pour la loi + 4 un sous-magma pour la loi * 4. B est méme un anneau
isomorphe & R dont I’élément neutre est 15 = (1g,0) différent de 1élément neutre 14 = (1g, 1r) de A. On
ne dira pas dans ce cas que B est un sous-anneau de A.

La condition 14 € DB est a rapprocher de la condition 1.2.4.Ann7;) et donne sa cohérence a un énoncé
comme la proposition 1.3.10.c).

Définition 1.3.5 (Idéal) Etant donné un anneau commutatif (A, +,x*), une partiec J C A de A est un idéal si
J est un sous-groupe de (A, +) tel que

(]

V(a,z) € Ax T, a*xx €

Exemple 1.3.6 a) Les sous-ensembles {0}, et A de A sont des idéaux de A. Ce sont les seuls idéaux de A si
A estun corps.

b) Pourtouta € A, le sous-ensemble
aA = {axb, b e A}

est un idéal de A.

¢) Lesidéaux de I’anneau (Z, +, %) sont exactement les sous-groupes du groupe (Z, +) c¢’est-a-dire les sous-
ensemble de Z de la forme dZ avec d € Z.

14
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Définition 1.3.7 (Idéal stricte/propre) Unidéal J C A, est un idéal strict ou un idéal propresiJ # A .

Définition 1.3.8 Unidéal p C A est premiersip # A (i.e. p est un idéal propre) et
V(a,b) e Ax A, axb € p =a€pVbep.

Proposition 1.3.9 (Caractérisation des sous-groupes (cf. A.3.6)) Etant donnés un groupe (G,x) et H C G
une partie de G, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H est un sous-groupe au sens de la définition 1.3.1.
b) H est non vide et pour tout couple (z,y) d’éléments de H, x x y~! € H.
¢) H est non vide, pour tout couple (z,y) d’éléments de H, x xy € H etpourtoutx € H,x~' € H.

d) La restriction

de I’identité Ide a H est un morphisme de groupes. Ceci signifie implicitement que H posséde une structure
de groupe.

Proposition 1.3.10 (Caractérisation des sous-anneaux) FEtant donnés un anneau
(A,+,x)et B C A

une partie de A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) B estun sous-anneau au sens de la définition 1.3.3.

b) Bestnonvide, 14 € B, et pour tout couple (x,y) d’éléments de B,

y—x € Betxxy € B.

c¢) La restriction
ldap : B = A

de I’identité Id4 a B est un morphisme d’anneaux. Ceci signifie implicitement que B posséde une structure
d’anneau.

Proposition 1.3.11 (Caractérisation des idéaux) Une partie J d’un anneau commutatif (A, +, x) est un idéal
de a si et seulement siJ # () et

V(z,y) € T x T, V(a,b) e AX A, axx+bxy € J.
Proposition 1.3.12 (Le « treillis » des sous-groupes (resp. idéaux) (cf. A.3.9)) Soit

(X, +) un groupe (resp. (X, +, *) un anneau , )(resp. (X, +, *) un anneau commutatif .)

i) (Intersection)

Pour tout ensemble ) de sous-groupes (resp. de sous-anneaux) (resp. d’idéaux) de X, (Y est un sous-
Y
groupe (resp. un idéal de X.)

15
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ii) (Réunion)
PourY et Z deux sous-groupes (resp. deux sous-anneaux) (resp. deux idéaux) de X, Y U Z est un sous-
groupe (resp. un sous-anneau) (resp. un idéal) si et seulement si

Y C ZouZ C Y.

iii) (Union filtrante)
FEtant donnée une suite (Yn) ,neN de sous-groupes (resp. de sous-anneaux) (resp. d’idéaux) de X, telle que

V(p,g) e NxN,Ir e NY, C YetY, C Y,

alors ﬂ Y,, est un sous-groupe ((resp. un sous-anneau) (resp. un idéal) de X. C’est en particulier le cas si la
neN
suite (Yy,) nen, est croissante pour I'inclusion.

16
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1.4 . —Intersection, somme, engendrement (cf. A.4)
Corollaire I.4.1 (de la proposition 1.3.12 (cf. A.4.1)) Etant donné

un groupe (X,+),
(resp. un anneau (X, +,%), )
(resp.  un anneau commutatif (X, +, %), )

et une partie. S C X, I’ensemble )

des sous-ghroupes de X,
(resp.  des sous-anneaux de X, )
(resp. des idéaux de X,)

contenant S possede un plus petit élément

Définition 1.4.2 (Sous-groupe (resp. idéal,) engendré (cf. A.4.2)) Avec les notations du corollaire 1.4.1, le
sous-groupe (resp. sous-anneau) (resp. idéal) (S) s’appelle le sous-groupe engendré, (resp. le sous-anneau

engendré,) (resp. I'idéal engendré,) par S. On dit que S est une partie génératrice de (S).

Exemple 1.4.3 ((cf. A.4.3)) a) <0 > = {0} estle groupe a un élément; I’idéal () est Iidéal nul {0}.

b) Pour tout sous-groupe (resp.idéal) Y, <Y > =Y.

c¢) Le groupe abélien (Z/nZ,+) est engendré par 1z, = 1 ou par tout élément inversible de 1’anneau

(Z/nZ,+, ).

Notation1.4.4 Sia € A, TI'idéal ({a}) engendré par le singleton {a}, est usuellement noté aA ou (a), et ’on

a:

({a}) = (@) = aA = {axb, b c A}.
un tel idéal est dit principal (cf. 1.12.)

Lemme L.4.5 Etant donné un idéal 3 de A, les assertion suivantes sont équivalentes :

a) J=A,;
b) 3N A #0;
c) Ju e A*, T = uA.

d1e7;
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On peut donner une description explicite du sous-groupe (resp. de 1’'idéal) engendré. Ce serait aussi théori-
quement possible pour le sous-anneau engendré mais ne présente pas de réel intérét, dans le cadre de ce cours
au moins.

Lemme 1.4.6 ( (cf. A.4.4)) Si (X, +) est un groupe le sous-groupe engendré par une partie S C X est :

<S>{rGN;Zsi,Vlgigr,siESOusilES}. 1.4.6.1
i=1
Si (X, 4, *) est un anneau commutatif I’idéal engendré par une partie S C X est:
(S){TEN;Zai*si,Vlgigr,siGSetaiEX}. 14.6.2
i=1

Lemme 1.4.7 (Somme (cf. A.4.5)) Soit (A, +) un groupe abélien, (resp. (A, +, x)) un anneau commutatif et
X un ensemble de sous-groupes (resp. d’idéaux) de A.

(UX):{reN;ersi,Vlgigr,EXeX,sieX}. 14.7.1
XeXx i
Autrement dit :
VeeAdze (| X) e IreNVI<i<rdX; e X, € Xz =) . 14.7.2
X eXx =1

Définition 1.4.8 (Somme (cf. A.4.6)) Avec les notations du lemme 1.4.7 :

i) (Somme)
( U Y) s’appelle la somme des X pour X appartenant 2 X' qu’on notera Z X.
Xex Xex

i) (Somme directe)
On dit qu’on a une somme directe si dans la décomposition 1.4.7.2 ’entier 7, les X; et les z; #* 0, sont

uniques. On notera alors
O x=(U)
Xex Xex

iii) (Supplémentaires)
Pour un groupe abélien A et deux sous-groupes Bet C'de A,si A = B & C, onditque B et C' sont
supplémentaires 1’un de I’ autre.

iv) (Idéaux étrangers/comaximaux)

Pour un anneau commutatif A et des idéaux J et J de A, on dit que J et J sont comaximaux ou étrangers si
A=7+7

18
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Proposition 1.4.9 (Propriété universelle des sommes directes (cf. A.4.7)) Etant donnés
un groupe abélien (A, +) et X une famille de sous-groupes

telle que la somme

est directte, pour tout ensemble de morphismes

{fX X _>B}5X6Xa

ou B est un groupe abélien, il existe un unique morphisme

f: @ X = BtelqueVX € X, fix = fx.
XeXx

Preuve : Ce résultat est en définitive plus long a énoncer qu’a démontrer.

Remarque 1.4.10 ( (cf. A.4.8)) i) Il est bien sir immédiat de vérifier que deux sous-groupes B et C' d’un

groupe abélien A sont supplémentaires ’un de I’autre si et seulement si

A=B+ CetBnC = {0}.

ii) La définition de supplémentaire donnée en 1.4.8.iii) ne doit pas pour autant laisser penser que, pour un
groupe abélien A quelconque et B un sous-groupe, un suplémentaire existe toujours. On se reportera au théo-
reme 1.9.15 qui assure que I’existence d’un supplémentaire pour B équivaut a 1’existence d’une section pour la

surjection canonique A — A/B.
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I.5 . —Images directes, images réciproques, noyaux (cf. A.5)

Proposition I.5.1 (Image réciproque/directe (cf. A.5.1)) Soient X etY des groupes (resp. des anneaux com-
mutatifs) et f : X — Y un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

i) (Image réciproque)

Pour tout sous-groupe Z C Y (resp. tout idéal Z C Y,) I'image réciproque f~*(Z) de Z par f, est un
sous-groupe (distingué si Z I’est) (resp. un idéal) de X.

En particulier le noyau Ker f = f~1({0}) est un sous-groupe distingué (resp. un idéal) de X.

ii) (Image directe)

Pour tout sous-groupe (resp. sous-anneau) Z C X de X, I'image directe f(Z) de Z par f, est un sous-
groupe (resp. un sous-anneau) de Y.

En particulier I'image Im f = f(X) de f est un sous-groupe (resp. un sous-anneau de Y.)

Définition 1.5.2 (Noyau/Image (cf. A.5.2)) Etant donné un morphisme de groupes f : G — H, (resp. un
morphisme d’anneaux f : A — B,) ey étant I’élément neutre de H, (resp. 0 I’élément neutre de B, cette
notation étant plus usuelle puisque (B, +) est un groupe abélien,) on appelle

i) (Noyau)
noyau de f le sous-ensemble

Ker f == fT'({e}n) = {z € G; f(x) = en} (resp..f71{0}),

ii) (Image)
image de f 1’ensemble

Imf = f(G) ={y € H;3w € G, ,y = f(x)} (resp. f(A) ) .

Remarque 1.5.3 (Noyau/Image (cf. A.5.3)) Le noyau (resp. I’'image) d’un morphisme d’anneaux est encore le
noyau (resp. I’'image) du morphisme de groupes sous-jacent.

Proposition 1.5.4 (Injectivité/surjectivité (cf. A.5.5)) Soit

f + X — Y un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

i) Le morphisme f est injectif si et seulement si Ker f = {0}.

ii) Le morphisme f est surjectif si et seulement siIm f = Y.
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1.6 .—Compléments sur les groupes abéliens

Proposition 1.6.1 i) Etant donnés un groupe (G, %) et un ensemble E, I’'ensemble G¥ des applications de F
dans G' muni de la loi induite (cf. 1.0.2.7,) est un groupe (abélien si G I’est.) C’est la seule loi sur G telle que

pour tout x € F, I’évaluation en x,
GF = G, f2)

soit un morphisme de groupes.

ii) Etant donnés un anneau (A, +, %) et un ensemble E, I’ensemble AF des applications de E dans A muni
des lois induites (cf. 1.0.2.7,) est un anneau (commutatif si A I’est.) Ce sont les seules lois sur A” telles que

pour toutx € F, I’évaluation en x,
AP 5 G, f e flo)

soit un morphisme d’anneaux.

Preuve : (cf. I.14.1.question 5).)

Proposition 1.6.2 Pour deux groupes abéliens A et B, Homg, (A, B) est un sous-groupe commutatif du groupe
B4 considéré en 1.6.1.1).

Preuve : (cf. TD n° I, exercice B, question 1).)

Proposition 1.6.3 Soit (G, +) un groupe abélien (cf. 1.1.3.)
i) L’ensemble Endg,(G) = Homg,(G, G) est un sous-groupe du groupe G (cf. 1.6.1.i).)
Preuve : (cf. A.2.12.)

ii) Le triplet (Endg,(G), +, o) est un anneau.

Proposition 1.6.4 Pour tout groupe (G, %) et tout élément 2 € @, il existe un unique morphisme de groupes
€ 1 (Z,4+) — (G,*) tel queex(1) = .

Notation 1.6.5 On note usuellement 2" := ¢,(n) pour toutn € Z.
Comme €, (—1) est I'inverse de €, (1) = x, on notera ! I'inverse de = dans G.
Si G est abélien et sa loi interne notée +, on noteran - & := €,(n).

Notons qu’ici, - n’est pas une loi interne et que par conséquent, les propriétés qui suivent ne sont pas tauto-
logiques et demandent une démonstration, méme si cette derniere est tres élémentaire :

Proposition 1.6.6
Etant donné un groupe abélien (A, +),

il existe une unique loi externe - : 7Z x A — A telle que pour tout couple d’entiers relatifs (p, q) et tout couple
(x,y) d’éléments de A,
p-(x+ay) =p-x+ap-y. L6.6.1

(p+zq) -z =p-x +aq-x; 1.6.6.2
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(p*zq) -z =p-(q-z); 16.6.3
l-z = x; 16.6.4

11 est nécessaire de faire I’hypothése que (A, +) est abélien, pour obtenir la propriété 1.6.6.1.

Preuve : (cf. I.14.1.question 6).)

Corollaire 1.6.7 (de la proposition 1.6.6) Les propriétés énoncées dans la proposition 1.6.6 ont, entre autres,
pour conséquences, que pour toutn € Zettoutx € A,

n-04 = 024
Oz -2z = 04 16.7.1
(—m)-x2 = —(n-2) = n-(—x).

Corollaire 1.6.8 (de la proposition 1.6.6) Soit (A, +) un groupe abélien.

i) Pourtoutn € 7, on note
dpn) : A = A,z — n-x.

On définit ainsi un morphisme d’anneaux

¢ : Z — Endgr(A) .

Preuve : La propriété 1.6.6.1 assure que ¢(n) est bien un morphisme de groupes i.e. un élément de Endg,(A).
La propriété 1.6.6.2 assure alors que ¢ est un morphisme de groupes si bien que I’axiome 1.2.4.Anns) est
satisfait.

Enfin les propriétés 1.6.6.3 et 1.6.6.4 correspondent respectivement aux axiomes 1.2.4.Anng) et 1.2.4.Anny).

ii) Réciproquementsi ¢ : Z — Endg,(A) est un morphisme d’anneaux, la loi externe
i ZLx A — A, (n,x) = ¢(n)(z)

vérifie les propriétés 1.6.6.1 4 1.6.6.4.

Remarque 1.6.9 L’énoncé d’unicité dans la proposition 1.6.6 permettrait d’établir I’unicité d’un morphisme
¢ : 7Z — EndoGrA pour peu qu’on établisse rigoureusement (ce qui n’est en réalité pas tres difficile) que
les procédés 1.6.8.1) et 1.6.8.ii) sont inverses I’un de I’autre. Cependant un résultat d’unicité plus général est
établi a la proposition 1.6.11.

Proposition 1.6.10 Pour deux groupes abéliens A et B, une application f : A — B est un morphisme de
groupes si et seulement si

V(z,y) € Ax A V(p,q) €LXZ, flp-x+q-y) =p-flz)+q-fy).

Proposition 1.6.11 Pour tout anneau (A, +, x) (pas nécessairement commutatif) il existe un unique morphisme
d’anneauZ — A appelé morphisme structural de A.
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Preuve :

i) (Existence)
— Puisque (A, +, x) est un anneau (A, +) est en particulier un groupe abélien. Il s’ensuit, en vertu de la
proposition 1.6.6 qu’on dispose d’une loi externe - : 7Z x A — A. Il s’ensuit que

o :7Z — A, nr— n-ly

est une application de Z dans A.
— De plus la propriété 1.6.6.2 assure que

V(p,q) €ZXZ, p(p+q) = P+q)-1a =p-1a +aq-1a = ¢(p= +a9(q)

si bien que ¢ satisfait I’axiome 1.2.4.Anns).
— La propriété 1.6.6.4 assure que
d(1) = 1-14 = 14

si bien que I’axiome I.2.4.Anny) est satisfait.
— On laisse Ie soin au lecteur de vérifier que I’axiome 1.2.4.Anng) est satistait.

ii) (Unicité)
Un morphisme d’anneaux ¢ : Z — A est en particulier un morphisme de groupes et vérifie p(1) = 14
ce qui le détermine complétement.

Remarque 1.6.12 On aurait pu établir a priori I’unicité du morphisme structural (cf. .6.11) et en déduire 1’uni-
cité de la loi externe sur un groupe abélien (cf. 1.6.6) grice a la correspondance établie au corollaire 1.6.8.

Remarque 1.6.13 Soit (A, +, %) un anneau.
— On dispose du morphisme structural ¢ : Z — A grice a la proposition 1.6.11.
— De plus, en vertu du corollaire 1.6.8.1), puisque (A, +) est un groupe abélien, on dispose d’un morphisme
d’anneaux ¢ : Z — Endg.(4).
— Enfin pourtouta € A, lapplication

ula) : A - A, x — axx

est un endomorphisme du groupe (A, +) (cf. .1.6.Anny).)
Le méme axiome assure que
g A — Endge(A)

est un morphisme de groupes. Les axiomes I.1.6.Anny) et I.1.6.Anns) assurent que g est un morphisme
d’anneaux.
— Le composé
oo : Z — Endgr(4)

est alors un morphisme d’anneau qui ne peut-étre que le morphisme structural ¢» de Endg,(A) en vertu
de la proposition 1.6.11. On a alors le diagramme commutatif de morphismes d’anneaux :

7 L A
Ny l n 1.6.13.1
EndGr(A) .
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Remarque 1.6.14 Etant donné un idéal J d’un anneau A, on peut définir une loi externe
2 AxT = 7, (a,x) = a-x = axx

sur J. On remarque alors que, pour tout (z,y) € J x J,ettout (a,b) € A x A,

a-(z4+y) =a-x+ a-y; 1.6.14.1
(a+b)-x =a-z + b x; 1.6.14.2
(axb)-x = a-(b-x); 1.6.14.3
l-x = =x. 1.6.14.4

On avait déja mis en évidence des propriétés tres analogues a la proposition 1.6.6, auxquelles on donnera un
cadre général et formel avec la définition A.1.1.
On pourra alors constater qu’un idéal de A n’est, ni plus ni moins, qu’un sous-A-module de A (cf. A.3.1.)
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I.7 . —Produits

La construction du produit est d’abord une construction ensembliste comme expliqué en 1.7.0. A ce stade
déja le produit possede une propriété universelle 1.7.0.iii) qui ne peut étre formulée sans le secours des projec-
tions introduites en 1.7.0.i1). Ces dernieres sont, en définitives partie prenantes du produit qui n’est en réalité
pas constitué du seul ensemble produit mais aussi des projections. Ce sont, comme on va le voir les idées qui
guident la construction du produit lorsque les ensembles impliqués acquicrent davantage de structure notam-
ment algébrique. La « bonne structure » sur le produit cartésien sera celle qui aura tendance a préserver une
propriété universelle analogue pour la structure algébrique considérée. De tels énoncés ne pourront étre raison-
nablement formulés que si les projections deviennent des morphismes pour la structure considérée. Des lors
on s’apercevra que, pour les structures algébriques considérées au moins (groupes abéliens, anneaux, modules
algebres) cette seule exigence sur les projections suffisent a déterminer uniquement la structure sur le produit.

Proposition 1.7.0 Soientn € N*, et Ey ,1<i<n , des ensembles.

1) On définit par récurrence le produit cartésien des ensembles Ey, ,1<j<n par

n+1 n
HEk = HEk X Byt .
k=1 k=1
ii) On définit également des projections
n+1

pr : P o= HEk — B <k<n+t
i=1

en supposant construites py, ,1<i<n , on définit p,, 1 par

Dn+1 (H Ep) X Epnp1r = (z,y), y — .
k=1

Ce qu’on peut écrire
pr(T1,.. . xn) = T

iii) Pour tout ensemble F' et tout n-uplet d’applications f, : F' — Ej .1 <k < n, 1l existe une unique appli-
cation

f:F = P:=]]BErtellequevl <k<n, fr = pro f.
k=1

iv) Dans le cas ou il existe un ensemble E tel que V1 < k < n, Ej E, on rappelle que E!*"

= désigne
I’ensemble des applications de [1;n] & valeurs dans E. Pour tout 1 < k < n, on définit

gr : B B f e f(R).

En vertu de iii), il existe une unique application

o : pn HEtellequeVlSkSn, G = Pk © ¢
k=1

L’application ¢ est alors une bijection ;
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Preuve : Pourtouty € E, I’application f : [1;n] — FE définie par
pp.

k=1
VI<k<n, f(k) := pk(y)
vérifie évidemment ¢(f) = y ce qui assure que ¢ est surjective;
Pour tout (f,g) € EWN™ x BB o(f) = ¢(g) entraine que pour tout 1 < k < n, pp[o(f)] =
pr[é(g)] c’est-a-dire qi.(f) = qi(g) ou encore f(k) = g¢g(k) ce qui entraine f = g, et assure donc

finalement que ¢ est injective.

Notation 1.7.1 Dans tout le paragraphe 1.7, on garde les notations de la proposition I.7.0, a savoir que,n € N*
est un entier, Iy, ,1<r<y des ensembles dont on note

P = ﬁ Ey
k=1

le produit cartésien i.e.
P = {(xl,...,acn)V1 <k<n, x € Ek}

On note enfin

Vi<k<n,py : P — Ep, (x1,...,2,) — Tk

la projection sur le k'™ facteur.

Pourtout1 < k£ < n,on considérera les cas ou Ej, est muni de I’'une des structures algébriques suivantes
(en sachant que la structure de magma n’est pas étudiée en soit mais comme ingrédient pour la construction des
autres structures algébriques ) :

0) (magma)
(Ex, 11) est un magma associatif (cf. 1.0.1.1;)

i) (groupe)
(Ej, x) est un groupe (éventuellement abélien) (cf. I.1.1) d’élément neutre e, ;

i) (anneau)
(E), +k, *k, Ok, 1) est un anneau (éventuellement commutatif) (cf. 1.1.6;)

iii) (A-module)
(Ek, +k, 1) est un A-module pour A un anneau fixé, (cf. A.1.15;)

iv) (A-algebre)
(B, +k, %k, Sk A — Ej) est une A-algebre (cf. A.1.6.)
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Proposition 1.7.2 (Existence de produits) Si pourtoutl < k < n, E} est muni de I’'une des structures al-
gébrique 1.7.1.0) a I.7.1.iv) il existe une unique structure de méme nature sur le produit P et telle que

V1<k<n, py : P — Ej estun morphisme

pour la structure correspondante sur les Ey ,1<p<n , (i.e. un morphisme de magmas (cf. 1.0.2.1,) (resp. de
groupes (cf. 1.2.1,)) (resp. d’anneaux (cf. 1.2.4,)) (resp. de A-modules (ct. A.2.1,)) (resp. de A-algébres (cf.
A.2.2.)))

n

SiV1 < k <n, on a une loi interne t, sur E}, la loit interne correspondante sur H E); est donnée par :

k=1
V((zl,...,xn),(yl,...,zn))GPXP, 1721
(@1, @n) T (W1, 00) = (@1 T1Y1, 0 TnUn) ;

siV1l < k < n, e estun élément neutre pour 1y, alors

(€1,...,&n) est un I’élément neutre pour 7 ; 1722
si
V1 <k <n, Ve, € Fy,
Yk est le symétrique de xy, pour tg,

(y1,...,yn) est le symétrique de (x1, ..., x,) pourt ; 17.2.3

n

siV1l < k < n, on a une loi externe -, : A X F, — FEj, la loi externe correspondante sur H FE). est

k=1
donnée par :
Y(z1,...,2,) € P, Ya € a, A 1704
a-(z1,...,2n) = (@ 1@1,...,0n Ty) .
Preuve :
0) (Le cas des magmas)
Si

est un morphisme, alors :

Y(z1,...,2,) € P,

V(y1,...,$n)€P, pk((‘r17a$n)T(ylaayN)) = pk((x17"'7xn)) Tkpk((ylaayn))

= 2 TR Yk,

ce qui assure, d’une part I’unicité de la loi 1 et, d’autre part, au cas ou elle existe, qu’elle est définie par la
formule 1.7.2.1. Reste a vérifier, ce qui est tres élémentaire, qu’ainsi définie, elle convient bien et a les propriétés
requises.
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i) (Le cas des groupes)
Un groupe étant en particulier un magma associatif le point 0) assure que si

V1 <k <mn, (Eg, ) est un groupe d’élément neutre cy,,
il existe une unique loi * sur P telle que
VI<k<n, Y(r,y) € Px P, pp(zxy) = pr(z) *x pr(y)

i.e. les py sont des morphismes de groupe en particulier. Il suffit alors, ce qui est treés élémentaire, de vérifier
que les formules 1.7.2.2 et 1.7.2.3 sont satisfaites.

ii) (Le cas des anneaux)
Si
V1 <k <mn, (Eg,+k, *k, O, 1) est un anneau,

(E), 4+, 0x) est un groupe abélien et le point i) assure donc qu’il existe une unique structure de groupes + sur
P telle que
V1<k<n, pp : P — E) estun morphisme de groupes .

Il est en outre immédiat de vérifier, en utilisant par exemple I’expression 1.7.2.1 de + que cette derniére est
commutative.

En appliquant le point 0) aux (Ey, =) on conclut a ’existence et a I’unicité d’une loi * sur P faisant de P
un anneau et des py, ,1<r<n des morphismes d’anneaux.

iii) (A-modules)
Si
V1 <k <mn, (Ek,+k, ) est un A-module pour un anneau A fixé,

(E), +) est en particulier un groupe abélien et P hérite dés lors d’une structure de groupe en vertu du point
i) telle que les py, ,1<k<n Soient des morphismes de groupes. Reste alors a vérifier la formule 1.7.2.4 ce qui est
sans difficulté.

iv) (A-algébres)
Si
V1<k<mn,, (Ek, +k *k, sk : A — FE}) est une A-algébre pour un anneau A fixé,

en particulier (Ej, +y, *j;) est un anneau et le point ii) assure qu’il existe une unique structure d’anneau (+, )
sur P telle que les py, ,1<k<n Soient des morphismes.

Pour construire le morphisme structural s : A — P il faut disposer du résultat de la proposition 1.7.4
pour les anneaux. En dépit du fait que celui-ci est présenté immédiatement apres, aucun défaut de logique n’est
cependant a déplorer.

Définition 1.7.3 (Structure produit) Avec les notations 1.7.1, si P est muni de ’unique structure faisant de
Dk ;1<k<n des morphismes on dit que P est muni de la structure produit. On parlera ainsi de groupe produit
d’anneau produit de A-module produit de A-algébre produit . ...

n

Lorsqu’on écrira P = H L, sans précision supplémentaire c’est que P sera muni de la structure produit

k=1
héritée des structures des Fj.
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Proposition 1.7.4 (Propriété universelle du produit) Pour tout ensemble I et tout
n — uplet de morphismes, fr, : F — Ej pour I'une des structures 1.7.1.0) a I.7.1.iv)

il existe un unique morphisme

f+F — PtelqueVl <k<mn, fi, = pr o f.

Remarque 1.7.4.1 i) De¢s I’instant ou ’on fait I’hypotheése que V1 < k < n, fi : FF — E} est un mor-
phisme c’est qu’on suppose implicitement que F' et F;; sont munis de la structure algébrique (I1.7.1.0) a1.7.1.iv))
correspondante.

ii) Le résultat de cette proposition est, bien entendu, une particularisation au cas des morphismes de I’énoncé
1.7.0.ii1) ; ce dernier constituant d’ailleurs I’ingrédient principal de la preuve qui suit.

Preuve (de la proposition 1.7.4): Les f}, ,1<k<p €tant en particulier des applications il résulte de 1.7.0.iii) qu’il
existe une unique application

f+F — PtellequeVl1<k<n, fp = pr o f.

11 suffit donc de vérifier que f est un morphisme pour les structures considérées ; ce qui est tout a fait facile
et laissé au lecteur.

Remarque 1.7.4.1 (Le cas des A-algebrs) On peut alors compléter le point 1.7.2.iv) de la preuve de la propo-
sition 1.7.2 tout en justifiant aussi la proposition I.7.4 dans le cas des A-algebres. Si, en effet les Ej, ,1<x<;, sont
des A-algebres ce sont des anneaux si bien que P acquiert, en vertu de 1.7.2.ii) une unique structure d’anneau
telle que les py, ,1<k<n sont des morphismes. Les morphismes structuraux s, : A — Ej, étant, par définition,
des morphismes d’anneaux, la proposition 1.7.4 appliquée au cas des anneaux assure qu’il existe un unique
morphisme d’anneaux

s: A — PtelqueVli<k<mn, s = pr 0 s.

Si maintenant f : F' — Ej sont des morphismes de A-algebres ce sont en particulier des morphismes
d’anneaux, et il existe donc, en vertu de la proposition 1.7.4 un unique morphisme d’anneaux

f i+ F — PtlqueVl<k<n, fp = px o f.
Reste a vérifier que ce dernier morphisme est bien compatible aux morphismes structuraux
u:A— Fets : A — P,

cette vérification étant laissée en exercice.

Proposition 1.7.5 Dans Ie cas ou il existe E tel que
V1<k<n, E, = E, labijection¢ : M =~ HM
k=1

définie par la proposition 1.7.0.iv) est un isomorphisme pour I’'une des structure 1.7.1.0) a a 1.7.1.iv), pour peu
que EN") soit muni de Ia structure considérée en 1.0.2.7, (resp. 1.6.1.1),) (resp. 1.6.1.ii),) (resp. A.1.2.d) .. ..)
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Proposition 1.7.6 Supposons que V1 < k < n, (Ej,+x) (resp. (Ex,~+x,x)) est un groupe (abélien)
(resp. un A-module.) Soit alors

iyt By - P,x — (01;---70k717$70k+17---70n) )
ce qui revient a dire que iy, est caractérisée par le fait que

IdEj Sij =k

Vi< < ; ). €St ;
=J =" P otk 0 sinon .

i) Pourtoutl < k < n iy estun morphisme injectif et

Pk © ’Lk = IdEk

Preuve : Immédiat sur la définition de ij.

ii)) Le groupe
(resp. A-module,) P est la somme directe (cf. 1.4.8.ii),) (resp. (cf. A.4.6.ii),)) des images des iy, :

n
P = Pimiy,
k=1
qu’on écrira, dans I’a mesure ot i, induit un isomorphisme Ej, = Im iy,

P = éEk .
k=1

Remarque 1.7.7 (Attention!) Dans la proposition 1.7.6, ci-dessus on a uniquement considéré le cas des
groupes et des A-modules mais on n’a pas de résultat analogue pour les anneaux ou les A-algebnres (cf.
1.14.4.)

Remarque 1.7.8 Si I’on considere avec attention les propriétés universelles énoncées d’une part en 1.7.4 et
d’autre part en 1.4.9 (resp. A.4.7,) on constate qu’elles sont en fait, en un certain sens « duales » ’'une de 1’ autre
au sens ou la structure de produit permet de construire des morphismes de but P tandis que la structure de
somme directe permet de construire des morphisme dont la source est précisément la somme directe.

La proposition 1.7.6 réconcilie les deux aspects mais il faut quand-méme bien avouer que c’est un petit
miracle qui ne concerne, parmi les structures que nous avons envisagées (cf. 1.7.1.0)a 1.7.1.iv)) que les groupes
abéliens et les A-modules. Il faut notamment préter toute 1’attention qu’il mérite a I’élément neutre Oy, de Ej,
qui permet de construire le morphisme ¢; de maniere suffisamment naturelle.
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I.8 . —Quotients

De méme que pour le produit traité au paragraphe 1.7, la question des quotients comence avec une construc-
tion ensembliste qui s’enrichit en méme temps que les structures dont on peut disposer sur les ensembles
considérés.

Rappel 1.8.0 (sur les relations d’équivalence) On rappelle que si £ est un ensemble muni d’une relation dé-
quivalence ~, et qu'on note E'/ ~ 1’ensemble des classes d’équivalence, on dispose d’une application surjective
7w : E — E/ ~qu’onappelle surjection canonique. Cette derniére, pou plus exactement le couple (E/ ~, )
a la propriété universelle suivante :

Proposition 1.8.0.1 (Propriété universelle) Pour toute application f : E — F'| les assertions suivantes sont
équivalentes :

a)
V(x,y)EEXE,x ~ Yy = f(w) = f(y)

b) Il existe une unique application

g: E/~— Ftlquegomnm = f.

De plus, si f est surjective g I’est aussi et g est injective si I’'implication dans a) est une équivalence.

Corollaire 1.8.0.2 En particuliersip : E — F' est une application surjective et que I’on définit la relation ~
sur F, par :
forallset(x,y)E x Ex ~ y < p(x) = p(y), 1.8.0.2.1

on a un unique diagramme commultatif :

E

ﬂl P 1.8.0.2.2
E/~ —2 & F

ol g est bijective.

Lemme 1.8.0.3 Ceci établit une correspondance bijective entre relations déquivalences et applications surjec-
tives qui a toute relation déquivalence associe sa surjection canonique et a toute application surjective la relation
d’équivalence définie comme en 1.8.0.2.1.

Lemme 1.8.0.4 Pour toute relation d’équivalence ~ sur E, I’ensemble E/ ~ des classes d’équivalence est une
partition de F.
Réciproquement pour toute partition P de F, la relation ~ définie sur E par

V(z,y) eExE, x ~y < JA € P,z € Ay € A

est une relation d’équivalence telle que
E/~2= P.

31



L3/S6 M305, Algebre I1, 1.8.3 Université Paris Sud, 2019-2020

Remarque 1.8.0.5 Les lemmes 1.8.0.3 et 1.8.0.4 devraient donc établir une correspondance bijective entre ap-
plications surjective p : I — I’ et partitions de 2. On peut expliciter cette correspondance en remarquant

que I’ensemble des fibres de p
{y € Fip'({u))}

est une partition de £ qui correspond bien a la relation d’équivalence 1.8.0.2.1
Les relations d’équivalences sur I, les partitions de I ou les applications surjectives p : E — [ sont
donc en fait trois manieres de rendre compte d’une méme réalité.

Néanmoins on constatera assez rapidement que si I’on ajoute des structures sur £ et notamment des struc-
tures algébriques (groupe (cf. I.1.1,) anneau (cf. 1.1.6,) A-module (cf. A.1.1,)) le choix d’une relation d’équi-
valence ne sera pas indifférent si I’on veut que le quotient E// ~ soit muni d’une structure de méme nature et
tant qu’a faire de maniere canonique (c’est-a-dire unique,) que la surjection canonique soit alors un morphisme
et qu’on ait une propriété universelle analogue a 1.8.0.1 mais mettant cette fois en jeu des morphismes pour la
structure considérée.

On est alors amené a donner la définition suivante :

Définition 1.8.1 Etant donné un magma associatif (17, *), on dit qu’une relation d’équivalence ~ sur 1’en-
semble M est compatible a la loi * ou simplement compatible si

V(z,y,2,t) EM X M X M XM, (x~zety~t) = xxy ~ zxt.

Définition 1.8.2 De méme si A est un anneau et M est muni dune loi externe - : A x M — M, une relation
d’équivalence ~ sur M sera dite compatible a - si

V(a,2,y) EAXM x M, (x~y) = a-x ~a-y.
Lemme 1.8.3

Soit  (X,+)  un groupe abélien,
(resp. (X,+,*) unanneau commutatif,)
(resp. (X,+,-) un A-module pour A un anneau commutatif fixé.)
Soit ~ une relation d’équivalence sur X, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Larelation ~ est compatible avec la loi + (resp. avec les lois + et x,) (resp. avec les lois + et -.)

b) SiOx est la classe modulo ~ de I’élément neutre Ox de (X, +)), Ox est un sous-groupe de (X, +) (resp.
un idéal de (X, +, *)) (resp un sous-A-module de (X, +,-),) et

VeeX,T =x+0x = {y € Ox; z+y}.
c) Ox est un sous-groupe (resp. idéal) (resp. sous-module) de X et

Viz,y) eX x X, 2~y & 22—y € Ox .
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Preuve :

i) (@a)=b))

Si ~ est compatible, comme Ox € 0x,0x # (. En outre

V(z,y) €0x x0x, z~0xety~0x = z+y~0 & x4y € 0x
z~0et —z2~—2 = O=zx—z~-2 & —z € 0x;

ce qui prouve que Oy est un sous-groupe de (X, +)
Par ailleurs :

V(z,y) € X x X, T o~y

& r~Yy et —xr~—x
= y—x ~ 0

= y—z € Ox

= Yy € z+0x
ie. T C x+4+0x;
Réciproquement y € x+0x
= r—1Yy € @

= y—x ~ Ox

= y—xr~0x et x~=zx
= y=y—xr+xz ~ x=0x+=z
ie. r+0x C T.

Si I’on suppose de plus que (X, +, ) est un anneau commutatif et que ~ est compatible a *,
Viaz) e X x X, 2 € 0x = 2~0 = axx~0=ax0 = a*xz € Ox

ce qui prouve que Ox est un idéal de X.
On laisse le lecteur traiter le cas d’un A-module en utilisant par exemple la caractérisation des sous-modules
donnée en A.3.6.

ii) (b)=c¢))
Est presque tautologique.

iii) (¢)= a))

V(z,y,2z,t) € X x X x X x X, T~y et z~t

= y—x € 0x et t—z € Ox ]
= y+t—(r+z2)=y—x+2—t € 0Ox

= rT+z ~ y+t

en utilisant le fait que O x est un sous-groupe de (X, +).
Dans le cas ou ¢’est un idéal (si bien entendu (X, 4, *) est un anneau commutatif,) il est tout aussi immédiat
de montrer que
T~Y = axT~axy.

Enfin le cas d’un A-module est laissé encore en exercice mais consiste en réalité formellement a remplacer
* par - dans la formule ci-dessus.
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Lemme 1.8.4 Etant donnés (X, +) un groupe abélien, (resp. (X, +, *) un anneau commutatif,) (resp. (X, +, -)
un A-module pour A un anneau commutatif fixé) et Y’

subset X un sous-groupe (resp. un idéal,) (resp. un sous-A-module,) il existe une unique relation d’équivalence
~ sur X compatible & +, (resp. 4 + et *,) (resp. a+ et -,) telleque Y = Oy (ou0x est la classe de 0 x modulo
~). Elle est caractérisée par le fait que

Vaz,y)eXxX,z ~y e y—x e 0x. 1.8.4.1

Preuve : 1l faut remarquer que le fait que ~ soit compatible a + ce qui est exigé dans tous les cas entraine que
~ est nécessairement définie par la formule 1.8.4.1. L’unicité est ainsi assurée et la formule 1.8.4.1 définit bien
une relation binaire. Le fait que Y soit un sous groupe assure que ~ est bien une relation d’équivalence.

Le fait que Y soit un idéal (resp. un sous-module) entrainera que ~ est compatible a x (resp. -.)

Définition 1.8.5 Si (X, +) est un groupe abélien (resp. (X, +, *), un anneau commutatif,) (resp. (X, +, ) un
A-module,) on dira simplement qu’une relation d’équivalence ~ sur X est compatible a la structur de groupe
(resp. d’anneau) (resp. de A-module) ou méme compatible (sans précision supplémentaire si le contexte est
clair) si elle est compatible a la loi + (resp. aux lois + et x,) (resp. aux lois + et -.)

Les lemmes 1.8.3 et 1.8.4 assurent que ~ est alors la relation d’équivalence donnée par un sous-groupe (resp.
un idéal,) (resp. un sous-module) Y de X et la formule 1.8.4.1.

On parlera alors indifféremment de congruence modulo ~ ou de congruence modulo Y et de classes selon
~ ou de classes selon'Y .

Remarque 1.8.6 Le caractere un peu disparate de la définition ci-dessus ainsi que des constructions dans les
lemmes 1.8.3 et 1.8.4, tiens au fait qu’on n’a pas formulé ces énoncé dans le langage des A-module.

Si en effet on considere un groupe abélien (X, +) muni de sa structure naturelle de Z-module (cf. A.1.11.i),)
il est équivalent pour une relation d’équivalence ~ d’étre compatible a la structure de groupe ou a la structure
de Z-module (la compatibilité 2 - étant une conséquence de la compatibilité 2 +.) La condition que Ox soit un
sous-groupe équivaut alors a ce que ce soit un sous-Z-module (cf. A.3.10.1).)

De méme si (X, +, ) est un anneau commutatif, la compatibilité d’une relation d’équivalence ~ a la
structure d’anneau sur X n’est autre que la compatibilité a sa structure de X-module sur lui-méme (cf.
A.1.2.b),) et la condition pour Ox d’étre un idéal équivaut a celle d’étre un sous-X -module de X (cf. A.3.2.b).)

Remarque 1.8.7 Dans les énoncés 1.8.3 a 1.8.6, on n’a considéré que des groupes abéliens. On laisse le lecteur
rappeler ses souvenirs dans le cas d’un groupe quelconque et formuler des énoncé analogue; ce qui revient
grosso modo a remplacer sous-groupe par sous-groupe distingué.

Proposition 1.8.8 (existence de quotients) Soient (X, +) un groupe abélien (resp. (X, +, *) un anneau com-
mutatif,) (resp. (X, +, -) un A-module,.) (resp. (X, +,*,s : A — X) une A-algébre (cf. A.1.6.)) Etant donné
un sous-groupe de (X, +) (resp. un idéal de (X, +, )) (resp. un sous-A-module de (X, 4+, -),) (resp. un idéal
de (X,+,+,s : A = X)) Y ou, de maniére équivalente (cf. 1.8.3,) une relation d’équivalence compatible
~ sur X, il existe une unique structure de groupe (resp. d’anneau,) (resp. de A-module,) (resp. de A-algébre,)
sur I’ensemble X/ ~ des classes d’équivalence modulo ~ (ou modulo Y') telle que la surjection canonique
7w : X — X/ ~ soit un morphisme de groupes (cf. .2.1,) (resp. d’anneaux (cf. 1.2.4,)) (resp. de A-modules
(ct. A.2.1,)) (resp. de A-algebres (cf. A.2.2.))
On a alors :

Y = 0x = Kernl 18.8.1

et
Viz,y)eXxX, o ~y & y—xz €Y. 1882
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Preuve :

Lemme 1.8.8.1 Si (M, *) est un magma associatif, et ~ une relation d’équivalence compatible,

i) il existe une unique structure de magma sur I’ensemble quotient M/ ~ (ensemble des classes d’équivalence
pour la relation ~,) telle que la surjection canonique # : M — M/ ~ soit un morphisme.

ii) Le magma M/ ~ est alors associatif (resp. commutatif) (resp. posséde un élément neutre) s’il en est ainsi
pour (M, x).

Gréce au lemme 1.8.8.1, on peut munir X/ ~ d’une unique structure de groupe (resp. d’anneau.) Le cas des
A-modules consiste a faire des vérifications analogues a celles du lemme 1.8.8.1 dans le cas d’une loi externe
ce qui est tout a fait formel et laissé en exercice.

Définition 1.8.9 (Structure quotient) Pour un groupe abélien (X, +) (resp. un anneau commutatif (X, +, x),)
(resp. un A-module (X, +,),) (resp. une A-algébre (X, +,%,s : A — X),) et Y un sous-groupe (resp. un
idéal) (resp. un sous-A-module,) (resp. un idéal;) on notera X/Y I’ensemble X/ ~ muni de la structure de
groupe (resp. d’anneau,) (resp. de A-module,) (resp. de A-algebre,) définie par la proposition 1.8.8 que I’on
appellera structure quotient.

On appellera

X/Y ouméme le couple (X/Y, 7 : X — X/Y)

groupe quotient (resp. anneau quotient,) (resp. module quotient) (resp. algébre quotient.)

Remarque 1.8.10 Dans la définition ci-dessus il s’agit en fait dans tous les cas de modules quotient, qui peuvent
éventuellement disposer d’autres structures.

La proposition qui suit assure que les quotients au sens ol on les a construits par la proposition 1.8.8 1’on
été de maniere a « prolonger » la propriété universelle dont on disposait dans le cadre ensembliste (cf. 1.8.0.1.)
Il s’agit en quelque sorte de « remplacer » les applications par des morphismes pour la structure algébrique a
laquelle on a affaire :

Proposition 1.8.11 (Propriété universelle des quotients)

Soit (X,4) un groupe abélien,
(resp. (X, +, %) un anneau commutatif, )
(resp. (X, +,-) un A-module, )

(resp. (X,+,%,8s : A — X) une A-algebre.)

Pour tout morphisme f : X — Y (de groupes (cf. 1.2.1,)) (d’anneaux (ct. .2.4,)) (resp. de A-modules (cf.
A.2.1,) (resp. de  A-algébres (cf. A.2.2,)) et tout sous-groupe (resp. idéal,)
(resp. sous- A-module,) (resp. idéal,) Z C X, notons

Vizy)eXxX, o~y & y—ax € 7.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a)
V(x,y)eXxX,x ~ Y = f(l’) = f(y)7
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b)
f(Z) = {0y}ie Z C Kerf.

¢) Il existe un unique morphisme de groupes (resp. d’anneaux) (resp. de A-modules,) (resp. de A-algebres,)

g: X/Z = Ytelquef = gomwourw : X — X/Z

est la surjection canonique.

De plus le morphisme g est injectif si et seulement si Z = Ker f, ou de maniére équivalente si et seulement
si I’implication dans a) est une équivalence.
Le morphisme g est surjectit si et seulement si f I’est.

Preuve :

i) ()< b))

C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.8.3.

ii) (¢)=b))

Est immédiat.

iii) (b)= ¢))

On est alors dans la situation de I’implication 1.8.0.1.a) entraine 1.8.0.1.b) si bien qu’il

existe une unique applicationg : X/Z — Y telque f = g o w.

Reste donc uniquement a prouver que g est un morphisme :
x) (de magmas)

V(u,v) € X/Z x X/Z, H(x,y) € X xX, 7w(x)=u et w(y)=v
ce qui entraine que glutv) =

f est étant des morphismes.

1) (de groupes)
Cela découle immédiatement de *).

1) (d’anneaux)
Cela découle immédiatement de ) appliqué aux lois + et * et au fait que

9(lx/z) = glr(1x)] = f(1x) = 1y

puisque f et 7 sont des morphismes d’anneaux.

36



L3/S6 M305, Algebre II, 1.8.15 Université Paris Sud, 2019-2020

§) (A-modules)
Dr’apres 1), g est déja un morphisme de groupes. De plus

V(a,u) € Ax X/Z, Jox € X, u = m(x)

d’on gla-xzu) = gla-x)zm(2)]
= glr(a-x )]
= flaxu=)
= avy f(z)
= ayglr(a)]
= avygu

f et étant des morphismes.

q) (A-algébres)
Il résulte de T) que g est d’ores et déja un morphisme d’anneaux. De plus
gosx/z =gomosxy = fosx = sy.

iv) (Injectivité/surjectivité)
Sont des questions purement ensemblistes déja établies en 1.8.0.1.

Notation 1.8.12 On dit souvent, dans la situation de la proposition 1.8.11, que f se factorise a travers X /Z ou
encore a travers 7.

Corollaire I.8.13 Etant donné un morphisme surjectif —de groupes, (resp. d’anneaux,)

(resp. de A-modules,)
(resp. de  A-algeébres,) q : X — Y il existe un unique isomorphisme de groupes (resp. anneaux,)
(resp. A-modules,)

(resp. A-algebres,)
¢ : X/Kerq — Ytelquep om = q ouw : X — X/Kerq, estlasurjection canonique.

Corollaire 1.8.14 (Factorisation canonique des morphismes)

Etant donné un morphisme f : X — Y  de groupes
(resp. d’anneaux,)
(resp. de A-modules,)
(resp. de A-algebres,)

il existe un unique isomorphisme de groupes (resp. d’anneaux,)
(resp. de A-modules,)
(resp. de A-algeébres,)

¢ X/Kerf & Imf telquedp o m = f

ou 7 est la surjection canonique.

Corollaire 1.8.15 Soient (X, +) un groupe abélien (resp. (X, +,-) un A-module,) Y et Z des sous-groupes
(resp. sous-A-modules de X.)

i) SiZ C Y, lasurjection canonique 7y : X — X/Y se factorise a travers le quotient X/Z en un mor-
phisme surjectif 7 tel que le diagramme suivant soit commutatif :

X
ﬂ'zl \WY
X/z —— X/Y.
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i) SiZ C Y, restrictionzy aY delasurjection canoniqueny : X — X /Z se factorise en un diagramme
commutatif ol j et injective :

Y o Y/Z

ool D

X 2 X/7.
iii) Toujours sous I’hypothése que Z C Y, et avec les notations du point ii), notons
(X/2)/(Y/)Z) := (X/Z)/Imjetnw : X/Z — (X/Z)/(Y/Z) la surjection canonique.

Alors la composée m o 7y ce factorise a travers la surjection canonique my : X — X/Y de sorte que le
diagramme du point ii) se compléte en un diagramme commutatif oul ¢ est un isomorphisme :

Y o Y/)Z

ool D

X 2 X/Z

- |-

XYy —%o (X/2)/(Y/Z).

iv) En ne supposant plus nécessairement que Z C Y, la composée de la surjection canonique Y + 2 — Z
avec I’inclusion naturelleY C Y + Z, se factorise  travers le quotientY/(Y N Z), donnant lieu au diagramme
commutatif suivant oul ¢ est un isomorphisme :

Y — Y+ Z

1 1
¢

Y/ YnZ) — (Y +2)/Z.
Corollaire 1.8.16 Soient (X, +) un groupe abélien (resp. (X, +, ) un anneau commutatif,) (resp. (X, +, -) un
A-module,) (resp. (X,+,*,s : A — X) une A-algebre,) et Y - X un sous-groupe
(resp. un idéal,) (resp. un sous- A-module,) (resp. un idéal.)
Soitw : X — X/Y la surjection canonique.

Un sous-ensemble Z de X/Y est un sous-groupe
(resp. un idéal,) (resp. un sous- A-module,) (resp. un idéal,) de X/Y si et seulement si 7= (Z) est un sous-
groupe
(resp. un idéal,) (resp. un sous- A-module,) (resp. un idéal,) de X.

On a alors

Z =Y 2)Y.
L’application Z + 7~ 1(Z) est alors une bijection croissante (pour la relation d’inclusion) de I’ensemble
des sous-groupes
(resp. idéaux,) (resp. sous- A-modules,) (resp. idéaux,) de X /Y, dans I’ensemble des sous-groupes (resp.
idéaux,)
(resp. sous- A-modules,) (resp. idéaux) de X contenantY.

Remarque 1.8.17 Etant donné un groupe abélien
(resp. un A-module,) X. les données suivantes sont équivalentes au sens ou la donnée de I’une d’entre elles
permet de construire canoniquement les trois autres :

a) Un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) Y de X.

38



L3/S6 M305, Algebre II, 1.8.18 Université Paris Sud, 2019-2020

b) Un morphisme injectifz : ¥ — X.
c) Une relation d’équivalence compatible sur X.

d) Un morphisme surjectifq : X — Z.

Par exemple d) = a) consiste a prendre le noyau du morphisme surjectif, tandis que a) = d) consiste a
prendre le quotient par le sous-groupe (resp. sous-A-module.)

L’équivalence a) < ¢) a été établie dans la proposition 1.8.3.

Le reste des vérifications est laissé au lecteur.

Remarque 1.8.18 (Le cas des A-algebres) Le cas des A-algebres apparait toujours a I’intersection des A-

modules et des anneaux et il convient toujours de vérifier que lorsqu’une consttruction est possible dans les
deux cadres, elle coincide bien dans le cas des A-algebres.
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1.9 . —Suites exactes

Dans toute cette section (1.9,) A désigne un anneau commutatif (cf. I.1.8.)

Définition 1.9.1 (Suite exacte courte) La notation

0> N—"sx-".0 50 1.9.1.1
signifie que :
Ex;) N, X et ) sont des groupes abéliens (resp. des A-modules.)

Exs) i et p sont des morphismes de groupes (resp. de A-modules.)

EXg)
Imi = Kerp.

Ex4) 4 est un morphisme injectif (i.e. le noyau de ¢ est I'image du morphisme nul {0} — N .)

Ex5) p est un morphisme surjectif

(i.e. 'image de p est le noyau du morphisme nul Q@ — {0} .)
On dit alors que 1.9.1.1 est une suite exacte courte de groupes abéliens (resp. de A-modules.)
On dira aussi que )
est une suite exacte si I’on exige seulement que la condition Ex3) soit satisfaite.
On peut encore généraliser la notion a

= X Ji

fi

Xi+1 XZ'+2 — ...

dont on dit que c’est une suite exacte longue si pour tout i, Im f; = Ker fi11 .

Remarque 1.9.2 La donnée d’une suite exacte courte de groupes abéliens (resp. de A-modules,) équivaut a
I’une des données équivalentes de la remarque 1.8.17.

Plus précisémentsiz : N — X est un morphisme injectif il se complete en une suite exacte courte 0 —
N—5X-—",0 = 0en prenant Q := X/Imi et p la surjection canonique. On notera d’ailleurs
souvent X/N := X/Imi puisque le morphisme injectif ¢ induit un isomorphisme ¢ : N = Imi.

De méme si p : X — (@ est un morphisme surjectif, il se compléte en une suite exacte courte 0 —
N——Xx " @ — Oenprenant N := Ker p; Le morphisme p se factorise alors en un isomorphisme

X/Kerp = X/Imi = X/N = Q (cf.1.8.14.)

Remarque 1.9.3 Dans le cas d’'un morphisme de A-modules les notions de noyau et d’image étant celle du
morphisme de groupes sous-jacent une suite est exacte au sens des A-modules si et seulement si elle ’est au
sens des groupes abéliens sous-jacents. En particulier pour une suite de groupes abéliens il est équivalent d’étre
exacte comme suite de groupes abéliens ou comme suite de Z-modules.

Définition 1.9.4 Etant donnée une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) .
0> N——X—"50Q -0,

on dira que :

i) (quotient)
@, ou le couple (@, p) ou méme p est un quotient de X ;
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ii) (Sous-module)

N, ou le couple (N, i) ou méme 7 est un sous-groupe (resp. sous-module,) de M. Cette derniere définition
ne représentant d’ailleurs presque aucune nouveauté par rapport a celles qui ont été données dans la section 1.3
(resp. A.3.)

Remarque 1.9.5 Les deux notions définies ci-dessus de quotient et de sous-groupe
(resp. sous- A-module,) ont « rarement » tendance a coincider pour une paire de sous-modules donnée : si X et
Y sont des groupes abéliens

(resp.  A-modules,) « généralement » Y n’est pas simultanément un quotient et un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de X.

Le cadre des K-espaces vectoriels, qui rappelons-le, sont un cas particulier de groupes abéliens
(resp. A-modules,) peut induire en erreur. En effet dans ce cas la distinction entre quotient et sous-module
n’est pas nécessairement facile a faire. Cela est lié, comme nous allons le voir précisément dans la suite a
I’existence de supplémentaires pour un sous-espace, ou de scindage pour les suites exactes ce qui revient au
méme.

L’exemple suivant est néanmoins peut-&tre plus éclairant et il srait bon de le garder a I’esprit :

Exemple 1.9.6 a) Dans la proposition 1.7.6 on a donné les ingrédients permettant de construires les couples
de suites exactes

O%X1L>X1XX2L)X2 —>Oet0—>X2L>X2><X1L>X1 — 0

qui font manifestement apparaitre les objets X; et X» simultanément comme des quotients et des sous-objets
de X1 X XQ.

Cependant, on est parti de la situation d’un produit ce qui n’est pas forcément le cas général mais bel et bien
celui développé dans les propositions 1.9.9 et 1.9.10.

b) Pourunentierd > 2, on a une suite exacte de groupes abéliens bien connue :
0 »dZ — Z — ZJ/dZ — 0

qui fait naturellement de Z/dZ un quotient de Z.

On a établi dans un ou plusieurs exercices et si on 1’a oublié il serait opportun désormais de ne pas le perdre
de vue, qu’il n’existe pas de morphisme de groupes injectif de Z/dZ dans Z. Ainsi Z/dZ ne peut en aucun cas
se réaliser comme (ous-groupe (sous-Z-module) de Z. Il résulte de a) ou plus exactement de la proposition 1.7.6
qu’on ne peut pas écrire Z = dZ x Z/dZ.

Définition 1.9.7 (Projecteur) On  dit qu’'un  endomorphisme p d’un  groupe  abélien
(resp. A-module,) X est un projecteur si (come dans le cas de ’algebre linéaire) p o p = p.

Lemme 1.9.8 (Propriétés des projecteurs) Soit p : X — X un projecteur (ot X est un groupe abélien
(resp. A-module :)

i)
X = Kerp & Imp;

ii)
Idx — p est un projecteur, Kerp = Im (Idx —p), Imp = Kerldx —p.
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Proposition 1.9.9 Soient _
0 N——Xx—-—L3Q =0,

une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) et un morphisme
5:Q — Xtelquep o s = Idg .
i) Le morphisme s est injectif.
iI)
X =Ims @ Im(Idx —sop)etIm(Idy —sop) = Kerp = Imi.
Preuve : Remarquons d’abord que
(sop)® = soposop = sop
si bien que s o p est un projecteur et que 1’on peut appliquer le lemme 1.9.8. On a donc
X = Im(sop) @ Ker(sop).
Le morphisme p étant surjectif, Tm (s o p) = Ims. Le morphisme s étant injectif,
Ker(sop) = Kerp = Imi
puisque la suite 1.9.9.1 est exacte.
iii) On peut donc noter
ri=i'o(ldx —sop) : X - N
etl’ona
roi = Idy :
En effet
roi=i"'o(Idy—sop)oi=1i"'o(i—sopoi)=i'oi=Idy.

Ce qui entraine que r est surjectif. De plusr o 1 est un projecteur et
(roi)+ (sop = Idx.

iv)
Ims = Kerr.

Preuve : En effet,
Kerr = Ker(i~'o(Id_sop)) = Ker(IdM — sop)

puisque i~ ! est injectif. Or
Ker (Idx —sop) = Im(sop)

en vertu du lemme 1.9.8. Or p étant surjectif, Insop = Ims.
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v) Il résulte de ce qui précéde que
0 Q——-M—"-N =0

est une suite exacte courte.

Proposition 1.9.10 Soient _
0> N—>X—2,0 >0, 1.9.10.1

une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) et un morphisme

r: X — Ntelquer o1 = Idy . 1.9.10.2

i) Le morphisme r est surjectif.
ii)
X =Imi ® Im(Idy —ior)etImi = Kerp.
Preuve : Remarquons d’abord que
(ior)> = ioroior = ior
si bien quet o r est un projecteur et que I’on peut appliquer le lemme 1.9.8. On a donc
X = Ker(ior) @ Im(ior).
De plusKer (i or) = Im (Idx — i o). Enfin, r étant surjectif,
Im(ior) = Imi = Kerp
puisque la suite 1.9.10.1 est exacte.
iii) Il en résulte que piy, (1dx —ior) €St un isomorphisme. On note s : () — M son isomorphisme inverse. Il
s’ensuit immédiatement que s est injectif et
pos=1Idg.

De plus s o p est un projecteur et
(roi)+ (sop=ldx.

iv)

Ims = Kerr.

Preuve : En effet, en utilisant encore le lemme 1.9.8,
Ims = ImIdx —ior = Kerior = Kerr

puisque ¢ est injectif.
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v) Il résulte de ce qui précéde que
0 Q——-M—"-N =0

est une suite exacte courte.

Définition 1.9.11 i) (Section)
Un morphisme s : (Q — M comme en 1.9.9.2 est usuellement appelée une section de p ou un scindage de
la suite exacte et I’on di que la suite exacte courte 1.9.9.1 est scindée;

ii) (Rétraction)
On dit qu'un morphisme » : M — N come en 1.9.10.2 est une rétraction de ¢ et I’on dit que la suite
exacte courte 1.9.10.1 est rétractée.

En fait les proposition 1.9.9 et 1.9.10 montrent qu’une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) est scindée si et seulement si elle est rétractée ;

Exemple 1.9.12 a) Bien entendu les situations envisagées en 1.7.6 fournissent des exemples de suites exactes
courtes scindées (ou de maniere équivalente rétractée.) Nous allons en fait voir a la proposition 1.9.13, qu’'on a
l1a en quelque sorte une situation modele de suites scindées ou rétractées.

b) Soient K un corps, I/ un K-espace vectoriel de dimension finie m et F' un sous espace vectoriel de E de
dimension n. < m. notons G := E/F si bien qu’on a une suite exacte

0 F—"3pEp-2.G 50

ou p est la surjection canonique et ¢ 1’inclusion naturelle de F' dans F (i.e. la restriction de I'identité Id g
a F.) Une base (u1,...,u,) de F' se complete en une base (uy,...,u,) de E. Cest précisément un des
points essentiels de la théorie des espaces vectoriels et qui nous fera défaut dans le cadre des groupes abéliens
(resp. A-modules,) et auquel nous chercherons les meilleurs paliatifs possibles.

C’est alors un exercice facile (mais qu’ill est néanmoins bon d’avoir fait au moins une fois) que de montrer
que p(u;) ;n+1<i<m est une base de G qui se trouve donc étre de dimension finie également.

On définit s : G — E comme 1’unique morphisme (application linéaire) tel que

Vn+1<i<m, sp(u)] = u;.

Il est alors immédiat de vérifier que p o s = Idg c’est-a-dire que s est une section de p.

La proposition suivante est une sorte de réciproque de 1’exemple 1.9.6.a) :

Proposition .9.13 Ftant  donnée  une  suite  exacte courte de  groupes  abéliens
(resp. A-modules,) .
0> N——X—"50Q — 0,

s’il existe
une sections : Q — M dep (cf.1.9.9.2,)

(resp. une rétractionr : M — N dei (cf. 1.9.10.2,)

il existe une rétraction r de i (resp. une section s de p,) et le morphismes
f:M—= NxQ,z — (r(x),px)etg: NxQ — M, (y,2) — i(y) + s(2)

sont des isomorphismes inverses 1’un de I’autre.
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Preuve : En effet :

Vee M, g[f(x)] = glr(x), p(z)]
= i[r(2)] + plp()]
=z (cf. 1.9.9.iii) ou 1.9.10.iii) ) .

Réciproquement :

V(y,z) e N xQ, [lgl(y,2)]] Fli(y) + 5(2)]

Remarque 1.9.14 La proposition 1.9.13 ci-dessus est en fait un énoncé réciproque de la proposition 1.7.6. En
effet, avec les notations de la proposition 1.7.6, les points 1.7.6.1) a 1.7.6.i1) assurent que I’on a deux suites
exactes scindées

0> X1 —2 5 M-—"23X, 5 0et0 — Xo —2 M- X, 5 0.

On pourrait synthétiser ces résultats dans I’énoncé suivant :

Théoreme 1.9.15 Soient X et Y deux groupes abéliens
(resp. A-modules,) alors les données suivantes sont équivalentes :

a) Un morphisme injectift : Y < X tel que la suite exacte
05Y—5Xx—L250Q =0
qui s’en déduit soit scindée/rétractée.
b) Un morphisme surjectifp : X — Y tel que la suite exacte
0+ N——X-"L03Y 50

qui s’en déduit soit scindée/rétractée.

¢) Un morphisme injectif 1Y - X et un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) Z C X tel que
X=iY)® Z.

d) Un groupe abélien
(resp. A-module,) Z et un isomorphisme

FiY XY 2 X.

Définition 1.9.16 (Facteur direct) Dans le cas ou X et Y sont des groupes abéliens
(resp. A-modules,) vérifiant les conditions équivalentes du théoréme 1.9.15, on dit que Y est un facteur direct de
X. Ceci signific  que Y est alafois un quotient et un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de X.

Corollaire 1.9.17 Etant donné un groupe abélien
(resp. A-module,) X,

i) si Y et Z sont des sous-groupes
(resp. sous- A-modules,) de X tels que
X =Y @6 Z

le morphissme naturel Y x Z — M | (x,y) — x + y est un isomorphisme ;

45



L3/S6 M305, Algebre II, 1.9.19 Université Paris Sud, 2019-2020

ii) Réciproquement, si Y et Z sont des groupes abéliens
(resp. A-modules,) tels qu’on ait un isomorphisme

fiYxZ X,

que lon note
1Y > X,z f(z,00etj: Z - X,z — f(0,z),
X = i(Y) @ j(2)

qu’on abrégera, si aucune confusion n’est a craindre en

X =Y & 7.
Proposition 1.9.18 Soient X1 = X un morphisme de groupes abéliens
(resp. A-modules,), (Y, Z;) un couple de sous-groupes

(resp. sous- A-modules,) de X; ,; — 1 ou 2 , tel que
X, =Y, & Z;, f(Yl) C Ygetf(Zl) C Zs.

On note alors
fy = fiy, (resp. fy = f|z, ) larestrictionde f aY; (resp..Z; .)

i)
Ker f = Ker fy & Ker fz.

Preuve : Puisque
Kerfy C YretKerfy, C Zy,

que Z; et Y] sont en somme directe, la somme Ker fy + Ker fz est nécessairement directe. Or pour tout
x € Xj, il existe un unique couple (y,z) € Y1 X Zy telquex = y+ z. Or

f@) =0 fly+z) =0 fr(y)+fz(z) =0,
fy(y) € Yo fz(2) € Zs, Ys et Zy sont en somme directe si bien que

YW +f2) =0< fyy) = f2(2) =0 & y € Kerfyetz € Kerfy.

i)
Imf =Imfy © Imfz.

Preuve : Ici encore, comme ci-dessus, la somme Im fy + Im f; est directe; I'inclusion Im fy + Im f; C
Im f est immédiate.
Pourtoutr € Im f,ilexisteu € X telquex = f(u). Orilexiste (v,w) € Y1 x Z; telqueu = v4w
si bien que
v = f(u) = fo+w) = fr(v)+ fz(w) € Imfy + Imfy.
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Le théoréme qui suit permetra notamment de donner une preuve moins technique que dans le cas général
du théoreme I1.10.5 dans le cas des groupes abéliens et des K[X]-modules (F, u).

Théoréeme 1.9.19 (Principe d’EULER-POINCARE) i) Si
00— K —G —H —0

est une suite exacte courte de groupes abéliens, G est un groupe fini si et seulement si il en est de méme de K
et I et dans ce cas

#(G) = #(K) * #(H) .
ii) Si
0> N —F —Q —0

est une suite exacte courte de K-espaces vectoriels, E est de dimension finie si et seulement si N et () le sont
et dans ce cas
dimg F = dimg N + dimg Q .
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.10 . —Divisibilité et idéaux
Supposons donc dans cette section (I.10) que (A, +, %) est un anneau commutatif (cf. 1.1.8.)

Définition 1.10.1 (Divisibilité) Pour tout couple (a,b) € A x A, on dit que a divise b ou que a est un diviseur
de b ou encore que b est un multiple de a et ’on note a|b, s’il existe ¢ € Atelqueaxc = b.

Lemme 1.10.2
V(a,b) e Ax A, alb & bA C aA & b € dA

(ot a A est I’idéal principal engendré par a .)

Remarque 1.10.3 On sait que dans un anneau A, pour touta € A, 0xa = 0.1l en résulte que pour tout
a € A,al0.
Par ailleurs
Vae A, Vb€ A, Vee A, (albetalc = alb+c).

Remarque 1.10.4 On remarque que la notion de divisibilité « correspond » a 1’inclusion sur les idéaux laquelle
est une relation d’ordre partielle. La réflexivité et la transitivité ne posent aucune difficulté pour la relation de
divisibilité mais il n’est pas clair qu’elle soit antisymétrique : a|b et b|a n’implique pas forcément que a = b.
Méme dans Z 5| — 5 et —5/5.

On verra comment on peut affiner cette notion de maniere intéressante dans le paragraphe concernant les
anneaux integres (cf. I.11.)

Définition 1.10.5 (Elément premier) Un élément a € A est dit premier si ’idéal principal engendré par a
aA est premier (cf. 1.3.8 ;) ce qui équivaut a dire que a ¢ A* (cf. 1.4.5,) et

V(b,c) e AX A, albxc = alb V alc.

Définition 1.10.6 (Elément irréductible) Un élément a € A est irréductible si a ¢ A* (a n’est pas inver-
sible) et
V(b,e)EAX A, a =bxc=be A*Vce A .

Remarque 1.10.7 Les définitions .10.6 et I.10.5 sont présentées ici de maniere tout a fait indépendantes I’une
de I’autre contrairement a I’habitude qu’on peut en avoir en travaillant dans les anneaux usuels Z ou K[X].
Ces deux notions n’entretiennent en effet de rapports étroit que si on fait des hypothéses sur I’anneau A. Un
premier résultat sera obtenu dans la proposition I.11.1 en supposant que A est integre. Finalement dans le cas
des anneaux principaux le lemme de GAUSS et son corollaire le lemme d’EUCLIDE (cf. 1.13.2.6,) permettra de
« presque » confondre les deux notions d’irréductibilité et de primalité et de retrouver la définition usuelle de
nombre premier

Notation 1.10.8 On notera
VX CA,DX) :={y € A; Ve e X, ylz} (tesp. M(X) := {y € A; Ve e X, z|y})

I’ensemble des diviseurs (resp. multiples) communs a tous les éléments de X.
De maniére un peu abusive, on notera encore

D(z,y) := D({z,y}) (resp. M(z,y) := M({z,y}).)
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Proposition 1.10.9 Pour tout X C A,

d € D(X) & (X) C dA,
(ot (X)) est I’idéal engendré par X défini en (cf. 1.4.2.)
Corollaire 1.10.10 Pour tout X C A, A* C D(X).

Définition 1.10.11 Pour X C A,si D(X) = A* ondit que les éléments de X sont premiers entre eux (dans
leur ensemble).

Remarque 1.10.12 Cependant la situation que nous aurons souvent a considérer par la suite est celle ot deux
éléments = et y de A sont premiers entre eux i.e.ot D({z,y}) = A* ouvienodt X C A est constitué
d’éléments deux a deux premiers entre eux c’est-a-dire

Y(z,y) € X x X, D({z,y}) = A* .

Bien siir que cette situation entraine que les éléments de X sont premiers entre eux dans leur ensemble mais le
fait que les éléments de X sont deux a deux premiers entre eux est une hypothese plus forte. Les éléments 2, 5,
6 de Z sont premiers entre eux dans leur ensemble mais pas deux a deux premiers entre eux.

Définition 1.10.13 (PGCD PPCM) Etant donné un ensemble X C A, on appelle plus grand commun diviseur
ou PGCD (resp. plus petit commun multiple on PPCM)

un plus grand élément de D(X )(resp. un plus petit élément de M (X), )

au sens de la relation | bien entendu, autrement dit, un élémentd € D(X) (resp. m € M (X)) tel que :

Va € X, dlaet Vb € D(X), bld (resp. Va € X, a|m et Vb € M(X), m|b.) 1.10.13.1
Remarque 1.10.14 La définition 1.10.13 peut sembler un peu abusive au sens ol nous n’avons parlé de plus
grand élément ou de plus petit élément que pour une relation d’ordre. Nous verrons en outre que la relation -|-
n’est pas « vraiment » une relation d’ordre (cf. I.11.6,) met en particulier en défaut le fait que de tels éléments,
s’ils existent, (ce que nous n’avons pas encore établi mais qui le sera pour les anneaux principaux (cf. 1.13.1.3

et [.13.1.6) est unique.

Lemme 1.10.15 Etant donné une partie X C A, tous les PGCD (resp. PPCM) de X s’ils existent engendrent
un méme idéal (ct. 1.4.4.)

Notation 1.10.16 Le lemme ci-dessus peux motiver les notations suivantes : Pour X C A d (resp. m) un PGCD
(resp. PPCM) de X, on notera :

/\X = dAet PPCM(X) := mA. 1.10.16.1

Pour tout (z,y) € A x A, onnotera:

T Ay = /\{x,y} et PPCM(z,y) = PPCM({z,y}) . 1.10.16.2
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I.11 . —Eléments remarquables d’un anneau intégre
Dans cette section (I.11,) (A, +, *) est un anneau commutatif intégre (cf. .1.8, 1.1.14.)

Proposition I.11.1 Dans un anneau commutatif integre A, tout élément premier (cf. 1.10.5,)
non nul est irréductible (ct. 1.10.6.)

Définition 1.11.2 (Eléments associés) Pour (a,b) € A x A, on dit que b est associé i a s’il existe un élément
inversibleu € A, telqueb = ux*a.

Lemme I.11.3 La relation d’association est une relation déquivalence.

Lemme 1.11.4 Pour tout (a,b) € A x A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) albetbla;
b) aA = bA,;
¢) Ju € A*, b = axu;
d Ju e A, a = bxu;

e) a etb sont associés.

Remarque 1.11.5 L’équivalence entre 1.11.4.b) et I.11.4.e) peut se reformuler en disant qu’on a une bijection
naturelle entre les classes d’équivalences pour la relation d’association et les idéaux principaux de A.

Remarque I.11.6 Bien qu’elle soit réflexive et transitive, la relation | (divise) n’est pas « vraiment » antisymé-
trique, fait qu’on ne peut pas dire que | est une relation d’ordre.

Cependant la relation d’association est une relation d’équivalence. On dira dans ce cas que | est une relation
de pré-ordre. Ce pré-ordre n’est pas total, en effet on ne peut pas toujours comparer deux éléments de Z du
point de vue de la divisibilité. Par exemple, on n’a ni 3|5 ni 5|3.

Lemme 1.11.7 L’élément neutre pour + 0 est le plus grand élément pour | tandis que tout élémentu € A* est
un plus petit élément pour |.

Remarque I.11.7.1 On constate d’ores et déja que | ne se comporte pas tout a fait comme une relation d’ordre
puisqu’il n’y a pas unicité d’un plus petit élément.

Lemme 1.11.8 Pour tout X C A, les PGCD de X (resp. PPCM de X ) forment une classe d’équivalence pour
la relation d’association.

Remarque 1.11.9 On n’a pas parlé jusqu’ici du PGCD ni du PPCM mais d’un PGCD ou d’un PPCM a cause du
défaut d’unicité constaté dans le lemme ci-dessus. Ce dernier énoncé montre en outre que de toute évidence, le
«bon objet » a considérer n’est pas un PGCD ou un PPCM miais la classe d’association des PGCD (resp PPCM)
qui, pour le coup, et d’apres le lemme 1.11.8 est unique. Cette classe d’association elle-méme ne semble pourtant
pas étre un objet tres utilisable sauf a remarquer qu’on peut la représenter par un objet tout a fait maniable a
savoir un idéal. Grace au lemme 1.11.4 on sait en effet que tous les PGCD (resp. PPCM) engendrent le méme
idéal.

Le défaut majeur de ces notions, dans ce cadre trop général, est de ne pas jouir d’un résultat d’existence.
Un cadre confortable pour s’y intéresser est celui des anneaux principaux (cf. I.13,) a moins qu’on introduise la
notion d’anneau factoriel, ce qui ne sera pas fait dans le cadre de ce cours.
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.12 . —Anneaux principaux

Définition 1.12.1 (Idéal principal) Unidéal aA poura € A comme dans I’exemple 1.3.6.b), est dit principal.
On dit que I’idéal a A est engendré par a ou encore que a est un générateur de 1’'idéal a A.

Définition 1.12.2 (Anneau principal) Un anneau commutatif A est principal s’il est integre (cf. 1.1.14,) et si
tout idéal de A est principal.

Exemple 1.12.3 a) Un corps est un anneau principal, puisqu’on a déja remarqué (cf. 1.3.6.a),) que ses seuls
idéaux sont {0} et lui-méme qui sont évidemment principaux. Néanmoins cet exemple ne présente qu’un intérét
tres limité du point de vue de I’ arithmétique.

b) La proposition 1.13.6.4 nous permettra de donner un certain nombre d’exemple d’anneaux principaux qui
ne sont pas des corps a savoir les anneaux euclidiens :

Exemple 1.12.4 D’autres exemples d’anneaux principaux sont donnés par :

a) (L’anneau des entiers relatifs)
I’anneau Z . des entiers relatifs ;

b) (Les anneaux de polynomes)
les anneaux de polyndomes K[X] (cf. II1.4.4,) out x est un corps;

c) (Les entiers de GAUSS)
I’anneau des entiers de GAUSS ;

d) (Les entiers d’Eisenstein)
et ’anneau des entiers d’Eisenstein.
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.13 . —Arithmétique des anneaux principaux

1.13.1 . —Existence de PGCD et de PPCM dans les anneaux principaux

Dans la suite, c’est-a-dire dans les paragraphes 1.13.1 a 1.13.5 A est un anneau principal.

Lemme 1.13.1.1 Pourtout X C A, ilexisted € A, telque (X) = dA.

Lemme 1.13.1.2 Pour X C A, sid estun générateurde (X ), i.e.si(X) = dA,ilexisten € N, a;,1<i<n €
Aetuz; i<i<n € X tels que
d = Zai X T .
i=1

Proposition 1.13.1.3 (PGCD) Soit X C A une partie de A (qui peut étre finie ou non.)
i) X admet un PGCD (ct. 1.10.13;)

ii) d € Aestun PGCD de X si et seulementsi (X) = dA;

iii) pour tout PGCD d de X :

ElnEN,VlSign,(ElxiGX,EaiGA,),d:Zai*:ri. 1
i=1

Définition 1.13.1.4 (Identité de BEZOUT) La formule 1.13.1.3.iii).1 est appelée identité de Bézout et les é1é-
ments a; ,1<i<n € A coefficients de Bézout.

Remarque 1.13.1.5 La proposition I.13.1.3 montre en particulier que, dans le cas ol A est un anneau principal
et X C A, les notations (X) introduite en 1.4.1 et A X introduite en 1.10.16.1, sont redondantes au sens ol
elles désignent le méme objet, a savoir 1’idéal engendré par X. Cependant dans le cas ot A est principal, cet
idéal est aussi celui engendré par n’importe quel PGCD des éléments de X.

On pourrait aussi sans grande difficulté constater que les éléments de X eux-mémes sont bien moins déter-
minants que les idéaux qu’ils engendrent. En effet, si on remplace les éléments de X par des éléments qui leurs
sont associés, 1’idéal (X') n’est pas changé et partant I’ensemble des PGCD non plus.

Proposition 1.13.1.6 (PPCM) Pour tout X C A, X admet un PPCM et les PPCM de X sont les générateurs
de I'idéal
NX) = (o € XzA.

1.13.2 . —Théoréme de BEZOUT,

lemme de GAUSS,
lemme d’EUCLIDE

On insiste que dans cettte section (I.13.2) I’anneau A est principal. Certains résultats comme le lemme
de GAUSS (cf. 1.13.2.3,) le lemme d’EUCLIDE (cf. 1.13.2.6,) pourrraient étre obtenus dans un cadre plus
général, a savoir celui des anneaux factoriels, mais I’hypothese A principal est indispensable pour dispo-
ser du théoréme de BEZOUT 1.13.2.1. Dans la mesure o1, dans ce paragraphe les résultas qui suivent sont
des corollaires de ce premier théoréme, il est évident que la stratégie de démonstration devra étre tout a
fait différente pour les obtenir dans un autre cadre que celui des anneaux principaux.
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Théoréme 1.13.2.1 (de BEZOUT) Pour tout X C A, les assertions suivantes sont équivalentes :
a) D(X) = A c’est-a-dire que les éléments de X sont premiers entre eux dans leur ensemble (cf. 1.10.11.)
b)
(X)=/\X =4.
¢) L’élément1 de A est un PGCD pour X.

d) Ilexiste unentiersn € N, unn-upleta;,i<i<n € A, unn-upletz; ,1<i<, € X tels que
n
Z a; *x; = 1.
i=1

Corollaire 1.13.2.2 (Idéaux comaximau) Deux idéaux J et J de A sont comaximaux (cf. 1.4.8.iv),) si et seule-
ment si pour tout couple (z,y) € Ax Atelqued = xAetJ = yA x ety sont premiers entre eux.

Théoréme 1.13.2.3 (Lemme de GAUSS) Pour tout (a,b,c) € A x A x A, sia etb sont premiers entre eux,
et albe alors alc.

Remarque 1.13.2.4 11 se peut que dans la littérature, le lemme de GAUSSne soit pas habituellement déduit du
théoréme de BEZOUT mais plut6t du théoréme fondamental de 1’arithmétique (théoreme 1.13.5.3.) Il pourrait
alors sembler surprenant de procéder comme on I’a fait. Pour expliquer cette différence d’approche, il fau-
drait mentionner qu’il existe des anneaux dans lesquels le théoréme 1.13.5.3 est satisfait mais dans lesquels le
théoreme de BEZOUT 1.13.2.1 ne I’est pas. Dans de tels anneaux dits factoriels le lemme de GAUSSest encore
vérifié mais ne peut alors se déduire du théoréme de BEZOUT. Pour donner une quelconque pertinence aux
considérations qui précede il faudrait encore montrer qu’il existe vraiment des anneaux factoriels qui n’ont pas
la propriété de BEZOUT, ce qui est effectivement le cas.

Lemme 1.13.2.5 Pour toutp € A irréductible et touta € A, sip ne divise pas a, a et p sont premiers entre
eux.

Théoreme 1.13.2.6 (Lemme d’EUCLIDE) Dans un anneau principal A, tout éléments irréductibles (ct. 1.10.6,)
est premier (ct. 1.10.5.)

Remarque 1.13.2.7 Comme on a supposé dans cette section que A est intégre, tout élément premier non nul
de A est irréductible (cf. I.11.1,). Le lemme d’EUCLIDE ci-dessus montre donc que les notions de premiers
et d’irréductibles coincident peu ou prou, et correspondent a 1’idée que 1’on a depuis longtemps des nombres
premiers.

Proposition 1.13.2.8 Etant donné un anneau principal A qui n’est pas un corps, pour tout élémentp € A, le
quotient A/pA est un corps si et seulement si p est irréductible (cf. 1.10.6.)

1.13.3 . —Arithmétique modulaire

Proposition 1.13.3.1 Etant donné un anneau principal Aetp € A, sip est irréductible ’anneau quotient A/ Ap
est un corps. La réciproque est vraie, pour peu que A ne soit pas déja lui-méme un corps.

1.13.4 . —Le théoreme chinois des restes

Notation 1.13.4.1 i) Pour toutidéal I de A, onnoteraw; : A — A/I la surjection canonique
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Pourn € NetZ := Ij,1<k<n une famille d’idéaux, on notera :

ii)
Vi<k<n, pp: HlnA/Ij — A/l
J

la projection du produit sur le £'*™ facteur (cf. 1.7.1,)

iii) Il existe alors un unique morphisme d’anneaux
mr A — H 1nA/I;
J

caractérisé par le fait que
Vi<k<mn, p, o mz = 7y,

Plus explicitement, pour tout x € A,
mz(z) = (7p (x),..., 70, (7)) .

iv) On simplifiera autant que possible la notation 77, en ;, si aucune confusion ne peut en résulter. De méme
on notera simplement 7 au lieu de 7z s’il n’y a pas d’ambiguité sur la famille d’idéaux considérée.

v) Enfin on notera
7 ou simplement ¢ : A — A/( ﬂ A/L)

1<j<n
la surjection canonique.

On peut synthétiser ces notations dans le diagramme suivant :
A " [/
[.13.4.1.1
Pz l \ Iy l Pk
A/(ﬂ1gjgn A/Ij) A/l .
Proposition 1.13.4.2 Soientn € N,Z := I <1<y unn-uplet d’idéaux de A.

i) 1l existe un unique morphisme injectif d’anneaux

v A/ ﬂ AlL) — HlnA/Ij telque vy o ) = 7.

1<j<n J

i) Si les idéaux I, ,1<p<n sont deux a deux comaximaux (cf. 1.4.8.iv),) m est surjective et partant vy est surjec-
tive et donc un isomorphisme.
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Remarque 1.13.4.3 Une lecture attentive montrera que dans la preuve de la proposition 1.13.4.2 il n’a jamais
été fait usage du fait que A est un anneau principal ni d’aucun des résultats que nous avons établis pour ce type
d’anneau (cf. TD n° II, exercice B.)

La particularité du cas des anneaux principaux va consister a traduire en termes de PGCD I’hypothese que
les idéaux sont deux a deux comaximaux grace au corollaire 1.13.2.2, et conduira a la forme suivante (théoréme
1.13.4.4,) plus usuelle, du théoreme chinois des restes. Des formulations plus particulieres encores dans le cas
de I’anneau Z (resp. de I’anneau K[X]) pourront étre données .

Théoreme 1.13.4.4 Soientn € N, aj, ,1<i<n des éléments de A et m un PPcM (ctf. 1.13.1.6,) des aj, ,1<p<n -
Pourtoutl <k <n,onnotem : A — A/aiA (qui correspond a la notation donnée en 1.13.4.1.iv) pour
peu qu’on définisse I’idéal Iy, par I}, := ajA. Il s’en déduit comme en I.13.4.1.iii) un morphisme d’anneaux

T A ﬁA/ajA = [[1na/1; .
j=1 J

Notons encore p : A — A/mA la surjection canonique (qui n’est autre que le morphisme v défini en
1.13.4.1.v) dans la mesure ot

mA = ﬂ ajA
1<j<n
(cf. 1.13.1.6.) )
Alors :

i) Il existe un unique morphisme injectif d’anneaux

v i A/mA — HA/ajA telque v o ) = 7.

J=1

ii) Si les ay, ,i<k<n sont deux a deux premiers entre eux (cf. 1.10.11,) le morphisme 7 est surjectif ce qui
entraine que -y est surjectif et donc un isomorphisme.

1.13.5 . —Théoréme fondamental de I’arithmétique

La preuve des résultats de cette section peut étre assez appréciablement simplifiée dans le cas de Z ou
K[X] en utilisant la valeur absolue ou le degré. Il peut cependant étre instructif de savoir que ces énoncés
sont valables dans un cadre plus général.

Lemme 1.13.5.1 Toutélémenta € A \ A* posséde un diviseur irréductible.

Preuve : Construisons des suites (an) ;neN et (bn) ,neN a valeurs dans A de la maniére suivante. On pose
ag = a,etby := 1.
— Sia, n’est pas irréductible, il existe a, 11 et b, 11 tous deux non inversibles tels que a,, = ap41%bp11.
— Sinon on pose a1 = an etb,41 = 1.
Les suites (ay) ,nen et (bn) nen sont bien définies par récurrence.
Notons J,, := a,A, I'idéal engendré par a,,. Puisque a,1|a,, la suite (Jn) ,neN est croissante. Il résulte

alors de la proposition 1.3.12.iii), que J := U J,, est un idéal de A.
neN
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Puisque A est principal, il existec € AtelquedJ = cA.Orc € J,doncc € U J, ; donc il existe

nneN
p € Ntelquec € J,. llenrésulte queJ C J,. CommeJ,, C T parconstruction,J = J,. Comme

VgeN, ¢g>p = T, C Ty,

Ona
Jp, €T3y C T =7,
si bien que
VgeN, ¢g>p = J, = T,
En particulier 3,1 = J,. Ceci entraine que ap+1 € Jp i.e. aplaps1. Comme, par hypothése, a,1|ap,
ap+1 etay, sont associés. Il existe doncu € A* telque ap1+u = ap. Parconstructiononaa, = api1%bpi1,
il en résulte que b,y = w. Ceci entraine par construction des suites (a,,) nen et (by) men, que a, est

irréductible. Or a,|a, si bien qu’on a mis en évidence un diviseur irréductible de a.

Remarque 1.13.5.2 En considérant attentivement la preuve du lemme 1.13.5.1, on constate qu’on a montré que
dans un anneau principal toute suite croissante d’idéaux est stationnaire a partir d’un certain rang. Un anneau
possédant cette propriété est dit noethérien.

Théoreme 1.13.5.3 (fondamental de ’arithmétique) i) Pour tout élémenta € A, a # 0, il exist un entier
n € N des éléments irréductibles p; ,1<i<, deux a deux non associés, des entiers naturels cv; ,1<i<n € N, et
un élément inversible u tels que :
n
a = ux* pr‘ . 1
i=1

ii) La décomposition ci-dessus d’un élémenta € A, a # 0, est unique au sens ou si

d e
a:u*Hp?i:v*qui, 1
i=1 i=1

m = n et il existe une bijectiono : [1;d] — [1;d] tel que

V1<i<n, a; = Bou), pi€t qa(i) sont associés .

Remarque 1.13.5.4 On pourra étre surpris de voir ici que la décomposition en produit de facteurs premiers
(irréductibles) apparait comme une conséquence du lemme de GAUSS (cf. 1.13.2.3,) ou du lemme d’Euclide (cf.
1.13.2.6,) alors que souvent I’on présente ces deux résultats comme conséquence de la décomposition en produit
de facteurs premiers. On pourrrait montrer qu’en fait ces propriétés sont équivalentes pour un anneau et qu’en
particulier un anneau dans lequel le théoreme de BEZOUT est vérifié, les possede.

Définition 1.13.5.5 (Valuation p-adique) Le théoréme I.13.5.3.ii) assure que pour tout
a = u*HpZO” e A\ {0},
i=1

Ientier naturel c; est bien défini. On le notera vy, (a) qu’on appellera valuation p;-adique de a.
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L1.13.6 . —Algorithme d’Euclide

Il ne suffit pas que ’anneau A soit principal pour qu’on puisse mettre en ceuvre 1’algorithme d’Euclide,
celui-ci s’appuyant en effet sur la division euclidienne. Les anneaux Z et K[X] (cf. II1.4.2,) disposent néan-
moins de cette propriété. Nous allons introduire la notion d’anneau euclidien a seule fin de donner une dé-
nommination commune a ces situations et remarquer que les anneaux euclidiens sont principaux de maniere a
pouvoir utiliser toutes les ressources dévloppées dans le paragraphe 1.13, a propos des anneaux principaux.

Définition 1.13.6.1 Etant donné un anneau commutatif integre A, un stathme euclidien sur A est une applica-
tion

v:A\ {0} 5 N

vérifiant :

V(a,b) € A x (A\{0}), 3(¢,)r € A x A, a = bxq + ret(r = 0ouv(r) < v(b)), LI3.6.1.1

Y(a,b) € (A\{0}) x (A\{0}), v(b) < v(axbh). 1.13.6.1.2

Un anneau commutatif integre muni d’un stathme euclidien v est appelé anneau euclidien et on parle de
division euclidienne suivant le stathme v.

On adopte en général la terminologie usuelle suivante : a est le dividende b le diviseur q un quotient et r un
reste.

Exemple 1.13.6.2 a) ((Z,]-]))
L’anneau Z muni de la valeur absolue est un anneau euclidien .

b) (K[X], deg(-)))
L’anneau K[X] muni du degré deg(-) est un anneau euclidien (cf. I11.4.)

) ((K[X], val(-)))
L’anneau K[X] peut également étre muni du stathme euclidien donné par la valuation val(-) donnant lieu a
la notion de division suivant les puissances croissantes.

d) (Entiers de GAUSS)

Remarque 1.13.6.3 On constate que dans la définition 1.13.6.1 aucun énoncé d’unicité du couple (g, r) n’est
donné contrairement a ce qui est le cas dans le cas de I’anneau Z ou méme pour I’anneau K[X] (cf. I11.4.2.)
Dans ces deux cas, le stathme euclidien considéré posseéde une propriété supplémentaire de « compatibilité » a
I’addition |a + b] < |a| + [b], deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) qui n’est pas exigé par les axiomes
1.13.6.1.1 et 1.13.6.1.2. On constatera que I’anneau des entiers de GAUSS n’a pas de telle propriété et que
néanmoins une arithmétique similaire a celle des anneaux Z et K[ X | peut y étre développée.

En particulier I’absence d’énoncé d’unicité dans la division euclidienne n’interdit pas de montrer que 1’an-
neau est principal comme nous allons le voir dans la proposition 1.13.6.4 qui peut servir de point de départ a
toute I’arithmétique de ces anneaux.

Proposition 1.13.6.4 Un anneau euclidien (A, v) (ot A est un anneau commutatif intégre et v un stathme
euclidien) est principal.
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Proposition 1.13.6.5 (Algorithme d’Euclide) Soit (A, v) un anneau euclidien

(cf. 1.13.6.1.) Etant donnés deux éléments ag etay de A, 'algorithme d’Euclide consiste en la donnée des suites

(an) meN (un) meN (Un) meN et (Qn) meN

définies par récurrence de la maniére suivante :

Uug 1
u =0 1.13.6.5.1
Vo = 0
U1 = 1 ]
pourtoutn € N, sia,+1 =0,
n4+2 = Up42 = Uny2 = (qn = 0 5
sinon, g, est un quotient de la division euclidienne de a,, par a,4+1 €t ap4+2 = ayp — Gn * ap41 un reste. On
pose alors :
Unt2 i= Un = dn X Un+1 113.65.2
Unt2 = Up — (qn*Uni1 .
Alors :
i) Soit
vneN, a, = 0,
et on pose m := 0, soit
ImeN, ((am # 0)et (Vg>m, ag = 0)).
ii)

Vn € N, (n <m-—2 = D(an,tnt1) = D(an+1,an+2)) :

d’ou il résulte que d est un PGCD de a,, et a,,+1 si et seulement si d est un PGCD de a,, 11 et a, 2.

iii)
YneN, a, = ag*u, + ai *xv, .

iv) L’élément a,, ¢ 4 est un PGCD pour ag et ay, U, et v,, des coefficients de BEZOUT (cf. 1.13.1.4.)

Exemple 1.13.6.6 On peut ' mettre en oeuvre 1’algorithme d’Euclide de la maniére suivante :

Gn Gp Upn  Un
179 1 0
11 0 1
16 3 1 -16
3 2 =3 49
1 1 4 —65

d’ou il résulte que
179A11 = 1etd*x179 — 6511 = 1.

1. Onn’a jamais dit « on doit »
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Remarque 1.13.6.7 En considérant attentivement la proposition 1.13.6.5, on constaterait qu’il n’est nul besoin
de savoir a priori qu’il existe un PGeD dans I’anneau A. En particulier nul besoin de savoir si I’anneau A
est principal ou non. 1’algorithme d’Euclide établit directement I’existence du pGCD a partir de la division
euclidienne. Comme il donne également les coefficients de BEZOUT il permet de démontrer le théoreme de
BEZOUT sans recours au formalisme des idéaux. Reformuler le théoréme chinois des restes dans ce contexte
commencerait peut-étre a devenir moins séduisant moins encore si on s’avisait d’en donner une formulation
pour I’anneau K[X].
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I.14 . —Exercices

Exercice 1.14.1 [Loi de composition, (Magma)]
Cet exercice a été traité dans le premier TD d’algebre I (M303).

Dans tout cet exercice A est un ensemble muni d’une loi de composition associative (i.e. un magma
associatif (cf. 1.0.1.2.)) Pour tout (z,y) € A X A, on note simplement 2y leur composé qu’on appellera
également produit.

1) a) Soit n un entier > 2, et soient ay,...,a, des éléments de A. Pour calculer dans A le produit
a1as . ..ay, il faut mettre des parentheses de facon a ne calculer, aux étapes successives, que des produits
de deux éléments de A. Montrer que le résultat ne dépend pas du choix d’un tel parenthésage; on le note
a1ag ...0ap.

Indication : On pourra procéder par une récurrence sur n, et comparer deux tels parenthésages, I’un ou le
dernier produit effectué regroupe les k premiers termes : (a; . .. ax)(ag41 - . . ay), 'autre ot le dernier produit
regroupe les (k + 1) premiers termes (1 < k < n).

b) Poura € Aetpentier > 1, onnote a” le produita; ...a, ol a; = a2 = ... = a, = a. Montrer qu’on

a
aPa? = a’*9 et (a?)? = aP? pour p, g entiers > 1 .

2) a) Supposons que A possede un élément neutre, ¢’est-a-dire un élément e tel que ea = ae = a pour
touta € A. Montrer qu’un tel élément est unique ; on le note souvent 1 et on pose a” = 1 pour touta € A.

b) Etendre aux entiers petq > 0 les regles établies en question 1), b).

¢) Soient a,b,c des éléments de A tels que ab = bc = 1 ; montrer qu’alors a = c. En déduire que si a possede

un inverse b, cet inverse est unique ; on le note a~ L.

d) Prouver que si des éléments aq, . . ., a, de A ont chacun un inverse, alors a; . . . a,, est inversible aussi, et
calculer son inverse.

e) Prouver que I’ensemble des éléments inversibles de A est un groupe pour la loi (a, b) — ab.

f) Sia estun élémentinversible de A, on pose a=? := (a~!)? pour p entier > 1. Etendre les regles établies
en question 1), b) a tous les entiers p, ¢ € Z.

3) a) Soient z et y deux éléments de A qui commutent : xy = yx. Prouver que, quels que soient les
entiers p et ¢ > 1, 2P et y9 commutent aussi, et qu’on a (xy)? = xPyP.

b) Etendre ces résultats aux entiers p et ¢ > 0 si A a un élément neutre 1, et a tous les entiers p et ¢ si z et y
sont inversibles.

¢) Si on prend pour A un groupe abélien avec une loi noté additivement (a,b) — a + b, on écrit 0
(plutdt que 1) pour I’élément neutre et on note nx au lieu de =™ (en particulier I’opposé de x, c’est-a-dire

I’inverse pour la loi +, est noté —z .)

a) Ecrire dans ces notations les résultats obtenus en question 1), question 2), question 3).
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b) Pour z, y dans A on pose alors z — y = = + (—y) ; prouver que c’est le seul élément z de A tel que
v =z+y;caleuler —(z —y), (z —y) + (@' —y), (@ —y) — (&' = ¥).

4) Pourn € N* et tout n-uplet a; ,1<;<,, d’éléments de A, on définit le produit des a; ,1<i<,, qu’on note
aj X ... X ay, parrécurrence : Sin = 1, le produit de I’élément « est a lui-méme et pour tout n + 1-uplet

Qi 51<i<n+1
(a1 X ... X apg1) = (a1 X ... X ap) X Gpt1 -

a) Soit n un entier > 1, et (a;); ¢ r une famille a n éléments de A, ces éléments commutent I’un a ’autre.

Montrer que, quelle que soit la numérotation 4y, . . ., 7, qu’on mette sur / (i.e.quelle que soit la bijection n > %,
de {1,...,n} sur I,) le produit a;, x ... x a;, est toujours le méme; on le note H a; [on pourra procéder
i€l

par récurrence sur n et comparer deux tels produits, tout d’abord dans le cas ot un élément b de A se trouve en
derniere position, puis dans le cas ot un €lément b de A se trouve en k™ position dans le premier produit, et
en (k + 1)“™ position dans le second, 1 < k < n .|

b) Soit] = U Jj; une partition de I (en sous-ensembles deux a deux disjoints non vides.) Montrer qu’on
ke K
a:
[[a =TI (IT -
i€l k€K jey
Pour m entier > 1, ona
(I e = IL o
iel i€l

¢) Supposons que A ait en outre un élément neutre 1 ; on pose alors H a; = 1 si I est vide; étendre les
iel
regles précédentes aux cas oll I, ou I’'un des Jj, est vide.

d) Supposons que A soit un groupe abélien noté additivement; on écrit alors Z a; ; traduire dans ces
iel
notations les résultats précédents.

5) Soit X un ensemble. On munit ’ensemble AX des applications de X dans A de la loi (f, f') — ff’
ou ff'(x) = f(x)f'(x) pour tout x € X .

a) Montrer que la loi définie ci-dessus est la seule pour laquelle, pour tout z € XX, f — f(x) est un
morphisme.

b) Montrer que cette loi sur AX est associative et que A est un groupe pour cette 1oi si A est un groupe, un
groupe abélien si A est un groupe abélien.

¢) Si Aestun groupe, et X un autre groupe, montrer que I’ensemble Hom (X, A) des homomorphismes de
groupes de X dans A est un sous-groupe de AX, pourvu que A soit abélien.
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6) (Groupe abélien)
On suppose que A est un groupe abélien et pour toutp € Z, ettouta € A, onnotep-a := aP avec
les notations de question 2), f) et question 1), b).

Réécrire dans ce formalisme les résultats de question 1), b) et question 2), f).

Exercice 1.14.2 Quelle différence y-a-til entre 1.5.1.1) et 1.5.1.ii) du point de vue des anneaux et de celui des
groupes. Comparer a la proposition A.5.1.

Exercice 1.14.3 Avec les notations I.7.1, montrer que pour tout /' muni d’une des structures algébriques 1.7.1.1)
ou I.7.1.iii), I’application

Hom(F,P) — [[Hom(F,Ex), f = (p1of,....pnof)
k=1

est un isomorphisme pour la structure algébrique considérée.

Exercice I.14.4 Avec les notations 1.7.1, si V1 < k < n, FE; est un anneau,
(resp. une A-algebre,)

1) les applications i, de la proposition 1.7.6 sont-elles des morphismes d’anneaux (resp. de A-algebres ?)

2) Que peut-on dire de Im iy, 7

Exercice 1.14.5 Démontrer le théoreme 1.9.19.

Exercice 1.14.6 Soit _
0> B——sA—L130C >0

une suite exacte courte de groupes abéliens finis. On suppose que #(B) et #(C') sont des entiers premiers entre
eux. Montrer qu’alors la suite exacte courte est scindée.

Exercice 1.14.7

Exercice 1.14.8
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