Remplissage et surfaces de révolution *

R. Grimaldi et P. Pansu
August 31, 2001

RESUME : La fonction de remplissage d’une variété riemannienne est ou bien linéaire ou bien
au moins quadratique. Cette observation remonte & M. Gromov en 1985. Est-ce la seule re-
striction 7 Nous donnons un résultat partiel : Toute fonction suradditive et surquadratique est
équivalente a la fonction de remplissage d’une surface de révolution. Une fonction qui satisfait
de plus une inéquation du second ordre naturelle coincide avec une fonction de remplissage.

ABSTRACT: The filling function of a Riemannian manifold is either linear or at least qua-
dratic. This fact was originally discovered by M. Gromov in 1985. We address the question
of the existence of further obstructions. We give a partial answer : every superadditive and
superquadratic function is asymptotic to the filling function of a surface of revolution. A
function which furthermore satisfies a natural second order differential inequation is equal to
a filling function.

1 Introduction

Soit M une variété riemannienne, soit ¢ une courbe fermée dans M. Son aire de remplissage
(filling area) est la borne inférieure des aires des disques dans M dont le bord est c¢. Etant
donné un réel positif L, notons Filly;(L) la borne supérieure des aires de remplissage des courbes
fermées dans M de longueur au plus L. La fonction L — Filly(L) s’appelle la fonction de
remplissage de la variété riemannienne M.

Plus généralement, on peut parler d’aire de remplissage pour un cycle, i.e. une réunion de
courbes fermées (on ne met aucune contrainte topologique sur les surfaces a bord en jeu). On note
Fill?, (L) la borne supérieure des aires de remplissage des cycles dans M de longueur au plus L.
Cette fonction s’appelle fonction de remplissage homologique.

La fonction de remplissage riemannienne a été introduite par M. Gromov en lien avec la théorie
des groupes. Lorsque M est le revétement universel d’une variété compacte de groupe fondamental
G, la fonction de remplissage de M est équivalente a la fonction de Dehn d’une présentation finie
de G, qui mesure la complexité algorithmique du probleme des mots dans G.

Dans [G1], M. Gromov a montré que si un groupe G de présentation finie a une fonction de Dehn
sous-quadratique, alors G est hyperbolique, et sa fonction de Dehn est par conséquent linéaire. De
nombreux auteurs ont généralisé ce résultat, [B], [O], [Pa]. L’énoncé suivant se trouve dans le livre
de M. Bridson et A. Haefliger [BH] (dans un formulation un peu plus générale).

Théoréme A. ([BH], theorem 2.11 page 422). Soit M une variété riemannienne, soit L —
Fillpy (L) sa fonction de remplissage. Si

. . 2
Jim Pl (L)/L* =0,

alors il existe une constante C' telle que pour tout L assez grand,

Filly (L) < C L.

*Mots clé : Inégalité isopérimétrique, remplissage, fonction de Dehn. Mathematics Subject Classification : 53C20,
49Q20, 20F65, 53A05.




Probléme : Il y a t'il d’autres restrictions sur les fonctions de remplissage riemanniennes 7

2 Les résultats

Une fonction de remplissage est croissante et au moins linéaire. Nous pensons que ces deux pro-
priétés élémentaires et le théoreme A sont les seules restrictions. Dans cet article, nous donnons
un résultat partiel dans cette direction.

Théoreme 1 Soit F': Ry — Ry une fonction de classe C*° a dérivée strictement positive. On
fait les hypothéses suivantes.

1. F posséde la propriété de suradditivité restreinte, i.e. il existe A > 0 tel que pour tout L > X
et tout entier n,
F(nL) >nF(L).
2. F est surlinéaire, i.e.
F(L)

li — = .
L—1>I-&r-loo L +oeo

Alors il existe une surface de révolution M de classe C™ telle que pour L assez grand,
F(L) < Filly; (L) < F(L) + L*.
En particulier, si F' est de plus surquadratique, i.e.

. L2 —
(i PD/E? = o0

alors
Filly (L)

1 ~1.
L2 T F(L)

2.1 Idée de la preuve du théoreme 1

Soit F' une fonction de classe C*° sur R4 telle que
e F(0) =0, F"(0) = 1/2m et F se prolonge en une fonction paire, de classe C*°, de R dans R.
e Pour tout L > 0, F'(L) > 0.
e liminf; ., F(L)/L > 0.

Il existe une unique surface de révolution Mp (i.e. une métrique sur R? de la forme dr?+ f(r)? d6?),
telle que la longueur d’un parallele,

L(r) =2mnf(r)
et I'aire du disque qu’il borde

T
A(r) = 27r/ () dt
0
soient reliés par la relation
pour tout r > 0.

Par construction, Fillys, > F. L’inégalité inverse s’obtient en remplissant chaque courbe par
(une modification du) céne de sommet l'origine sur cette courbe.



2.2 Remplissage exact

Dire que la fonction de remplissage de la surface de révolution My est F' revient a dire que parmi
toutes les courbes fermées de longueur au plus L, I'unique paralléle de longueur L est celle qui est
la plus difficile a remplir par un disque.

On sait, dans des cas particuliers, démontrer que cette propriété est vraie pour tout L. M.
Ritoré [R] montre que si la courbure —f”/f est une fonction décroissante de r, alors tous les
paralleles sont extrémaux (des résultats voisins se trouvent dans [BC|, [HHM], [P1], [T]). Noter
que 'hypothese de M. Ritoré et al. correspond a l'inéquation du troisieme ordre

((F' — LE")/F5) >0,
qui n’est absolument pas nécessaire. Voici deux conditions nécessaires.

Proposition 1 Soit M une surface de révolution. Supposons que, dans M, pour L assez grand
les courbes extrémales pour le probléme du remplissage sont les paralléles. Alors la fonction de
remplissage F' = Filly; satisfait pour L assez grand l'inéquation différentielle

L3F"(L)/F'(L)? < 4x°. (%)

Si de plus F = Fill%, coincide avec la fonction de remplissage homologique, alors F est suradditive,
i.e. il existe X\ > 0 tel que pour tous L, L' > )\,

F(L+L")>F(L)+ F(L).

En effet, 'inégalité (*), elle signifie exactement que les paralléles sont non seulement des points
critiques de laire de remplissage & longueur fixée, mais que ce sont des solutions faiblement stables,
i.e. la variation seconde de ’aire de remplissage a longueur fixée est négative ou nulle. C’est donc
une condition nécessaire pour que les paralleles maximisent I'aire de remplissage a longueur fixée.
La suradditivité quant & elle résulte de 'hypothése qu'un parallele fait mieux qu’une réunion de
paralleles. Nous montrons une sorte de réciproque.

Théoréme 2 Soit F': Ry — R une fonction de classe C*>. On fait les hypothéses suivantes.

1. La fonction F est suradditive, i.e. il existe A > 0 tel que pour tous L, L' > ),

F(L+L'")>F(L)+ F(L');

2. La dérivée F'(L) est surlinéaire, i.e.

. F(L)
lim = +o00.
L——+o00 L
3. )
L3F”(L)

limsupLﬂ+wW < 47T2.

Alors il existe une surface de révolution M de classe C* telle que pour tout L assez grand,

Filly (L) = Fillk, (L) = F(L).

2.3 Idée de la preuve du théoreme 2

Supposons que pour tout L assez grand, I'inéquation

L3F"(L)/F' (L) < *4x2. (%)



est satisfaite pour un € < 1. Alors chaque parallele admet un voisinage dans 1’espace des courbes
fermées dans lequel il est le seul point critique de l'aire de remplissage a longueur fixée, i.e. la seule
courbe fermée a courbure géodésique constante.

Supposons la dérivée F’ strictement surlinéaire. On montre que pour L grand, le probleme
variationnel du remplissage homologique admet une solution, un cycle dont chaque composante est
a courbure géodésique constante. Un argument de principe du maximum montre que l'intégrale
de la courbure géodésique de chaque composante ¢ tend vers 0 et que la largeur de 'anneau de
révolution contenant c est petite par rapport a la longueur de c. Par conséquent, c est suffisamment
proche d’un parallele, i.e. contenue dans un voisinage qui ne contient qu’une courbe fermée a
courbure constante, le parallele lui-méme. On conclut que pour L assez grand, les réunions de
paralleles sont optimales pour le probléeme de remplissage homologique. Si de plus F est suradditive,
les paralléles eux-mémes sont optimaux, donc la fonction de remplissage coincide avec F.

2.4 Remplissage approché, version améliorée

Plus F croit vite, plus F est proche d’une fonction qui satisfait 'inégalité (*). En effet, 'inégalité
(*) a, en termes de la surface Mg, une jolie interprétation physique. Elle signifie que Mp se plonge
dans I’espace euclidien comme une surface de révolution qui est I’enveloppe d’une famille de spheres
de méme axe. Nous appelons de telles surfaces des cornets de glace (ice cream cones). Etant
donnée une surface de révolution My dans I'espace dont la longueur des paralléles est croissante,
on considere la famille des spheres inscrites dans Mp. Son enveloppe est un cornet de glace
asymptote & Mp. Cette discussion s’étend aux e-cornets de glace, solutions de I'inéquation (x)e.
L’inégalité de remplissage optimale établie pour les e-cornets de glace (théoréme 2) entraine une
inégalité de remplissage approchée pour M, d’autant meilleure que F' croit rapidement. Voici une
conséquence, parmi d’autres, de ce phénomene.

Théoréeme 3 Soit F': Ry — Ry une fonction de classe C*°. Pour n entier, on note

/
w, = inf 2P
L>n L

On suppose que

1. F est suradditive, i.e. il existe A > 0 tel que pour tous L, L' > ),

F(L+L')>F(L)+ F(L).

‘. n
2. La série E — est convergente.
Un

Alors il existe une surface de révolution M de classe C™ telle que pour tout L assez grand,
Filly (L) = Fill%, (L) et
lim Fillpy (L) — F(L) = 0.

L—+o0

2.5 Questions

1. Etant donné un cornet de glace M, y a t’il d’autres conditions nécessaires (resp. suffisantes)
pour que les réunions de paralleles soient les solutions du probléeme de remplissage homologique
dans M ?

2. Les résultats obtenus ici apportent-ils un éclairage utile sur les fonctions de Dehn des groupes
de présentation finie ? Ils semblent que celles-ci puissent étre trés diverses, voir par exemple [G2].

2.6 Plan de D’article

On construit d’abord en section 3 la surface de révolution candidate pour avoir une fonction de
remplissage prescrite. La section 4, dédiée au remplissage par des disques, se termine sur la preuve



du théoreme 1. La section 5 précise, au moyen du langage des courants, la notion de remplissage
homologique. En section 6, on donne une condition suffisante d’existence d’un cycle extrémal
pour le probleme de remplissage homologique. C’est en section 7 qu’on fait usage du principe du
maximum pour obtenir des estimations a priori sur les courbes a courbure géodésique constante.
La section 8 donne une condition suffisante pour que les paralléles soient quantitativement isolés
parmi les courbes a courbure géodésique constante, et se conclut sur la preuve du théoréeme 2. On
poursuit avec l'interprétation géométrique de l'inégalité différentielle (*) (section 9) : les cornets
de glace. Une variante, les e-cornets, est nécessaire pour prouver le théoreme 3 en section 10.

3 Construction d’une surface de révolution

Proposition 2 Soit F: Ry — Ry une fonction de classe C*°. On suppose que

e F(0) =0, F"(0) = 1/27 et F se prolonge en une fonction paire, de classe C*°, de R dans
R.

e Pour tout L > 0, F'(L) > 0.
e liminf; ., F(L)/L > 0.

Alors il existe une unique surface de révolution M = (R?,dr? + f(r)?d6?) de classe C* telle que
pour tout R > 0,

R
27r/0 F(r)dr = F(2nf(R)).

Dans cette surface, la courbure géodésique du paralléle d’équation {r = R} vaut 1/F'(L) ot L =
27 f(r). La courbure de Gauss le long de ce paralléle vaut (LF" — F')/F’3.

Preuve. On cherche une fonction f telle que pour tout r» > 0,
A(r) = 27r/ f&)dt = F(2nf(r)).
0

Comme 2 f(r) = 44 il vient A(r) = F(A'(r)). Par hypothese, F' > 0 et F(0) = 0, donc F est un
difféomorphisme de Ry sur R,. Notons G la fonction réciproque de F. Il s’agit de trouver une
fonction A telle que G(A) = %. On définit donc une fonction p sur R, par

A da
"= Gy

Comme G(a) ~ v4ma au voisinage de zéro, l'intégrale p a un sens. La fonction p est de classe C'™°
sur )0, +00[ et sa dérivée est strictement positive. Comme F' est au moins linéaire, G est au plus

linéaire, donc p tend vers +00. p est donc un difféomorphisme de R, sur R, et on note r — A(r)

1 dA
la fonction réciproque. Posons enfin f = e C’est une fonction de classe C' équivalente &
7 dr

1
r au voisinage de 0. Par construction, A(r) = F(2nf(r)) donc f(r) = Z—G(A(r)) ce qui montre
m

que f est de classe C* sur |0, +oo[. Comme F se prolonge en une fonction paire de classe C> et
F"(0) = 1/2m, f se prolonge en une fonction impaire, de classe C* sur R, telle que f/(0) = 1.
C’est la condition pour que la métrique dr? + f(r)? df? soit de classe C* sur R2.

En dérivant la relation A = F(2rf), il vient f = F/'(2nf)f puis f = 2nF"27f)f"? +
F'(2nf)f"”. Or la courbure géodésique des paralleles est f'/f = 1/F'(2nf) et la courbure de
Gauss —f"/f = 2nfF"(2rnf) — F'(2rf))/F'(2rf)>. u

Définition 3 On note Mg la surface de révolution associée a une fonction F.



Dans la suite, on supposera toujours les trois hypothéses de la proposition 2 satisfaites.

Remarque. Le fait que A tende vers +oo entraine que f tend vers +oo.

La formule f'/f = 1/F'(2nf) montre que f est strictement croissante. De plus, si F’ tend vers
+oo, f'/f tend vers 0. Cela entraine qu’une bande de largeur constante {R < r < R+ const. } est
de plus en plus proche d’un cylindre euclidien, lorsque R tend vers l'infini, et explique pourquoi
la solution du probléeme de remplissage doit converger vers un parallele, solution du probleme de
remplissage dans le cylindre.

4 Remplissage par des disques

4.1 Généralités

Définition 4 Soit M une variété riemannienne. Un disque dans M est une application lipschitzi-
enne u : Q — M du disque unité Q0 dans M. Son aire est lintégrale sur Q du 2-jacobien de

u,
aireu:/ |A%dul.
Q
Soit v : 02 — M une courbe fermée dans M. L’aire de remplissage de v est
Aire () = inf{aire (u) ; ujpq = 7}

(Vaire et la longueur étant invariantes par reparamétrisation d la source, on utilisera aussi des
courbes et des disques paramétrés par divers objets homéomorphes au cercle ou au disque unité).
La fonction de remplissage de M est

Fillp (L) = sup{Aire () ; v courbe fermée de longueur < L}.

Proposition 5 Soit M une variété riemannienne. La fonction de remplissage de M est au moins
linéaire, i.e. pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

Fillpg(L) > 8L pour tout L > e.

Preuve. Soit v une courbe fermée dans M de longueur < € et § une 1-forme différentielle a
support compact sur M telle que
/ B=1.
~

Voici comment les construire. Prendre une fonction & support compact x sur R”~! qui vaut 1
a lorigine. La 1-forme By = xdt sur R/Z x R"~! est & support compact et d’intégrale 1 sur
70 = R/Z x {0}. Le tore solide R/Z x R"~! est difféomorphe au complémentaire de R"~2 dans
R"™ donc se plonge dans un ouvert arbitrairement petit de M. Il ne reste plus qu’a transporter Gy
et 79 dans M.

Si L >e¢ alorsn=[L/e] >1etne<L < 2ne. Siuestun disque dont le bord est la courbe
parcourue n fois, alors

/dﬁ < Naire (u)
ou N est la norme L de df. Par conséquent
Naire (u) > / B=n
2l

d’ou



11 vient

Fillps(L) > Fillpy(ne)
> Aire" (47)

n

> —

- N

1
= QG—NL | |

Remarque 6 Lorsque M est une surface riemannienne orientée et y une courbe fermée simple qui
borde un domaine simplement connexe A, l'argument de la proposition 5 s’applique a une primitive
de la forme d’aire, et donne que

Aire® (v") = n Aire® (y) = naire (A).

pour tout entier n. Par conséquent, si il existe une courbe de longueur L extrémale pour le rem-
plissage et qui est sans points doubles, alors

Fillyy(nL) > n Filly (L)

pour tout entier n. C’est pourquoi la propriété de suradditivité restreinte qui apparait dans le
théoréme 1, bien que n’étant pas nécessaire, est tout de méme naturelle.

4.2 Anneaux géodésiques et cones

On va remplir les courbes tracées sur une surface de révolution par des disques qui sont une
modification légere du cone de sommet ’origine.

Lemme 7 Soit v une courbe fermée de longueur L dans la surface Mg, ne passant pas par
lorigine, et faisant i tours autour de l'origine. Sii =0, alors

Aire (y) < L*.

Sinon,
Aire" (o) < i| F(L/|i]) + L?

Preuve. Soit v:[0,1] — M un arc lipschitzien. Supposons 7 contenu dans 'anneau {r; <r <
ro}. Pour z € [0,1], notons vy(z) = (r(x),0(z)). La longueur de v vaut

Long(0) = / NGIE @)20 (@) da
> / F(r(@))]6 (2)] da.

Notons p; le paralléle d’équation {r = r1}. L’anneau géodésique reliant o au paralléle p; est

I’application
k:[0,1] x [0,1] = M, (t,z) — (1 —t)r1 + tr(x),0(x)).

Son aire vaut

irek = W FP) dr A do

0 /W| F(r)dr A db)
= /[\O 2 f((l—t)?”l +t7‘($))|(’r(l‘)_rl)el($) dt/\dq;|
< /[01 f(r(@))(rg = r1)[0' ()| dt da

_ rg—rl/f ()| do

< (ro —ri)Long (o



ol on a utilisé le fait que f est croissante et ’hypotheése que r(x) < ro pour tout = € [0, 1].

Supposons maintenant que 7 est une courbe fermée. Choisissons r; maximal et ro minimal,
de sorte que les paralleles correspondants touchent o. Alors ro — r; < L, car la projection sur un
méridien diminue les longueurs. Par conséquent, I’aire de I’anneau est majorée par L2.

Le bord de lanneau géodésique est la différence de o et d’une courbe ¢’ contenue dans le
paralléle p; et homotope au parallele parcouru ¢ fois, oui ¢ est le nombre de tours (I'indice de ~
par rapport a lorigine). Si i =0, ¢’ est homotope & zéro & Uintérieur du parallele. On peut donc
refermer I’anneau en un disque sans ajouter d’aire, et

Aire (o) < L2

Sinon, on prolonge 'anneau géodésique par une homotopie & lintérieur du parallele de ¢’ au
parallele p; parcouru 4 fois (d’aire nulle), et on referme au moyen du disque

0,71] x R/20Z, (t,0) — (t,i0)

dont l'aire vaut |i| F'(Long (p1)). Comme la projection sur le parallele p; diminue les longueurs des
courbes contenues dans {r > r1},
|i|Long (p1) < L
d’on I
F(Long (p1)) < F(m)
11 vient
L

Aire (o) < L? + |i| F( i

). m

4.3 Preuve du théoréme 1

On modifie F' sur un voisinage [0, €[ de 0 pour qu’elle satisfasse aux hypothéses de la proposition
2. Cela permet de construire la surface Mp. D’apres la remarque 6, pour L > ¢, le parallele de
longueur L dans My a une aire de remplissage égale a F'(L). Par conséquent

Filly, (L) > F(L)

pour tout L > e.

Soit A la constante intervenant dans I’hypothese de suradditivité restreinte. Soit ¢ une courbe
de longueur L dans Mp. Par continuité de 'aire de remplissage, on peut supposer que o ne passe
pas par origine. Notons i 'indice de origine par rapport & o. Si i = 0 ou si L/|i| > A, alors le
lemme 7 donne

Aire (0) < F(L) + L*.

Sinon, o touche un parallele {r;} dont la longueur est < A. Par conséquent r; < p, constante
indépendante de L. Il vient ro < p+ L et le lemme 7 donne

Aire(0) < (p+ L)L < F(L)+ L?
pour L assez grand si F' est surlinéaire. On conclut que
Filly,. (L) < F(L) 4 L*

pour L assez grand. m



5 Remplissage homologique

5.1 Courants entiers

On utilise les courants entiers de Federer, [F], chapitre 4.1. Un courant normal de dimension k sur
une variété riemannienne M est une fonctionnelle continue sur I'espace des formes différentielles
de degré k sur M muni de la norme

| w ”Loo(M) + || dw HLoo(M)~
Le bord d’un courant ¢ est défini par dualité,
Oc(w) = c(dw).

Un courant entier (integral current) est un courant normal qui est dans I’adhérence des chaines
entiéres, i.e. des combinaisons & coefficients entiers de courants d’intégration sur des simplexes
lipschitziens. La masse d’un courant c est

M(c) = sup{c(w); | w || po < 1}

Un cycle entier est un courant entier dont le bord est nul. Dans la suite, les cycles seront
toujours entiers et de dimension 1. Les courbes fermées sont des exemples de cycles, et leur
masse coincide avec leur longueur. Par extension, on appellera souvent longueur la masse des
courants entiers de dimension 1.

L’homologie du complexe des courants entiers coincide avec I’homologie a coefficients entiers de
la variété ([F], chapitre 4.4). Pour une surface M difféomorphe & R?, Hy(M,Z) = Hy(M,Z) = 0.
Il en résulte que chaque cycle o borde exactement un courant entier de dimension 2. La masse de
ce courant s’appelle l’aire de remplissage de o, et est notée Aire® (¢). La fonction de remplissage
homologique est définie comme suit. Pour L > 0,

Fill", (L) = sup{Aire" (¢) ; o cycle de masse < L}.

Remarque 8 Lorsque M est difféomorphe ¢ R? et o est le courant d’intégration le long d’une
courbe fermée simple v, Aire® (o) = Aire (7). Par conséquent, il y a peu de risque de confusion,
et on abrégera indument aire de remplissage homologique par aire de remplissage.

De ce fait, il resulte aussi que Fill" > Fill pour toute surface difféomorphe ¢ R2.

Enfin, dans la surface Mg, aire de remplissage homologique du paralléle de longueur L est égale
a Uaire du disque bordé par ce paralléle, soit F(L). Par conséquent, si o est un cycle qui maximise
Vaire de remplissage homologique parmi les cycles de longueur < L, alors Aire® (¢) > F(L).

Remarque 9 Lien avec le profil isopérimétrique. Soit M une surface riemannienne d’aire infinie.
Appelons profil isopérimétrique pour les domaines avec multiplicités de M la fonction définie sur
Ry par

I'"(a) = inf{Long (Jc; ¢ courant de masse a}.

Noter que dans la définition du profil isopérimétrique authentique I (voir [BP]), on se limite auz
domaines sans multiplicité, i.e. aux courants c tels que i. € {0,1}, donc I"™ > I. Posons

I™(>a) =inf{I™(b); b > a}.
Alors I™(>) est la fonction réciproque de Fill".
En effet, pour tous L > 0, a > 0,

a> Fill"(L) < pour tout courant entier ¢, M(dc) < L = M(c) <a

<
< pour tout courant entier ¢, M(c) > a = M(dc) > L
< L<I™(>a).



5.2 Résultats généraux

De la théorie de la mesure géométrique, on va utiliser un théoreme de structure et une propriété
de la norme du bord pour les courants entiers de dimension maximale, un théoreme de compacité
et un théoreme de régularité.

Proposition 10 ([F], chapitre 4.5). Soit M une variété riemannienne orientée de dimension n
et ¢ un courant entier de dimension n. Il existe une fonction mesurable i, : M — 7Z a valeurs
entieres telle que pour toute n-forme w sur M,

o(w) = /N i

M(e) = | ic || ::/ lic| dvol.
M

En particulier, la masse de ¢ vaut

Lemme 11 ([P2], remarque 15). Soit M une variété riemannienne orientée de dimension n et c
un courant entier de dimension n. Notons |c| le courant tel que

ie| = lic|-

Alors
M(lc]) =M(c) et M(9]|c|]) < M(dc).

Proposition 12 ([Fl]). Soit M une variété riemannienne, K une partie compacte de M, C > 0.
L’ensemble des courants entiers ¢ a support dans K (i.e. qui s’annulent sur les formes différentielles
dont le support ne rencontre pas K ) et tels que M(c) + M(0c) < C est compact. De plus la masse
est continue et la masse du bord semi-continue.

Proposition 13 ([A]). Soit M une surface riemannienne de classe C™. Soit ¢ un courant entier
de dimension 2 dont le bord a une masse minimum parmi tous les courants de méme masse. Alors
Jc est une sous-variété compacte de courbure géodésique constante, de classe C*°.

6 Existence de cycles extrémaux

Lemme 14 Soit M = (R?,dr? + f(r)? d0?) une surface de révolution telle que f soit croissante.
Soit o un cycle de longueur L contenue dans le disque {r < R}. Alors laire de remplissage de o
satisfait

Aire" (0) < RL.

Preuve. On utilise le cone de sommet 'origine : c’est, dans le cas particulier ou 71 = 0, ’anneau
géodésique apparaissant dans la preuve du lemme 7, ou on a montré que pour les arcs lipschitziens
de longueur L, la masse du cone est majorée par RL. On prolonge aux chaines entieres par linéarité,
puis aux courants entiers par densité, cela donne 'inégalité annoncée. m

Lemme 15 Soit F une fonction telle que

e lim F'(L)=+oco.
L—+o00

Alors la fonction de remplissage homologique de la surface Mg est finie.
Preuve. Soit o un cycle de longueur < L. Alors o est la somme de cycles o; tels que le support
de chaque o; soit connexe. En effet, on prend pour o; les restrictions de ¢ a des voisinages des

composantes connexes de son support. Notons R; le maximum de la fonction r sur le support
de o;. Montrons que si R; est grand, o; contribue a l'aire de remplissage de o au plus par un
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terme quadratique en sa longueur. Si R; > L et si g; n’est pas homotope a zéro dans Mg privée
de Dorigine, alors la projection de o; sur le parallele {r = R; — L} est surjective et diminue les
longueurs, donc L > Long(0;) > f(R; — L). Comme f tend vers +oo, cela se traduit par une
majoration de la forme R; < po(L). Si o; est homotope a zéro dans My privée de origine, alors
o; se releve au revétement universel de la bande {R; — L < r < R;}. Par hypothese, F’ tend vers
+oo done f'/f tend vers 0. 1l vient

lim /(R)

R FR-D) &

Par conséquent, la bande est d’autant plus proche d’une bande euclidienne que R; est grand. Il
existe donc p1 (L) > po(L) tel que

f(R)

R>pi(L) = FR-1T)

< 2.

Alors dans la bande la métrique de révolution est encadrée par une métrique euclidienne,
1
4

D’apres I'inégalité isopérimétrique euclidienne

(dr? + f(R;)?d0?) < dr® + f(r)*do* < dr* + f(R;)* dH*

1
AiI‘eh eucl(o'i) S 4 LOHg eucl(o'i)2a
™

si R; > p1(L), 'aire de remplissage de o; est au plus égale & Long (0;)%/m. On remplit les com-
posantes telles que R; < p1(L) par un cone. Avec le lemme 14, il vient

. 1
Aire? (o) < Z p1(L)Long (o;) + Z ;Long (04)?
R;<p1(L) R;>p1(L)
1
< Lpy (L) + =L?
™
ou on a utilisé le fait que le carré d’une somme est plus grand que la somme des carrés. m

Définition 16 (M. Ritoré [R]). On appelle onduloide sur une surface de révolution une courbe
fermée simple qui est transverse & tous les méridiens {6 = const. }. On appelle feuille une courbe
fermée simple homotope a zéro dans le complémentaire de [’origine, et symétrique par rapport a
un méridien.

Proposition 17 Soit F' une fonction telle que

o F(L
. hmlnfL_,_,_oo% > 1/4m.
e lim F'(L)=+co.

L—+o00

Alors pour L assez grand, dans la surface Mg, il existe un cycle qui mazximise l’aire de remplissage
parmi tous les cycles de longueur < L. Ce cycle est une somme finie d’onduloides et de feuilles a
courbure géodésique constante, deuz a deuz disjointes. Chacune est extrémale pour le remplissage,
i.e. maximise ’aire de remplissage parmi les cycles de méme longueur ou de longueur inférieure.

Preuve. On montre que pour L assez grand, il existe p(L) > 0 tel que pour tout cycle o de
longueur < L, alors il existe un cycle o’ de longueur < L, contenu dans le disque {r < p(L)}, tel
que Aire® (¢/) > Aire" (o).

Par hypothese, il existe Ly > 0 et A > 1 tel que

F(L) N
L2 dn’

L>Ly=>

11



On fixe une fois pour toutes un tel L.

Soit ¢ un cycle de longueur < L dans Mg, bordant un courant c. Par densité, on peut supposer
que o est une combinaison a coefficients entiers d’arcs lipschitziens, de sorte que la fonction i, est
localement constante en dehors du support de o. D’apres le lemme 15, la masse de ¢ est majorée
a priori par A qui ne dépend que de L. D’aprées le lemme 11, on peut supposer que la fonction
1. est & valeurs positives ou nulles. Pour construire ¢/, on va enlever la partie du cycle o qui se
trouve a distance > p; de l'origine et on la remplace par un parallele {r = ps}. Il s’agit de choisir
les constantes p; et ps.

Comme dans la preuve du lemme 15, notons pg le rayon maximum d’une boule centrée a I'origine
qui puisse contenir une courbe de longueur < L, non homotope a zéro dans M privée de 'origine.

Comme f et F’ tendent vers 'infini, il existe pj, > po + L tel que

f(R)

7f(R—L) <A

R > py =

Il existe pf > 0 tel que
I
/ 2r f(r)dr = A.
0

Alors dans tout intervalle [a, b] de largeur b—a > p{j + L, il existe rg tel que le parallele {r = ry} ne
rencontre pas le support de c. En effet, 'ensemble E des valeurs de r € [a, ] telles que le parallele
correspondant coupe le support de o est de longueur au plus L. Sir ¢ E, alors la fonction i, est
constante le long du parallele. Si elle ne s’annule jamais, elle vaut au moins 1, donc

/ ic f(r)dr < / ic f(r)dr <M(c) < A.
([a.b]\E) ([a.b]\E)

Comme f est croissante,

Long (([a,b]\ E))
/ icf(r)er/ ic f(r)dr > A,
([a,b\E) 0

contradiction. On choisit donc p1 € [p, py + p§ + L] tel que le parallele correspondant ne coupe
pas c.

Ce parallele partage o en des cycles o4 et o_ et ¢ en des courants ¢ et ¢y tels que Ocy = oy
et dc_ = o_. On choisit ps de sorte que

27 f(p2) = Long (04).
Alors o' = o_ + {r = p2} a méme longueur que o. Le cycle ¢’ borde le courant ¢’ tel que
le = X{r<p1}ic + X{r<p2}

ol xp désigne la fonction caractéristique de B € M. Comme i. > 0, la masse de ¢’ vaut
P2
M(c) :/ z'c—l—/ 27 f(r)dr = M(c_) + F(Long (a.)).
{r<p1} 0

Chaque composante o; de Oc; = o4 est homotope a zéro dans un anneau dont la métrique differe
au plus d’un facteur A\? d’une métrique euclidienne. Par conséquent

/\2
Aire" (o) < ELong (0)?

donc
2

A
M(cy) = Aire" o, < ELong (0,)* < F(Long (04))

12



donc
Aire® (o) = M(¢') > M(c) = Aire” (o).

Soit ¢; une suite maximisante de courants, i.e.
Long (9c;) < L, LmM(c;) = Filll, (L).

La suite des courants modifiés c; est encore maximisante et reste dans un compact fixé. D’apres le
théoreme de compacité 12, il existe une sous-suite convergente, sa limite est un courant c tel que

Long (9c) < L, M(c) = Fillly, (L).

Montrons que Long (Oc) est minimum parmi tous les courants de masse égale & Filly, (L).
Sinon, il existe un courant ¢’ de méme masse mais dont le bord est strictement plus court. Soit 1),
le groupe a un parametre de difféomorphismes de My défini par

Ye(r,0) = (e'r,0).

Alors pour t > 0, ¥y augmente strictement la masse de tous les courants de dimension 2. Or pour
tout cycle o, la fonction ¢ — Long (¢;(c)) est continue. Par conséquent, il existe ¢ > 0 tel que
Long (1:(0¢')) < Long (0c) < L mais M(¢,(c")) > M(c), contradiction.

Du théoréeme de régularité 13, il résulte que Oc est une variété compacte lisse, i.e. une collec-
tion finie de courbes fermées simples lisses disjointes. L’équation d’Euler-Lagrange donne que la
courbure géodésique est constante, voir le lemme 26.

Chaque composante connexe du support de dc est le bord topologique d’un unique disque
d;. Notons ¢; le courant d’intégration sur d; muni de lorientation induite par M, et C = > ¢;.
Alors 9C ne differe de dc que par les orientations, i.e. il existe des signes ¢; € {—1,1} tels que
Oc = 3" €;0c¢;. Par unicité du courant de bord donné, ¢ = 3 €;¢;, donc Long (0C) = Long (dc) et
M(C) > M(c) avec égalité seulement si tous les ¢; valent 1. La propriété extrémale de c entraine
que C = c. De plus, elle entraine que chaque courbe dc; maximise I'aire de remplissage parmi les
cycles de longueur < Long (9c¢;).

La derniere assertion concernant les onduloides résulte du lemme suivant. =

Lemme 18 Soit M = (R?,dr? + f(r)? d6?) une surface de révolution telle que f est croissante.
Soit v une courbe fermée simple a courbure géodésique constante dans M. Alors v est ou bien une
onduloide, ou bien une feuille. Siy est une feuille, alors

Aire® (y) < Long (v)2.

Si 7y est une onduloide,
Aire® (y) < aire (B) + Long (v)?

ou B est la plus grande boule centrée a l'origine ne rencontrant pas .

Preuve. Soit v une courbe & courbure géodésique constante. Les méridiens (courbes & 6 constant)
et les paralleles ont une courbure géodésique constante. Par conséquent si v est tangente en un
point & un méridien (resp. un parallele), elle a un contact non dégénéré avec lui. Autrement dit,
le long de 7, les fonctions s — 6(s) et s — r(s) ont des points critiques non dégénérés. De plus,
aux points critiques de 6, la courbure géodésique vaut

dr d?0
KZ’Y = %E (T)
Entre deux points critiques successifs de § (par exemple un maximum local et un minimum local),
le signe de " = % change donc le sens de variation de r change. Cela signifie qu’entre deux
changements de sens de variation de r, il y a au plus un extremum local de 6.
Quitte & changer d’origines et de sens de parcours, on peut supposer qu'en s = 0, 6(0) = 0,
6'(0) > 0, r'(0) = 0 est r(0) est le maximum de r sur 4. Soit s; > 0 le premier zéro de r’. Les
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méridiennes {6 = 0} et {6 = 0(s1} sont des axes de symétrie de la courbe ~, donc 0(s) = —60(—s)
et 0(s1+s)—0(s1) = 0(s1) —0(s1 —s) pour tout s. De méme, r(—s) = r(s) et r(s1 —s) = r(s1+9).

Supposons que 6’ s’annule dans Uintervalle [0, s1]. Elle ne le fait qu’une fois. Par conséquent
0'(s1) < 0. Montrons que si 8(s1) # 0, alors v a un point double. Si 6(s1) < 0, alors, comme
6'(0) > 0, il existe t €]0, s1] tel que O(t) = 0. Alors r(t) = r(—t) et 6(¢t) = 0 = 6(—t) donc ~v
posséde un point double. Si 0(s1) > 0, alors 0(2s1) = 26(s1) > 0(s1). Comme 6’(s1) < 0, il existe
t €]0, s1] tel que O(s1 +1t) = 0(s1). Alors r(s1 +t) =7(s1 —t) et 6(s1 +¢) =0=0(s; —t) donc
possede a nouveau un point double.

Si O(s1) = 0, alors v a pour période 2s; et v est homotope & zéro dans M privée de 'origine,
symétrique par rapport au méridien {6 = 0}, c’est une feuille.

Reste le cas ot #’ ne s’annule pas dans 'intervalle [0, s1]. Par symétrie, elle ne s’annule jamais,
et v est une onduloide.

Les estimations d’aires de remplissage proviennent du lemme 14, sachant que l'indice vaut 0
pour les feuilles et +1 pour les onduloides. =

Remarque 19 Sous les hypotheses de la proposition 17, pour L assez grand,
Fillhy, (L) = max{) _ Filly,.(Li); L= L;}.

En effet, les courants extrémaux sont des combinaisons a coefficients positifs de disques. =
Il résulte de cette expression que la fonction Fillﬁ/fp est suradditive.

7 Estimations a priori

Proposition 20 Soit F : Ry — Ry une fonction de classe C*°. On suppose que la dérivée F'
est strictement surlinéaire, i.e.
lim F'(L)/L = .
JJm F)L = oo
Soit v une onduloide dans la surface Mp. On suppose v extrémale pour le remplissage (i.e. parmi
les courbes de longueur < Long (), v mazimise l’aire de remplissage). Notons

r1(y) =minr et ro(y) = maxr.
¥ ¥
Alors le rapport
r2(y) —r1(7)
f(ri(v)

tend vers 0 lorsque 1 () tend vers +oo.

Preuve. On raisonne par I'absurde. Soit 7; une suite d’onduloides optimales pour le remplissage,
telles que r; = 71(7y;) tend vers +oo. On suppose que pour tout j,

r2() =75 o
f(rj) ze=0

On parametre y; par I'abscisse curviligne de sorte que 7,(0) soit sur le parallele {r = r;}. On
considere 'anneau de révolution A; = {r > r;}. En faisant le changement de coordonnée p =
T — Tj

f(rj)

, on voit que 'anneau A; est homothétique du cylindre R4 x R/27Z muni de la métrique

g9; = dp® + ¢;(p) d6°

ot ¢;(p) = f(rj + pf(ri))/f(r;).
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Montrons que les fonctions e; convergent uniformément sur les compacts vers la constante 1.
Soit p > 0. Alors

ej(p), o fi(rj +pf(r;))
o) = ey )

B ri+pf(r;) f(r)
- / G

< pf(r;) max J;((:))

1
= Pl mex ey

2 max -2
21 r>r; F'(2wf(r))

p a L
= — max
21 L>2rf(r;) F'(L)

log(

qui tend vers 0 par hypothese.
Les courbes
7 iR =Ry xR/27Z, s+ ;(sf(r)))

sont paramétrées par leur abscisse curviligne relative a la métrique g;. Les applications 7;- étant
uniformément lipschitziennes, on peut supposer qu’elles convergent uniformément sur les compacts
vers une courbe 7.,. Celle-ci est localement optimale pour le remplissage dans le cylindre plat,
donc elle se releve au demi-plan Ry x R, ou bien en un arc de cercle dont 'intérieur est tourné
vers les p négatifs, ou bien en un segment de droite. La courbe limite passe par un point du bord
de 'anneau et est symétrique par rapport au méridien qui passe par ce point, donc se projette
nécessairement sur un arc du parallele {p = 0}.

Soit [a;, bj] le plus grand intervalle de R dont I'image par 7} est contenue dans [0, €] x R/27Z.
Considérons la courbe 7} obtenue en remplagant dans ~; 'arc 7;[a;, b;] par I'arc de parallele reliant
’y}(aj) a 'yé (bj). Cette courbe a une aire de remplissage plus grande que 7;, donc doit étre plus
longue. En particulier,

bj —a; = Long 4,7jla;, bj]

est inférieur & la longueur (pour la métrique g; du parallele {p = €}, qui tend vers 2m. Par
conséquent, les suites a; et b; sont bornées, et 'yg- converge uniformément vers v, sur [a;,b;]. En
particulier, v, doit couper le parallele {p = €}, donc ce ne peut étre un arc du parallele {p = 0},
contradiction. m

Lemme 21 (Voir [R]). Soit M = (R?,dr? + f(r)? df?) une surface de révolution. On note

k(r,0) = k(r) =

la courbure géodésique du paralléle passant par le point (r,6). Soity une courbe dans M, paramétrée

par son abscisse curviligne. On note ¢(s) Uangle au point v(s) entre le vecteur — et la vitesse

08

~'(s). Alors la courbure géodésique de ~y est donnée par la formule

o = 2 (3(8)) con((s)).

Proposition 22 Soit M une surface de révolution. Soit v une onduloide de longueur L a courbure
géodésique constante. On note K le mazimum de la valeur absolue de la courbure géodésique des
paralléles qui coupent ~y. Alors

e La courbure géodésique de v est majorée en valeur absolue par K.
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o L’angle ¢ entre ~y et les paralléles est majoré par KL.
o La distance entre les deux paralléles extrémes qui touchent v est majorée par 2K L?.
Si de plus M = Mp ot la fonction F : Ry — R satisfait Llim F'(L)/L = +co, et si vy est
— 400

extrémale pour le remplissage, alors le produit KL tend vers O et le rapport 2w f(r1(~y))/L tend
vers 1 lorsque r1(y) = minr tend vers +oo.
¥

Preuve. Notons dr?+ f(r)? df? la métrique. On oriente iy comme les paralléles, dans le sens des
0 croissants. Soit [r1, 73] Uintervalle de variation de la fonction r sur 4. Comme v est d’un seul
coté du parallele {r = r1} (resp {r = r2}), sa courbure géodésique au point de tangence est plus
petite (resp. plus grande) que celle de ce parallele. Comme la courbure géodésique est supposée
constante, il vient
K(r2) < Ky < k(1)
d’olt en particulier |k, | < K.
Du lemme 21, il résulte que

d
1990 < K+ 1(r(s)) cos(o(s)] < 2K
Comme ¢ prend la valeur 0, on en déduit la majoration uniforme

[¢(s)| < KL

pour tout s € [0, L]. Soit p la primitive de moyenne nulle de la fonction sin ¢. Elle s’annule aussi,
donc elle est & son tour majorée uniformément

p(s) < KL

d
pour tout s € [0, L]. Enfin, d_r = sin ¢, donc la différence r(s) — p(s) est constante. La variation
s

totale 1o — 71 est donc majorée par 2K L2,
Il reste a montrer que le produit KL tend vers 0 quand la courbe 7 part a I'infini. Montrons
d’abord que K f(r1(7)) tend vers 0. On a

1

max — <
ri(y)<r<ra(y) F'(2m f (1))

1

max — . <

F)>f (i) F'(2n f(r))
1
ax

(r(v) F'(0)

2rKf(ri(y)) = 2nf(ri(v))

< 2nf(ri(v))

= 2nf(ri(7))

m
>2mf
ma. g
X
e>2rf(r (v)) F'(€)

<

qui tend vers 0 lorsque 71 () tend vers I'infini.
Montrons que max ¢ tend vers 0. On peut supposer que la fonction ¢ atteint son maximum en

¢(0)

d
s = 0. Comme |d_f| <2K,s510<s< SR alors

0. < 6(0) — 2Ks < 6(s) < 6(0) < 7

d’on
sin(¢(0) — 2K s) < sin ¢(s).

En intégrant, il vient

1
ﬁ(cos(qﬁ(()) —2Ks) — cos(¢(0)) < r(s) —r(0).
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En particulier, pour s = %7

r2(y) —ri(v)
(1 —cos(¢(0)) < 2K f(r1(v) —r———
f(ri(7))
tend vers 0, d’apres la proposition 20. On sait déja (voir la preuve de la proposition 20) que
sur ’anneau contenant ~ la métrique de révolution est a distance bornée de la métrique produit
dr? + f(r1(v))?d#%. Sil'angle ¢ est partout petit, la projection de + sur le parallele {r = ri(v)}
est presque isométrique, donc le rapport 27 f(r1(vy))/L tend vers 1. En particulier, K'L tend vers
0.m

8 Unicité des courbes a courbure moyenne constante

8.1 Isolement quantitatif des paralleles

Proposition 23 Soit M = (R2%,dr?+ f(r)? d9?) une surface de révolution. On note G la courbure
de Gauss et k la courbure géodésique des paralléles. Soit v une onduloide a courbure géodésique
constante dans M, de longueur L. Soit A l'anneau de révolution contenant y. On suppose que

(—G— 2)+87 2( )2 —2
max K max kK < L2 .
Alors Yy est un pamlléle.

Preuve. On garde les notations du lemme 21. On note rq la valeur moyenne sur I'intervalle [0, L]
de la fonction s — r(s), et

p(s) =r(s) = ro.

d d
Alors p est de moyenne nulle et d_p = sin(¢(s)). Par hypothese, la courbure géodésique s — Is +
s s

K(v(s)) cos(¢p(s)) est constante, donc son produit avec p a une intégrale nulle. Apres intégration
par parties, cela s’écrit

L
0] s)as 1)

/oL”(T(S))COSW(S))P(S)ds - 7/

o
[ oty smots) as, o)
Ecrivons, pour r voisin de 7o,
k(1) = k(o) + (r — o) h(r — o)
ou L g
h(t) = /0 (v + tu) du.

Comme k(rg)p est de moyenne nulle, le terme dominant dans le premier membre de 1’égalité (1)
est

L
/0 h(p(s))p(s)? ds.

Le terme dominant dans le second membre de I’égalité (2) est

e _ (Fdp
/Obln¢(8)2d8—/() E(S)st.

On regroupe ces deux termes. L’égalité (2) devient

v dp, (o 2 L : .
/ (L (s~ hlo(s))p(s)*)ds / (sin &(s) (sin $(s) — $(s)) + (cos(d(s)) — Dr(r(s))p(s)) ds.
0 0
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dk
Notons k£ un majorant de la fonction . sur 'anneau A. Alors k majore aussi la fonction h. La plus
r
2

™
petite valeur propre non nulle du Laplacien sur un cercle de longueur L vaut 77 Par conséquent,

pour toute fonction p de moyenne nulle,

Ldp, o, 4n? 9
/0 (3 sy T p(s)ds > 0.

Il vient

Y

/0 sy —n(p(s)p(s?)ds > (- T8 / ()2 s

re) ds

L’k [t )
ds.
)/0 sin ¢(s)“ ds

(1

 4r?

D’autre part, comme v est une onduloide, |¢| < — et on peut utiliser les majorations

0ol 3

1 - cos(9) < sin(9)2, ¢ — sin(@) < |sin gl

Notons K un majorant de la fonction k sur 'anneau A. Avec le lemme 22, il vient
L
/ (sing(s)(sing(s) — ¢(s)) + (cos(e(s)) — 1)r(r(s))p(s)) ds
0

L
< / sin ¢(s)2(sin ¢(s)2 + K |o(s)]) ds
0

IN

L

2K?L? / sin ¢(s)? ds.
0

L’équation (3) entraine donc 'inégalité

L2k (v, P P
(1-—) sin ¢(s)“ ds < 2K*L sin ¢(s)“ ds.
47T2 0 0
. LQk 22 . s . . . . . .
Si(1-— —2) > 2K“L*, ceci n’est possible que si sin¢ est identiquement nulle, i.e. si v est un
parallele.
L’expression de la dérivée

ds _f'f— 7 .
%—T—_G_K’/.
2

montre que l'inégalité (1 — F) > 2K2L? résulte de 'hypothese sur la courbure de Gauss. =
T

Corollaire 24 Soit F': Ry — Ry une fonction de classe C*°. On fait les hypotheses suivantes.
1. La dérivée F'(L) est surlinéaire,
lim F'(L)/L = +oc.

L—+o00

L3F"(L
limsupLH+wW()3) < 4n?.

Alors il existe p > 0 tel que toute onduloide dans la surface My extrémale pour le remplissage, est
ou bien un paralléle, ou bien contenue dans la boule de rayon p.
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Preuve. Par hypothese, il existe Lg et € > 0 tel que pour L > Ly,

L*F"(L) —24, 2 2
W < (1 + E) 47T — 87T €.
Comme F'(L)/L tend vers l'infini, F(L)/L? tend aussi vers I'infini, donc on peut supposer que

L>Lo= F(L)>2L%

Soit v une onduloide extrémale dans Mp. Notons L sa longueur, A = {r; < r < ry} l'anneau de
révolution qui la contient, K = max x le maximum de la courbure géodésique des paralleles dans

~
A. D’apres la proposition 22, il existe p; tel que

rm>p = (KL)? <e, L<(14e2nf(r1) et 2mf(r1) > Lo.
D’apres la proposition 2, la courbure de Gauss vaut

_ 2nf(r)F"2nf(r)) — F'(2mf(r))

&) Fnf()?
o o (1) P (21 £ (7))
B B o 2mf(r 7 f(r
Glr) = #lr) Fenf(r)?
donc
L*(max —G — k2 + 87%(max x)?) < L? max 2a0) + 87%(KL)?
A A - £>27 f(r1) F/(€)3 '
Siry > P1,
CF"(0) —2, 2 2
Qg}ﬁ)({ﬁ) F0) < (1+4€) “4n* — 8n°¢
donc

Lz(mjlleG’ — K2 + (872 max Kk)?) < dn?.

D’apres la proposition 23, « est un parallele.
Autrement dit, si v n’est pas un parallele, alors r1 () < p;. Le lemme 18 donne

Aire" (7) < F(2nf(p1)) + L.

Comme v doit étre plus performante sur le plan du remplissage que le parallele de longueur L,
nécessairement
Aire" (y) > F(L) > 2 L2

Cela entraine que
L? < F(2nf(p1))

et donc que 7 est contenue dans la boule de rayon p = p1 + V F(27f(p1)). =

8.2 Preuve du théoréme 2

Soit F' une fonction qui satisfait les hypotheses du théoreme 2. Quitte a modifier F' sur un intervalle
borné, on peut supposer que F’ > 0 partout et F((L) = L?/4w pour L assez petit. On peut donc
construire la surface de révolution Mp. D’apres la proposition 17, il existe Ly tel que pour tout
L > Ly, il existe dans la surface Mpr un cycle o de longueur < L et d’aire de remplissage égale
aF ill}](h (L). Ce cycle est une réunion disjointe d’onduloides et de feuilles & courbure géodésique
constante. Chacune des composantes est extrémale pour le remplissage.

Soit A > 0 la constante figurant dans I’hypothese de suradditivité. D’apres le corollaire 24, il
existe p tel que la boule de rayon p contienne toutes les composantes du cycle extrémal o qui sont
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des onduloides mais pas des paralleles. On peut supposer que la longueur du bord de la boule de
rayon p est supérieure a \. On décompose ¢ = 01 + 02 + 03 ou 07 est la somme des paralleles non
contenus dans la boule de rayon p, o5 la somme des autres onduloides et o3 la somme des feuilles.
Remarquer que chacun des o; est extrémal. On note L; = M(o;). Comme o2 est contenu dans la
boule de rayon p, le lemme 14 donne

Aire” (02) < pLo.

Or, par extrémalité,
Aire" (55) > F(Ly).

Comme F(L)/L tend vers I'infini, cela entraine que Ly est borné. D’apres le lemme 18, Aire" (03)
est majoré par la somme de carrés des longueurs des feuilles, donc par le carré de la somme. Par
extrémalité

F(L3) < Aire" (03) < L2

Comme F(L)/L? tend vers l'infini, cela entraine & nouveau que L3 est borné.
Si £; sont les longueurs des paralleles composant oy,

Aire" (01) <> F(t;) < F(Ly)
car F' est suradditive et £; > X pour tout j. Par extrémalité de o, il vient
F(Ly + Ly + L3) < Aire® (o) < F(L1) + pLo + L2.
Si Lo + Lg # 0, on peut écrire

F(Ly + Ly + L3) — F(Ly) < Lo+ L%
Lo+ L3 = Lo+ Lg

Or le premier membre, minoré par la dérivée F”, tend vers I'infini avec L, d’ot une contradiction si
L est grand. On conclut que si L est assez grand, le cycle extrémal n’est composé que de paralleles
de longueur > A. Par suradditivité, un seul parallele suffit, d’ou

Fill}; (L) = F(L).

Autrement dit, parmi tous les cycles de longueur < L, celui dont aire de remplissage est la plus
grande est le parallele de longueur L, et le courant qu’il borde est un disque. En particulier, parmi
toutes les courbes de longueur < L, celle qui borde un disque d’aire maximale est le parallele de
longueur L, et le disque minimal qu’il borde est d’aire F'(L). On conclut que

Filly,. (L) = F(L). »

Remarque 25 1[I résulte de la preuve que changer Mg sur une partie compacte ne change pas les
cycles extrémaux de longueur assez grande, donc ne change Fill" que par une constante additive.

9 Cornets de glace

Dans ce paragraphe, on donne deux interprétations géométriques de I'inéquation différentielle du
second ordre (*).

9.1 Preuve de la proposition 1

On emprunte & [LS] 'expression de la variation seconde de l’aire et de la longueur.
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Lemme 26 Soit M une variété riemannienne, ¢ un courant dont le bord est une hypersurface

lisse. Soit ¢; le courant dont le bord est obtenu en poussant Oc le long de sa normale d’une distance
2

égale a tp + %w, ot ¢ et i sont des fonctions sur Oc. Alors

OM(c;) _
dt =0 = acd’
8M(3ct)
— =0 = H¢
dt 90
2
M@y = [ meto
dc
2
3#(5(%)“:0 = /|V¢|2+(H27|B|27Ricci)¢2+H¢,
dc

ou H désigne la courbure moyenne de dc, B sa seconde forme fondamentale, Ricci la valeur de la
courbure de Ricci de M sur le champ de vecteur unitaire normal.

Preuve. Voir [LS]. =

On voit qu’un courant ¢ est un point critique de la masse parmi les courants de méme masse
du bord si et seulement si la courbure moyenne H est constante. Dans ce cas, pour toute famille
a un parametre ¢; (et pas seulement pour celle utilisée dans le lemme 26),

2
%(HM(Q) - M(act)) |t:0: /ac —|V¢|2 + (|B|2 + RiCCi)¢2

La stabilité sous contrainte, i.e. le fait que la variation seconde de la masse parmi les variations
a masse du bord constante est négative ou nulle, se traduit comme suit : pour tout fonction ¢
d’intégrale nulle sur Jc,

/ —|V¢|* + (|B|* + Ricci)¢?* < 0.
de

Dans le cas d’un parallele d’une surface de révolution, cela s’écrit
d
| 1558+ 02 + 6 <0
dc de

pour toute fonction ¢ périodique de période 27 f(r) et de moyenne nulle. Comme la courbure
géodésique k et la courbure de Gauss G sont indépendantes de 6, on peut intégrer par parties,

(1,0) =0 = ((A+ (K* + G))¢, 9) > 0.

Sachant que la premiére valeur propre non nulle du Laplacien sur un cercle de longueur 27 f(r)
vaut f(r)~2, cette assertion est équivalente & 'inégalité

K2+ G > —f(r)*z.
Dans le cas de la surface My, cette inégalité s’écrit

LF(L) _
— <
FLp = 47

pour L = 27 f(r). Ceci achéve la preuve de la proposition 1. =
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9.2 Surfaces plongées dans R?

Soit M C R? une surface invariante par les rotations Ry autour d’une droite D. Soit 7 — m(r) un
méridien paramétré par son abscisse curviligne. Alors

(r,0) — Ry(m(r))

est une paramétrisation de M, et (r, 6) sont les coordonnées polaires sur M. Notons f(r) la distance
du point m(r) a la droite D. Alors la métrique induite est

dr® + f(r)*de>.
En coordonnées cartésiennes dans un plan contenant D, le méridien s’écrit r — (z(r), f(r)), donc
2+ f'(r)? =1,

ce qui entraine que |f'(r)| < 1 pour tout r. Inversement, si |f/| < 1, on reconstruit z en intégrant
7+ /1 — f'(r)2, et on obtient un plongement isométrique de classe C! au moins de la métrique
dr? + f(r)%d6>.

Lemme 27 Soit F': Ry — Ry une fonction telle que

Llim F(L)/L = +oc.

Si F satisfait Uinéquation (*), alors Mg se plonge isométriguement dans l’espace euclidien.

Preuve. Etant donné une fonction F', la condition de plongeabilité de la surface Mg est

L
F(L)> —.
2

En effet, si L = 27Tf(’l"), la proposition 2 donne f’(r) = F’(;(T;)(’r')) = QWFL(L) .

Posons
g(L) = F'(L)™? — 4n*L ™2,

Alors
g (L) = =2(F"(L)F'(L)™® — 47*L™3) > 0

si F' satisfait 'inéquation (*). La fonction g est donc croissante. Si F'(L)/L tend vers 'infini, alors
la dérivée F’ prend des valeurs arbitrairement grandes, donc g prend des valeurs arbitrairement
petites. Par conséquent, g < 0, F'(L) > L/2m et My se plonge isométriquement dans 1’espace
euclidien. =

9.3 Caractérisation des sphéeres centrées sur D

On résoud 'équation différentielle
L3F"(L)

F(L) = 472, ()

cas d’égalité de 'inéquation (*).

Si une surface de révolution M contient un anneau A = {r; < r < ry} isométrique & une
portion de spheére ronde ou de plan, alors les champs de Killing de la sphere ou du plan donnent
le long de chaque parallele contenu dans A des directions le long desquelles la variation seconde de
l’aire & longueur constante est nulle, donc 'identité G + x? = f~2 est satisfaite pour r; < 7 < 7.

L3F" (L
(L) = 47% pour 2 f(r) < L < 27 f (12).

Si M = Mp, alors nécessairement ————=
F F'(L)3
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Réciproquement, sachant que si L = 27 f(r),

LF"(L) 9 " e
Ty Ot
Péquation (**) sur 'intervalle [Lq, Lo] équivaut a

—f"f+ f?=1 surunintervalle [ry,7s].

Soient w # 0, ¢ des constantes. On constate que les fonctions

r—w tsin(wr+¢) et resr4o

sont des solutions. Ce sont toutes les solutions f telles que |f/| < 1. En effet, étant donnés ry,
yo € R et y1 tel que |y1| < 1, il existe dans cette famille une fonction f telle que f(rg) = yo et
f'(r0) = y1. Les fonctions z solutions de 2’2 + f2 = 1 s’écrivent alors

7 29 —w tcos(wr +¢) ou 7 2,

les méridiens correspondants sont des segments de droites orthogonales a D ou des arcs de cercles
centrés sur D. On conclut que Mp contient une portion de plan orthogonal a la droite D ou de
sphere centrée sur D.

9.4 Interprétation de I’inéquation (*)
Proposition 28 Soit F': Ry — Ry une fonction de classe C*°. On fait les hypotheses suivantes.

e F(0) =0, F"(0) = 1/27 et F se prolonge en une fonction paire, de classe C*°, de R dans
R.

e Pour tout L >0, F'(L) > L/2m.
e Pour tout L >0,
IF(L) _
Alors Mg est isométrique au bord de la réunion d’une famille de boules centrées sur une droite D.
Inversement, soit M C R3 une surface de révolution d’axe D. On suppose que

1. M est de classe C°,
2. la projection de M sur un plan orthogonal a D est injective,

3. la projection d’un méridien sur D est une bijection sur une demi-droite.

Alors M (privée d’un voisinage de 'origine) est isométrique & une surface Mg et pour tout
L>0, F'(L) > L/2~.

Si de plus
4. M est le bord de la réunion d’une famille de boules centrées sur D,

LSF//(L) < )
.

alors pour tout L > 0, W <

Définition 29 Une surface de révolution qui satisfait les conditions 2, 3 et 4 s’appelle un cornet
de glace.

23



Preuve. D’apres la proposition 2 et le lemme 27, les deux premieres conditions permettent de
construire la surface Mp et de la plonger dans I’espace euclidien.

Il reste a montrer que dans un plan contenant D, le méridien de Mp borde une réunion de
disques centrés sur D. Soit r — ((2(r), f(r)), f > 0, une paramétrisation du méridien par son
abscisse curviligne. Comme 2/ ()2 + f/(r)? = 1 pour tout r, 2’2"+ f' f = 0, si bien que la courbure
au point (z(r), f(r)) peut s’écrire

f‘//

2 f// f/ " — Z/

Pour chaque r, notons ¢, le cercle tangent au méridien au point (z(r), f(r)) et centré sur D, i.e.

/ /
le cercle de centre (#(r),()) et de rayon g(r) Soit s — (¢(s),¢(s)) la paramétrisation
de ce cercle par son abscisse curviligne, telle que (¢(r),o(r)) = (2(r), f(r)) et (('(r),d'(r)) =

(Z'(r), f'(r)). D’apres le paragraphe 9.3

Il
—

_¢//¢+¢/2

L’inéquation (*) qui s’écrit

_f//f + f/2 S 1
entraine que f”(r) > ¢"(r). Cela signifie qu’au point de contact, la courbure du méridien est
supérieure & celle (négative) du cercle ¢,. En particulier, le méridien reste & l'extérieur du disque
d, bordé par c,.

Notons B la réunion des disques d, et R la région bordée par la réunion du méridien et de son
symétrique par rapport & D. On vient de montrer que B C R. Inversement, soit p un point de
R dont la deuxieme coordonnée est positive ou nulle, soit ¢ la distance de p au bord de R. Alors
le cercle ¢, de centre p et de rayon § est tangent au bord de R en un point g. Nécessairement, la
deuxieéme coordonnée de ¢ est positive ou nulle, donc ¢ = (2(r), f(r)) est sur le méridien. Alors le
cercle ¢, est contenu dans le disque d,., donc p € B. On a donc montré que B = R, donc la surface
Mpr borde une réunion de boules centrées sur D.

Inversement, soit B une réunion de boules centrées sur D, dont le bord M est lisse et se projette
difféomorphiquement sur un plan orthogonal a D. Alors le méridien paramétré par son abscisse
curviligne s’écrit r — ((z(r), f(r)) ot f varie de 0 & +o00 et f' > 0. Le bord est donc isométrique
a la surface My ou F, définie par ’équation

o /0 F(t)dt = F(2rf(r),

est de classe C*°. On a vu au lemme 27 que linégalité F'(L) > L/27 est automatiquement
satisfaite.

Soit t — n(t) = (2(r), f(r)) + t(f'(r), —2'(r)) la normale au point (z(r), f(r)) au méridien.
Pour tout ¢ > 0 assez petit, n(t) € B donc il existe un disque ; centré sur D contenant n(t) mais
ne rencontrant pas le méridien. Lorsque ¢ tend vers 0, la tangente au bord du disque pres de n(t)
doit converger vers la tangente au méridien en n(0), donc g; converge vers le disque d,.. On conclut
que pour tout r, le disque d,- est d'un seul c6té du méridien, ce qui se traduit par 'inéquation

7f//f+f/2§1~.

Remarque. 1l est facile de construire des cornets de glace dont la courbure change de signe une
infinité de fois. En effet, soit (; une suite de boules centrées sur D, telle que ;41 contienne au
moins la moitié de §;, mais ne rencontre pas ;—1\5;. Soit M le bord de la réunion des §;. La partie
lisse de M est a courbure positive. Pour lisser M, on insére d’abord des congés (filets), par
exemple des portions de tores de révolution, a courbure négative. La surface obtenue contient des
morceaux de courbure alternativement positive (tendant vers zéro) et négative (de valeur absolue
arbitrairement grande), voir figure 1. Ensuite, on approche la fonction f, qui est seulement C?,
par une fonction lisse.
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Figure 1

9.5 Cornet de glace associé a une surface de révolution

Définition 30 Soit M une surface de révolution plongée dans l’espace euclidien, d’axe de révolu-
tion D. On suppose que M coupe D en un seul point P et est contenue dans le demi-espace bordé
par le plan orthogonal ¢ D passant par P. On note Dy la demi-droite issue de P située du méme
coté que M. Soit B la réunion des boules centrées sur Dy et ne rencontrant pas M. Le bord de B
s’appelle le cornet de glace associé a M.

Lemme 31 Soit F: Ry — Ry une fonction lisse. Pour n entier, n > 2, on note

/
w, = inf 7L
L>n L

et Ly
(L — upy)

T (1 —up?) (1 — 2u[_712/2])'

Un =

On suppose que la série Y n/u, est convergente. Soit M le cornet de glace associé a la surface
Mp. Alors M est la surface de révolution associée a une fonction F' telle que la différence F — F
admette une limite finie £. De plus, la vitesse de convergence est controlée par la suite v, : pour

tout L > 2,
+o00o

t—F(L)+F@L)|< > 16nv,.
n=[(L—3)/4]

Preuve. On décrit d’abord comment obtenir la surface M & partir de Mp. Sir +— m(r) =
(2(r), f(r)) est une paramétrisation d’un méridien m de My par son abscisse curviligne, notons

E={r>0; (z(r), f(r)) € M}.

On va montrer que M s’obtient & partir de Mg en remplacant une famille dénombrable d’anneaux
(correspondant aux intervalles de Ry \ F) par des anneaux prélevés sur des spheres centrées sur
D et tangentes a Mp le long d’au moins deux paralléles.

Etant donné un point (z,0) € D, notons d(z) la distance de (z,0) au méridien m. Par définition,
les points de contact du cercle ¢, de centre (z,0) et de m sont dans M. Notons

E.={r>0; (2(r), f(r)) € cz}.

Montrons que E est contenu dans la réunion des E, lorsque z décrit R. Sir € E, alors m(r) est
limite d’une suite de points p; telle que chaque p; est contenu dans un disque d; centré sur D et
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disjoint de m. Quitte & prendre une sous-suite, on peut supposer que Ji~c0nverge vers un disque
d centré en un point (z,0) de D. Comme m(r) est dans ’adhérence de d, nécessairement d est le
plus grand disque de centre (z,0) disjoint de m, donc d= d,,etreFE,.

Montrons que si 21 < zg, alors E,, < E,,. En effet, notons d, le disque ouvert bordé par c,.
Alors le méridien m ne rentre pas dans d,, Ud,,. Notons z3 I’abscisse commune des deux points
d’intersection de ¢, et ¢,,. Siry € E,, et ry € E,,, alors

m(ry) €c,, \d,, et m(ry) € ¢, \ dyy

donc
2(r1) < z3 < z(r9).

Comme la fonction r +— z(r) est croissante, on en déduit que r1 < ro. Si ry = rq, alors la courbe
m passe par le point d’intersection de deux cercles distincts tout en restant a ’extérieur des deux
disques. Cela entraine que son vecteur vitesse est nul, contradiction. On conclut que 1 < 5.

Montrons que chaque intervalle de Ry \ E est borné. Comme F’'(L)/L tend vers Uinfini, f’
tend vers zéro. Par conséquent, lorsque z est grand, la distance 6(z) du point (z,0) au méridien
est petite devant z. Par conséquent, I’ensemble E, est situé a distance de l'ordre de z 'origine.
En particulier, E est non borné, et son complémentaire ne contient aucun intervalle non borné.

Soit ]ry,re[ une composante connexe de R4 \ E. Montrons que r; et ro sont dans le méme
E,. Par définition, 7, et ro sont dans E donc il existe z; et 25 tels que |ry € E,, et ro € E,,.
Si 21 < z9, on choisit z5 €]z1,22[. Alors E., C|rq,rs|, contradiction. On conclut que z;3 = 2.
Géométriquement, cela signifie que si on retire a Mp 'anneau correspondant a r; < r < ro9, on
peut le remplacer par un anneau prélevé sur une sphere centrée sur D et tangentes a My le long
des deux paralleles {r = r1} et {r = ro}. En faisant cela pour chacun des intervalles de Ry \ E,
on obtient M.

On passe maintenant & des estimations d’aires.

Notons a 1'un des anneaux constituant My \ M et @ I'anneau correspondant de M\ Mp. Notons
L, et Lo les longueurs des composantes du bords de a. Notons § le rayon de la sphere S qui porte
a et 1 la latitude du bord le plus court de a, de sorte que L1 = 2wd cos. Enfin, notons p la
distance maximum d’un point de a au centre de S (voir figure 2).

Figure 2

Comme la fonction f est croissante, a et a ont méme projection sur un plan orthogonal a la droite

D. Le théoreme de Thales donne I
2

L—l.

D

<
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L’aire de @ est majorée par 2762 sin. Il vient

aire (a) — aire (@) = aire(d)(zgzg; 1)
< 2rd?sing((5)? — 1)
< 2msing((72) - 1)
— G- gy

Comme tan ) est la pente du méridien au bord inférieur {r = 1} de a,

L
o B
sing = /() = 5y
d’ou ; . )
0 < aire (a) — aire (@) < (Ly — L) =2 L
> ( ) ( )—( 2 I)TFQWF/(Ll)]-*(#tLl))Q
Comme I . .
=2 < < < (l_u[—Lzl])ﬂ/z’

Li = cosy — 1_(27TFL/%L1))2

on peut choisir une suite ¢; telle que pour tout j,

1. le parallele de longueur £; de My est aussi dans M.

) 05in]
2.21_U21/2§[]+1 §2’
( ) (4]

Ici [¢;] désigne la partie entiere de ¢;. Posons

Aj =F(ljy1) — F(4;) = (F(Li1) = F(¢;))

et montrons que la série E A; est convergente. A; est la somme des termes aire (a) — aire (a)

j
correspondant aux anneaux dont les composantes du bord ont des longueurs comprises entre £; et

Ly
2nF'(Ly)
la somme des termes Ly — Lq correspondant & ces anneaux est majorée par £;1 — ¢; < 2[¢;]. Par
conséquent

£j4+1. Pour chacun de ces anneaux, on peut majorer Ly par €41 et par l/u[m. De plus,

£ 1 1
A <2y — —
L R
20)(16)+1)
7T’LL[ZJ.](1 — u[;f])
Posons Y
- (1~ Upy)
" run (1 —un ) (1 — 2u[;2/2])
et montrons que
[¢]
A; < Z 8N Uy, .
n=[€;1]+1
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Notons m = [¢;], p = [¢;_1] et m/p = T, de sorte que

/1 —up? <7<2.

Comme la suite u,, est croissante, v,, est décroissante donc

Zm: 8nv, > 8un, Zm: n

n=p+1 n=p+1
4vy, (m(m + 1) — p(p + 1)).

On majore
m(m —+ 7
plp+1) = (T)
< m(m + 2)
< -
< 2m(m +1)
< 2
d’ou
2
m(m+1)—pp+1) < mm+1)(1- ﬁ)
< m(m+1) L= 2u,
m(m
2(1 —up?)
Il vient
Ui 1—2u,?
Z 8nuv, > 4dvpm(m+1) —
21 —up?)

n=p+1

>

T mug (1 — u,}g)

2]+
mupe,) (1 — ug ])

> A

car p > m/2. Comme la série E vy, est convergente, on conclut que la série E Aj; est convergente.
n J

Soient L < L’ tels que les paralleles de longueurs L et L' de My soient communs avec M. Alors

+o0
[F(L) = F(L') = (F(L) - F(L))| < ) 4
J=3(L)
ou j(L’) est I'indice tel que £;_1 < L < ¢;. Cet indice tend vers 'infini avec L, donc la différence
tend vers 0 lorsque L tend vers Uinfini.

Cette propriété s’étend au cas ot I'un des paralleles de longueur L ou L' tombe dans un anneau
a de M \ M, car l'aire de a et celle de a tendent vers 0 quand L tend l'infini. En effet,

aire (a) < (%)Qaire (a)
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2 .
< C082w27r§ sin 1)

L? siny
27 cost )
(n+1)2
2y, (1 — 1y 2)2
(n+1)2(1 —u,?)
27ty (1 — un 2) (1 — 2up?)
< nn+1)v,

IN

IA

IA

ou n = [Lq]. 1l vient, pour tous L < L,

+o00
F(L) = F(L) — (F(L) — FL) < Y 4nv, + 20,y
n=n(L)

ou
wy, = sup m(m + 1)v,
m>n
et n(L) = [{;iy] > (L —1)/2. Cette quantité tend vers 0 lorsque L tend vers l'infini. En effet,
posant p = [m/2], on a
m(m + 2) < m(m+ 1)

pp+1) <

4 - 2
d’ont
Z dnv, > 2vp(m(m+1)—pp+1))
=p
> vym(m+1).
soit

—+oo
wy, < Z 4k vy,.
k=[n/2]

Cela prouve que la fonction F — F admet une limite finie £. et que

—+oo
(-F(L)+F@L)[< > 16nv,.=
n=[(L-3)/4]

10 e-cornets

10.1 Définitions

Définition 32 Soit € €]0,1]. Dans le plan euclidien, on se donne une droite D et un point P de
D. On appelle e-cercle de centre P et de rayon 6 la courbe, symétrique par rapport a la droite D,
dont une moitié est paramétrée, en coordonnées cartésiennes d’origine P et ayant D pour premier
aze, par s — (2(s), f(s)), ot

f(s) = dsin(es/d), z(s) = /2/2 V31— f'(s)?ds, et s€[0,7/¢.

Le domaine bordé par un e-cercle s’appelle un e-disque.
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Remarque. Remarquer que lorsque  varie, les courbes obtenues sont homothétiques 1'une de
lautre.

La figure 3 représente les e-cercles centrés a l'origine, de rayon 1, pour € = 1 (c’est un cercle),
€ =3/4 et e = 1/2 respectivement.

Figure 3

Définition 33 Soit a €]0,1]. Dans lespace euclidien, on se donne une droite D et un point P de
D. On appelle e-sphere de centre P et de rayon & la surface engendrée par la rotation autour de
la droite D d’un e-cercle de rayon & et de centre P, relatif a la droite D.

Une surface de révolution M d’axe D est appelée e-cornet si

e la projection de M sur un plan orthogonal a D est injective,
e la projection d’un méridien sur D est une bijection sur une demi-droite D,

o M borde la réunion d’une famille de e-sphéres relatives a D.
Remarque. Sie =1, on retrouve la notion de cornet de glace.

Lemme 34 Soit F': Ry — Ry une fonction lisse. Pour n entier, on note

On suppose que la série Y n/u, est convergente, et que la suite n®/uy, tend vers 0. Soit € €]0,1].
Soit M, le e-cornet associé d la surface Mg : M. est le bord de la réunion des e-boules centrées
sur Dy ne rencontrant pas Mp. Alors M, est la surface de révolution associée & une fonction F.
telle que F — F. admette une limite finie.

- F/(L
De plus, F, est de classe C!, Llim Eé ) = +o0 et linéquation différentielle
— 00
3on
L~Fe (L) < Ap2e?
F/(L)3

est vraie au sens des distributions.

Preuve. La preuve est la méme que celle du lemme 31. La seule propriété fine des cercles qui
est utilisée est le fait que les projections sur D de ¢, \ d., et c,, \ d,, sont des intervalles disjoints.
Cette propriété reste vraie pour les e-cercles.

Le méridien m. de la surface ME s’obtient en retirant a celui de Mr un nombre dénombrable
d’intervalles et en les remplacant par des arcs de e-cercles ayant mémes tangentes aux extrémités.
Par conséquent, la courbe m. est de classe C!. Il en est donc de méme de la coordonnée f., et
donc de la fonction F.. Comme les e-disques sont convexes, sur chaque arc de e-cercle contenu
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dans m., la fonction f;’ est décroissante, donc encadrée par ses valeurs aux extrémités de l'arc.
Autrement dit, la dérivée f! est encadrée par f’, donc tend vers 0, ce qui se traduit par le fait que
F!(L)/L tend vers Pinfini. Enfin, f. est localement la borne supérieure d’une famille de fonctions
qui satisfont I’équation différentielle

_ff/l+f/2 — 62.
Elle satisfait donc
_ffl/+f/2§€2

au sens des distributions. Comme F” dépend linéairement de f”, 'inéquation différentielle pour

F, s’en déduit. m

10.2 Preuve du théoréme 3

Soit F' une fonction satisfaisant aux hypotheses du théoreme 3. Soit A la constante figurant dans
I'hypothese de suradditivité pour F'. Soit € = 1/2 et € = 3/4. Soit My le e-cornet associé a Mp.
D’aprés le lemme 34, F — F, admet une limite finie £ > 0. Cette limite est la somme des termes
aire (a) — aire (@) pour tous les anneaux de Mp \ Mg . Si £ =0, alors Mp = My est un e-cornet,
auquel le théoreme 2 s’applique, et Mg convient. Sinon, il existe X' > X tel que

- 14
L>XN=[{—F(L)+F.(L)| < 7

- F(L)—SZESFE(L)gF(L)—SZE.

La fonction F. est de classe C! et satisfait I'inégalité différentielle

au sens des distributions. Soit G une approximation lisse de F., suffisamment proche pour que
LS "L
G ( ) S 47T2€/2,
G/(L>3

lim F.(L) — G(L) existe,

L—oo

et

|G(L) — F.(L)| < é pour tout L > \'.

Alors pour tout L > X,
4¢ 20
F(L)- 3 <G(L)<F(L)— —.

Cela entraine que G est suradditive. En effet, pour L, L' > X,

GL+L) > F(L+L’)f4§£
> F(D)+FI)-5
> G(L)+G(L).

On peut donc appliquer le théoreme 3 & la surface M = Mg : il existe A tel que pour L > )\,
Filly (L) = Fill%, (L) = G(L) et F — G a une limite finie. La remarque 25 permet de modifier
M sur une partie bornée, en ayant pour seul résultat de d’ajouter une constante a Fill%, pour L
grand. On ajuste alors cette constante pour que la limite de F' — Fillf\y soit nulle. m
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