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«Les» Mathématiques : (participations humaines variées)

e Ecoles, universités, exercices guidés, exameias,
Circulation, répétition, gymnastique, évaluation.

e Ministeres, Universités, Irems, lufmstc.
e Téléphonie, cryptographietc.
e Histoire ancienne, moderne, institutionnekés.
e Epistémologie, philosophie.
e Recherche, spécialisation, compétition.
combats, gesticulations, erreurs, découvertes, pulditat

Questions : Qu’est-ce que « participer » aux mathématiques ? A-t-on le
devoir de (re)penser conceptuellement, dialectiquenpémtysophique-
ment et historiquement ce qu’elles déploient ?

)

La philosophie des mathématiques est-elle possiblé

Deux allégories élémentaires :

e Gymnastique impensable ; technification du concept ; misatitaab-
sorbée, assimilée, involuée ; automatismes spéculatifs.

e Cerveau et combat; contingences du terrain ; jungle ; ééigent des
astres mathématiques ; inexistence d’'un seul grand cervaéioateur
et réorganisateur.



Positions, principes, objectifs

e Actes d’orientation. Godts mathématiques, types de questions
Impasses, échecs, rebondissements
nouveaux intéréts mathématiques

e Ecriture . Ecrire pour (re)comprendre
Apparition et cristallisation de difficultés
Permanence du provisoire

Réécriture nécessitée par 'amélioration permanente

e Exigence de construction et de (re)structuration
synthéses, « surveys », monographies
unité (perdue ?) des mathématique

e Souplesse spéculative et variation thématique

Changer volontairement de sujet : adapter son travail éignement

a une conquéte (sur un tres long terme) de presque toutesald®m
matiques contemporaines. Exemples de mémoires de mailiis®orie

des feuilletagesClassification de Darboux-Cartan des formes différen-
tielles, Homologie singuliereApplications de la topologie algébrique

a la physique mathématiquélnicité du tenseur d’Einstein, d’'apres
Elie Cartan Convergence des séries de Fourier, d’aprés Carleson-Hunt
Théoréme de la couronnEstiméed.? de HormandeClassification des
tissus d’apres leur groupe de Li€héoreme de Kolmogorovhéorie de
Galois etc.

e Recherche jeu supérieur, réservoir de nouveauté indéfini
libération et développement grace a la spécialisation

Nul n’entre ici s’il n’est géometre —
—¢s'il ne participe pas un peu a la recherche




Typologie (incompléete) de questions ouvertes

e Généralisation. (simple ou subtile, prévue ou imprévue)
passage a plusieurs variables, combinateie,

e Syntheses entre sujets. Singularités et géométrie CR
Algebres de Lie et équations aux dérivées partielles
Hypoanalyticité et théorie de Cartan-Kahler

e Applications d’outils puissants.
petits diviseurs (Brjuno) et théoreme de Poincaré-Dulac.

e Conditions nécessaires et suffisantes.
Phénomene de Hartogs et probleme de Levi.
Résolution par radicaux des équations algebriques.
Convergence ponctuelle presque partout des séries desFouri

e Affaiblissement d’hypotheses. 1'%
Définitions de la pseudoconvexité.

e Ouverture nouvelle et inattendue. *T %
Topologie symplectique (Arnol'd, Gromov).

Conclusion. Existence, permanence, prégnance, et insistance
d’'« opérateur®lémentaires et reproductiblde questionnement ».

Ce gu’on dit de cet état de fait n’apporte (presque) rien gaan
I'effectivité.
Les questions simples et les désirs simples ne sont que @ieggde
possibles.
Les difficultés conceptuelles et techniques sont innontesab

Ouverture d’un sujet : philosophie des mathématiques contemporaines
comme dissertation générale.



lI. || Groupes continus de transformation

e Continuation de Gauss, Riemann, Christoffel.
e Version continue de la théorie de Galois.

e Résolution des équations différentielles.

e Groupes continus de transformation.

e Algebres de Lie.

¢ Potentialité géométrique et universalité.

¢ Algebre différentielle.

e Systemes différentiels extérieurs.

e Classification des actions locales sut>.

e Actions primitives et actions imprimitives.

e Paradoxe remarquable.

| Cartan = Gauss-Riemannd Lie |




[Il. ||Algébres de Lie

Définition. K := R ou C. Unealgebre de Ligy surkK est unkK-espace
vectoriel muni d’un crochet bilinéairgx g > (X,Y) — [X,Y] € g
qui satisfait :

0=[X,Y]+[Y,X] (antisymétrie)
0= |X.[Y.Z]] + |2, [ X, Y]] + [V, [Z, X]] (Jacobi)
on supposera_: dimension finie := dimg g < oo

Constantes de structure :dans toute baseXi, X», ..., X,) deg, il
existeC}; € K
k
(X X] =) Chxg
1<k<r
L'antisymétrie se lit Cf; = —CF, et lidentit¢ de Jacobi

0=> 1 (CF Cj.k +Cm ng +Cf Cl,).

Définition. Deux algébres de Lig et g’ sontisomorphes’il existe une
application linéaire inversible : g — g’ qui respecte les crochets :

o(1X,Y]g) = [6(X),6(Y)]
isomorphe= «le méme ».

Question. Comment reconnaitre le « méme et l'autre », puisque
ce qui se présente comme un donné n’est jamais saisi immeédia-
tement, ni comme «le méme », ni comme «un autre » ?
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Exemple. Soientg etg’ de dimensior, de base§ X1, X, X3, X4, X5}
et {X], X}, X}, X}, X!} ayant pour structure :
[Xo, X3] = X1, [Xy, X5] = c Xy, [Xo, X5] = (¢ — 1) X,
[X37 X5] - X3 + X47 [X47 X5] = X4
et
(X1, X5) = —X5/2, [X7, Xy] = X3/2, [X5, Xi] = X
(X1, Xy = =X} — X5, [X{, X5] = =X,
les crochets non écrits étant nuls. Existe-t-il des valéelers pour les-
quelsg ~ ¢’ ?
e Comparaison des centres et des nilradicau;0.
e Recherche d’'un isomorphisme sous la forme :

P(X1) = ara X3,

H(X2) = agy XY + agy X3§ + agy X + ass X3,
¢(X3) = a3z9 Xé + ass Xé + as4 XZ’L + ass Xé,
H(Xy) = ago X5 + ags X,

(

X5) = a5 X{
ldéall C Kla;j, di, do, ds3, dy, c] engendre par :

<

caspaia — a12/2, caspas — as, etc.

e 17 variables, 16 équations ; base de Grobner; solution sidement
sic=1/2,

e Sans normalisation : 27 variables, 46 équations.

These.Poser des axiomes ou des définitions comme fondements d’ob-
jets mathématiques implique des recherches spécifiquasalas sur le

plan historique et séduisantes sur le plan philosophique.

Cependant, au-dela des concepts de base, démonstragohsidues,
organisations, structurations et architectures ratioheg dominent les
contenus. Les ouvertures sont intrinseques au formalisrags il ne les
capture (presque) jamais en totalite.

Probleme. Classifier les algebres de Lie a isomorphisme pres.
e Indéfini.
e Ouvert.

e Babélisé. (ony reviendra)

Démultiplication des taches et des possibles :
e travailler sur un corps quelconque; (pas nous!)
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e traiter les dimension, 2, 3,4, ... ;

e classifier les isomorphismes et les dérivations ;

e (re)construire des demonstrations architecturées;

e contempler le caractere exponentiel de la progression rctiton de
la dimension.
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These.Dans tout probleme d’équivalence concernant un type bignidé
d’objets algébrico-géométriqués, X', X”, X ... (pouvant étre tres
divers), on doitdans I'absolu

(i) elaborer des algorithmes qui testent I'équivalence erdtx dels ob-
jetsX et X’ donnés explicitement;;

(i) adapter les algorithmes au type de donation;
(iii) classifier, i.e. établir undiste de toutes les formes possiblesXe
(iv) comparer, améliorer et raffiner les listes obtenues parsimeteurs ;

(v) posséder des algorithmes efficients pour déterminer a coufas
place d’'unX donné dans sa liste.

Incomplétude

| Insatisfaction|

Remarque. Chacun de ces objectifs correspond a une problématique
gue I'on peut exprimer en des termes “philosophiques” enteptuels”.

Question.S’agirait-il d’'une paraphrase ?
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Observations

Thése.L’écriture du matériau mathématique (dans les monographie
et dans les articles de synthese) doit respecter des tendialectiques
universelles qui sont antérieures a toute realisation teghe.

Exemple : Sophus Lie affirmant 'importance d’une classification com-
pléte des actions locales de groupes continus de trandiorma

=> realisation ultérieure dans toutes les géométries p&ssibl

Constatation : Or, (presque) aucune monographie contemporaine de
geométrie différentielle ou de théorie des représentativarchitecture
son discours rationnellement et systématiquement. Lesiblzations,
lorsqu’elles apparaissent, ne sont (presque) jamais pxsedans leur
dialectique intrinseque. L'ouverture ment par omissioes brientations
les plus simples sont occultées. L'effort formel épuise=- le penseur
doit (presque) tout reconstituer.

=- chacun est invité a (re)construire sa (une) maison

e Pensée «apparaissante » et « disparaissante ».
e Formulation implicite des questions ouvertes.
e Exigence de systématicité perdue.
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Classification des algebres de Lie

e Trois types de donation deg :
e (gl) : comme algebre de matrices;
e (Cs) :via desconstantes detructure :

e (fl) : comme quotient d’'une algébre de Lie libre.

Probleme. Circuler entre ces types de donation ; adapter les algo-
rithmes ; comparer I'effectivité.

Théoreme (ADO) Toute algeébre de Lie suf se plonge comme sous-
algebre de Lie deM,,(C).

Paradoxe : concrétude remarquable, mais représentation non cano-
nique, non unique et non implémentable sur ordinateur.

Définition. h est unidéal deg si [h, g] C g. Sig n’a pas d’idéal différent
de{0} et deg, elle est ditesemi-simple
Posong' = g, = g puisg’™" := [g', ¢'| ainsi queg; 1 := [g, gil.

Définition . Si g" = {0} pourr assez grandg est diterésoluble Si
g- = 0 pourr assez grandy est ditenilpotente
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Théoreme . (LEVI-MALCEV) Toute algebre de Lie de dimension finie
sur C est somme semi-directe d’'une algebre de Lie résoluble eted’'u
algebre de Lie semi-simple.

Théoreme.(CARTAN-KILLING) Les algebres de Lie semi-simples sur
C (et surR)sont toutes connues.

Principes pour une classification exhaustive.

e Classifier toutes les semi-simplate.

e Classifier toutes les résolubes (apparently doable).
e Classifier toutes les sommes semi-directes.

Lemme. g est résolublessiil existe une suite
{0}=g'cg'c.-cgcg =g

avecdim g' =r —ietg™ = [g',¢'].

Corollaire. Toute algebre de Lie résolubges’écrit comme somme semi-

directeg = C®p g', avecg’ résoluble etD’ : g’ — g’ unedérivationde

g’, i.e. une application linéaire satisfaisaf’' [ X', Y'] = [D'X", Y] +

[ X', D'Y"]. Le crochet dang est:

A+ X p+Y] = AD'(Y) - pD'(X) + [X.Y] .
= La classification compléete dans le cas résoluble semble assible
par simple récurrence sur la dimension!
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Observations

Principes pour une classification des résolubles :
e Récurrence sur la dimension.

e En dimension 1 C, générateusX; .

e En dimension 2 X, X, générateurs.

e Commutative : [ X, X5] = 0.

e Noncommutative :

Structure is[zy, 5] = Axy + paxo. Exchanginge; < o if necessary,
we havey # 0 if it is noncommutative. Setting’ := z;/p andz, :=
To + Ax1/p, We compute :

(2, 5] = [x1/p, mo+ Aar/p] = [x1, 2] [ = N1+ pas) /= .
This Lie algebra is solvable, but not nilpotent. It will bend¢ed by
tQ(C).

e En dimension 3 : Lie-Scheffers 1893, X,, X3 générateurs.

e Calculer toutes les dérivations possibles sur les algé@®eksmension
2.

e Continuer en dimension 4.

Paradoxe

Question de métaphysique mathématique Pourquoi l'irréductible
se ramifie-t-il moins que le réductible ?

Question d’organisation mathématique trans-historique :Pourquoi
Babel vainc-t-elle encore sur ce probleme de classification ?
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Classification en dimension< 4

Théoreme . Toute algebre de Lig sur C de dimension< 4 est iso-
morphe a une et une seule des algébres de Lie suivantes
()dimg=1 g~C;
(i) dimg =2 g~ C? ry(C);
(“I) dlmg =3 g= C47 n3(C)7 t3(C)7 t3,/\(@)1

tg(@) D C, 5[2(@) ;
(ivV)dimg=4 g=~C* n3(C)aC, t2(C)aC? t3(C)aC, t3,(C)&
C, sl,(C) @ C, t5(C) & t2(C), ny(C) ou l'une des huit algébres ré-
solublesg,;, 1 < i < 8 données dans la bas¥,, X, X3, X, par les
relations:

ga1 (X0, Xy = Xo, [ X5, Xa] = Xy

gao [ X1, Xu] = X1, [Xo, Xy] = Xo;

gazt [ X1, Xu] = Xq, [Xo, Xu) = X0 + Xy, [ X5, Xu] = X0+ X3
gaa [ X1, Xyl =c Xy, [Xo, Xy = (1 +0¢) X, [ X3, X4] = X1 + ¢ X3,

etc.
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V. ||Repere mobile et courbure de Gauss

Probleme d’équivalence Etant donné deux surfaces gaussienties
S munies de métriques predéfinies

ds® = E du® + 2F dudv + G dv?,
et ds? =Edu®+ 2F dudv + G dv?,
trouver un algorithme universel pour déterminer si ellestdocalement

isométriques.

Plan euclidien.Soit(a, v) = (u(u, v), v(u, v)) une application conser-
vant la métrique pythagoricienne :

(du)? + (dv)* = du® + dv*.
Introduisons le co-repére ayant pour bagde = du et§? := dv. En tout
point (u, v), il existet tel que

'\ [ cost —sint o1
<92)_<Sint cost )(«92)'
Matrice : groupe des rotations $O R). Ici, ¢ = t(u, v), fonction in-
connue.
Principe de prolongation. L’ignorance de la relation de dépendance
t = t(u,v) est au cceur du probléme de savoitsi et ds*> sont réel-
lement équivalents. Introduisons dohcomme une nouvelle variable

indépendante (notion de fibrée). 1'%
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SurlR3(u, v, t), co-repére relevé

w' = (cost) - O — (sint) - 67,
w? = (sint) - 0 4 (cost) - 6

Général : Changement de coordonnées, ..., z") — (z!,...,7").
Transformation induite da’ = da'(7) = 3, ., 22 dz'. Métrique

riemannienneds* = Y, i, gij(x) da'da’. Transformation :

Z i, (z) da" da?

11, J1

Ox" Oxh o
Y a(@) i

< i,J i1,
= d5°
= Z gi;(z) dz' dz’
\ 0]
d’ou par identification (tensorialité) :
I oxv Oxiv -
@) = 3 g (o®) G (@) 901 (1)

Procédé de Gram-Schmidt :

ds* = (0")° +--- + (6")%
Ici, GZ = Zj h;(x) - da.
Indétermination :

ds? = (0")% 4 - + (0")2
des qued!, ..., 0") se déduit dgd?, ..., 6") par une transformation qui
stabilise la métrique pythagoricienne.
Fibré principal : R" x SO(n,R). Groupe spécial orthogonal. Matrices
(u}) satisfaisant/" U = I.
Observation : Sids* = (61)*+ - - -+ (0")* etds® = (0')* +--- + (6")*
sont équivalents, il existe une fonction matriciglié(z)) telle qued’ =
Zlgjgn uz(x) 0.
Principe de prolongation : on ignore justement encore si une telle fonc-
tion existe. Introduisons alov:gf commenouvelles variables indépen-

dantes, et :
=30
j
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Théoréme. (Elie CARTAN) Les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes:

e il existe une isométriéu, v) — (u, v) transformantls® ends” ;
e il existe une application d@/ x SO(n,R) dansM x SQ(n,R) de
la forme spécifique

T =1 (™)
ﬂf = ﬂf (xm, ug) ,

ou lesz’ ne dépendent pas deg, telle que:
o= wi,

pouri = 1...,n, apres remplacement de et deu dans les
membres de gauche = o' (z/, al, dz™).
Dans ce cas, le diagramme suivant est commutatif

M x SO(n,R) — M x SQ(n, R)

Wl L

M M

Le probléme d’équivalence enti? et ds? s'écrit simplement : est-ce
quew’ = w"'?

Retour aux surfaces :Appliquerd :
dw! = —a AW, dw? = a A wt,

ou « := dt. D’apres le théoréme, I'applicatiofu, v) — (u, v) induit
une unique applicatiot{u, v, t) qui laisseinvariantle co-repére relevé :

W' =uw 1=1,2.

De méme, avetu, v, t) :
dwt = —a A &, dw®* =a Aot
Puisqueo! = w!, ©? = w?, on déduity = «.
Aussi, nous pouvons prolonger le probleme en adjoignant tfoeme
additionnellea au co-repere relevé. Les équations de structure prolon-
gees sont de la forme :

dw' = —a A W2, dw?® = a A wt, da =0,

puisquea = dt est exacte. On reconnait alors les équations de struc-
ture pour les trois formes de Maurer-Cartéti, d9?, da du groupe des
déplacements euclidiens S8ER), constitué du produit semi-direct du
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groupe des rotations avec le groupe des translations dupgtaagori-
cien.

Maurer-Cartan G un groupe de matrices de dimensior>> 1, para-

métré par(u;, us, . .., u,). Elémentg € G matricer x r de la forme
J I<gsr
(g3 (u))1<i<r'
dg’ \ -1
dg-g~' = L ( ?)
99 ( > s k> g,
1<kLr

Récupérer formes différentielles indépendantes, o2, . .., a") surG.

Equations de structure.
| .
T 7 k l
do' = 5 E Cha" Ao,
1<k,I<r

lesC!, étant constants.



19
Surfaces genéralesdViétrique gaussienne
ds* = E(u, v) du® 4+ 2F (u, v) dudv + G(u, v) dv’.
Combinaisons linéaires deésformesdu etdv :
0 = A(u, v)du + B(u, v) dv,

{ 0> = C(u, v) du+ D(u, v) dv,

A, B, C, D inconnues, diagonalisant :
ds®> = (0M)* + (62

Unique solution avee! positif :

F EG — F? A
A=VE B =— D=3\ —— — 4/ —
’ VE V E V B’

OUA := EG — F? = (AD — BC)? > 0 est le discriminant (positif) du
ds?.
Equations de structure : appliquér

do' = —aAw? + P -w' Aw?,
{dw2 —aAw +Q-w AW
ou a nouveau := dt. ICi :
P =Jcost — Ksint, Q) = Jsint + K cost,

ou P et () sont des « coefficients de torsion » avec :

0B _ 04 oD
J:au av’ K = 8u_
VA VA

Introduire la former définie par :
T=a—P-w—-Q w=a—-J 0w - K-

ce qui donne:

dw! = —1 A W2, dw? = 1 Aw!|.

Dans la théorie d’Elie Cartan, on appelle ce procédbBserption de la
torsiorn»s. Appliquons I'opérateud :

0 =ddw' = —dr Aw' + 7 A dw® = —dr Aw?,
0 = ddw?® = dr N>

Toute2-forme telle quelr se décompose sur la base des tdsiermes
wl A W?, wh A a, w? A a. Les deux équations précédentes impliquent
gue dans une telle décomposition pdut les deux coefficients devant
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wl A a et devanto? A o doivent s’annuler. Il existe donc une fonctign
des trois variable&t, u, v) telle que

dr = k- w ANw? =k -0' A 62,

Evidemment, ce raisonnement est un cas particulier du Leditrale
Cartary. En apppliguant 'opérateur de différentiation extéresa cette
éguation, nous obtenons la relation suivante :

qui montre que le coefficient = x(u, v) estindépendant de.

Theorema EgregiumOn ak = k a travers toute isométri@u, v) —
(u, v) telle quen! = w! etw? = w2,

Calcul explicite de la courbure de Gaussx. Calculons maintenant
I'expression explicite de et vérifions qu’elle coincide avec farmula
egregia En utilisant le fait quev! A w? = 0! A 62, nous trouvons :

dr = —dJ ANw' —dK ANw? — J - dw'

oJ oK .,
B

oJ oJ 0K
_AG B D% e
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En insérant les valeurs :

(

2 OE\2 OE\2
Ap = 2 (9 L F?(q) 10°B 1 FY(F)
1E \ ov AE EG — F?2 2 ov? 2E3 EG — 2
OF\2 OE\2 OF OF OFE OF
- (5) L L (%) 1 Fg% %9
23 SF2 EG—F?2 92EG-—F2 2F
OF OF OF OF OF OF OF OF
P %% . oS,  FGo 5 N
< °OF EG — 2 E? EX(EG — F2)  E(EG — F?)
OF OF OF 0G OF 0G
i 32F+} o, Fouo _
EG—F2 " 0udv ' 4 EG—F2 ' 4(EG — F?)
OF 0G OF 0G OF 0G OF 0G
_ ESS PSSR e P55 N
20EG—F?) A(EG—F?) 4F  4E(EG — F?)
OE 0G OF 0G 0G\ 2
PRCSE v i i i E () +}32G
\ 2(EG — F?) 2(EG-—F?) ' 4(EG—F?) "2 0u?’

Aprés simplification :

( 1 0E 0G _,0F G  (0G\’
" T A(BEG - F2) v v ou ov  \du
0F G O0E G _OE OF OF OF _OF 8G]
v R —9

+

) | Ou  Ov v Ou 8v'8v+48u.8v_28u.8u
OF oG _,0E OF (0E 2
ou Ou ou Ov ov

O’F 0’F  0*G
—2 (PG -F) [W_28u8v+ 8u2]}'

+G

\

C’est laformula egregiadue a Gauss, qui exprime la courbure d’'une
surface de maniere intrinséque.

Fin




