T 1 EST IRRATIONNEL

n=1 n3

SANDRO FRANCESCHI, FANGZHOU JIN
ET JOEL MERKER

+oo 1

n=1 ns

REsSUME. La fonction z&ta de Riemann, définie pds) = >

(pourRe s > 1), intéresse les mathématiciens depuis longtemps, et elle

est encore a I'heure actuelle trés étudiée, car cette fumetst forte-
ment liée aux propriétés des nombres premiers. Dans ceigsxia’'un
Mémoire de M1, nous étudions quelques propriétés aritlyués et al-
gébriques des valeurs dés) aux points entiers € N, s > 2, telles
que lirrationalité ou la transcendance. Notamment, naugrfissons
une démonstration compléete et élémentaire, due & Beuketsgdréeme

d’Apéry (1978) selon lequél(3) est irrationnel ; cette démonstration est

tout a fait accessible a un étudiant de L1 ou de Math.” Supfini.nous
esquissons la démonstration, due a Rivoal en 2000, de pemtfance
Q-linéaire d’'un nombre infini de zétas impairs de la forgién,; + 1),
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1. INTRODUCTION

La fonction((s) de Riemann est définie, pour les valeurs complexes
s € Ctelles queRe(s) > 1, par la série :

)=
n>1
gui converge absolument, d’apres le principe de comparalame somme
avec une intégrale. Classiquement, on démontre (voir [&@é8) que cette
fonctions — ((s) se prolonge en une fonction méromorphe Suavec un
unique pble au point = 1 qui est simple.
Cette fonction((s) est en fait trés étroitement liée aux propriétés des

nombres premiers. Tout d’abord, Euler en a établi une reptéson fon-
damentale sous la forme d’un produit infini :

o= [ ——.

1 —_ m—S
p premier p

qui converge absolument lorsgiie(s) > 1. Ensuite, aprés des décennies
d’explorations numériques et de résultats intermédiailies a Legendre,
Gauss, Tchebychev et d’autres, Hadamard et de la ValléesPaaent par-
venus a démontrer le célébre :

Théoréme des nombres premiersSoitr(x) le cardinal de I'ensemble des
nombres premiers inférieurs ou égaux a un nombrexéel1. Alors quand
x tend vers l'infini, la fonctionr — 7(x) se comporte asymptotiquement
comme :

Todt x
, logt ~ logx’

La démonstration repose essentiellement sur le fait{(quene s’an-
nule pas sur la droit®e(s) = 1. Dans [12], Zagier élabore une preuve
compléte et trés concise (en trois pages!) de ce théoremélisant une
simplification essentielle due auparavant a Newmann.

Un des grands problemes mathématiques encore ouvertslactemet
sur la fonction zéta estHypothese de Riemanres zéros de la fonction
zéta dans ldande critiqué) < Re(s) < 1 seraient tous situés sur ¢aoite
critiqueRe(s) = % Tests numériques et arguments théoriques confirment
cette attente. On peut montrer que I'hypothése de Riemdrégai/alente
a une estimation fine des oscillations entfe) et son asymptotique :

m(x) — /; A O(Vzlogz).

logt

m(x) ~

Un autre aspect de la recherche sur la fonction zéta portéésude
de l'irrationalité de ses valeurs aux entiers naturels. @rentiers pair@n
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(avecn > 1), les valeurs((2n) sont connues depuis les travaux d’Euler
dans les années 1730, ce sont des multiples rationnels sieapaes paires
der:

((2n) € ™"Q (n>1),
comme on le redémontreralgd. 6 ci-dessous. Lindemann a mentt&882
gue 7 est transcendant, c'est-a-dire qu’il n'existe aucune tonalgé-
briquez® + aj_12* 1 + - - - + ayz + ay = 0 & coefficients rationnels; € Q
dont7 soit racine. Il en découle que 1€$2n) sont linéairement indépen-
dants suf, donca fortiori irrationnels.

L'inaccessibilité des zétas impaifé2n + 1), durant plus de deux cents
ans, avec les technigues eulériennes de développemenési€s @ pro-
duits infinis, fait partie des phénomeénes les plus intrigdetl’arithmétique.
Pour les valeurs de zéta aux entiers impairs, le premiettedsua en effet
été obtenu qu’en 19f8

Théoréme[APERY]. Le nombre](3) est irrationnel.
Toutefois, jusqu’a aujourd’hui, on ne sait démontrer diau@utre

¢((2n + 1) (pourn > 2) qu’il soit irrationnel! Heureusement, des résul-
tats moins forts, mais d’apparence similaire, ont été &abl

e En 1979, Gutnik a montré daris [7] que pour tewt @@, au moins un
des deux nombres suivants est irrationnel ;
3¢(3) +q¢(2), (¢(2)+2qlog(2).

e En 1981, Beukers a montré dahs [4] que les deux ensemblemssiiv
contiennent chacun au moins un nombre irrationnel :

 Trtlog(2) 9 7m0 B
o T i O
¢(3) ¢332 2 ¢3)¢(B)  n°
{?’ 7 300 SBIT —30C6), = _2268}'

e Plus récemment, en 2001, Zudilin a montré dans$ [13] gu’anmoi
un nombre parmi{(5),((7),¢(9),((11)} estirrationnel.

Au lieu de considérer chaqué2n + 1) séparément, il est possible d’en
considérer simultanément une collection finie. Voici urotiééne datant de
2001, auguel notre mémoire de M1 était principalement coBsa
Théoréme[RIVOAL]. Il existe une infinité de nombres irrationnels parmi

{¢(3),€(5),¢(7),¢(9),¢(A1), ...}

Woir [L] pour la publication par I'auteur, qui est posténielaux articles de Beukers, de
Van der Poorten et de Cohen.
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Nous donnerons un énoncé quantitatif plus précis dans E8&: Eu
égard a ces résultats qui sont considérés comme partielsgpaxperts, on
a la conjecture suivante, bien qu’elle soit complétemert He portée avec
les techniques actuelles :

Conjecture. Les nombresr, ((3), ((5),¢(7),... sont algébriguement in-
dépendants su@. Autrement dit, pour tout entiet > 0, il n’existe pas
de polyndmeP = P(X,, X1, Xs, ..., X,,) non identiquement nul & coeffi-
cients rationnels tel que (r, (3),¢(5),...,((2n+ 1)) = 0.

Remerciementar S. RANCESCHIet F. JN) Nous tenons a remercier M.
Joél Merker pour nous avoir présenté ces problemes insresset pour
nous avoir épaulés durant toute la rédaction de notre méndeitM1 dont
est issu ce texte allégé.

2. GENERALITES SUR LA FONCTION( DE RIEMANN

Prolongement analytique de la fonction( Avant de commencer, signa-
lons au lecteur qu'il trouvera dans| [5, 6] des informatiohsspcomplétes
sur les propriétés élémentaires — rappelées ici brievematds fonctions
((s) etI'(s). Rappelons que polte(s) > 1, la série(s) = >_ -, L est
bien définie car elle converge absolument, et sa somme ddfi@ifonction
holomorphe dangRe s > 1}. Notre premier objectif est de montrer que
cette fonction se prolonge holomorphiquemefit\y 1}.
On définit lafonctionI” d’Eulerpar :

+oo
['(s) ::/ et dt,
0

ou l'intégrale converge normalement sur tout compact cantdans le
demi-planRe(s) > 0. Par intégration par parties, on vérifie qu’elle satisfait
I'équation fonctionnelld'(s + 1) = sI'(s), laquelle permet de prolonger la
fonctionT" en une fonction méromorphe sUr qui a pour seuls pdles des
entiers négatifs ou nuls.

Lemme 2.1.LorsqueRe(s) > 1, le produit{(s)I'(s) est donné par la for-

mule :
+00 s—1
C(s)T(s) = /0 A

et —1

DémonstrationPourt > 0, on a le développement en série géométrique :

1 e_t +o0 .
et—lzl—e—tzze '

n=1
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En multipliant le tout par*~!, en intégrant terme a terme, en utilisant :
+oo
/ e Ml dt = n o T(s),
0

(changement de variable— nt), on voit que l'identité du lemme découle
du théoréme de convergence dominée. O

Lemme 2.2. Si f est une fonctiod> surR, a décroissance rapide a I'in-
fini, alors la fonction :

1 [t
s— L(f,s):= / t) 571 d,
(G =t )
définie pourRe(s) > 0 admet un prolongement analytique holomorphe a
C. De plus,L(f, —n) = (—1)" f™(0).
Démonstration.Soit ¢ une fonctiorC> surRR ., qui vaut 1 suf0, 1] et O sur
2,+o0[.Onaf =¢f+ (1 —¢)f etdonc:

L(f,s) = L(¢f,s) + L((1 = d) f,5).

Comme(1 — ¢) f est nulle dans un voisinage de 0 et & décroissance rapide
a l'infini, le théoreme de Morera et le théoreme de Fubini patent de se
convaincre que la fonction :

s L(1-0)fs) = [ - e e

définit une fonction holomorphe s(@. De plus, puisqu% s’annule aux

entiers négatifs, on &((1 — ¢) f, —n) = 0 pour tout entiern > 0. Il suffit
donc de montrer le résultat pour la fonctign= ¢ f, laquelle est a support
compact.

Par intégration par parties, on obtient, p&u(s) > 1:

L(g,s) =—L(¢',s+1).

Cette formule permet alors de prolongéfg, s) en une fonction holo-
morphe surC tout entier. De plus, en partant dég, —n) et en effectuant
n + 1 telles intégrations par parties, on obtient :

L(g,—n) = (=1)"'L(g"*" 1) = (=1)"*! /O+OO g () dt = (=1)"g"(0),

d’ou le résultat, puisqug™ (0) = ¢ (0), évidemment. O

Soit maintenantfy(z) := —%. PourRe(s) > 1, commel'(s) =

e*—1"
s — 1)I(s — 1), le LemmeZI donne¢(s) = ZYo==b) En appliquant
s—1
le LemmdZP &, on obtient alors :
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Théoreme 2.1.La fonction{ se prolonge en une fonction méromorphe sur
C, avec un unique pole au poiht pole qui est simple.

Nombres de Bernoulli et valeurs de la fonction{ aux entiers pairs.
Puisque I'on &* — 1 = z(1 + O(z)) au voisinage dé, on peut définir
les nombres de BernoulliB,,),> a travers le développement en série en-
tiere (formelle) a I'origine de la fonctiorf, introduite p[# :

+00
z B,
fo(z) = P — 2"
e =
La fonction —=; + 1 ~ étant impaire, on en déduit qug, = —1 et que

Bs,1+1 = 0 pour toutn > 1.
OnaB, = é”)(o), et comme il est clair que chaque dérivéefgest

une fonction rationnelle en et ene?, la valeur defO”) en0 est rationnelle.
On peut aussi voir d’'une autre maniere que les nomByesont rationnels
en développant complétement la fraction en série entiére :

fol2) = = D N

Her=1) 1+5+5+- &

et en collectant les termes eh.
Maintenant, une application du Leminel2.2 a la fonctfgpdonne le :

Corollaire 2.1. Pour tout entiem > 0, on a¢(—n) = (—1)"%.

Voici une belle équation fonctionnelle, découverte pamidan, a la-
guelle satisfait la fonctioq :

Proposition 2.1. Pour tout nombre complexequi n’est égal ni a un entier
négatif pair ni a 1, on peut définir la fonction :

(s) ==m2T(%) ((s),

qui est holomorphe sur son domaine de définition.
Alors¢(s) satisfait I'équation fonctionnelle :

§(s) = &1 —s),

lorsques et1 — s sont dans le domaine de définitiongeEn particulier,£
se prolonge en une fonction holomorphe §4{0, 1}.

Démonstration.Supposons quBe(s) > 1. Par le changement de variable
t— mn’t,ona:

“+00
/ e s dt = S s F(%)
0
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Si on se souvient maintenant que pdur(s) > 1, la série>" "> n~* est

absolument convergente et vaut), alors par sommation suron en dé-
duit :

S o +oo 2 s
Es)=m3T(5)C(s) =) / e~ 45 ¢
n=1 0

+oo 0 .
= / D et E dt,
0 n=1
et cette derniere expression peut étre réécrite sous laform

(1) £(s) = %/OJFOO (6(t) — 1) t371de,

si on introduit, pour tout réel > 0, la fonctiond(t) de Poisson définie par :

+o0o
0(t) := Z e~ — 1 4 22 e_’rt”Q,
n=1

nel

série qui est absolument convergente.
Admettons a présent I'équation fonctionnelle suivanter(détrée dans
'AnnexelA) :
0(t) = L 0(3).
En poursuivant le calcul interrompu dans I'équatibh (1)eetdécoupant
lintégrale [;"° = [ + [", on a alors :

+oo
£(s) = %/O O() — 1) 131 dt

1 1 1 1 s 1 +o0o s
=3 ) Qo@D didg | (00) - e dr.

On fait ensuite le changement de variable- % dans la premiére intégrale
pour obtenir :

%/01 (%9(%)—1)155*1& —%/01 t27hde + /01 9(%)t%3dt
__§+%/1+OO 0(u) u~ =+ du
:—%—l—%/jmu_s;l du-i—%/foo(@(u)_1)“_531 du
:_é Si1+%/1+m(9(u)_1)us—$ldu.

Si on additionne a cette derniere expression la deuxieénégriale, on ob-
tient pour tout nombre complexdel queRe(s) > 1, I'expression suivante,
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qui est visiblement invariante par— 1 — s :

OO —1) s i
5(8)=—8(11_8)+%/1 “t{fi”(tu—tz)dt.

La fonctiond(t) — 1 étant une fonction & décroissance rapide a l'infini,
en appliquant le théoréme de Morera et le théoreme de Fudriroptient
que la fonctiors — [, (9“) )(t +t2 2" ) dt est holomorphe sut. Par

le théoreme du prolongement analytique, la formule préuatedeaut sur
tout le domaine de défininition dg ce qui permet de la prolonger en une
fonction holomorphe su€\{0, 1}. De plus, le membre de droite de cette
formule est invariant pas — 1 — s, doncé I'est aussi, ce qui implique
que pour tout nombre complexedifférent de0 et del, on a bien{(s) =
§(1—s). O

De ces deux propositions qui précedent, on déduit la :

Proposition 2.2. Pour tout entiem > 1, la valeur de((2n) s’exprime en
fonction der?” et du nombre de BernouillBs,, :

_ T 2n
((2n) = (—1)" $557 By,
Démonstration.On applique la Propositidn 2.1 avee= 2n :

(2) 7 "T(n)¢(2n) = €(2n) = £(1 = 2n) = 7" 72 T(§ — n)¢(1 - 2n).

Afin de trouver la valeur d€(2n), calculons les trois inconnues restantes
de cette équationl’(n), (1 — 2n) etT'(3 — n). Tout d’abord, on sait que
['(n) = (n — 1)!. Ensuite, d’aprés le Corollaife2.1,

B B
i _(_1\2n—122n _ _ P2n
((1—2n) = (-1 2 = -

Enfin, en appliquant récursivement la relatiofs) = (s — 1) '(s — 1), on
obtient

1-3.-(2n—1
M) = (CHPE) = CHEDTER) == (2B D gy
2n)!
= 2 ),
Le fait quel’(3) = /7 fournitalorsI'(2 —n) = (—1)" \/_?2:' Eninsérant
ces valeurs dans I'équatidd (2), on trouy@n) = (—1)"~ 1(22&) By,. O

Puisque les nombres de Bernoullj, sont rationnels, on g(2n) €
72"Q : les valeurs de la fonction zéta aux entiers pairs s’exprine@mul-
tiples rationnels des puissancesdePar conséquent, la transcendance de
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7 (Lindemann 1882) entraine I'indépendance linéaire@uaies((2n). In-
versement, dans la Sectibh 6, on redémontrera la transceadar grace
al'étude desg (2n).

3. IRRATIONALITE DE ((2) ET DE ((3)

Apéry a donné en 1978 la premiére preuve de l'irrationalg€ (8),
mais elle était relativement délicate et les contempordeson annonce,
notamment Van der Poorten, Beukers, Cohen et Reyssat, srgualques
mois chacun de leur coté et par des voies différentes en poopléter tous
les détails a leur maniére. On expose ici une preuve simplifiee a Beu-
kers, qui démontre l'irrationalité d&(3) avec des techniques d’intégrales,
et aussi celle de(2) de maniere similaire. Commencgons par quelques pré-
liminaires qui seront utilisées pour la démonstration.

e Soitd,, = ppem{1,2,...,n} le plus petit multiple commun des pre-
miers entier positifs. Une estimation sur les exposantseddacteurs pre-
miers donne :

d= [ /55 < T o

p<n p<n
p premier p premier
H n = nw( e nlogn+o(1) 6”"’_0(")7
PN
p premier
ou on utilise le théoreme des nombres premiergn) ~ . Par conse-

quent, on al,, < 3™ a partir d’'un certain rang.

1d
nld

e Lespolynébmes de Legendrdéfinis parP, (X ) =
ont 'expression explicite :

=S (e Eon(() - (1)l

1=0

T (X1 = X)),

Par conséquent |3, (X) sont a coefficients entiers étg(F,) = n.

e Pourr,s des entiers positifs, on introduit les deux intégrales mppes

suivantes :
[
— =25
lo
s 1= / / 8TY vy dz dy.
1 -2y

Comme les fonctions dans l'intégrale sont positives, ces deéégrales ont
une valeur bien définie dafSU {+oo}.

dx dy,
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Proposition 3.1. (i)Sir > s > 0, alors, ; et.J, ; sont des nombres ration-
nels dont les dénominateurs divisent respectivenieetd?, c’est-a-dire :

1
IT,SGEZ et JTSE

T

1

d3 Z

(if) Lorsquer = s, on a les expressions suivantesideet deJ, . :
® pourr = 0: 1070 = C(Q) etJ070 = 2C(3) ;
epourr > 1:

Il découle immeédiatement de cette proposition que, pouritol 1 :

L. €C(2)Z+ QZ et: J,eC(3)Z+ 32

d? d?

DémonstrationOn remarque que les fonctions dans l'intégrale et J,.
sont toutes positives, ce qui permet de permuter les sigrnégrale et
somme. En développant do% = S"1% (xy)', le calcul del, ; et J,
se raméne a une série d’intégrales qui se calculent aisémEmreffet, il est

évident que :
2Pyt dad
// - (p+1)(q+1)

et aussi grace bg(zy) = log(x) + log(y) et par intégrations par parties on
a:

1 g B 1 1
/o / —rtytlogley) drdy = e ) T o DT 17

On en déduit donc :

+o0 1 1 +o0 1
J— Tyt de dy = ; ; )
: ;/0/0 Y Y ;(r+2+1)(3+2—|—1)

+oo 1 rl
JT’S:Z/O /o —log(zy)x" My T da dy
i=0

< 1 1
:; <(r+i+1)2(s+z’+1)+(r+z’+1)(s+z’+1)2)'

(i) Premier cas r > s. En écrivant les termes dans la sommation sous
forme de différence, on arrive a simplifier la sommation ee somme finie
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de termes :
e T T D (e e e
T’S_i:o (r+i+1)(s+z‘+1)_i:0r—s s+i+1 r+i+l

1 1 1
r—s\s+1 T

+o0 1 1
ha= 2 (e rrirner )

1=

+oo

1 1 1
_; r—s((r+i+1)(s+i+1) Tz

1 1
Tz (7“+2'+1)(s—|—2'—|—1))
1 1 1
B r—s<($+1)2 +”.+r_2)'
Commer > s et puisquer — s)|d, et(s+i)|d, pouri = 1,2,...,r —son
en déduitqud,., € zZetJ,, € ;7.
(ii) Deuxiéme cas = s. Le calcul est simple :

400 400 .
L 1)@ sir =
I, = — 5 — — = .
; ;(7‘—0—1—0—1)2 i;112 {C@)_%Q_Q%_“'—r% sir>1.
+0o0 +oo s
1 1 2¢(3 Sir=
D M B D DI T
Lo (rrit ) e 2(((3)_F_..._7) sir> 1
Ceci acheve la preuve de la proposition. m

Maintenant, on se servira du critére d’irrationalité suiyajui sera étudié
plus en détail dans la Sectibh 4 :

Critére d’irrationalité d’'un nombre réel  Un nombre réelz € R est
irrationnel si et seulement s’il existe deux suites d'astie,, ), €t(b,)n>o
telles quen,,x + b, # 0 et quea,z + b, — 0.

Dans la suite on utilisera aussi le principe suivant darisd’é du com-
portement asymptotique de certaines fonctions :
Principe (ou méthode) du col.Soientg et w deux fonctions holomorphes
sur un ouvert simplement connekedu plan complexe. Supposons qu'il

existezy € D tel quew’(z) = 0 etw”(z) # 0. Si L est un chemin inclus
dansD le long duqueRe(w(z)) admet un maximum global ep, alors on

a: 1
<) / g(z)e’“”(z)dZD " Re(wz0),
L
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Grace a ces préliminaires, on peut maintenant établiationalité de

((2) etde((3).
Théoréme 3.1.Le nombre(2) est irrationnel.

Démonstration.Soit M,, I'intégrale suivante :

M, // 1_xy )dxdy

CommeP, € Z[X] et puisqueleg(P,) = n, en développant le numéra-
teur de I'intégrande dé/,, en monémes de et y, on voit queM,, est une
combinaison a coefficients entiers des avecn > r > s > 0. D’aprés la
Propositior 311, il existe donc des entiets, B, tels que :

1

n

A, + B,((2)).

PuisqueM,, est visiblement- 0, on en déduit :
0 < |A, + B.((2)] = d2|M,,|.

Afin de pouvoir appliquer le critere d’irrationalité énonad’instant, il se-
rait avantageux de montrer qué, tend suffisamment vite vefspour que
d? | M, | tende aussi vers zéro, et tel est le cas, tandis que @6Wrnulle
démonstration analogue n’existe !

En appliquant: intégrations par parties par rapportzaon voit aisé-

ment que :
"1-y)hat(l )"
/ / (1 —ay)m*! #0

Dans I'intégrande le termé=220=%) apparait a la puissanee D'aprés le
principe du col, il faut rechercher le maximum de la fonctiany) —
%‘ff;_” définie sur[0,1]*\{(1,1)}. Etudions donc cette fonction de
deux variables : on montre d’abord, pour une simple raisosyheétrie,
gue lorsque le produity est fixé, le maximum est atteint le long de la mé-
diane{r = y}. Pour0 < z,y < 1, sion pose¢ = /7y, d'ou0 <t < 1et

x + y > 2t, on peut majorer :

y(1—y)z(l—2z) *(1—y—z+1?) - Pl—2t+1*) t2(1—t)‘

1—zy B 1—t2 = 1—t2 1+t

On se raméne donc a une fonction a une variable réelle. Pa@tude simple
de la dérivée, on sait que cette derniére fonction deend son maximum
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(Y51ysent =
rlables par son maximum :

yd—ya(l—x) _ Vo-15

1 -2y b

on déduit aisément I'estimation :

0<IMn] < <\/52_ 1)5n /01 /01 1 _1:cy dedy = <\/32_ 1)5HC(2>'

Grace a l'inégalité précédente, pousuffisamment grand tel qug, < 3"
(rappelons qud,, ~ e™), on obtient la majoration souhaitée :

(L) o) <o (V1Y ),

Ce dernier majorant tend vefslorsquen — oo. D’apres le critere d'irra-
tionalité, le nombre (2) est donc irrationnel, comme annonce. O

0< |An+BnC(2>| = di|Mn‘ <d

Pour l'irrationalité de((3), on suit le méme schéma de démonstration,
en s’'intéressant a une autre intégrale :

Théoréme 3.2.Le nombre(3) est irrationnel.

Démonstration.On regarde maintenant l'intégrale suivante :

N, = / / —Pn(x)Pn(y)lfg_(x;;) dady.

Le développement d&,(x)P,(y) en somme des termes efy® est a
coefficients entiers, avet < r, s < n. DoncN,, est la somme des, ; a
coefficients entierd) < r,s < n. D’ aprés la Proposition3.1, il existe des
entiers(Cy,)n>0, (Dn)n>0 tels queN, = = L (C,, + D,¢(3)). Onadonc:

0 < |Cy + Du((3)| = d3|N,|.

Comme pour}(2), cherchons a démontrer qué, tend assez rapidement
vers(O pour pouvoir utiliser le critere d’ irrationalité

log(q:y
On remarque que-— fO T (1 =z dz, ce que I'on applique a
I'expression precedente

Nom [ [ [ LD g,

Maintenant on effectue intégrations par parties par rapportcace qui

donne:
"(1— 2)"y" 2" Pa(y)
N, dr dydz.
/// (I—(1—ay)z)mt YT
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Par le changement de variahle= ; on obtient :

1—w
1-(1-zy)w’

N, /// 1__1“ixy)( ) de dy duw.

On applique ensuite intégrations par parties par rapport ay, ce qui donne :

N, /// 1_giin1(1__xz§n):£}_ )" 4o dy dw #0.

Le terme 2= gj) = x;) wil—w) apparait & la puissance dans l'intégrande.

Pour pouvoir appliquer le principe du col, il faut trouverfaaximum de
cette fonction. Comme poui(2), on remarque la symétrie par rapport a
et ay, et on essaie de se ramener aucasy. Pour0 < z,y,w < 1, sion

poset = ,/zy, alorsz +y > 2t et 'on peut majorer :

z(1—z2)y(l—y)=t*1—z—y+) <A -2t + %) =*(1 —t)*.
De plus, on peut réécrire :
w(l —w) w(l —w)
1—(1—a2y)w B 1—(1-t)w
On fixe provisoirement et on fait varienw. Pour unt donné, cette fonction
enw prend son maximu ) enw = En multipliant les inégalités
précédentes on obtient :
z(1—2)y(l —y)w(l —w) . t2(1 —t)?
1—(1—2y)w So(1+)?
Cette derniére fonction ne dépend que d’une variable rééliéce a une
simple étude de sa dérivée, on vérifie qu’elle prend son maxi/2—1)*
ent = v/2 — 1. En majorant donc la fonction originale par son maximum :
(1 —2)y(l — y)w(l —w) <(V2-1)
1—(1—2zy)w
on obtient aisément I'estimation :

0<|Mn\<(\/§—1)4"/0/0/0mdxdydw
=z [ gy )2 - 1y

Grace a cette derniére inégalité, pawsuffisamment grand tel qug < 3",
on a la majoration souhaitée :

0 < |Cp+Dy((3)] = d3|N,| < 2¢(3)d3(V2—1)"" < 2¢(3)27"(vV2—1)"".

Ce dernier terme tend vetdorsquen — oo. D’apres le critére d’irrationa-
lité, le nombre((3) est irrationnel. O

1+t
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Malheureusement, on n’arrive pas a généraliser directeoedte mé-
thode pour démontrer I'irrationalité dg5), qui reste toujours un mystere,
tout comme l'irrationalité des autrg$2n + 1). Pourtant, une généralisation
est envisageable, car dans I'étude des polylogarithmes des intégrales
qui ressemblent a celles utilisées dans cette section pquelive de I'rra-
tionalité de((2) et de((3).

4. CRITERES DIRRATIONALITE ET D' INDEPENDANCE Q-LINEAIRE
Commencons par un énonce élémentaire.

Proposition 4.1. Un nombre réel5 est rationnel si et seulement si il existe
un nombre entier, € N tel que, pour tout couple d’entier®, q) € Z?
avecs # § I'inégalité suivante soit satisfaite :

B-L>—.

q 440
DémonstrationMontrons d’abord le sens direct. Siest rationnel, soit
0 = 2’—8 Alors |5 — §| = % Si le numérateur est non nul, sa valeur
absolue est 1. D'ou |3 — 2] > .

Réciproquement, soit un nombre irrationnel. Soit € N. Trouvons
un couple(p, q) € N? tel que :

p-t<%

Pourz un nombre réel, notons: } la partie fractionnaire de et [x] la partie
entiére der, alorsz = {z}+[z|. Considérons la suitg5}, {25}, {35}, . . .,

qui est a valeurs dan$, 1|. Cette suite est injective cal est irrationnel.
Donc il existe deux entiers distinctsb € N, a # b tels que|{af} —

{b6}| < L. Etalors:

a8~ 05 — (o] + 8] = [{a8} — {83} < -

En posany = a — b etp = [af3] — [bj3] on obtientjq6 — p| < 1, donc le
couple(p, ¢) convient.

Par contraposée, s'il existg € N tel que, pour tout couple, ¢) € Z?
avecl # £, ona|s — 2| > _L, alors/j est rationnel. O

On en déduit le critére d'irrationalité déja évoquéqd. 11 :

Corollaire 4.1. (Critere d’irrationalité d’'un nombre réel ) Un nombre
réelz € R est irrationnel si et seulement si il existe deux suites tibesn
(an)n>0 €t(b,)n>o telles quen,z + b, # 0 et quea,,x + b, — 0. O
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Corollaire 4.2. Si 3 est un nombre réel tel qu'il existe> 0 et deux suites
d'entiers (p,),>o €t (¢n)nz0 avec|q,| — oo telles quels — 22| < q}%

alors 3 est irrationnel.

A propos de I'approximation d’'un nombre réel par des ratelanon
exhibe quelques résultats intéressants ici, sans en fdapreuve. La théo-
rie des fractions continues permet tout d’abord de démplatmesultat sui-
vant, qui donne une approximation des irrationnels paraitiisrmels’q—’ avec

précision enql2 ;

Théoreme 4.1.Si 5 est un nombre irrationnel quelconque, alors il existe
deux suites d’entier§,,),>o €t (g, ).>0 avec|q,| — oo telles que :
Pn 1
‘ f—=| <=
Qn qn
Certes, il existe des nombres réels trés bien approximalledes ra-
tionnels, par exemple les nombres de Liouville qui sont ghe ;00" 107",
Pourtant, dans le théoreme précédent, il se trouve querhetqér ne peut
pas étre amélioré, comme le Théordme 4.2 juste ci-dessousrite.

Définition 4.1. poure > 0, on noteS, I'ensemble suivant :
S, :{x € R: il existe deux suites d’entie(®,,),>0 €t (¢, )n>0

avec|q,| — +oo, telles qugz — 22| < q,%1+f}'

Alors on a le résultat (relativement élémentaire) suivdiatpres lequel,
pour toute > 0, presque aucun nombre réel (au sens de la mesure de Le-
besgue) ne peut étre approchée par des ratiorgrm}sc précision eg;?.

Théoréme 4.2.Pour toute > 0, I'ensembleS, est de mesure de Lebesgue
nulle.

De plus, en ce qui concerne les nombres algébriques, unreélen-
réme(non élémentaire) dii & Rbttonne un résultat plus précis :

Théoreme 4.3.(ROTH) Soita € R un nombre algébrique sup. Alors
pour toute > 0, a ¢ S,

5. UN CRITERE D INDEPENDANCE LINEAIRE:
LE THEOREME DENESTERENKO

Le théoréme de Nesterenko est un critére d’'indépendanéaitensur
Q. Il ressemble par certains aspects aux criteres d’'irratihvus dans la

2 \oir sur www.math.ens.fr le mémoire de M1 de Francois-Régis André et Thibault
\erron qui est entierement consacré a ce théoréeme.
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section précédente. |l s'agit ici non pas de savoir si un rremdel est irra-
tionnel, mais de mesurer quantitativement a quel point wbevgd de R™

a ses composantes linéairement indépendante® sles hypothéses du
théoreme de Nesterenko ressemblent donc aux hypothesesstdess d’ir-
rationalité. Il s’agit d’approchef par des hyperplans rationnels en contré-
lant la vitesse a laquelle les hyperplans rationnels seoappnt de tout en
s’assurant que ces hyperplans n’explosent pas trop en nvaicel’énoncé
technique, tiré de l'article original [8] que nous avonsdiéude pres.

Théoréme 5.1. [NESTERENK] Soient ¢, ¢, ¢9, 7,71, 72 > 0 des
constantes, et soit(n) une fonction strictement croissante telle que :

1
lim o(n) =+o00 et limsup oln+1) =1
Soit par ailleurs) = (04, . ..,6,,) € R™un vecteur quelconque. Supposons

gue pour tout, > Ny, il existe une forme linéairé,, surR™ a coefficients
entiers telle que :

[Lall S e et e < L, (B)] < cae .

Alors parmiles nombre&,, .. ., 6,,, il existe au moin% nombres qui
sont linéairement indépendants sQr

Dans ce document destiné a la diffusion des connaissandes mmea
tiques, nous ne reproduirons pas la démonstration de cectinéd Pour
la démonstration du Théoréme de Rivoallp. 3 d'aprés lequstidte une
infinité de ((2n + 1) qui sont irrationnels, nous retiendrons seulement le
corollaire suivant, qui se déduit aisément du théoreme emgortc; = ¢, =
Loy = e ™M ay =e ™ (3 =¢,c= N,o0(n) =n+o(n)et L,(0) =
leio pl,n‘gl-

Corollaire 5.1. (Critere d’'indépendance Q-linéaire de Nesterenko)
SoientN réelsé,,...,0y. Soient) < a; < ay < 1 et > 1. Supposons
que pour toutn > N il existe (p1,,...,pyn) € ZY satisfaisant la
majoration :

1Din] < prtoln) (1=1,...,N),

et 'encadrement

AT <IN ]| < oyt

3 Le lecteur intéressé pourra se reporter ou bidn a [8], oudiestre mémoire complet
sur le site de la fMFA www.math.ens.fr
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Alors la dimension de I'espace engendré par. . ., 0 sur Q satisfait la
minoration explicite :

‘ log(8) — log(a)
dimg(Q0; + -+ -+ Qby) > log(3) — log(a) + log(as)’

6. IRRATIONALITE D’UNE INFINITE DE ((2n + 1)
ET TRANSCENDANCE DET

Dans cette section abrégée, nous énoncons le théoreme reptitee
I'aboutissement de notre mémoire de M1.

Théoréme 6.1.[RIVOAL] Soit a un entier impaie= 3. Soité(a) la dimen-
sion de I'espace vectoriel engendré gupar 1, ((3), ((5), ..., ((a). Alors :

5a) > % log(a) —» oo

a—0o0

Donc la dimension d@-espace vectoriel engendré par le@n + 1) est
infinie. En particulier, une infinité parmi les nombré&n + 1) sont irra-
tionnels.

En adaptant les techniques utilisées, on peut aussi retroumvrésultat
classique sur les zétas pairs.

Théoreme 6.2.[EULER, LINDEMANN] La dimension d-espace vecto-
riel engendré par leg(2n) est infinie. En particulier, comme on(&2n) €
"Q , 7, ainsi que leg (2n), sont transcendants.

Quelques mots, toutefois, au sujet des preuves que nouprozlve
rons pas dans leur intégralité. Les fonctions polylogarnik sont définies
pours € N* et pourz € Ctels quelz| < 1et(s,z) # (1,1) par:

En particulierLis(1) = ¢(s).
L'objectif est de trouver des relations linéaires entrelle$z) qui, ap-
pliquées err = 1, permettront d’appliquer le théoreme de Nesterenko.
A cet effet, on regarde la famille de séries indexées par tisren> 1
et deux parametres entiersr avecl < r < a/2:

—+00

Snarz) =y Y0 MEEZ;ZT)? a—

qui converge pour tout € C satisfaisantz| > 1. C’est cette série un peu
complexe et « magique » qu’utilisent Ball et Rivoal dais [} @e géné-
raliser les arguments d’Apéry pour appliquer le théorémeNdsterenko.
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En effet, on démontre, ce qui est seulement un peu techrigeaesin est
pair et sia est impair> 3, la valeur ez = 1 de S, ,,(z) est combinaison
linéaire a coefficients rationnels de zétas impairs :

(a—1)/2
Sma,r(l) = POn Z P2l+1 n (QZ + 1)

ou les polyndmed’, ,,(z) € Q[z] interviennent naturellement lorsqu’on ef-
fectue le développement en fractions rationnelles dedicieeits dezlk ;

(a—1)/2

Snar(1) = Pon(z Z Poy1(2) Lig41(1/2).

En inspectant les expressions epr|C|tes de ces polynéomeétablit que
(dy)* Pyy1,(1) € Z est entier pour tout=0,1,..., (a—1)/2, ol comme
précédemment, = p.p.c.m(1,2,...,n). Avec(d,)*S,..-(1), Nous avons
donc notre forme Iinéairgfi1 pin 0, de type Nesterenko en les zétas im-
pairs1, {(3), ...,((a) jusqu'a un entier € 2N + 1 fixé, mais arbitraire.

Grace a une transformation qui provient de la théorie deégmates de
type Barnes et qui généralise les intégrales de Beukers(ppuet((3), on
établit ensuite que :

((2r + D)n + 1)! | sy xl( —z) \" dap---drep
/[01}a+1 (( > (

Spar(l) = )
n,am( ) (n!)27'+1 1— T T +1)27’+1 1— T $a+1)2

Pour estimer le comportement asymptotique de cette inggrasitive
lorsquen tend vers+oo, il suffit d’estimer le maximum de l'intégrande, et
I’'on montre que ce maximum est atteint sur la diagogale= - - - = x4}
du cubel0, 1]°*1, d’ou I'on déduit :

2r+1
lim  [S,.-(1)]Y" <

n—+o00 = Ta—2r ’

Par ailleurs, une détermination explicite des coefficierasionnels
Py 11,(1) permer de leur estimation :

limsup | Py, (1)]"" < (2r + 1)> 12072,

n—-400
Enfin, I'application du Corollair€5l1 au théoreme de Ne=té&p fournit
une minoration explicite, en fonction deimpair et der < a/2, de la
dimension(a) du Q-espace vectoriel engendré gar (3), ¢(5), ...,((a).
Plus précisément, le choix= 169 etr = 10, ainsi que le théoréme d’Apéry
montrent dans un premier temps que :

Théoreme 6.3.1l existe un entier; impair avecs < j < 169 tel que les
trois nombred, {(3) et((j) sont linéairement mdependants KQr O



20 Sandro Franceschi, Fangzhou Jin et Joél Merker

Par ailleurs, le choix = Ent[a/log*(a)] donne la majoration asymp-
totique suivante :

Théoréme 6.4.Pour toute > 0, il existe un entietd(¢) tel que pour tout
entier impaira > A(e),ona:

1—e¢
> - =
o) 2 T 0

On en déduit bien qu’il existe une infinité dé2n + 1) qui sont irra-
tionnels, sans toutefois pouvoir en indiquer un seul quitlfrécisément.

log(a).

6.1. Transcendance der. Pour ce qui est du Théoremel6.2, la méme mé-
thode s’applique aux(2n) en choisissant pair. On a alors cette fois Ci
S, (1) est une combinaisons linéaire d@airs. On montre de méme que la
dimension dW)-espace vectoriel engendré par{¢3n) est infinie. Comme
¢(2n) € w*Q, on en déduit que |1§-espace vectoried[r] est de dimen-
sion infinie. On redémontre ainsi la transcendance dede tous leg(2n).

7. PERSPECTIVES ET CONJECTURES SUR LES POLYZETAS

Les résultats actuellement connus sur la nature diophargieles
nombreg(2n + 1) sont relativement restreints par rapport aux conjectures
espérées. Au cours de ces derniéres années, le dévelopgpmanhéorie
des séries polyzétas a permis d’approfondir I'étude de hatfon zéta et
I'inscrire dans un contexte unificateur, encore largemened. Les séries
polyzétas sont définies, pour des entiers positifs 1 par :

1
S) = S1,82,...,8 = T T
C(-) C( 1,92 k) m>n2;>nk>1 n11n22 .. .nkk
et I'on vérifie que cette série converge dés gue: 2. L'entiers; +sq+- - -+
si. est appel@oidsde((s). Ces séries apparaissent naturellement quand on
considéere les produits des valeurs de la fonction zéta : @ar axemple la
formule :
¢(n)¢(m) = ¢(n+m)+¢(n,m) + ((m,n),
ce qui permet en quelque sorte de “linéariser” ces prodliexiste une
riche structure algébrique associée aux polyzétas (Mpir(@ s’est en par-
ticulier intéeressé aug)-sous espaces vectoriefs deR qui sont engendrés
par les2?~2 polyzétas de poids, avecp > 2 :

ZZ = QC(2)7
Z3 = Q¢(3) +Q¢(2,1),
Zy=Qq¢(4) +Q¢(3,1) + Q¢(2,2) + QC(2,1, 1),

et ainsi la suite. Si 'on posg, = dimg(Z,), on a la conjecture suivante :
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Conjecture 7.1. (a) (ZAGIER) Pour tout entierp > 2, cette dimension
v, = ¢, devrait étre égale a I'entier;, qui est défini par la relation de
récurrence linéaire homogéne du troisieme ordre :

Cp+3 = Cpt1 T Cp,

avec les conditions initialeg = 1, ¢; = 0 etey = 1.
(b) LesQ-espaces vectoriels,, p > 2, sont en somme directe.

Un théoréme de Terasoma affirme qye< ¢, pour toutp > 2. Par
contre aucune minoration non triviale ag n’est connue a ce jour : par
exemple I'égalité; = 2 est équivalente a l'irrationalité du nombfé%,
qui est actuellement encore ouverte. On peut alors voir gtte conjecture
est naturellement liée a la conjecture énoncée a la findthiction et que
sa résolution pourrait aider a mieux comprendre la natuteraétique des
valeurs de la fonction zéta de Riemann aux entiers impairs.

ANNEXE A. ETUDE LA FONCTION 6

On rappelle que la fonctiof est définie pour un réel> 0 par

o)=Y e,
nez

série qui est absolument convergente. On se propose deenbétuation
fonctionnelle suivante :

Proposition A.1. Pour tout réelt > 0, la fonctioné vérifie I'équation fonc-
tionnelle :
_ 1 1
0(t) = 5, 0(3)-

DémonstrationUn résultat classique de calcul d’intégrale gaussienne
donne, pout > 0 et poury € R :

Tt L
e T T dy = —e .
. Vi

(Pour la démonstration, on étudie la fonction— f(z) = e ™" dans

le plan complexe, et lorsqu’il s’agit de calculer I'intétga gauche on se
ramene a intégref suivant une droite horizontale orientée de gauche a
droite ; le théoreme de Cauchy permet alors de montrer que icéégrale

est égale a I'intégrale dg suivant I'axe réel orienté vers la droite, puis on
conclut sachant qué™ f(z)dr = )

Posonsp(z) := e ™. La transformée de Fourier de cette fonction

vaut :
+oo

- —2imyx Ilf:i
o) = | o - —

_'“'_742
et
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Or ¢ est une fonction a décroissance rapide a I'infini, donc lenfde som-
matoire de Poisson s’applique :

Y bn) =" é(n),
nez nez
et cela nous donne :
) = 3 o) = 3 9fm) = 3 e F = —-0(3),
nez nel ne’l t t
ce qui acheve la preuve. O
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