Examens corrigés

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Examen 1

Exercice 1. Soient /I et K deux espaces de Hilbert, soit /' un sous-espace vectoriel arbi-
traire de H, et soit L une application linéaire continue quelconque de F' dans K. L’ objectif
est de démontrer qu’il existe (au moins) un prolongement linéaire continu L:H > K
de I’application L a H tout entier, i.e. satisfaisant Z! »= Let IZ]] < oo, dont la norme
d’opérateur reste inchangée : | L|| = || L]

(a) Rappeler la définition de la norme d’opérateur || L||.

(b) Montrer tout d’abord que L admet un unique prolongement linéaire continu L' €
Lin(F, K).

(¢) Etablir que ’application h — 77(h), de H a valeurs dans F', « projection orthogonale
sur F' », est linéaire continue. Que vaut ||7z|| ?

(d) Considérer I’opérateur L:=1ILo 77 et conclure.
Exercice 2. Soit ¢}, %>, ...,%,... une suite de sous-ensembles convexes fermés non
vides dans un espace de Hilbert H qui satisfont :

Cglﬁ_l C G (k=1).

(a) Montrer par un exemple géométrique simple que 1’intersection :
o0
Coo =) G
k=1

peut se réduire a I’ensemble vide.

(b) On suppose dorénavant que %,, # (). Vérifier alors que %, est un sous-ensemble
convexe fermé de f.

(c) Fixons a présent un élément h € H arbitraire. Pour tout entier £ > 1, on note :
hi := 74, (h)
le projeté de h sur %, et aussi :
T ()
le projeté de h sur 6. Vérifier alors que :

b= hal? < I = by < I = 7 (W)
1
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(d) Qu’en déduire sur la suite (| — hy[?),_, ?

k>1

(e) En utilisant I’'identité du parallélogramme (que 1’on rappellera ou que 1’on reconsti-
tuera), établir que la suite (hy)x>; est alors nécessairement de Cauchy dans H pour la
distance associée a la norme hilbertienne.

(f) Sion note :

heo i= lim hy,
k—o00

montrer que 1’on a, pour tout g € 6, :

Re (h — hoo, g — hoo) < 0.

(g) En déduire :
hoo = ﬂ-(foo (h)7

et énoncer le résultat obtenu sous la forme d’un théoreme clair.

Exercice 3. Si f € €°(T), alors pour tout n € N*, la n-éme somme de Fejér est continue
sur le cercle T et satisfait :

low()llgo < [ fl0-

Exercice 4. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f: R — R définie pour tout
0 € [—m, | par :

02
f(0) 321_;;

et prolongée comme fonction 27-périodique (continue) sur R tout entier.
Exercice 5. On considere la série de fonctions :

sin®(nd
>

n=1

(a) Montrer que cette série converge uniformément sur R. On note S(#) sa somme.
(b) Montrer que S est de classe ¢ et 2w-périodique.
(c) En développant sin®(n#), exprimer S(f) en fonction de (justifier aussi I’existence) :
. sin (nf)
nz

(d) Montrer que S(f) est développable en série de Fourier et trouver son développement.

(e) En considérant aussi :

. cosnf
7(0) == ,

calculer explicitement 7(0) + io(6).

(f) En déduire que pour tout § € R, on a la formule explicite :

S(0) = %sin(sin 0) es? — isin(sin 30) oS30
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Exercice 6. Soit f € ¢°(T) ayant une série de Fourier de la forme ), by sin (nf) avec
b, € R.

(a) Montrer que ses sommes de Fejér o,,(f)(0) sont impaires et en déduire que f elle-méme
est impaire.

(b) On considere la fonction F': R — R définie par :

F (o) ::—/0 F(t) dt.

Montrer que F' est 2m-périodique, de classe 6, et que ses coefficients de Fourier sont
donnés par :

~ 2T dt

F(0) = tf(t) —

0= [ g

~ 1

F(k)=—0 kelZ.
(k) o1k el VE e

Exercice 7. Soit f € ¢°(T). Montrer que la série :

Z f(k)
k
kEZ
est absolument convergente.
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2. Corrigé de I’examen 1

Exercice 1. On supposera F' # {0}, car si F' se réduit a {0}, ’application linéaire continue
H — K identiquement nulle convient comme prolongement de 1’application nulle {0} —
K préservant la norme d’opérateur.

(a) La norme de I’opérateur linéaire :

L: (F, | lg) — (K, |- |x)

est classiquement définie par :

L)
IL] = f};gw = sup I L(f)]x
f#0 =

IFl=1

(b) Tout élément f € F de 1’adhérence du sous-espace vectoriel /' C H s’obtient comme
la limite dans H d’une certaine suite ( fx);>1 d’éléments f;, € F', laquelle est alors néces-
sairement de Cauchy. Or la majoration uniforme :

IL(fre) = Lkl < WL ke = falm

montre que la suite (L( fk)) p1 Ot alors aussi de Cauchy dans I’espace de Hilbert /K, lequel
est complet par définition. Donc il existe un unique g € K tel que limg_,, L(fx) = 3.

Maintenant, cette application (noter le léger changement de notation par rapport a
I’énoncé, ou le prolongement L était noté L) L qu1 aun tel f € F associe ce g est li-
néaire, puisque, si f, — f € F,sig = L(f), i f € F,sig' = L(f ), et si
A, A" sont deux constantes arbitraires, la suite A\’ f; + A" f/ converge vers Xf/ + )\”7”, et
on déduit de la linéarité de L que :

lim LN fi 4 X' ) =N lim L(f) + X' lim L(f) = NG + X',

donc I’unique élément que L associe 2 X' f + X"J" est bien égal a NL(f ) + N"L(f).
Ensuite, en passant a la limite dans les inégalités :

I LCfi)lxe < WL fel 2 (k>1; fr€P),
on obtient :

IZCH) e < WED A e

et donc ||L|| < ||L]|, ce qui montre que L est un opérateur linéaire continu. En fait, comme
L| = L, on a méme, plus précisément :

F
LI = L.

Enfin, si deux applications linéaires continues L,: F' — K et Ly: F — K prolongent

toutes deux L: F — K, a savoir Li|,. = L et Ly|_. = L, alors, puisque tout élément

7 7
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élément 7 € F de I’adhérence de F_peut _s’écrire comme la limite 7 = limy_ o fr d’une
suite d’éléments fj, € F', et puisque L, et L, sont continues, on voit que :
L7) = alfip ) = Jim T4 = fim 200 =
= lim L = Lo( li =Ly f
k'_)”;O 2(fk:) 2<kl—>n;ofk) 2(f)>

d’ou Il = ZQ. B B -

Ainsi ’application L définit I’'unique prolongement linéaire continu L € Lin(F , K ) de
L, ¢’est-a-dire satisfaisant L = L.

(¢) D’aprés un résultat du cours, puisque F est fermé, I’espace de Hilbert H se décompose
comme somme directe orthogonale :

——
H=FoF
de F avec son orthogonal :
_L p—
F:={geH: (9. f)=0,V[feF},
lequel est lui aussi fermé. Ainsi, tout élément h € H se décompose comme :
h=mp(h) + mpi (h),
ol les deux projections 77 (+) et 71 (+) sont lin€aires, et 1’orthogonalité assure que le théo-
reme de Pythagore est satisfait :
2 2 2
21 = e ()" + [z ()]
Mais alors, si on néglige le second terme a droite qui est positif, cette égalité peut €tre vue
comme une inégalité :
2 2
|27 = ||==(R)]",
laquelle exprime que la norme de I’opérateur de projection orthogonale 75(-) est toujours
< 1. Enfin, puisque cet opérateur se réduit a I’identité en restriction a2 /' # {0}, on a en
fait :
Izl = 1.
(d) L’ opérateur L:=TLo 7 est linéaire continu, puisque L et 7 le sont tous deux. De

plus, grace a la majoration connue de la norme d’opérateur d’une composition d’opérateurs

continus : ~ _
1Ll < WL ezl
~——

=1
=1L
= [ILlI,
on voit que L est continu lui aussi, de norme d’opérateur majorée par celle de L. Mais
comme sa restriction L| » = L aF # {0} est clairement égale & L par définition, il se

trouve que || L[| = ||L|| en fait.
En conclusion, il existe (au moins) un prolongement linéair(i continu .: H — K de
I’application L a H tout entier, i.e. satisfaisant L| » = Let|L]] < oo, dont la norme

d’opérateur reste inchangée : ||L|| = ||Z||. Ce théoréme est vrai plus généralement dans
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n’importe quel espace vectoriel normé (espace dit de Banach), d’apres le fameux Théoreme
de Hahn-Banach (cours de M1).

Exercice 2. (a) Dans H = R?(z, y), une famille de demi-espaces fermés a bords paralleles
qui est poussée a Iinfini telle que, disons, %} := {x > k}, offre un exemple simple de suite
de sous-ensembles convexes fermés non vides 67, 6>, . . . , €%, . . . emboités les uns dans les
autres : 641 C 6}, mais dont I'intersection (,—, €}, = () est vide.

(b) L’intersection ﬂzozl 6. =: © est toujours un fermé, car au niveau abstrait de la
topologie générale, une intersection quelconque d’ensembles fermés est encore fermée,
sachant que I’ensemble vide est un fermé lui aussi.

Si % est non vide, soient f, g € €. Alors pour tout entier k, ces deux éléments f et
g appartiennent a 6. Mais puisque %}, est convexe, le segment fermé {¢f + (1 —t)g: 0 <
t < 1} qu’ils délimitent est contenu dans %, et ce, pour tout k£ > 1. Donc ce segment est
aussi contenu dans 1’ intersection €, de tous les %}, d’ou il découle que %, est convexe.

(c) D’apres un résultat du cours, si h € H est un élément arbitraire, ses projections hy :=
T, (h) (k > 1) et 4 (h) sur les convexes fermés %, (k > 1) et €, existent et sont
uniques. Or a cause des deux inclusions :

b C Cry1 €t Crp1 C G,
on a immédiatement :
. (h) € €1 et hypr € G,

et alors grace aux deux propriétés de minimisation de la distance :

[ = hiall = min Jh—g| et [h—hy] = min[h—g]
9ECk+1 gEE)
on peut en déduire, si I’on pose g := m¢,_(h) puis g := hy,1, respectivement, les deux

inégalités désirées :
[h = b |* < Th —me (WP et b= he® < [ = i |,

(d) On en déduit que la suite de nombre réels tous positifs (||h —hy, H2) 4>1» qui est croissante
et majorée par |h — g (h)| admet une unique limite, disons d., > 0, dans R .

(e) L’identité du parallélogramme, qui remonte a Pythagore et a Euclide, stipule que pour
tous u,v € H,ona:

2
[ul® + Jol” = 2[5 [" + 3 u — o]

Appliquons donc cette identité a u := h — hy, eta v := h — hy, pour deux entiers k; < ko,
en plagant |u — v|? seul a gauche, ce qui nous donne :

h,+h 2
Sl = b |P = [ = i I + b = by |* = 2|2 = =572 |,

. . R I TR .
Or, puisque hg, et hy, appartiennent tous deux a 6y, O %,, leur milieu % appartient
aussi au convexe ¢, , et donc encore grace a la propriété de minimisation, on a :

h— by | < [l — Mt

bl

c’est-a-dire de maniere équivalente en multipliant par —1 :

—||h = P | < h — .
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En revenant a 1’égalité précédente, on en déduit alors une inégalité :
3 Wiy = e | < N = Py | = b = g, |

qui implique que la suite double |hy, — hy, || satisfait la condition dite de Cauchy pour la
distance associée a la norme hilbertienne, puisque nous venons de voir que la suite dé-
croissante positive (Hh — th2) 4>, converge. Par complétude de I'espace de Hilbert 4, la
suite des hj, converge donc vers une certaine limite dans H. Soit /. cette limite. Puisque
hi, € €* pour tout k, on a ho, € €.

(f) D’apres un résultat du cours (Théoreme 5.2), pour k fixé quelconque, le projeté hy =
m¢, (h) de h sur le convexe fermé %), est caractérisé par la propriété que :
Re <h_hk>g_hk> go?

pour tout autre élément g € %j. En particulier puisque %, est contenu dans %, cette
inégalité est satisfaite pour tout g € %,.. Mais d’apres la question précédente, la limite :

hoo = lim hk
k—o0

existe, et par continuité du produit scalaire, en passant a la limite quand k£ — oo, la famille
d’inégalités précédentes devient :

Re <h_hooag_hoo><07

pour tout g € 6., ce qu’il fallait démontrer.

(g) Toujours d’apres le méme résultat du cours, ce jeu d’inégalités caractérise uniquement
la projection de h sur le convexe fermé %, donc il en découle que :

hoo = T% (h)

Pour conclure, le théoreme « clair » énonce : 1) que la limite des projetés orthogonaux sur
des convexes fermés emboités en famille dénombrable dont I’intersection totale est non
vide existe ; 2) qu’elle est unique; et 3) qu’elle coincide avec la projection orthogonale
sur le convexe fermé qui est I’intersection totale de tous ces convexes fermés ; ce résultat
pourra aussi étre considéré comme mathématiquement plus « clair » si on I’exprime sous la
forme d’une seule équation :
k|l_)l’20 %, (h) = szo:l G (h)

Exercice 3. Si f € €°(T), alors pour tout n € N*, la n-eme somme de Fejér (exercice
subsidiaire : établir que :

an):kin( By e que: on<f><e>:k§jn( — M) iy e

qui est par définition la n-éme somme de Cesaro des sommes partielles de la série de
Fourier de f :

7
-
Il
+
bl

o (7)(8) = SO+ Si(N)O) - + Sua(HO) _

l ilf
) 0)e

S|

el
Il
o
-~
I

\
>
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est évidemment continue sur le cercle T, puisque c’est un polyndme de degré < n en les
exponentielles complexes ¢, e=®. D’aprés un calcul du cours, cette somme s’exprime
comme la convolution avec le n-¢éme noyau de Fejér F,, :

T d
nu(£)0) = Fu £ 0)= [ Fal) 50— n) 5.
donc on peut alors majorer aisément :

o (£)(0)] < max |f(6 —n)| /W [Fn(n) ;l—Z

n|<m
= [ flee,

en se souvenant de la propriété cruciale que, pour tout entier n € N*, I'intégrale sur
[—7, 4+ de ce noyau positif est toujours égale a 1 :

T do
1= [ R0 = Il

ce qui démontre finalement 1’inégalité désirée en prenant le maximum sur # a gauche :

low()llgo < [ flo-

Exercice 4. Le zéro-eme coefficient de Fourier complexe de la fonction f: R — R, définie
pour tout § € [—m, 7] par :
92
f(g) =1- Pv

et prolongée comme fonction 27-périodique (continue) sur R tout entier est égal a :
~ 1 [7 62 1 1 7 2
=k [ (- BYar= Lo LT )22
1(0) 27 /_7T 2 am 7T T 23 3

Pour k& € N*, si I’on se souvient que que " ¢/’ df = 0 pour tout entier [ # 0, le k-éme
coefficient de Fourier complexe de ladite fonction f se calcule grace a deux intégrations
par parties dont la nécessité ne fait pas de doute :

7k 1t/wcm—§®e4wd9

:i _Q_ZL *ik@ﬂ _i ﬂ2—9,le’““’d6
27 w2 —ik 2 ). w% ik
171201 0" 1 (™21 _.,
=——|= e’ — — —e "™ df
27T|:7T2 K2 © }ﬂ+27r _p T2 K2 ©
21
et

Exercice 5. (a) La série de fonctions :
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converge uniformément sur R vers une fonction continue S(6), puisque qu’elle converge
normalement (et méme tres rapidement) :

Z sin3(n0)‘ < i 1 < oo,

n!
n=1

sachant que n! ~ (%)n v 27mn croit plus vite, lorsque n tend vers 1’infini, que toute puis-
sance fixe n®.

(b) - (c) Pourtoutt € R,ona:
4sin’t = 3sint — sin(3t),

d’apres une formule classique de trigonométrie que I’on peut retrouver et re-deviner — au

NIETS N . . . 0 _,—i0\ 3 .
cas ou I’on ne s’en souvienne pas — en développant tout simplement (%) . Si donc
I’on pose :

o(0) = Z sin(n@)’

|
o1 n.

série qui converge a nouveau uniformément grice au méme argument que ci-dessus, on voit
que :

S(0) = 10(0) — 1 o(30),

4

formule que I’on pouvait aussi re-deviner en examinant un peu a 1’avance 1’équation qui
était écrite a la derniere question (f). Pour montrer que S(6) est €°°, il suffit visiblement
de montrer que o () est de classe ¥"*°. Mais si ’on dérive p fois terme a terme la série o,

on obtient une série :
sin(nf
5 o S0
e n!

qui est a nouveau normalement convergente, puisque n! croit plus vite que toute puissance
fixe n®. D’apres le théoreme classique d’existence d’une série dérivée, il en découle par
récurrence sur p que la dérivée p-eme de o existe, qu’elle est continue et 27-périodique et
qu’elle est donnée par cette série infinie normalement convergente dérivée terme a terme :

a(p)(H) _ Z P sm(7‘19).
n!
n=1

(d) Puisque o(0) est de classe > sur le cercle T = R/27Z, donc en particulier de classe
€1, le théoréme connu de Dirichlet — En fait, le théoréeme le plus élémentaire de Dini
s’applique aussi directement, non pas seulement aux fonctions holdériennes de classe €™
avec 0 < o« < 1, mais aussi bien entendu aux fonctions de classe €* qui sont beaucoup
plus régulieres — montre qu’elle s’identifie, en tout point du cercle, a sa série de Fourier :

—inf e

L sin(nf) = 1 e —e o\ ire
J(@)zZ—n! :Zm—% = Z a(k)e™.

n=1 n=1 k=—00

Mais comme o(f) s’écrit déja sous la forme d’une série trigonométrique absolument
convergente, on en déduit sans aucun calcul — grice a un résultat du cours qui dit qu’une
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série trigonométrique normalement convergente est la série de Fourier de la fonction conti-
nue qu’elle définit sur le cercle — que (0) = 0 et que :

. 1 sign(k)
) = 3% )

Maintenant, en remplacant ¢ par 36 :

pour |k| > 1,

3nf __ €7i3n9

21 ’

2
w
=
I
(]2
S|
QN

et en revenant 2 la relation S(0) = 3 o(0) — 1 5(36), il vient 5(0) = 0 et enfin pour tout
k>1:

SBk=2) = 5 (i) SGk—-1) =50ty 56K =5 Gam — ih),
S(=3k+2) = 5 Gatg):  S3k+1) =5 Gan),  SE30 =5 (Gay —i3):

(e) - () Pour le calcul explicite de 7(0) +i0 (), si I’on introduit, comme cela a été suggéré :

=, cosnb
7(0) == ,

n!

n=1
on observe en posant z := ¢, que I’on peut écrire 7 + i sous une forme simple :

oo in@ o0 n

7(0) +io(0) =Y em :Z%:ez—1

n=1 ’ n=1

qui fait naturellement apparaitre 1’exponentielle complexe e*. Donc on a :
7(0) +i0(0) = e* = " = eeoshtising _ cosf gisind _ cos [cos(sind) + i sin(sin)],
ce qui donne en identifiant les parties imaginaires a gauche et a droite :
o(6) = e sin(sinf).
Enfin, on obtient bien la formule explicite annoncée :

S(0) = 3sin(sin ) e« — Lsin(sin 30) e«

Exercice 6. Soit f € €°(T) ayant une série de Fourier de la forme ), b,sin(nf) avec
b, € R.

(a) Par hypothese, pour tout n € N*, la n-éme somme partielle de la série de Fourier de f
est donc égale a :

SulH)O) = 3 by sin(ko),
k=1

fonction qui est visiblement impaire. Il en découle que la n-¢me somme de Fejér o,,(f)(6)
est elle aussi impaire, puisque :

o ((8) = SO £SO -+ Sua(£)(0)

n
Or d’apres le théoréme de Fejér, la suite (o, (f)(0)) _, converge uniformément, lorsque n
augmente jusqu’a I’infinu, vers f. Donc f elle-méme est impaire.
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(b) La primitive F': R — R de f définie par :

—/09 F(t) dt

est de classe € sur R tout entier puisque f est continue, et elle est aussi 2-périodique,
puisque I’on a grace a la regle de Chasles :

0+m

F(9+7r)—F(9—7T):—/ f(t)dt =0,

—Tr

cette derniere intégrale s’annulant automatiquement par imparité de f.
Maintenant, calculons en appliquant le théoreme de Fubini a la fonction continue (dont
intégrable) (¢,0) — f(t) le zéro-eme coefficient de Fourier de F :

F(0) = [/f dt]d@———/ f(t) dt/%de
1

T e - om) = o ), td— | o

o

Ensuite, calculons, a nouveau grace au théoreme de Fubini, le k-eéme coefficient de
Fourier de F', pour un k& € Z* arbitraire :

Pk = —% O% {/09 () dt} =0 i — —% 0% f(t)[/tzﬂ ek d@} dt

1
kT

~

o —ikt o 1 ~ ~ B 1
/0 (L=e™™) f(B)dt = = (fo, = (k) = == [(k).

Mais comme on a par hypothese :

on obtient bien comme voulu :
F(k b Vk eZ".
(k) = 2]k| Ikl

Exercice 7. D’apres la formule de Parseval, la série de terme général |f(k’)|2 converge et

est égale au carré de la norme L? de la fonction f € ¢°(T) C L?(T), a savoir 'on a :

, df
S IfP = [ 1rer g

keZ
= | flZ> < oo
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Mais par ailleurs, I’'inégalité de Cauchy-Schwarz permet alors, pour chaque n € N*, de
majorer la somme partielle a étudier :

s Bl (> |f<k>|2)1/2 (X ki)/

k| <n k< k| <n
k#£0 k£0 k0
1/2
<M lezey - (25)Y
< 00,

par une quantité qui est bornée uniformément par rapport a n, ce qui montre que la série a

termes positifs ), . @ est effectivement absolument convergente, cqfd.
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3. Examen 2

Exercice 1. Soit f € L; (R) telle que :
0= [ f@)pla)ds,

pour toute fonction ¢ € € °(R). Soit (p,);>1 une suite régularisante, c’est-a-dire plus
précisément une suite de fonctions p; € €>°(R) telles que p; > 0, [* p;(x)dz = 1 et
supp p; C [—€;,+¢;] pour une certaine suite de réels ¢; tels que 0 < ¢; < 1 satisfaisant
Iimj_wo &5 = 0.

(a) Montrer que toutes les régularisées f * p; de la fonction f sont identiquement nulles.

(b) Soit a un réel strictement positif et posons b := a + 1. Montrer que, pour tout réel x tel
que |z| < a et pour tout entier j > 1, on a:

pi* f(@) = pj* (Lo f)(2) = 0.

(¢) Montrer que :
+a

|1b f = pi* (Lo £ o >/ |f(@)| da.

—a

(d) En déduire que f = 0 presque partout.

Exercice 2. On considere 1’espace ¢ := ¢°([—1,1], C) des fonctions continues sur le
segment [—1, 1] C R a valeurs complexes, et on le muni du produit sesquilinéaire :
1
(f,9) = / f(z) g(x)dx (f,9€%).
-1

(a) Justifier en quelques mots le caractere sesquilinéaire de (-, -), et expliquer bri¢vement
pourquoi || f|| := +/(f, f) définit une norme sur les éléments f € %

(b) En les énongant soigneusement, rappeler au moins trois théoremes fondamentaux du
cours concernant I’espace L?([—1, 1], C).

(¢) On s’intéresse a la suite, indexée par un entier n > 1, de fonctions (impaires)
fn: [—1,1] — R de € qui sont définies par :

1.0 nt lorsque [t] < X

t) ==

" sgn(t) - 1 lorsque + < [¢] < 1.
Montrer que pour tous entiers 1 < n < m, on a la majoration (non optimale) :

1 1
Indication: Majorer séparément fom et f 1, ou trouver une majoration alternative simple qui

pourra interpréter le role qu’on attend delle.
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(d) Montrer que cette suite (f,, )5, converge pour la norme | - | sur Pespace L?([—1,1],C)
vers une fonction qui vaut presque partout 1 sur |0, 1] et presque partout —1 sur [—1, 0].

(e) L’espace ¥ muni de la norme |- | est-il un espace de Hilbert ? Interpréter intelligemment
la réponse proposée.

Exercice 3. Sur la droite numérique complete R, on considere 1’équation de la chaleur
définie en temps ¢ > 0 par :

ou 0?u

E(l’,t) = @(Q?,t) (z€R, t>0),
d’inconnue u € (R x R* ), avec distribution de température u(z, 0) prescrite a I’origine
des temps comme étant une certaine fonction intégrable donnée f € L'(R) :

0= t“tr% ”u(,t) - f(')HLl(R)‘

Jusqu’a la Question (g) incluse, on suppose qu’il en existe une solution © = u(x,t) de
classe ¢ par rapport a (z,t) pour z € R et t > 0, s’amenuisant ainsi que ses dérivées a
I’infini :

0= lim u(z,t) = lim %(x,t) (Vt>0),
|| =00 |z| =00 OT
et qui est de plus controlée ainsi que sa dérivée temporelle en termes d’une certaine
fonction-majorante positive intégrable fixée g € L' (R, R, ) :

ou

‘u(w,t)} < g(x) et E(x,t)

< g (ZE) (pour presque tout z € R),

uniformément pour tout ¢ > 0. On rappelle que la transformée de Fourier d’une fonction
h € L}(R, C) est définie pour tout £ € R par :

h(€) = / h h(z) e 27 dy.

—00
(a) La transformée de Fourier de u par rapport a z s’exprimant alors comme :
o0
u(é,t) = / u(z,t) e ™" du,
—00
vérifier qu’elle est bien définie et qu’elle prend des valeurs finies.
(b) Montrer, pour tout £ € Rettoutt > 0, que :

ou > 9% 9

el _ g —2iméx

T (&,t) = o (x,t)e dx.
(c¢) Concocter une équation différentielle du premier ordre satisfaite par (¢, t).
(d) Montrer que la fonction ¢t — u(&,t) est continue en ¢t = 0, ¢ > 0, pour tout £ € R
fixé.
(e) Montrer que :

(g t) = (€, 0) e (VECR, Vi>0).

(f) Soient deux fonctions intégrables hy, hy € Ll(R, C). Comment s’exprime la trans-
formée de Fourier h; * hy du produit de convolution — dont on rappellera la définition
précise — en termes de h; et de hy ?
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(g) Montrer que :
1

u(z,t) = T —

@t) = [ fe—n =

Indication: On rappelle que pour tout parametre réel o > 0, la transformée de Fourier de la
2

. _ . 9.2 _2¢2
fonction x — \/2172 e~ 22 est la fonction £ — ¢~ 27 77¢,
o

e*% dy.

(h) Conclure en démontrant que cette expression pour une fonction u résout le probleéme
de la chaleur, i.e. satisfait les conditions requises.

Exercice 4. Soit I’espace ¢ défini dans 1’Exercice 2.

(a) Pour un entier n € N quelconque, on note &7, le sous-espace vectoriel de € qui
est constitué des fonctions polynomiales de degré < n restreintes a [—1,1], et on note
Tn: € — P, le projecteur orthogonal, pour le produit scalaire (-, -). A I’aide du cours,
justifier soigneusement que :

0= lim |f—m(f)] VfEF).

n—o0

(b) Soit (p,)22, une famille infinie d’éléments p, € &, qui est de plus orthonormale.
Justifier que la sous-famille finie {py, ..., p,} est libre pour tout n € N, et montrer ensuite
que {po, - . ., pn} forme une base de &, quel que soit n.

(c) Montrer, pour tout entier n € N et toute fonction f € €, que :

=0
puis que :
2

[m DI = 2 145 0

(d) Montrer, pour une fonction f € % quelconque, que la série de terme général |{f, p,,)|?
est convergente.

(e) Montrer en fait que :
2
Z ’<f> pn” = |l (VfEF).
n=0

(f) Tout en établissant son existence, déterminer la limite :

im /_11 £ D) dt.

n—oo
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4. Corrigé de I’examen 2

Exercice 1. (a) Les régularisées f * p;(z) = [ f(y) p;(x — y) dy de la fonction f sont
identiquement nulles, puisque chaque fonction y — p,(x — y) appartient a € >°(R).

(b) Soit a un réel strictement positif, soit b := a + 1, et soit z € R tel que |z| < a. Alors,
puisque le support chaque fonction p; est contenu dans [—1, 1] (par hypothese, 0 < ; < 1),
le support de y — p;(z — y) est contenu dans [—b, b}, donc :

+b

(szj*f(ﬂﬂ):/oo pj(fc—wf(y)dy:/ pi(z —y) fy)dy

0o —b

— /Oo pi(r —y) f(y) Li—oy(v) dy

= pj* (1o f) ().

(¢) Sachant que pour toute fonction g € L'(R), et pour tout a > 0 quelconque, on a

trivialement :
[e'e) “+a
lgli = / 9(@)] de = / 9()) de + / 9(a)] do

oo a |z|>a

+a
> [ lota)lde

a
on voit immédiatement que :
+a

|1 £ = o (L £) [ 1 2/ Lba £ = i+ (Lo f) | do

+a
> [ if@lds
(d) Observons que 1,y f appartient a L'(R), puisque f € Li (R) par hypothese.
D’apres un théoreme du cours, le membre de gauche de la derniere inégalité tend vers zéro
quant j tend vers oco. Ainsi, fjaa |f(x)| dx = 0, et puisque le réel positif a était arbitraire,
on en déduit, comme demandé, que f = 0 presque partout.

Exercice 2. (a) Soient f, f', f".q9,4',9" € %0([—1, 1],(C) et soient \, u € C. Le produit
(-, -) défini par :

1
(9) = [ )3 da
-1
satisfait manifestement :

'+ 19 =0+ 9),
(f.g'+9") = (f,d)+(f,9"),
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ainsi que :
g = [ Ar@) s = ML)

(f.ng) = / J@) g d = 7L0)

ce qui montre qu’il est bien sesquilinéaire.
Ensuite, la quantité positive :

1] = (/ If(t)\th); — VT

satisfaisant |[Af| = |A||f], qui s’annule si et seulement si f(¢) = 0 pour presque tout
t € [—1,1], donc pour fout t € [—1,1] puisque f est continue, constitue une norme sur
€ = (50([—1, 1], (C) — d’apreés un théoreme du cours qui démontre que 1’inégalité de
Minkowski s’en déduit :

If+gl < 1/ + lgl-

(b) « Premier théoréme fondamental. L’ espace LQ([—l, 1], C) est un C-espace vectoriel
normé muni du produit scalaire standard :

1 [
(f.9)r2 == /1 f(x) g(z) dx (¥ f,g € L2[-1,1]),

et sa norme associée :

[flz2 = VS 1)

satisfait I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

[(F, gV re| < 112 1gl2 (v f,9€ L2[~1,1]).

« Deuxieme théoreme fondamental. Cet espace muni de la distance associée a sa norme :

d(f,g) = |f — gl

est complet : toutes les suites de Cauchy y sont convergentes vers des limites qui lui appar-
tiennent.

« Troisiéme théoréme fondamental. Enfin, L? ([—1, 1], C) est séparable, a savoir il contient
une suite (dénombrable !) de fonctions ( f,,)° ; qui est dense :

Vge L*([-1,1],C) Ve>0 3N(e)>1 HfN(E)—g”méa

(c) Soit donc la suite (f,,)°, de fonctions f,, € € définies par :

1
n’

nt lorsque |¢|
fa(t) =

<
sign(t) - 1 lorsque + < ¢ < 1.
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A

1

S|=

3=

Soient aussi deux entiers 1 < n < m. Comme f, et f,, sont impaires :
1

U= il = 2 ([ 16k = 0" )

Calculons alors comme suggéré tout d’abord :
1

/0:” | fon(t) = falt)|* dt = /Om (mt — nt)* dt
< /Om (mt)* dt

(1—nt)dt < / (1 — 2nt +n??) dt
0

:1_2n1<1)2+n21<1)3
n 2\n 3\n
1

3_7?,7

la troisieme intégrale f ll (1 — 1) = 0 étant nulle, ce qui fait que nous obtenons bien :

n

2 1 1
I = 2ile < 2 (554 57 +0):

N . 2

a savoir Hfm — anL2 < =

(d) Ces inégalités montrent que ( f,)>, est de Cauchy, puisque le majorant —2= — 0.
n V371 noo

Comme L?[—1, 1] est complet (théoréme du cours), la suite (f,,)°; converge vers une
certaine fonction-limite, f., € L2[—1, 1], laquelle est manifestement égale a 1 sur |0, 1],
puisque f,(x) — 1 en tout x €]0, 1], et égale a —1 sur [—1, 0[, pour la raison similaire

n—oo
que f,(z) — —lentoutx € [—1,0[. Enfin, f,(0) = 0 pour tout n, donc f(0) = 0.

n—o0
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(e) Si ¢°[—1,1] était un espace de Hilbert, il devrait étre complet, et comme notre suite
(fn)oo, converge vers la fonction discontinue :

—1 lorsque —1 < 2 <0,
foo(x) :== ¢ 0 pour x = 0,
1 lorsque 0 <z < 1,

n’appartenant donc pas a ¢°[—1, 1], nous avons contredit la complétude.
En conclusion, ’espace ¢°[—1, 1], muni de la norme | - |2 hérité de I'inclusion 6° C
L?, n’est pas un espace de Hilbert — tant pis pour lui !

Exercice 3. (a) En utilisant ’hypothése ¢ € L'(R,R,), on majore la transformée de
Fourier par rapport a la variable = de la fonction u :

o] = | [ wnperea

< /_Z lu(z, t)| da

< /_OO g(x)dx

o
= 9l < oo
donc @ prend bien des valeurs finies.

(b) Le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale s’applique grace a I’hypothese de
domination de |u(z,t)| et de ‘g—;‘(x, t)’ par la fonction-majorante g(z) > 0 intégrable, et

donc on a bien :
%(g,t) = % (/OO u(z,t) e 2" dx)

= g?; (z,t)e —2mET 1y

32

97 ——(z,t) e 2™ d.

[Equation de la chaleur] = /

(c) Pour transformer cette intégrale, il est alors avisé d’effectuer deux intégrations par

parties successives, en tenant compte des deux hypotheses agréables :
ou
0= lim u(z,t) = lim —(z,t),

|z|—00 |z|—o00 O

ce qui donne :

%(m) = Bu(:c t) ‘2’”&] +2im¢ / O 1) €27 i
z —o0,

[e.e]

= 0 2int )] 4 @ing? [ uwn)e e ds

—00

et conduit bien a une équation différentielle :

ou
560 = —ar EaE ).
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(d) Le théoreme de continuité d’une intégrale a parametre s’applique grace a I’hypothese
de domination uniforme |u(z,t)| < g(x) valable pour tout t > 0, avec g € L'(R,R,), et
donne :

limu(g,t) = /OO lim <u(x,t) e’2i”§x> dx

t—0 t—0
> -0 >

= / u(z,0) e 2™ dy

= u(&,0).
(e) L’équation différentielle de la Question (¢) se résout, pour £ € R fixé, en :

—4mE2¢2

u(&,t) = constante - e (t>0),

et comme on vient de justifier la continuité en ¢ = 0, cette constante, qui dépend a priori
de &, vaut alors nécessairement (&, 0), car e~ 47¢°0 = 1, ce qui démontre bien que :

(¢, t) = U, 0) et (VE€R, Vi>0).

(f) Le cours a démontré que le produit de convolution :

o

hy * ha(z) = /OO hi(z —y) hao(y) dy = / hi(y) he(z —y) dy,

o0 —0o0

commutatif, est toujours bien défini entre deux fonctions quelconques hq, hy € Ll(]R{d),
qu’il appartient aussi a L'(R?), avec une norme L' contrdlée par :

|21 = thLl(R) < Jhlowy - 12l e,

et il a aussi démontré que le produit de convolution transforme une étoile en une multipli-
cation : .

]’Ll*hQ = ]’Ll'hg.
(g) Pour reconnaitre dans I’indication fournie la fonction § —— e—4mEt
dans la Question (e), il suffit de poser :

qui est apparue

0% = 2t
ce qui offre I’information que la transformée de Fourier de la fonction :
1 o2

e 4t (t>0)
Vart

Nt: Tr +——

vaut :
~ 9. 20942
Nt(g) - 274 2tE 7
et donc, en revenant aux Question (e) et (f) dont le résultat devient :

L —

u(€,t) = ul€,0) - Ne(§) = ul-,0) N, (-)(§),
on déduit grace a I'injectivité de la transformée de Fourier que pour tout ¢ > 0 :
u(z,t) = (u(-,0) % Ny(+))(z)
= [ Ny(x)

oo 1 y2
= Tr — 6_47 d .
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Observons d’ailleurs, comme f € Ll(]R) et comme ¢t > 0, que cette intégrale est tres
convergente grace a la présence du facteur exponentiel fortement décroissant a I’infini.

(h) Jusqu’a présent, on a raisonné par analyse, a savoir en supposant qu’il existe une solu-
tion, et il est temps maintenant de raisonner par synthese.
Sidonc f € L'(R) est la condition de température au bord donnée, nous affirmons que
I’expression :
1

uwt) = [ T fa—y) =t

résout 1’équation de la chaleur.
Tout d’abord, I’expression alternative :

o 1 _ (z—y)?
ulat) = / fly) = e gy

permet, en trouvant des majorants des dérivées partielles, que u est > dans {(z,t): = €
R,t > 0}, grace a la décroissance tres forte du facteur exponentiel, et grice a f € L*(R).
Ensuite, comme la famille :

().
4t >0

qui est une simple renormalisation du noyau gaussien :

(ot = %),

est une approximation de 1’unité pour la convolution lorsque ¢ 50, ce qui a été vu en
cours, on déduit la convergence :

0= tli—l% ”f * Ny — fHLl(]R) = tli—l% ”U(,t) - f(')HLl(Ry
ce qui démontre que u(z,t) = f * Ny(x) pour ¢ > 0 satisfait bien la condition au bord en
t=0.

Exercice 4. (a) Soit donc I'espace ¢ = ¢([—1, 1], C) muni du produit scalaire (-, )
de norme associée | - |2, et soient les sous-espaces vectoriels :

P, = {xn—>a0+a1x+'--+anx”‘[_1l}l a07a17'”7a'n6(c}'

Puisque I’intervalle [—1, 1] est d’intérieur non vide, &2, est de dimension n + 1.

Soit f € €. Nous savons d’apres le théoreme de Weierstrass que toute fonction continue
sur [—1, 1] est limite uniforme de fonctions polynomiales, & savoir qu’il existe une suite
(gn)52, de polyndmes ¢, € &, telle que :

Ve>0 dN()>1 (n}N(e) = |f - #o1-11] <5>.

Or comme on a I'inégalité entre normes pour h € ¢°[—1,1] C L*[—1,1] :

1 1 1 1
1Pl r2j=1,0) = (/ ]h(g;)fdx) < | hlgop-1,1 (/ 1d:z:)
-1 -1

= |hlgor1y V2,
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il vient aussi la convergence en norme L? :

Hf_q”Hm[—l,u — 0.

n—oo

Enfin, d’apres un théoréeme du cours, si 7,: € — &, désigne la projection orthogo-
nale pour le produit scalaire (-, -) 2, on a toujours pour tout polyndéme r,, € &, :

I =Pl = ok [ =rall

<=l =0

n—oo
(b) Soit donc (p,,)s°, avec p, € &, pour tout n > 0 satisfaisant I’orthonormalité :

<pn1apn2>L2 = (Snl,ng (n17n2 20)

Fixons n > 0, et supposons qu’il existe une relation de dépendance linéaire dans &, :

0= Xopo+--+A\upn (A0y-sAn €C).
Alors en prenant tout simplement les produits scalaires (-, po), . . ., (-, pn), il vient :
0= Xy ----. , 0= A\,
ce qui établit ’indépendance linéaire. Enfin, comme {py, ..., p,} est de cardinal n + 1 =

dim &7, c’est nécessairement une base d’apres un résultat connu d’algebre linéaire.

(c) Le cours a démontré que :

n

m(f) = Z<f> Pi) * Pi

=0

et en a aussi déduit que :
i=0

(d) Pour tout n € N, I’espace &, C ¢ est fermé car de dimension finie, donc son ortho-
gonal @j existe et est fermé, et d’ailleurs, toute fonction f € % se décompose en :

f=mlf)+ ] —mlf),
N~ ——

€ Pn €Dt

avec, d’apres le théoreme de Pythagore (en dimension infinie) :

L2 = [mlH| + |f =7l

d’ou I’inégalité de contrdle fini uniforme enn > 0 :

ST A = Imal )P < IFI? < o,
=0

ce qui montre bien que la série de terme général :

(‘<f7 p1>|2)zoio

est convergente.
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(e) D’apres la Question (a), le terme-reste || f — 7, 2 tend vers zéro lorsque n tend vers
P q

I’infini, ce qui établit :
2
S = 117
n=0
(f) Soit une fonction f € % fixée. Pourn € N,ona:

P s = / O,

et comme le membre de gauche tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini a cause de la
convergence qui vient d’étre établie, on conclut que :

0= lim /_11 F(8) @) dt.

n—oo
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5. Examen 3

Exercice 1. Soit la famille des noyaux de Fejér sur R/277Z indexée par n € N* :

Fn(0) = L {S:n((%ee))

2

2
1 si 0 ¢ 217, F"’zwz =n.

(a) Rappeler de maniere concise les trois propriétés fondamentales dont jouissent ces F,.

(b) Soit un exposant 1 < p < oo, d’exposant conjugué p’. En utilisant 1’inégalité de Holder
etavec 1 = % + &, montrer que pour toute fonction f € LP(R/27Z),on a:

(DO < = [

S or

| £(0—t)]PF(t)dt.

—T

(¢) Montrer I’inégalité suivante entre normes LP :
|on ()] o < 1F 1o
(d) Etablir, pour tout 0 € R/27Z, I’identité :

16) - 0u(0)0) = [ (56) - 50— 0)Ful0) 5 -

_,r 2m

(e) Montrer que I’on a :

(1 = 0uDl) < 515 | Fa( [ 10 = 56— 0P ao) ar

(f) Conclure que ’'on a :

0= tm |~ o)

n—o0

Exercice 2. On dit qu’une suite d’éléments ( f,,),>1 d’un C-espace de Hilbert (H, | - |#)
converge faiblement vers un élément f de H si, pour tout g € H, la suite numérique (f,,, g)
converge, lorsque n — oo, vers (f, g). On dit qu’une telle suite ( f,,),>1 converge fortement
(ou converge en norme) vers un élément f de H lorsque 0 = lim,, . | f. — f|&-

(a) En supposant qu’elle existe, montrer que la limite faible d’une suite est unique.

(b) Si (f)n>1 converge fortement vers f, montrer qu’elle converge faiblement vers f.

(¢) Dans ¢?(C), trouver une suite qui converge faiblement sans converger fortement.

(d) Etant donné une suite quelconque (b,,),>1 de nombres réels, la suite associée :
b, :=inf {by,: m >n}

n

est croissante, et on définit :

liminf b, :=liminfb, ,
n—o0 n—oo

un nombre appartenant a [—oo, oo]. Vérifier, pour tout entier N > 1 fixé, que 'on a :

mnf (bu)nzs = Himinf ()
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(e) Siune autre suite de nombres réels (a,, ),>1 satisfait a,, < b, pour toutn > 1 et converge
vers un réel a € R, en déduire que a < liminf,,_, . b,,.

(f) Si (fn)n>1 converge faiblement vers f, en déduire que :

[f e < timinf | fo] -
n—oo

(g) Etant donné a nouveau une suite quelconque (b, ),~; de nombres réels, I’autre suite
associée :

b} :=sup {by: m>n}
est décroissante, et on définit :

limsupb, := lim b,
n—00 n—00

un nombre appartenant aussi a [—oo, col]. Vérifier que b,, converge vers une limite b €
[—00, 00] si et seulement si :

lim b, = limsupb,.
n—00 n—00

(h) Montrer qu’une suite ( f,),>1 converge fortement vers un vecteur f € H si et seulement
si elle converge faiblement vers f et si, de plus, limsup,, . | fulz = | flz-

Exercice 3. Le but ici est d’établir que de toute suite infinie d’éléments (f,,),>1 d’un C-
espace de Hilbert H qui est bornée :

il existe une constante M > 0 telle que |f,|x < M pour tout n > 1,
on peut extraire une sous-suite (f,,);>1 qui converge faiblement (au sens de 1’Exercice
précédent) vers un certain vecteur f € H.

(a) Montrer par récurrence que pour tout entier £ > 1, il existe une suite ( i )n>1 extraite
de (fy)n>1 telle que, pour tout entier 1 < j < k, la limite :
: k
kll—?;o (fur 132

existe dans C et est égale a un certain nombre complexe c;.
(b) On introduit la suite dite diagonale :

(g)iz1 = (fll)lgl‘
Vérifier d’abord que :
sup gl < sup ol < M.
1

> n=

Montrer ensuite que pour fout entier j > 1 fixé, la suite de nombres complexes ( (g, ) )
converge aussi, lorsque [ — 0o, vers le méme nombre complexe c;.

>1

(c) Soit V' := Vectc{f,: n > 1} le C-espace vectoriel engendré par tous les vecteurs f,,
de la suite initiale. Montrer que pour tout f € V', on a:

0= lim ‘<f7 gm_ng'

l,m—oo

(d) Soit u € H un vecteur arbitraire. Si V désigne 1’adhérence (la fermeture) de V' dans
(H,| - | &), justifier que I’on puisse écrire u = v+ w avec v € V etw € v

(e) Montrer alors que la suite ( (v, gi) ) a valeurs dans C est de Cauchy.

>1
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(f) En déduire que pour tout u € H, la suite (u, g;) converge vers une certaine limite
¢(u) € C et vérifier que I’application £: H — C est linéaire.

(g) Montrer que |{(u)| < M |u|q.
(h) Conclure qu’il existe un vecteur g € H tel que :

lim <'Ll,, gl> = <u>g>7
=00
pour tout u € H.

Exercice 4. Rappeler la définition du noyau de Fejér F,,(0) sur T = R/277Z, n € N*, et
montrer que pour toute fonction b € L'(T) et toutréel 0 < § < 7, ona:

dt 1 1
/5<|t|<7r ( ) ( ) 2T n S|n2(g) ” ||L1

Exercice 5. Soient £ et F' deux espaces de Hilbert et soit 7': &/ — F'un opérateur linéaire
continu.

(a) Montrer qu’il existe un unique opérateur linéaire continu 7 : F' — F satisfaisant :

(T(), y)p = (2. T*(Y)) s
pour tout x € E et pour touty € F.
(b) Montrer que || 7| = |||
(c) Montrer que (T*)* =T.
(d) Montrer que |7 o T| = |T]|>.
Exercice 6. Soit f une application 27-périodique sur R qui est de classe €, i.e. qui admet

des dérivées jusqu’a I’ordre k et dont la k-eme dérivée f(¥) est continue, 27-périodique sur
R.

(a) Montrer que :

quand |n| — oo.

(b) Pour n € N, soit S,.(f)(0) = >_ 1<, J?(j) "% la n-eéme somme partielle de la série de
Fourier d’une fonction f € €* (R/ 27TZ). Montrer que :

[/ = SulH)llgo = o(z=):
quand n — oo.
(¢) Soit f € L* (R/ 27TZ) et soit £ > 2 un entier. Montrer que si :

f(n) =0(5x),
quand |n| — oo, alors f est une une fonction de classe €*2.
Exercice 7. Soit une fonction :
f € €°(R/2xZ) NE,, (R/27Z)

une fonction continue, 4’* par morceaux et 2-périodique sur R.

(a) Montrer que la série de Fourier de f converge normalement sur R.



5. Examen 3

27

(b) En déduire que 'on a :

pour tout § € R/27Z.

[y = Fnye.

n=—oo



28 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

6. Corrigé de I’examen 3

Exercice 1. (a) « Premiére propriété : Tous les F,, > 0 sont positifs sur [, ].
« Deuxieme propriété : 1 = [" F,(t) £, quel que soitn > 1.
« Troisiéme propriété : Pour tout 0 < § < m,ona:

0= lim sup |F,(t)].

n—o0 5<‘t|<ﬂ'

(b) En partant de :
" d
nDO) = T<Fu0) = [ 10 0F0) 5

et en utilisant la décomposition 1 = % + # du nombre 1 en deux parties, on majore :
T dt
5.0 < [ 156 0]Fult) -
- T

T 1 d
[Astuce intersidérale ] = / ‘f(e - t)| Fn(t)% -Fn(t)e s

'c\'c
v
/_\

\\U
N)| QL
et

[Inégalité de Holder] < ( / |f(0—t)|"F,
. 27

oy

(¢) En appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli, on parvient a I’inégalité demandée :

(lou(5)],.)" = / o)) ‘pde

dt do
. PE

[Question (b)] /7r /7r ‘f —1) ‘ 2 o
dt do
, - F,(t) — 0—1)° —
[Tonelli] /Tr n( ) o /7r ‘f( )‘ 21

T pdu

[Poser u := 6 — ] =1 }f(u)‘ o

—TT 7r

= (If1)"

(d) On calcule en effet aisément :

16) = 0,(5)6) = 16)- 1= 0u(N(O) = £6) [ Futg- = [ f0-0)Fu0) 5
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(e) Il s’agit de ré-utiliser la méme astuce intersidérale qui, a la Question (b), consistait a
écrire :

ce qui donne :

F(6) = 0 (1)(6)] = \ [ 0o - 50— )R R 5

" o dt\? [ [T _ ¢ dt
[Holder] < (/ |£(0) — F(0 —t)|"Fu(t)e _)" (/ Fo(t)” —

r T o T
d’ou en prenant la puissance p-€éme et en intégrant par rapport a 6 :

[ e -se-or e < [ [ 10— ro-0rro 5 5

fonei - [ Ro([ o -so-ore) .

(f) Soit I’opérateur de translation des fonctions :

T(f)(0) = [0 —1).
Un théoréme du cours a démontré que :
0= l'_r;% Hf - Tt(f)

1o

¢’est-a-dire que pour tout ¢ > 0 arbitrairement petit, il existe § = J(g) > 0 tel que, pour

tout |t| < J,ona:
/” 10— fo— 1) 2 <
_W 2

. . . _
Maintenant, découpons en deux morceaux 1’intégrale f| fer = f‘ fes T | s<ti<n obtenue
a I’instant :

(1 =eunl)" = [ F ([ ro-so-orZ) 2 [ mo ([ 1o -ro-0rg) 5
[ moemr [ Rl nl)

T dt P dt
[ 05 [y PO W 0L

S @) [ R g

N

N

N

— 0
n-— oo

et donc il existe N(g) > 1 assez grand pour que ce dernier terme soit < & quel que soit
n > N(e), et au final :

(I =unl)" < e+

Exercice 2. (a) Etant donné deux éléments f’ et f” satisfaisant, pour tout g € H :
<f/’g> Ilm <fn’ > <f”7.g>Ha

on déduit par soustraction 0 = | f” — f’|% en prenant g := f” — f’, C’est-a-dire [ = f’.
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(b) Supposons donc la convergence forte 0 = lim,, o |fn — f|u- Alors pour ¢ € H
quelconque, on déduit grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

G = Fo9)i | = | = o) | <1~ il — 0.

ce qui montre effectivement que f,, converge faiblement vers f.

(¢) Soit la base hilbertienne canonique (e;);>; de £?(C) constituée des vecteurs élémen-
taires :
ei=(0,...,0,1,0,...) € C™,

avec 1 a la i-eéme place, et zéro partout ailleurs. Alors la suite (e, ),>1 converge faiblement
vers 0, puisque, pour tout g = (g1, o, . .. ) € £2(C), a savoir satisfaisant > |g;]* < oo,
on a immédiatement (e,,, g) = g,, qui tend vers zéro lorsque n tend vers ’infini, puisque le
terme général de toute série convergente doit au moins converger vers (. Mais bien entendu,
cette suite (e, ),>1 ne converge pas fortement vers 0, puisque tous ces vecteurs de base ¢,
sont de norme 1!

(d) La suite translatée (¢,,),>1 1= (anr N*1>n>1 a pour suite croissante associée :

n

¢ =inf {cm: m = n} = inf{bm+N_1: m = n} = inf{bm: m = n+N—1} = l_)n+N_1,

et comme une translatée quelconque d’une suite (croissante) convergente possede toujours
la méme limite que la suite originale, on déduit que I’on a bien :

liminf (by)n>1 = lim b, = lim b .y, = liminf (by)n>n.
n—o0 n—oo n—oo n—o0

(e) Maintenant, puisque par hypothese a,, converge vers a lorsque n — oo, pour tout € > (
arbitrairement petit, il existe un entier N = N (¢) assez grand pour que :

n}N:(a—séanéa#—E)
Alors pour tous ces entiers n > IV, on déduit de I’hypothese a,, < b, que :
a—e<b,.
Par conséquent, en appliquant (d) :
a—¢e <lim |nf(bn)n>N = Imgf(bn)@l,

n—oo

et comme ¢ > 0 était arbitrairement petit, on conclut comme demandé que a <
liminf(b,,)n>1-

(f) On a par hypothese de convergence simple :
2 :
(1f1e)” = lim (f, fu)pr -
Mais I’inégalité de Cauchy-Schwarz contraint, pour tout entier n > 1, a ce que :

| (fs fodpr | < WFLe Wl

Une application directe du résultat de la question précédente donne alors :
2 —
(Iflz)™ < 1 fzz liminf | £,
n—oo

ce qui est la conclusion désirée a un facteur | f| 5 pres.

(g) 1l est immédiatement clair par définition que b,, jouit pour tout entier n > 1, de I’enca-
drement :
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et donc si les deux suites encadrantes convergent vers une limite identique, cela force ma-
nifestement b,, a converger vers la méme limite.

Réciproquement, si b,, converge vers une limite b, a savoir si, pour tout € > 0 arbitraire-
ment petit, il existe un entier N = N(¢) assez grand pour que :

n>N— (b—egbnéb—i-g),
alors on déduit sans effort que pour ces mémes entiers n > N :
b—e<b, et b,’;éb—i—s,
d’ou en prenant les deux limites :

b—e < liminfb, et limsupb, < b+ ¢,

n—00 n—00
et comme ¢ > () était arbitraire, on a bien égalité des deux limites inférieure et supérieure.

(h) Si f, converge fortement vers f, on a déja vu qu’elle converge faiblement vers f, tandis
que la continuité de la norme | - | 7 vue en cours et la question qui précédent assurent que :

[ Al = liminf | ful = lim | fuln = limsup [ fo] o
n—oo n—oo n—oo

Réciproquement, le résultat de la question (f) et la deuxieme hypotheése donnent un jeu
d’(in)égalités :
[fla <liminf [ fo]g <limsup|fula = |f]a
n—oo

n—0o0

qui contraint visiblement, grace a la question qui précede, a I’existence de la limite :
[l = lim [ fo]ar-
n— oo

Si donc I’on veut établir que les f,, convergent fortement vers f, on estime la norme au
carré de leurs différences :

If = falls, = 1F13 + 1 fal3 — 2Re (s £)

et ’on voit a droite que le second terme tend vers | f||%, tandis que grace a I’hypothese de
convergence faible, le troisieme terme tend vers —2 Re (f, f) = —2| f|%, ce qui donne une
somme qui tend vers 0, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 3. (a) Soit £ = 1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz :

| (o 1) | < Ul 1 il
< M| fila

montre que la premiere suite ( {(fn, f1) )n>1 de nombres complexes est bornée, a valeurs
dans le disque fermé de centre 1’origine dans C et de rayon M | f1| 5. Par compacité d’un
tel disque, il est donc possible d’extraire une sous-suite ( f}L)n>1 de la suite (f,,)n>1 de telle

sorte que la suite de nombres complexes (!, f1) converge vers un certain nombre complexe
c1 appartenant au disque fermé en question.

Supposons par récurrence que I’énoncé demandé soit démontré au niveau k. Alors avec
le (k + 1)-eme vecteur fy 1, ’inégalité de Cauchy-Schwarz a nouveau :

| PR fov) | < UENa | frsalm
< M| fesr|u
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et la compacité du disque fermé de centre ’origine dans C et de rayon M | fy11| z assurent
que I’on peut extraire une sous-suite ( f,’j“)@1 de la suite ( f}’f)@1 — laquelle demeure
constamment une sous-suite de la suite originale (f,),>1; — de telle sorte que la suite de
nombres complexes < fheL fk+1> converge aussi vers un certain nombre complexe ¢y
appartenant au disque fermé en question. Or il est immédiatement clair par construction que
toutes les limites des suites < f,’f“, fj> demeurent les mémes pour tout entier 1 < j < k, ce
qui acheve la preuve.

(b) La suite diagonale (g;);>; étant extraite de la suite initiale (f,,),>1, on a évidemment :

sup |gia < sup | fullzr < M.
1

> nz
Ensuite, soit un vecteur fixé f;, pour un certain entier j > 1. D’apres les extractions de
suites qui précedent, on sait que :

lim (f3, fi) = ¢

Autrement dit, pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe un entier J = J(¢) assez grand
pour que :

wed = (|(f £) e <2)

Quitte a augmenter J si nécessaire, on peut supposer que J > j.

Considérons alors tous les vecteurs f/ pour ! > J > j. Puisque [ > j et puisque chaque
suite (f!),>1 est par construction (successivement) extraite de la suite (f7),1, chaque f}
est nécessairement de la forme :

: .
fl = fyjl(l)

pour un certain entier n(l) > [ > J (le [-eme terme d’une suite extraite est au moins le
{-eme terme de la suite initiale), d’ou 1’on déduit :

l _ J
| (Fi £) =il = Koy £i) — o] <&,

pour tout [ > J = J(g). La quantité £ > 0 étant arbitraire, ces inégalités démontrent bien
que ¢; = limoo (ff, ;).

(c) En effet, tout vecteur f € V' s’écrit comme combinaison linéaire finie :

f=> a4/
finie
a coefficients complexes a; € C de vecteurs f; de la suite initiale. Or grace a la question

qui précede, on sait que :

Y

m | (a;fj, Gm)

lim | (a;fi, ai) ‘ =ajc; = li
l—o00 m—oo

d’ou par sommation de soustractions :

0= 1lim [{f, gn) = (f @) |-

l,m—0o0

(d) 11 s’agit 1a d’un résultat du cours, d’apres lequel tout sous-espace vectoriel fermé d’un
espace de Hilbert possede un supplémentaire orthogonal.
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(e) Soit € > 0 arbitrairement petit. Par définition de 1’adhérence, comme v € V, il existe
f € Vavec |f — v| < e. Pour deux entiers [, m assez grands, on peut alors estimer en

utilisant la question (c) :
‘</U7 gm>_<v> gl> < ’<U_f7 gm_gl>|+|<f7 gm_gl>‘

<e (||gm||H + ||gl ||H) + terme qui tend vers 0 lorsque I, m — oo

<

€ 2M + terme qui tend vers 0 lorsque m, [ — co.
La quantité £ > 0 étant arbitrairement petite, cette inégalité montre bien que la suite numé-
rique ( (v, g;) )l>1 est de Cauchy.

(f) Puisque chaque vecteur g; appartient par construction a V', on a par orthogonalité :
(u, 1) = (v, g0) + {w, g1 |

d’ou la suite ( (u, g1) ) 15, estelle aussi de Cauchy, donc converge vers une certaine limite
¢(u), par complétude de C. Maintenant, si u = v/ + «” ousiu = Au,onav = v’ + v
ouonawv = Av, dol aisément {(u) = ((u') + {(u”) ou £(u) = Nl(u), ce qui vérifie la
linéarité.

(g) Par construction, on sait que :

| (u, g1) | < M Juls,
d’ott immédiatement |[¢(u)| < M |u| 4.
(h) Ainsi I’application u +— ¢(u) est-elle une forme linéaire continue sur 1’espace de Hil-

bert . Le théoreme de représentation de Riesz garantit alors I’existence d’un vecteur
g € H tel que :

é(u) = lllg)]o <u7gl> = <u7g>7

pour tout w € H. En conclusion, la suite (g;);>1 extraite par procédé diagonal de la suite
bornée initiale (f,,)n>1 posséde bien la propriété d’étre faiblement convergente vers ce
vecteur g € H.

Exercice 4. Pour n € N*, le n-eéme noyau de Fejér est égal a :

Fn(0) = 1 [Mr’

n | sin (g)
sur T = R/27Z. Pour toute fonction . € L'(T) et tout réel 0 < § < m, la majoration
triviale valable pour tout réel ¢ avec 0 < [t| < 7 :
1 1

n sin®(2)

Fu(t) <
peut étre intégée sur-le-champ pour déduire que 1’on a effectivement, pour toute fonction

h € LYT):
11 dt
<o [ oy,
n sin (5) s<t|<m 2

1 1

< =
S sin(2)

dt
[ Romos
N 2

172] -
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Exercice 5. (a) - (b) Pour tout y € F' fixé, I’application :
z+— (T'(z),y)

est linéaire et continue. Grace au théoreme de représentation de Riesz, il existe alors un
unique élément de £ — que I’on notera 7™ (y) puisqu’il dépend de y — tel que cette ap-
plication linéaire s’écrive comme un produit scalaire avec cet élément :

(T'(x), y) = (=, T"()) -
Pour tous y;,y2 € F et tous A\, Ay € C, on se convainc trés aisément que A\; 7*(y;) +
Ao T* (o) satisfait la propriété qui caractérise T*(A1y; + A2 y2), ce qui montre que y —
T*(y) est effectivement linéaire.
Maintenant, en appliquant la définition des normes d’opérateurs et en utilisant le fait
que |z| = <z, ﬁ> pour tout vecteur de norme 1, on transforme successivement ces normes

en passant par deux expressions centrales parfaitement symétriques :

1T = sup {|T*(W)l: y € F, lylr =1}
= sup{‘ (x, T*(y)) ‘: rE€E |z|lp=1, yeF, |ylr = 1}
=sup {|(T(z).y)|: 2 € B, |z|z =1, y € F, |y|r =1}
=sup {|T(z)]: = € E, |z]p =1}

d f
= 71

d’ou il découle que 7™, de norme visiblement finie, est en effet continu.

(c) La démonstration du fait que (T*)* = T découle des définitions par simple symétrie
logique, et — seule exception ici — le micro-détail des vérifications ne sera pas offert au
lecteur par le correcteur.

(d) Avant de montrer que |7 o T'|| = 2, on a tout d’abord par majoration connue des
normes d’une composition d’opérateurs et en utilisant la question (b) :

7o) < ITI - N7
<|I7l*.

Par ailleurs, en appliquant I’inégalit¢ de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x € FE avec
|z]e <1

[T = (T(x), T(x))

= (z, ( T* oT)(z))
< ele N7 o T - 2] 2
< [T o],
<

2| T* o T, d’ou I’égalité demandée.

On en déduit I’inégalité inverse || 7|

Exercice 6. (a) Apres £ intégrations par parties dans chacune desquelles les termes de
bord s’annulent automatiquement par 27-périodicité, on obtient :

_ / 0 e—med—e

—’LTL
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La k-eme dérivée de f étant continue par hypothese, le lemme de Riemann-Lebesgue assure

que :
0= lim / () e 9

n—00 2r
Il en découle que I’on a bien :
Fln) = o).
lorsque |n| — oo.

(b) Grace al’inégalité triangulaire infinie, on majore — sans finesse ni grossiereté — pour
tout n € N, et pour tout ¢ € R, la différence :

|£(0) -

Z ]/C\(@ it0

[£]>n+1

< Y Jf].

[|>n+1

Cela étant vrai pour tout x € R, en appliquant la question qui précede, on déduit que pour
tout € > 0, il existe n > 1 assez grand pour satisfaire :

If = SualDllgo <2 D

[£|>n+1

* dx
< €2 /C ;Z
< 2¢
S k= Dnt

Ainsi a-t-on bien comme annonce€ :

Hf - Sn(f)”cgo = O(#)

lorsque n — oo.

(c) Puisque f(n) = O(ﬁ) et que I’on a supposé k > 2, la série :

> F)

tez
converge absolument, d’apres le critere dit de Riemann. Par conséquent, la série de Fourier

complete :
Z J/c\( f) oito
tez

converge uniformément vers une fonction au moins continue sur le cercle R/27Z, et un
théoréme du cours (basé sur I’utilisation du noyau de Fejér) assure que 1’on peut écrire :

jz:(f me
keZ

pour tout # € R, ou le membre de droite converge uniformément.
Mais il y a plus : tant que &' < k — 2, la série des dérivées terme a terme :

Zf ) (i) ¢!

LET
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continue a converger absolument et normalement — toujours d’apres le critere de Rie-
mann —, donc le théoréme de dérivation terme a terme assure 1’existence et la continuité
de telles dérivées k-emes.

Exercice 7. (a) La fonction f’ étant 27-périodique et continue par morceaux sur R, elle
appartient manifestement a I’espace L*(T). Ainsi, en tenant compte de I’intégration par
parties : R R
f'(n) =in f(n),

on peut appliquer la formule de Plancherel a f/, ce qui donne :

n=oo R

> [f)f = |1 < oo

n=—oo
Mais ensuite, une utilisation fréquente de I’inégalité de Cauchy-Schwarz finie qui consiste
quelque peu astucieusement a faire apparaitre un produit invisible montre que I’on a, pour
toutentier N > 1:

> ffml= X oln o)

1<|n|<N 1<|n|<N

(X

1<|n|<N

N

/N
VR
3[\3| [u— —
N——
| N|=
/N 7

=22 (|F],.)°

< 00,
ce qui établit la convergence normale demandée.

(b) Un théoreme du cours — application du théoreme fondamental de Fejér — assure
alors que f est égale a sa série de Fourier :

=3 fmyem,

pour tout # € R.
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7. Examen 4

Exercice 1. [Théoreme du point fixe pour les applications strictement contractantes]
Soit X un R-espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (-, -) et de la norme associée | - ||.
Soit une application continue 7' : X — X. On suppose que 1’ est strictement contractante,
a savoir on suppose qu’il existe une constante k € R, avec 0 < xk < 1 telle que :

|T(z) — T(y)|| <k lz—y] pour tous z,y € X.
L’ objectif est d’établir I’existence d’un unique z* € X satisfaisant 7'(x*) = x*, c’est-a-dire
I’existence et ’unicité d’un point fixe pour 7'.

(a) On choisit (au hasard) un 2y € X initial quelconque et on itere sur xy 1’application 7'
un nombre arbitraire n > 1 de fois :

Ty i=T"(xg) =T 0---0T(xg).
n fois

Montrer alors que 1’on a, pour tout n € N :
[#n1 = 2l < K" [T 0) = o).
(b) Déduire du point précédent que, pour tous entiers 0 < 7 < k, on a la majoration

générale :

on =l < (5577 4o 4 W) [ T0) = o]
(¢) Déduire de ce qui précede que la suite (xk)
r* e X.
(d) Montrer que I’on a, pour tout k € N :

o~ T(")| < [ = wpnl + 5 oy — 2],

j=o Gt convergente vers un (unique) point

Conclure que 'on a T'(z*) = z*.

(e) Montrer que si z** vérifie aussi T'(x**) = x**, alors nécessairement z** = x*.

Exercice 2. [Théoréme des fonctions implicites de Zarantonello] On se donne un en-
semble F, un R-espace de Hilbert (X, (-, -)) muni de la norme associée | - | et une applica-

tion :
F: ExX — X

(&, z) — F(&,x).
On suppose que :

e [ est fortement monotone en x, uniformément en £, a savoir : il existe une constante réelle
a > 0 telle que I’on ait, pour tout {¢ € Fettous z,y € X :

(F(§,2) = F(&y), v —y) > alz —y|*;

e F' est Lipschitzienne en x, uniformément en &, a savoir : il existe une constante réelle
b > 0 tel que I’on ait, pour tout { € X ettous z,y € X :

|F(& z) = F(& )l <blz—yl.
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On se propose d’établir I’existence d’une application f : £ — X résolvant I’équation
implicite F' = 0, a savoir telle que, pour chaque £ € F, on ait :

(Fle) =0) « (a=1).
(a) Pour ¢ > 0, on définit une application G.: F x X — X par:
G.(&,x):=a—cF(& ).
Vérifier que, pour £ € F fixé, on a F'({,x) = 0 si et seulement si = est un point fixe de
’application :
Xoz— G.(&x) € X.
A quoi pense-t-on alors ?
(b) Montrer que 'on a, pourc > 0, € Xetz,y € X :

|Ge(€, 2) = Ge(&, ) I* < (1 = 2ac + ) |z — y*.

(c) Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout £ € F, ’application G(&, -) soit contrac-
tante.

(d) Pour tout £ € E, noter f(&) I’unique point fixe de G.(&, -). Montrer que I’application
f + E — X ainsi définie vérifie la propriété suivante : pour tout £ € Fettoutz € X, ona
F(& z) = 0sietseulement si z = f(§).

Exercice 3. [Fonctions continues a coefficients de Fourier positifs] Soit f € °(T) une
fonction continue sur le cercle unité. On dit qu’elle est définie positive si :

VveN, Vb,....,0, €T, Ver,...,c, € C

on a positivité de : Z Z f(@,\ — Gu) cxc, = 0.

A=1 p=1

(a) Montrer par le calcul que tout mondéme trigonométrique ay, e’*? avec a;, > 0 est une
fonction définie positive. En déduire qu’il en va de méme pour toute somme finie a coeffi-
cients positifs a; > 0 :

(b) Soit f € €°(T) une fonction continue sur le cercle unité dont zfous les coefficients de

~

Fourier f(k) > 0 sont positifs, V & € Z. Rappeler et utiliser le théoreme de Fejér concernant
les 0,,(f)(0) = F,, = f(0) pour établir que f est définie positive en utilisant (a).

(¢) Soient deux fonctions continues f,g € ¢°(T). On introduit la fonction :

Fo)= [ f0-0)00)5

E .
Montrer que ses coefficients de Fourier £ (k) sont égaux aux produits f(k:) g(k).

(d) Soit f € €°(T) définie positive. Pour toute fonction i € €°(T), montrer en la rame-
nant a une somme double I'inégalité :

o< | / 16— ) h(6) W@

@
or 21w
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~

(e) En déduire que si f est définie positive, tous ses coefficients de Fourier f(k) > 0 sont
positifs, V k£ € Z.

Exercice 4. [Noyau approximant et Théoréme de Weierstrass sur le cercle] Sur le
cercle unité T = R/27Z, rappelons qu’un polynéme trigonométrique est une combinai-
son linéaire finie des (eike) Pour tout entier positif n € N, on introduit le noyau :

me;:cn(liéﬁﬁﬁ)i

ou ¢, € R est une certaine constante.

keZ’

(a) Vérifier que la fonction 27-périodique C,, est > 0 sur R et montrer que 1’on peut choisir
la constante ¢,, > 0 — sans la calculer | — de telle sorte que :

" do

0= lim

n — 00
pour tout 0 €]0, 7]. Indication: Chercher a raisonner sans avoir a calculer les constantes c,,.
On pourra d’abord vérifier et utiliser le fait que :

1:cn2/ (1+cos€) d_026n2/ (1+c059) Gﬁ
] 2 o ] 2

pour en déduire que ¢, < F(n + 1), puis on pourra établir que :

™ 1+cosd\"”
Ialngomy < 5 (041 (F520)

(¢) Soit f € €°(T). On pose :

(b) Montrer que :
ol st

/f 1) Cult) o = Cal0),

Montrer que les ., (f)(6) sont des polyndmes trigonométriques, V7 € N. On pourra utiliser
(sans redémontrer) la formule du multindme :

2 4 i0=1) 4 e=i0-t)\ ™ _ i Z nlon—k-t ik=0)(6-1)
1 1 (n—Fk—DEN '

k+i<n
k>0, 1>0

(d) Soit d > 0 petit, notamment < 7. Montrer que :

010 < [ |ro-n-solcmis [ lre-n-relco s

(e) En déduire :
‘/fn(f)(e) - f(@)‘ < rg]eaﬂi( ‘f(e - t) - f(e)‘ +2 ||f||‘270('ﬂ‘) HC"H%O([—N,—(S]U[(S,W])'

ltI<s
(f) En utilisant ce qui précede, établir que :
0= Ilim ” f—

n— 00

()l oy
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8. Corrigé de I’examen 4

Exercice 1. Avant de commencer, il importe de faire observer au lecteur-étudiant que ce
théoréme est vrai avec une démonstration identique sans aucune modification plus géné-
ralement lorsque (X, [ - |) est un espace de Banach, & savoir un espace vectoriel normé
complet dont la norme | - | ne dérive pas nécessairement d’un produit scalaire (observer
ci-dessous que le produit scalaire n’est absolument pas utilisé !).

(a) Tout d’abord, pour n = 1, ¢’est une conséquence immédiate de I’hypothese de contrac-
tion (stricte) ci-dessus appliquée a = := T'(x) et y := x¢. Ensuite, supposant cette inégalité
acquise au niveau n, on se place au niveau n + 1 et on majore :

s = nsal = [T72(00) = T )] = [T (a) — T(T"(00)|
K HT"H(xO) —T"(xo) H

R Hxn+1 - an

N

[Hypothése de contraction stricte]

[Coincidence notationnelle]

N

[Hypothése de récurrence] kK" HT(xO) — Ty

Y

ce qui conclut grace au principe d’induction compléte.

(b) Tout d’abord, essayons de comprendre ce qui est demandé dans le cas particulier ou
k = j + 2. On devine qu’il est naturel d’insérer deux termes dont la somme s’annule afin
de se ramener a ce qui vient d’étre démontré :

[0 — 251 = |24 — 500 + 500 — 25| <Nwjpe — 2] + g0 — 25
<
~X

[Appliquer (a) deux fois] (/<onrl + /ij) ”T(xo) — xOH.

Le cas général ou £k — j > 1 est arbitraire se démontre aisément de maniere similaire :
lok — 2] = |lox — 2oo1 + 2ot — Thoa - F Tjyr — T + T — 3
Sloe = apa] + loe-1 = zo-2| + - + 2542 — 20| + 7551 — 25
< (Iik_l + -+ /ij) HT(ZE()) — CL’()H
(¢) L’espace de Hilbert X étant complet (par axiome !), il suffit de faire voir que la suite
(a:k) 150 st de Cauchy, car alors une limite unique z* existera. Soit donc € > ( arbitrai-

rement petit. Ainsi la question est : peut-on choisir un entier ./ > 1 assez grand pour
que :

(k;>j>J) — (||:gk—asj|| < 5)?
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La réponse est manifestement : oui grace a la question qui précede ! Tout simplement parce
que I’on sait parfaitement calculer des sommes géométriques tronquées :

lo — 2] <K& (K" k1) | T (o) — o
—_——

constante

gk
= I ao) —
1
<! [ T(wo) — o .

(. J/
-~

nouvelle constante

et bien entendu aussi, parce que lim;_,,, £/ = 0 puisque 0 < k < 1 par hypothése.

(d) Apres insertion (artificielle) du terme nul — x4 1 + x4 1, 'inégalité triangulaire donne :

Hx* —T(z")

| <la” = zrall + ||z — T(")|
=" = appa] + | T(2r) — T(27)

< " =z | + w oy =27

|

Pour conclure, en faisant tendre k vers oo, le membre de droite tend visiblement vers 0 + 0,
puisque x; — = par construction, d’ou :

|o* — T(*)

<o

ce qui donne z* = T'(z*) par positivité stricte de la norme sur X \{0}.
(e) Ici, il s’agissait simplement de deviner qu’une application de 1’hypothese de stricte
contraction a x := ™ = T'(z**) etay := x* = T'(«*) donne instantanément :

|7 (z**) — T(z*)

~
= |z**—a*|

| <w o —a7],

a savoir :
(1= k) 2™ — 2| <0,

et comme 0 < xk < 1, cette quantité positive ne peut qu’étre nulle, d’ou x** = x* par
positivité stricte de la norme sur X\ {0}.

Exercice 2. Avant de commencer, mentionnons que ce théoreme des fonctions implicites
est valable sans aucune hypothese sur 1’application de départ /', ni continuité, ni linéa-
rit¢ — méme partielle par rapport au second argument x —, de telle sorte que 1’application
résolvante f que nous allons construire n’a pas non plus de raison de jouir de propriétés
spécifiques.
(a) La fixe-attitude de G.(&, -) :

r=G.(,x)=v—cF(§x)

est manifestement équivalente — grace a des opérations algébriques élémentaires dont la
maitrise remonte aux mathématiques babyloniennes et qui furent symbolisée de maniere
systématique par les mathématiciens arabes — a la zéro-itude de F'(, x), puisque ¢ > 0,
lui au moins, il n’est pas atteint de nulle-itude ! Comme on a résolu sagement 1’exercice
précédent, on pense en un éclair au Théoreme du point fixe !
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(b) Dans un espace de Hilbert, le calcul d’'une norme au carré doit s’effectuer en dévelop-
pant le produit scalaire par bilinéarité :

2

HGC(€7$) - Gc(gay)Hz = HZL‘ — Y- C(F(f,l’) - F(gay))H
=(z—y—c(F(&z)—F(&y), v —y—c(F(&x)— F(&y)))
= |z —y|? + E|F(&,2) = F&, )| —2¢(x —y, F(&x)— F(&y)).

Les deux hypotheses admises sur I’application F' donnent alors deux majorations uni-
formes :

|F(e,2) — F(&, 9| < 0z -yl
_<F(€7$>_F(§ay)a l’—y> <

—alz—y|*

que I’on peut reporter dans 1’expresssion obtenue, ce qui donne la majoration cherchée :
2
|Ge(é,2) = Gel&n)|” < e =yl + 20 |2 = y* = 2ac|z -y,

en tenant compte bien sir de la symétrie du produit scalaire dans le R-espace de Hilbert X .

(c) Il est clair que pour ¢ > 0 assez petit on a :
1 — 2ac+ 2b* < 1,

puisque a > 0, sachant que ¢> < c (exercice mental). Aussi I’inégalité de la question
précédente (b) montre le caractere contractant de I’application z — G.(&, ), laquelle est
uniforme en &, d’ailleurs.

(d) Pour tout & fixé, le Théoreme du point fixe (ces deux termes n’ont pas exactement le
méme sens dans les deux cas !) assure alors qu’il existe un unique z = x(§) € X dépendant
de £ qui satisfait :

2(6) = Go(2(€),2) = F(¢.x(6)) =0.

A tout ¢ € F est donc associé d’une maniére parfaitement déterminée cet unique z =
x(&¢) € X. Par définition méme du concept d’application entre deux ensembles, ceci veut
précisément dire qu’on a construit une application :

EF — X

que I’on choisit ici de noter « f », et qui vérifie toutes les propriétés requises, comme on
s’en convainc en effectuant la synthese mentale des résultats démontrés dans cet Exercice.

Exercice 3. Comme on s’en est rendu compte en lisant le sujet, le but de cet exercice est
d’établir qu’une fonction continue f € €°(T) est définie positive si et seulement si tous
ses coefficients de Fourier sont positifs. Voila donc un théoréeme amusant !
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(a) Traitons d’abord le cas d’un seul mondme exponentiel ay e™*? dont le coefficient ay, est
= 0. On doit donc estimer 1’expression suivante et déterminer si elle est toujours positive :

14 14
ag E g elk(ekfeﬂ) C)\q —

A=1 p=1

14 14
= ay, E E ey R c,, €0

A=1 p=1

v v
= ay (Z Cy e"kek) (Z Cu ei’f@u)
A=1 p=1
v 2
Z Cy ez’kOA
=1

est aussi >0

?

N~
>0

ce qui s’avere étre vrai ! Le cas d’une somme finie s’en déduit par linéarité de la condition

qu’une fonction est définie positive : on somme un nombre fini de conditions sur chaque
a, e qui sont toutes > 0, donc la somme est aussi > 0!

(b) Prenons et fixons un entier v € N*, des points du cercle 01, . .., 8, € T et des constantes
c1,...,¢, € C. 11 s’agit de montrer que :
v
0< > ) F(0h—0,) erty
A=1 p=1

Grice au Théoreme de Fejér, pour tout ¢ > 0, il existe un entier assez grand n = n(g) > 1
tel que la n-eme somme de Fejér 0,,(f) = F,, x f — laquelle est un polynéme trigonomé-
trique contenant des ¢’ seulement pour |I| < n — satisfait la e-proximité a f uniformé-
ment sur T :

Hf —ou(f)

Or grace a la question (a) que nous venons de résoudre aisément puisque nous 1’avons
stirement déja résolue dans le Devoir 1 a la maison, nous savons pour un tel polyndome
trigonométrique o, ( f) qu’il est défini positif, et donc on a positivité de :

0< Y aNB-0) 0

A=1 p=1

wom S &

Maintenant, la différence avec la somme qui nous intéresse peut étre majorée par une quan-

tité :
v 14
<) D) an

A=1 p=1

:5|cl+-~+c,,|

N~
= constante

i i (f = on(f))(0r — 0,) erxCp

A=1 p=1

2
>

qui tend vers 0 avec ¢ — 0T. Par conséquent (exercice mental), la positivité de la somme
double portant sur o, (f) implique la positivité (désirée) de la somme double portant sur f.
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(c) Par définition, le k-eme coefficient en question vaut I’intégrale :

. 4 - g A0 d6
F(k)::/ F(6) ’f" //fe 0) g(0)e kegﬁ.

—T

Ecrivons artificiellement (et astucieusement!) 1’exponentielle sous la forme e~ 0 —
e~ 0" e=1k(0-9") ot effectuons le changement de variable n := # — ¢’ qui induit dn = df
dans I’intégrale double (permutable puisque le Théoréme de Fubini s’applique sans pro-

bleme aux fonctions continues) :

P - [ " gyt / 10— 0y 00 L _ 50 F.

e 2r

(d) L’étudiant fin-comme-le-renard aura bien entendu réalisé que cette intégrale double
(continue) manifeste des similarités troublantes avec les sommes doubles (discretes) de
I’hypothese de définie positivité ! Il aura ensuite été guidé par son précieux flair pour se
rappeler, par réminiscence (platonicienne), que les intégrales de Riemann (largement suffi-
santes pour les fonctions continues !) se calculent comme limites de sommes de Riemann
finies et discretes.

Subdivisons donc Iintervalle produit [—7, 7] X [—m, 7] en v X v petits intervalles tous
de méme longueur en les points (équidistribués) de coordonnées :

A—1

0 :=—7m+ 2 (A=1-v) et 0, ::—7r—|—u_ 2m (p=1-v)
Ainsi pour tout € > 0, il existe un entier v = v(¢) > 1 assez grand pour que I’intégrale

double soit e-approximable par la somme double de Riemann correspondante :

v

[ Lso-omomm - S5 - TG T <o

A=1 p=l1 =:c) =:Cu

quantité toulours > 0 par hypothése !

Ceci implique (exercice mental) que I’intégrale double a gauche est nécessairement > 0.

(e) La question qui préceéde nous a convaincu que pour toute fonction continue i € €°(T),

on a I’inégalité :
< o
0\/_W/_7rf(9 0>h(9)h(9)27r277

et on aimerait bien pouvoir se ramener a la question (c) :

[ [ so-ogeren S~ Faygm.

Le probleme quand on compare ces deux intégrales doubles, c’est que la fonction h(6')
apparait conjuguée dans la premiére, tandis que dans la seconde, la fonction g(#’) n’apparait
pas conjuguée ! Qu’a cela ne tienne, on n’a qu’a déclarer que :

h(f) := e~*0 et que : g(0") = h(0)
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Et cette fois-ci — c’est merveilleux | —, tout s’enclenche bien : les deux intégrales doubles
coincident, on a g(k) = 1 — qui est positif | — et donc au final :
0 < premiere intégrale double = deuxieme intégrale double

~

= f(k)g(k)

~

= [(k),

et cela, pour tout k € Z, ce qui conclut élégamment (on I’espere. . .) la démonstration.

Exercice 4. (a) Puisque cosf est > —1 sur | — 7, 7], I'intégrale sur [—, 7] de la fonction
paire continue (#)n strictement positive excepté aux bornes de I'intervalle est > 0, et
on n’a alors pas d’autre choix que de prendre :

1

S5 (=) 5

Cp 1=

(b) Une astuce indiquée dans I’énoncé du sujet consiste a commencer par minorer I’inté-
grale (paire) de C,, par I'intégrale de la méme fonction multipliée par la fonction positive
sin# < 1 de fagon a faire apparaitre une intégrande dont la primitive se voit aisément :

1:20%/ 14 cosf d@}c—" 14 cosf <ind do
Zoﬂ. 0 2 T 0 2

o [ 2 (1—|—c050)"+1}7r
s n+1 2 0
c, 2

Tn+1’
ce qui donne une majoration des constantes qu’on n’a pas eu le courage de calculer :

e < g(n+1).

Ensuite, puisque C,,(0) décroit sur [0, 7| (exercice mental), on a pour tout 6 € [J, 7] :

Cal0) < Cald) = (”—25)

<

bo | 3

(n+1)(1+2cos<5) 7

—
<1

TV
— 0
n—r o0

ce qui établit la convergence uniforme vers 0 de C,, sur [d, 7], puis aussi sur [—d, —7| par
parité.
(¢) Par commutativité du produit de convolution :

(F)0) = Cos 10
- [ co-nsv;

—Tr

T /9 4 eil0—t) | g—i0-t)\ ™ dt
=c, / ft) —.
,W 4 2
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Ensuite, 1’application suggérée de la formule du multindme conclut :

c n! 2n—h=t , L dt
A _n i(k—1)0 —i(k=1)t B
la méme chose = 1 kEKn O e /7r e f(t) 5

J/ V

constante = f(k—I)

Vo
somme finie de eth?

d A partir de maintenant, les raisonnements sont exactement les mémes que dans le cours
polycopié lorsqu’on montrait le méme théoreme avec les noyaux de Fejér F,, au lieu de ces
noyaux C,. L’inégalité en vue provient de I’insertion de f(6) a I’intérieur de I’intégrale —
grace au fait que la masse des noyaux positifs C,, vaut toujours 1 — :

bn(1)(6) = / (0 —1) — £0) Cult)

L 2

= / méme chose + / méme chose
[t|<6

s<lt|<m

Y

< / |méme chose‘ + / ‘méme chose
|t|<6 S<t|<m
puis d’une décomposition de I’intervalle d’intégration en [—0, ] et en [m, —d]U[0, 7|, suivie
enfin d’une simple inégalité triangulaire.
(e) En fait, la déduction procede comme dans le cours.

(f) Soite > 0. Rappelons que le raisonnement consiste a prendre d’abord ¢ assez petit pour
que le premier terme soit < € grace a I’'uniforme continuité de f sur le compact T, puis a
prendre n > N (&) > 1 assez grand pour que le second terme soit lui aussi < ¢, ce qui est
possible une fois que ¢ est fixé grace a la question (b).



9. Examen 5 47

9. Examen 5

. . . . ik6
Exercice 1. [Majoration uniforme de ) _, <kl<n %]

(a) La famille des noyaux de Dirichlet sur le cercle unité T = R/277Z est définie par
Di(t) := 3 i< €*'- Montrer que :

/_: D, () dt?

1

ain(3)

(b) Que valent les intégrales :

(¢) Montrer que la fonction :

q: t+—

oo+ =

se prolonge continiiment a [—, 7].
(d) En déduire I’existence d’une constante () > 0 telle que :

/eq(t) sin(nt+ %) dt| < Q,
0

pour tout |0| < 7.

(e) On rappelle que le lemme de Riemann-Lebesgue stipule que pour toute fonction conti-
nue g € €°(T) :

0= lim /ﬂ g(@)sin(n&);l—g: im /ﬂ g(Q)cos(ne);l—g.

n—oo J__ T n—oo [ __ T

Déterminer alors : i
- - z
nh_r;noo /7T q(t)sin(nt+ L) dt.

(f) En admettant que blim fob % du existe, utiliser (b), (c) et (e) pour établir que :
—00

/ smuduzz
0 U 2

(g) En déduire qu’il existe une constante R > 0 telle que | fob m dt| < R pour tous
b,c € Ri.

(h) Montrer que ‘ foa % dt‘ < Q + 2 R pour tout |#| < wettoutn € N,

(i) Montrer que :

1<|kl<n k=1
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(j) Donner une preuve alternative du fait signalé et utilisé en cours que les sommes :

k0
> T
1<|k|<n
sont uniformément bornées en n et en 6.
Exercice 2. [Théoréme de James] Soit (£, | - |) un R-espace vectoriel normé complet.
La norme d’une fonctionnelle linéaire .: £ — R :
L(u)
IL]l == sup L) = sup |L(u)|
werror Ul pu=

est finie || L|| < oo si et seulement si L est continue, d’aprés un théoréme connu.
L'espace (E,| - |) est dit uniformément convexe lorsque, pour tout 0 < 6 < 1, la
quantité :

£(8) = inf{l— || Jul = Jo] =1, Ju— o] >5} >0

est strictement positive.
(a) Hlustrer cette propriété par un diagramme parlant et esthétique.

(b) On considere maintenant une fonctionnelle linéaire continue non nulle L: (E NE ||) —
(R, |- |). Montrer qu’il existe une suite (u,) _ d’éléments u, € E de norme |u,| = 1
telle que L(u,) — || L]

n—oo

(c) Etant donné e > 0 arbitraire, montrer qu’il existe N = N(e) € N* tel que ny,ny > N
entraine :

|||L|||(1—€) < L(unl)—;—L(unz)

(d) Toujours pour ny,ns > N(¢), en déduire :

U, + Un,

(1—-¢) < 5

(e) En utilisant I'uniforme convexité de (E, | -
Cauchy.

), montrer que la suite (un)n>1 est de

(f) Justifier I’existence de uy, = lim u,, et montrer que L(u.,) = || L]
n—oo

(g) Montrer 1’unicité d’un élément v,, de norme |v.| = 1 satisfaisant L(v,,) = ||L]|.
Indication: Entrelacer (u1, vy, u2, va, . . ., Up, Uy, . . . ) et appliquer (b).

(h) En notant donc maintenant u;, € E cet unique élément de norme |uy | = 1 satisfaisant
L(ur) = |||, montrer que pour tout v € E, la fonction :

R— R
t— |IL] - HuL —{—th — L(ur +tv)

admet un minimum global en ¢ = 0.
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(i) Lespace vectoriel normé complet (E, | - |) est dit lisse lorsque, pour tout u € E\{0},
I’application :
E — R
M: v — di |u+ to]|
tli=o

définit une fonctionnelle linéaire continue sur £. Conclure du point précédent (Théoréme
de James) que dans un espace vectoriel normé complet uniformément convexe et lisse (E, I
), a toute fonctionnelle linéaire continue non nulle L: £ — R est associé un unique
élément u;, € E de norme 1 tel que :

L) = LI - Mo, ().

() Montrer qu’un espace de Hilbert (H (s >) est uniformément convexe. Indication: Uti-
liser I’identité du parallélogramme pour minorer, par exemple : (d) > %.
(k) Lorsque (E, | -|) = (H,+/(, ")) estun espace de Hilbert, comparer M, (v) et (g v)-
(I) Comment s’énonce le Théoreme de James dans un espace de Hilbert ?
Exercice 3. [Décroissance holdérienne des coefficients de Fourier] Soit f/ une fonction

2m-périodique intégrable sur [—, 7| au sens de Riemann.

~

(a) Rappeler la définition des k-emes coefficients de Fourier f (k) pour k € Z.

=3 [ |ro-s(o+7)] e 5

(c) Lorsque, pour un certain exposant réel 0 < a < 1, la fonction f est a-holdérienne :
|f(0+1t) — f(B)] < constante - [t|*,

0-o(3t)

Il s’agit ensuite de faire voir qu’une telle décroissance ne peut pas étre améliorée en général.

(b) Montrer que :

montrer que :

(d) Pour 0 < a < 1, montrer que la fonction :

f(e) _ Z 2%61'2"9.

n=0

est a-holdérienne. Indication: Découper la somme :

FO+) -0 = > ()+ > (-)

1 1

< 2>

Pour estimer la premiére somme, utiliser apres 1’avoir justifié le fait que |1 — ¢| < |6)]
pour |f| < 7. Pour estimer la seconde somme, utiliser I’inégalité |eit2 — git1| <2
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10. Corrigé de ’examen 5

Exercice 1. (a) Par définition :

Dp(t) =e ™ - e 14 e 4 e

.y _ 4k
Dans le cours, en utilisant 1 + ¢ + - - - + ¢F = 2 13;1 , On montre que :

DL (1) sins(ioz(—:)i)t'

(b) Puisque pour tout entier £ € Z* non nul :
0= / e dt,

/ Dn(t)dt=0+--~+0+/ ldt+0+---40

—T -

il vient :

= 2.

(¢) Sur [—m,0[ U |0, 7], cette fonction :

q(t) = ﬁ

est ¢°°, puisque ni sin (%) ni ¢ n’y ont de zéros. Mais au voisinage de ¢t = 0, un dévelop-
pement limité utilisant —~ = 1 + x + O(x?) donne :

1—x

1
Tt
2

q(t) = - %

O I N vl = ol

ce qui montre que la fonction ¢(t) se prolonge par continuité en ¢ = 0 par la valeur nulle :

q(0) := 0.
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(d) Bien entendu, on peut alors majorer :

0
/ q(t)sin(nt+t/2) dt| < |6]- (r[gae?q) -1
O b
< 7 Jalwo(—nm)
=Q
< Q.

(e) Une formule trigonométrique connue stipule que :
sin(nt +t/2) = cos(t/2) sin(nt) + sin(t/2) cos(n t).

Alors une application directe du lemme de Riemann-Lebesgue donne la réponse :

™

lim /W q(t)sin(nt+t/2) dt = nli_)moo/ q(t) cos(t/2) sin(nt) dt +

n—oo J_ _ .
€e0
+ lim / q(t)sin(t/2) cos(nt)dt = 0+ 0.
n— oo 7ﬂ_%/_/
S

(f) Pour tout n € N on sait que :
i ™ sin(n + 1)t
o :/ D..(t) dt :/ M
- I Sln(é)

Alors ce qui vient d’étre vu permet de poursuivre :

0= lim /ﬂ q(t)sin(nt+1t/2)dt

n—oo J_
™ i 1 i 1
_ lim / (sm(.nt 2)1& B sm(nt—i- 2)15 )dt
n—oo | sm(§) L

fonction paire

— lim (2#—2/ Mdt)
n—00 0 =

2
™ sin(n + )t
=21 —4 lim / Mdt,
0

n—00 t
puis le changement de variable :
n 1 y Lol dt du
n+—-|t=tu u: —=—
2 ’ t ’

donne :

(n—i—%)ﬂ :
27 =4 lim / smudu’
0

n— 00 u
N : b s .
d’ol en admettant que lim fo =08 du existe :
b—o0
T * sinu
— = — du.
2 0 u
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(g) Le changement de variable similaire :

N dt  du
ct =: u, dou: —=—,
t U
ransforme :
ransiorme b sin(ct) b sinu
dt = — du.
_ 0 4 0 u

Comme fooo 5'2” du existe et comme bc > 0, ces quantités sont uniformément bornées en

valeur absolue :

b .
t
/ sinc dt‘ <R
0 t

(h) Maintenant, en faisant apparaitre ¢(t) dans une inégalité triangulaire :

0 1 0 0 o 1

Mdt < sin(nt—+t/2 _1 1 dt| + wdt
t t t t

o sin(3) 0 sin3) 5 0 2

q(t)

par, disons, une constante notée R.

< Q+2R
< 00,

et ce, pour tout |f| < 7, grice aux résultats des questions (d) et (g).
(i) On a bien :

1 /? 1 /? .
0 O Nigikl<n
1 eik’t 0
-3 %),
1<|k|<n
1 eik@ 1
=3 2 (k __k)
1<|k|<n

eten observant que 0 = >, ., = par imparité, il reste :

1 0 1 eike
5/0 (Dn(t) = 1)dt = — >
1<|k|<n
B i sin(k 0)
B k

(j) En conclusion, en prenant les modules, et pour tout |0| < 7 :

- /00 (Dn(t) — 1) dt‘

>

1<k|<n

~

N

0
/ D,.(t) dt‘ + 6]
0

<Q+2R+7
<

oo,
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ce qui acheve la preuve alternative du caractere uniformément borné de ces sommes, fait
crucialement utilisé dans le cours magistral afin de construire avec du Bois Reymond une
fonction continue dont la série de Fourier diverge en 6 = 0.

Exercice 2. (a) Voici un diagramme :

1-— H“T*”H reste
uniformément minoré
par une quantité

e(6) >0

(b) Par définition de :

ILIl = sup |L(u)],

Jul=1

il existe une suite (u,,) _ d’éléments u, € E de norme |u,| = 1 telle que :
()] — ILIL

et quitte a changer u, en —u,, seulement lorsque L(u,) € R*, on peut supposer que
L(u,) > 0 pour tout n, et ainsi sans valeur absolue :

L(u,) — JILI.

(¢c) Comme la fonctionnelle L est non nulle, || Z|| > 0. Etant donné £ > 0 arbitrairement
petit, il existe par conséquent N = N(g) € N* assez grand pour que :
n>Ne = (L) > ILI0-2)).

et alors par simple addition-moyennisation :

L(wy, ) + L(un,
moms > N — (L) )
(d) Toujours pour ny,ns > N(g), supposons par 1’absurde que :
w < (1-o).

La propriété caractéristique |L(v)| < ||L]| - |v| valable pour tout v € E et directement

issue de la définition de la norme d’opérateur || L|| implique alors :

I Un, + Uny Un, + Unp,
2 2

< Ll —e),

< 40
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d’ou en éliminant la valeur absolue a gauche :

unl + unz
p(gte) < o).

inégalité manifestement contradictoire avec (c).

(e) Soit & > 0 arbitrairement petit et associons-lui la quantité (0) — appelée module de
convexité — qui apparait dans la définition de 1’uniforme convexité. Nous affirmons que :

ny, ng = N(a(é)) - (”um — Up, H < 5),

ce qui établira la Cauchycité de la suite (u,, )
Sinon, si au contraire on avait :

n>1"

s = s | =,

alors par uniforme convexité de ’espace (E, | - | ), on devrait avoir le contrdle minorant :

T TSRCTY I £(8),

2

ce qui équivaudrait a :

1—2(6) > Uny F Uny 7

2
et produirait une contradiction manifeste avec le résultat de la question (d) !
(f) La complétude de (E, | - |) assure I'existence de us, = lim u,. Comme L(u,) —
n—oo n—oo

IIZ||, et comme L est continue, L(us) = || L]

(g) Etant donné une autre suite (Un)n>1 quelconque qui satisfait exactement comme

(un)@l a la fois |v,| = 1 et L(v,) — I, les mémes raisonnements s’appliquent
sans modification et fournissent une limite v, = lim v, satisfaisant aussi L(v) = || L]
Or la suite entrelacée : A

(wr, v1,u, 02, U, Vny - .. )

a savoir la suite :

un+1  lorsque n est impair,
2
Wy, =

Uz lorsque 7 est pair,
satisfait elle aussi trivialement |w,| = 1 et L(w,) — || L], donc les raisonnements qui
n—oo
précedent s’appliquent aussi a elle, et ils fournissent sans effort une limite w.,, = lim w,

n—0o0

qui satisfait encore et aussi L(ws) = || L||. Ceci assure sans délai (exercice mental) que :

Voo = Uco,
et conclut la démonstration d’unicité. Bien entendu, |tus| = || = |wso| = 1.
(h) Avec u;, € E cet unique élément de norme [u.| = 1 satisfaisant L(uz) = ||L], la

fonction :
R—R

t— ||L] - HuL +th — L(ur +tv),
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est en fait 2 valeurs dans R, simplement parce que |L(w)| < ||L]|- |w] pour w := up+t v,
et elle s’annule visiblement en ¢ = 0. Son minimum global vaut donc 0, et si elle possédait
un gutre minimum :

0=|L] - HuL + 1o UH — L(uL + 1o v),
pour un certain autre ¢y € R avec ty # 0, cela contredirait 1’unicité de uy,.
(i) Toute fonction R — R, qui admet un extremum (local ou global) en un point doit y

avoir sa dérivée nulle. Ici en ¢ = 0, on doit donc avoir :

0 d (|||L|H . HuL + tv” — L(ur) — tL(v)),

Tt

=0

a savoir en termes de la fonctionnelle M, supposée exister dans (E, | - |) lisse :
0= |IL]l - My, (v) = L(v).

Nous avons donc établi le :

Théoreme de James. Dans un espace vectoriel normé complet uniformément convexe et
lisse (E, | - ), a toute fonctionnelle linéaire continue L: E — R est associé un unique
élément uy, € E tel que :

L) = LI - Mu ().

(j) Lidentité du parallélogramme, valable dans tout R-espace vectoriel normé dont la
norme dérive d’un produit scalaire :

”u + UH2 + Hu — vH2 =2|ul* +2]|v|?,

donne ici, en supposant donc que |u| = |v| =1

2 2

U+ v 1

2

u—v

2

Y

et donc, pour tester I’'uniforme convexité de notre espace de Hilbert (H A< >), sl :

”u - U" > 57
on en déduit la minoration :
2 a2 2
NP Ul MR (el
4 4 2
puis en factorisant 1 — x? = (1 — x) (1 +x) :

T =D
N ~; _
et finalement, on conclut 1’uniforme convexité :
5% 1 U+
427 20

grace au minorant-bonus indiqué :
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(k) Rappelons la dérivée de la racine carrée d’une fonction g(t) > 0 :

d 1 d
dt tom ~ 2./9(0) dt tzo(g(t)).

Ici, avec u # 0 pour assurer que ¢g(0) > 0, on calcule :

M) =&

o Vi{utto, utto)

t=0

1 d
2/ (u,uy dt
1

2 (u,v)

. ((u,u> + 2t {u,v) + 12 (v,v))

24/ (u,u)
—(w
= (fp> v
donc les deux expressions a comparer sont égales.

(I) Ainsi, tout espace de Hilbert, complet par définition, s’avere-t-il étre aussi un espace
vectoriel normé complet lisse uniformément convexe auquel le Théoreme de James s’ap-
plique, montrant que toute fonctionnelle linéaire continue non nulle se représente comme :

L(v) = | L]l - Mu,(v)
= LI - (2. )
= (IZl%. v)
= produit scalaire de v avec un vecteur fixe,

et I’on retrouve un énoncé central de la théorie, a savoir le Théoreme de représentation de
Riesz.
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11. Examen 6

Exercice 1. (a) Soity € L'(R) telle que ¢) > O etque [ v (y)dy = 1. Avec e > 0 réel,

on pose -(y) := 1 (%). Montrer que pour toute fonction f € ¢°(R) N L*(R), onaen

T &

tout point fixé z € R :
lim f*x¢.(x) = f(x).
lim £+ () = £(2)
(b) Si f estde plus uniformément continue sur R, montrer que la convergence est uniforme.

(c) On suppose a présent que f € €°(R) N L>=(R) N L'(R). Rappeler I’expression de la
transformée de Fourier de e~ ™" avec un parametre réel & > 0, et en déduire que :

9(6_(1362)(6) = \/§6_7T2‘1§27

(d) En déduire la valeur de I’intégrale :

/ > 26 Ly

ou a > 0 estréel.

e2i7r§(:rfy) e~ 2 d€ — e 2
0o g

(e) En introduisant la fonction définie pour z € R par :

27T 727r222
o) = V2T
£

montrer, apres avoir justifié I’existence de I’intégrale, que :
< _ 9 £2¢2
/ f(&) ™ e 2 dE = fx ().
—00

(f) Déduire de ce qui précede la formule de type «inversion », valable pour toute fonction
feC (R)NL>®R)NLYR) :

fla) = timy [ FlepemeeF ag -

Exercice 2. [Non-surjectivité de la transformée de Fourier] On a démontré en cours que
la transformation de Fourier :

Fo (L), ) — (0 @), |- e).

de I’espace des fonctions Lebesgue-intégrables a valeurs dans 1’espace des fonctions conti-
nues qui tendent vers zéro a I’infini, est une application linéaire continue injective.

L’ objectif de cet exercice est de démontrer qu’elle n’est pas surjective.

On travaille ici en dimension d = 1, avec des fonctions a valeurs réelles.

(a) Trouver un exemple de fonction continue impaire positive g: R — R avec:

lim g(x) = 0,

|z| =00
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telle que son intégrale sur [1, oo avec poids 9—16 diverge :

oo = lim /IRde.

R—00 T

(b) Montrer que I’'intégrale de Riemann généralisée :

* sint M t
SN = lim sint
0 t M—oo fg t

existe (converge) ; on ne demande pas ici de la calculer exactement — elle vaut 7 —, mais
juste d’en démontrer la convergence.

(¢) On suppose maintenant par I’absurde qu’il existe une fonction f € L'(R) telle que :

-~

f=9
Soit la fonction :
F(t) = =i (f(t) = f(=1)).

Montrer que pour tout x € R, ona:

g(z) = /OOO F(t)sin (27at) dt.

Indication: Ecrire g(z) = 3 (g(z) — g(—x)).

(d) Montrer que I’on a pour tout R > 1:
R o0 R _:
2mat
/ @dm = / (/ M) F(t) dt.
1 x 0 1 z

Exercice 3. [Diviseurs de zéro dans I’algebre de convolution] Soient deux intervalles
ouverts 11, I, C R d’intersection I; N I, = () vide. Toutes les fonctions seront a valeurs
dans R.

(a) Utiliser deux fonctions non nulles ¢ € €°(11), w2 € €°(13), pour construire deux
fonctions fi, fo € #(R) de I’espace de Schwartz satisfaisant f; * fo = 0, puis interpréter
cette propriété. Indication: Utiliser la transformée de Fourier d’un produit de convolution.

(e) Conclure.

(b) On introduit I’espace :

Li (Ry) = {f: R — C mesurable telle que [ [f| < oo

pour tout intervalle borné J C R, et telle que f |]7

0}.

Pour f,g € Li (R, ), montrer que f * g(x) = 0 lorsque = < 0, et, pour = > 0, que :

e /f —y)dy

(c) Montrer que f x g € L (R,).
(d) Soit maintenant f € L} (R, ) satisfaisant :

fxf=0.
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Pour tout réel A > 0 et tout entier n > 1, montrer que :

(/_A " f(A—ux dx) / or(utv) FA =) F(A —v) dudv +

/]

2 4

u

v
u+

SRS
+\\/\v

g

tJ1

") f(A — ) f(A —v)dudo.

< AN
Wi

0

'
=:J2

(e) Toujours avec f x f = 0,en posantu = A —yetv = A — x + y, montrer que :
24
Jo= [ et (fx )y do = 0.
0
(f) Montrer qu’il existe une constante indépendante de n telle que :

A
/ " f(A—x)dx
0

< constantey 4 (Vn>0).

(g) On admet maintenant qu'une fonction ¢ € L!([0, B]), avec B > 0, qui satisfait
| fOB e g(t) dt| < constante pour tout n € N est nécessairement nulle : ¢ = 0 presque

partout. Déduire de ce qui précede que f =0.
(h) Soient maintenant f, g € €2(R) := {h € €°(R): h|
f*xg=0.
En posant fi(z) := z f(x) et g1(x) := x g(x), montrer que :
frg+ fixg=0.
(i) Montrer que f * g; = 0. Indication: Calculer (f * g1) * (f * g1).

o0 = O} satisfaisant :

(j) Montrer, pour > 0 et pour tout entier n > 0, que :
0= / flx—y)y"g(y) dy.
0
(k) Utiliser un théoreme de densité pour montrer que :

0= [ (e = a)*iv

(I) Montrer que 1’algebre de convolution (CKE(R), >x<) n’a pas de diviseur de zéro.
(m) Montrer que si f,g € L] (R, ) satisfont f x g = 0, alors f = 0 ou g = 0.

Exercice 4. [Lemme de Fejér, sans indication] Soient deux fonctions définies sur le cercle
unit€ T = R/277Z, intégrable f € L'(T), et essentiellement bornée g € L°°(T). Montrer

que :
f(O = ||m/ f(

n—o0
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12. Corrigé de I’examen 6

Exercice 1. (a) C’est une question de cours. Soit donc ¢ € L!(R) telle que ¢ > 0 et que

2 ¥(y)dy = 1, et, avec £ > 0, posons t.(z) := L (%). Via le changement de variable

y:=2%,onaencore 1 = [*° . (x)dw.
Etant donné une fonction quelconque f € °(R) N L=(R), on calcule la différence a
étudier en tout point fixé r € R :

f () — fz) = / T fa— ) dely) dy — f(x) -1
= /OO (f(z —y) — f(x)) Ye(y) dy.

[e.9]

Maintenant, puisque f est continue en x :
Vo >0, Jv=wv(d) >0, (!(a:—y)—x‘ <v= |f(z—y) - f(2)] <(5>.

En découpant alors I'intégrale [ fooo

= f|y‘<v + f‘y|>v, on en déduit la majoration :

() — F@)| <6 [ wely)dy+2] ] /| ey

lyl<v
<fR Pe=1

Mais dans I’intégrale restante, en revenant a I’expression . (y) = %w(%), on peut poser
x := £ et se ramener au majorant suivant :

‘f*gbg(a:) —f(:z:)’ < (5+/ () de,

|z[>Z

dont le deuxiéme terme a droite tend vers zéro lorsque ¢ — 0, puisque ¢ € L'(R) par

N . v
hypothese, et puisque = — oo.
(b) Si f est de plus uniformément continue sur R, il est clair que le v ci-dessus ne dépend
pas de z, donc la convergence est uniforme.
(c) Le cours a montré que la transformée de Fourier de e™ vaut ™", et en a déduit par
simple renormalisation que :

— 1 xe2

emR(E) = F (TN =z
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(d) Avec le changement de notation ¢’ := x — y et 2’ := &, I’intégrale a calculer devient :

o0 5252 2% > szz/Q Qima! & ’
e 2 ePmETY) ge = e~ 2 e gy

o0 —00
82 /
[Reconnaitre .7 (-)] = cg(ei7 ! 2) (5/)
7‘,25/2
™ TTe
[Question (c)] =4/ =€ H
2
_ V2T ey
e

(e) L'intégrale en question :
oo ) e2¢2
| ReremeeF g

existe bel et bien, puisque la transformée de Fourier fde toute fonction f € L' est bornée

. . e2¢? N . . N .
et puisque le facteur exponentiel e~z est a décroissante tres rapide lorsque |{| — oo,
pourvu que € > 0.
Pour la méme raison, sur R x R, la fonction produit :

1,6 — fy)eF € L'(R xR)

est intégrable. Ainsi, le théoreme de Fubini-Tonelli nous permet d’échanger 1’ordre des
intégrations :

oo . 2 o0 [e’e) ' ' 2
[ Reemeite= [ e sl

Lo [ csveno)

> 2 7r2(a:—. )2
[Question (d)] _ / f(y) dyv 7T€_2Tv

15
=/ f) pe(x —y) dy
= fxp(x).

Notons au passage qu’avec la fonction :
o(2) == V2me 27

ces fonctions ¢.(-) avec € > 0 en sont les renormalisées :

pe(x—y) = éso(x;y)

et en utilisant la valeur 1 = f fooo e~™ dx vue en cours, on vérifie aisément (exercice) que
1= [7 o(z)d=

(f) Grace a cette derniere observation, le résultat de la question (a) s’applique avec ¢ := ¢,
et il offre en beauté la formule de type «inversion », valable pour f € €°(R) N L=(R) N
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L'(R) en tout point z € R :
o0 2,2
— | — i Iy Qimaf  — 5
fla) = lim fxpe(z) = lim /_OO F(€) 2™ =2 de.

Exercice 2. (a) Sur R, on pense a la fonction réelle d’abord définie sur R, et positive :
T lorsque 0 < =z < 1,
g(z) = { m lorsque z > 1,
puis prolongée par imparité a R_ :
9(x) == —g(-2) (V2 <0),
qui s’avere étre continue sur R. Alors pour toutR > 1:

[ [
L . zlog(e+ x)

[ e
dz
1 (e+x)log(e+)
R
[Primitive connue !] = [log (log (e + :I:))] )

= log (log (¢ + R)) — log (log (e + 1))

— OQ.
R—00

WV

(b) Puisque “T"t ~ % = lent = 0, ce qui montre la continuité sur [0, oo, donc la conver-

gence de I’intégrale en 0, il s’agit d’établir la convergence en 400, donc d’apres le critere

de Cauchy, de montrer que :
? B N sint
0= lim —dt.
M— 00 M t

N>M

Posons :
m = inf{szN:Mglm} et n::sup{kEN: lmgN},
d’ou :
O< mr— M<K et 0 < N—nm <,

Nosint T Sint " sint Nosint
/ '—dt:/ '—dt+/ '—dt:/ AL TS

Ici, les intégrales 1 et 3 tendent vers O lorsque N > M — 00 :

T sint mroq mm — M
/ Tdtg/ ;dtgﬂ—<£—>0,
M

M M M M—oo
N sint
/—dt
S

N1 N —nm T
< —dt < < — 0.
e U
Quant a I'intégrale centrale, on peut réaliser qu’il ne faut pas passer aux valeurs abso-

nm = (N — 1)7r N—00
lues, car (exercice) :
_ " |sint|
oo = lim Tdt (VmeN),

iy
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mais heureusement, la série numérique :

0 p(kD)m o
Z/ 5|_mtdt225|n(k7r+u)du

~ Jin t p km+u
e T .
sinu
— (—1)k / ? du
—1 0 7T+u
=:ak
est alternée :
0 < Q41 < ag, ap — 0,
k—oo

donc convergente d’apres un résultat connu, et enfin, le critere de Cauchy pour les séries
numériques convergentes montre qu’on a bien :

n—1 .
nm t
0= fim 3 (-Dfw = fim [ a

n=m k=m n=m mm

(¢) Supposons donc qu’il existe une fonction f € L'(R) dont la transformée de Fourier
f = g est égale a une fonction g satisfaisant comme a la Question (a) :

o0 = Iim/ Md:zc,
1

R—00 T

et introduisons la fonction impaire :

F(t) =i (f(t) = f(-1)),
satisfaisant visiblement :

[Fliw < 2[flew) < oo
En écrivant comme indiqué g(z) = 1 (g(z) — g(—x)), ce qui est vrai par imparité de g,

il vient : R N

g9(x) = 3 f() — 5 f(—a),
puis, en revenant a la définition de la transformée de Fourier, en écrivant | fooo = BOO + . OOO,
et en effectuant le changement de variable ¢ — —t dans les intégrales 1 et 3, on obtient :

0 o0
g(x) = %[ f(t) e—2iﬂ'zt dt + %/O f(t) e—inmt dt —

1 /° : 1 [ :
_ 7/ f(t) e2z7r1:t dt — = f(t) 62z7ract dt
2 —oo 2 0

1 [ ; 1 [ ;
7/ f(—t) e2z7ra:t dt + 7/ f(t) e—217rxt dt —
2 0 2 0
1 > —2imxt 1 OO 2imxt
- = f(=t)e dt — = f(t)e dt
2 0 2 0
1 [ ; ; I ; ;
— ,/ f(t) (62171'9015 _ 672z7rzt) dt + 5‘/ f(—t) (6217rzt _ 672z7r:rt) dt
0 0

[Regrouper 4 et 2, puis 1 et 3] 5

= — '/OOO f(t)sin (2mat) dt+i/ooo f(=t)sin (2mat) di
_ /OOO —i (f(t) — f(—t)) sin (2at) dt
= /oo F(t)sin (2mat) dt.
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(d) Pour R > 1 fixé, la fonction définie sur [1, R] x [0, oo] par :

(x,t)

_ sin (2mat)
T

F(t)

est intégrable, car M < % est continue bornée, etcar F € L' (R) comme nous venons
de I’observer, donc le théoréme de Fubini-Tonelli permet d’intervertir les intégrations :

/1R @dm = /1R (/OOO F(t)sin (27Txt)dt) Ci—x
_ /OOO (/1R —Si"(imﬂ d:}:) F(t) dt.

(e) Grace a la Question (b), dont découle ’existence d’une constante 0 < C' < oo telle
qu’on ait la majoration uniforme :

5 sin
‘/ —ydy‘ <C (¥s>0),
0 Y

nous affirmons que I’intégrale intérieure flR obtenue a la fin de la Question (d) ci-dessus
est alors bornée quel que soit R > 1, grice a la relation de Chasles [ = [ — [/ et a des
changements de variables élémentaires du type y = ax d’ou d—yy = dz .

R H R H 1 H
‘/ sin (2maxt) i ’/ sin (2mat) . _/ sin (2mat) d:z:’
1 X 0 x 0

T

27wtR - 2t -
sin sin
/ oy dy‘ + ‘ / = dy‘
0 Yy 0 Yy

< C+C.

VAN

Ainsi en revenant au résultat de la Question (a) et en se souvenant que F' € L'(R) :

R [e.e]
o g(x) dr < 20/ ’F(t)‘dt = 2C|F|rr = quantité bornée,
x 0

00<R 1

ce qui est trés contradictoire avec une des vérités les plus fondamentales des mathéma-
tiques !

Exercice 3. (a) Soient deux intervalles ouverts I, I, C R d’intersection I; N I, = ) vide.
Soient deux fonctions non nulles :

p1 € 6.°(L) C S (R),

p2 € 6.°(2) C S (R),

par exemple deux fonctions-plateaux égales a 1 sur deux intervalles fermés bornés non
vides J; C I; et Jo C I5. Alors leurs transformées de Fourier inverses :

mm:/m%@ﬁM@zﬁﬂwm»

—0o0

mm:/mw@ﬁmﬁzﬁﬂmm»

—00
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appartiennent a 1’espace de Schwartz . (R) et sont encore non nulles, puisque, d’aprés un
théoreme du cours, la transformée de Fourier .% établit un automorphisme de 1’espace de

< (R) (isométrique, qui plus est, pour la norme L? ‘ S®) induite). Donc inversement :

o1 =F(f) = ]/6\17
p2 = F(f2) = fA2>
et alors d’apres un autre théoreme du cours :
Frebo=Fhh
= P1¥2
=0,

donc puisque la tranformée de Fourier est injective :

fixfa=0,

ce qui fait voir que 1’algebre de convolution (Ll(R), *) possede des diviseurs de zéro —
propriété surprenante et quelque peu génante qu’il va s’agir maintenant d’éviter en tra-
vaillant sur R, .

(b) Soit donc I’espace des fonctions nulles sur la demi-droite négative R* et localement
intégrables sur la demi-droite réelle positive R, :

Ly (Ry) == { f: R — C mesurable telle que [, |f| < oo pour tout intervalle borné J C R,
et telle que f|] o[ = O}

La convolée entre deux fonctions f, g € L} (R, ) est a priori définie comme :

frgx /f —y) dz,

pourvu que cette intégrale converge en presque tout point x € R. En tout cas, comme
f(y) = 0poury < 0etcomme g(z —y) = 0 pour z —y < 0, I'intégrale f porte en fait

sur :
— 0o y=>0

x—y=>0

Ainsi, lorsque x < 0, la deuxieme inégalité x > y avec la premiere y > 0 donne I’ensemble

vide :
e / Iy —y)dy=0+/®=o,

et quand x > 0, il vient bien :
~ [ fw)ga-y)ay
0

la convergence étant garantie par I’hypothése que f,g € Ll _(R.), cette formule étant
d’ailleurs invariante par le changement de variable y —  — y qui donne :

frgx / flea—y) gy)dy = g* f(x).
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(c) 11 s’agit, pour tout intervalle borné J C R, d’établir la finitude :

[ 15+ otalin <

et plus généralement, pour tout réel M > ( (arbitrairement grand), disons avec J C
[—M, M], d’estimer :

/ |f*g(x |dx—/ }f*g )| da
[
// )l l9(z — )| o dy
—/0 |<>1dy/ 9z — )| da
< [rwla [ atea:

= [flzrom - Il v
< o0,

— ) dy‘d:v

cette derniere finitude provenant du fait que [, |f| < oo et [, |g| < oo, pour tout sous-
ensemble mesurable borné £ C R.

(d) L astuce consiste a écrire un carré d’intégrale comme produit d’intégrales dans deux
variables distinctes, de maniere a faire apparaitre une intégrale double sur un domaine
bidimensionnel :

(/_iemf(A—:L’)da:)Q — /_ienuf(A_u)dU/_iemf(A—v)dv

N / / " (A~ w) f(A — ) dudv,

—A<v<A
ici le simple carré :

C = [-A A x[-AA] = ThUTy,
que I’on décompose en deux triangles fermés presque disjoints :

T, =
TQ -

(w,v) ER*: —A<u, —A<v, u+v<0},
(u,v) ER*: u< A v<A utv> O}

{
{
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T>

e

—A A

T

—A

Ainsi :

=111,

ce qui correspond bien a :

J://
ng//o

(e) Soitdonc f € L] (R,) satisfaisant f * f = 0. Dans cette deuxieéme intégrale .Jo, sur le

loc

triangle 75, on effectue le changement affine de variables :

") F(A —u) f(A —v) dudo,

g
INININ
o &

") F(A — ) f(A—v)dudv.

<A
<A
“+v

NS g

U

r=2A—(u+v), y = A—u,
d’inverse :
u=A-—y, v=A—-z+y,
lequel établit un difféomorphisme de :
Ty ={u<A v<A 0<u+v} dou u+v<2A4,
sur le rectangle :

A A—x+y<A 0<24—=zx, 2A—:L’<2A}

R::{A—yg
r < 24, Ogygx},

={0<

et comme la valeur absolue du déterminant jacobien vaut 1 :

du  du B
det(‘gﬁ gg>:det<01 11>,
dxr Oy o
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la formule de changement de variables donne :

_ n(u+v) _ _
Jo //T2 e f(A—u) f(A—v)dudv

:// 24~ f(y) fla — y) do dy
(o)

[Question (b)] = / n(QA ?) f f( )
0
[Hypothese] = 0.

(f) Ainsi, J5 = 0 s’annule. Dans J;, le facteur exponentiel e"(utv) 1 est uniformément
controlé, puisque u + v < 0, et on peut donc majorer de maniere élémentaire par une
constante indépendante de n :

< [y FA= 0] (A= o) duds

—A<v
u+v<0

< /i F(A — ) du /i F(A —v)do

= | flero24) - | £ 210,24
< 00,

ce qui donne, en revenant a la Question (d) et en prenant une racine carrée :

‘/A " f(A—z)dw

< constante}A.

Pour terminer, la décomposition f A f + fo , en tenant a nouveau compte du fait
que €™ < 1 lorsque x < 0, donne :

'/_Z e f(A — ) do

d’ou le résultat voulu par simple inégalité triangulaire :
A
/ e f(A—x)dx
0

(g) Puisqu’on admet que UOB e g(t) dt| < constante offre g = 0, ici avec g(z) :=
f(A —xz)et B:= A, il vient sans aucun effort f = 0.
En conclusion, dans L] (R, ), I'équation f * f = 0 n’est satisfaite que par f = 0.

< | fllzrpaza

= constante? 4,

< constante}’A + constantefc,A.

(h) On travaille maintenant pour simplifier dans :
0 O(R
EVR) = {h € h]] =0},
au lieu de L} (R, ), et on étudie I’équation :
fxg =0,
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/f )y = 0 aso)

Soient donc fi(z) := z f(x) et g1(z) := z g(x). Un calcul (tres) simple donne, pour
x > 0 (sachant que pour = < 0, on a déja vu que f; *g(x) = 0 = f g, () pour des raisons
de support) :

forgl@) + fri(e) = /xyf@)g(x—y)dw/ox £() (& — ) gz — ) dy

0

c’est-a-dire pour f, g € €7 (R)

:O+/ fy)xg(x —y)dy
=z -fxg(x
= 0.

(i) Comme on vient d’obtenir f x g; = — fi * g, on peut remplacer, utiliser le fait que le
produit de convolution ‘x’ est associatif et commutatif, pour calculer :

(fxq)*(fxq) = —fxgxfixg
= _mo*fl*gl
— 0,

et enfin, appliquer le résultat obtenu a la fin de la Question (g) a la fonction continue h :=
[ * g1 appartenant a 47 (R) pour atteindre :

f*xg1 = 0.

(j) Pour n = 1, comme g;(y) = y g(y), on vient d’obtenir :

0= f*xaqly / flx—vy)y' gly)dy (Va>0),

sachant que pour x < 0, cela est automatique, donc on a :
fxg=0 = [fx*xg =0,
d’ou par une récurrence instantanée :
== - = [xg, =0,

pour g, (y) := y"g(y), avec n > 1 entier.

(k) D’apres le théoreme de Weierstrass, sur tout intervalle, les polyndmes sont denses dans
les fonctions continues pour la norme 4, donc on peut écrire :

fla=y)gly) = lim > ary,
k=0

la limite étant uniforme sur [0, z|, avec des constantes appropriées a; € R.
Ensuite par linéarité, la Question (j) qui précede donne :

0= /Om flz—y) (ao+-~~+any")g(y)dy,
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et enfin en prenant la limite :
* 2
0= [ (e~ gtw)* dy.
0

(I) Comme f et g sont continues a valeurs dans R, ceci implique, pour tout 0 < x et tout
0<y<zque:
0= flz—-y) ou 0 = g(y).
S’il existe y > 0 tel que g(y) # 0, alors f(x — y) = 0 pour tout z > y, c’est-a-dire
f(z) = 0 pour tout z > 0, d’ott f = 0 sur R tout entier.

S’il existe y > 0 tel que f(y) # 0, le changement de variable y — x — y dans
I’intégrale ci-dessus donne :

* 2
0= / (f(y) g(x —y))" dy,
0
ce qui implique similairement pour tout 0 < z ettout 0 < y < x que :

0= fy) ou 0 =gz —y),
et le méme raisonnement donne g(z) > 0 pour tout z > 0.
En conclusion, fxg = 0 pour f, g € €?(R) n’est possible que dans les deux cas triviaux
ou f =0, ouou g =0 — c’est chouette !
(m) Lorsque f et g ne sont qu’intégrables au sens de Lebesgue, la méme démonstration
fonctionne, a condition de se souvenir que le théoreme de Weierstrass est vrai aussi sur tout
intervalle pour la norme L'.

Exercice 4. Commengons par démontrer que, pour tout polyndme trigonométrique () €
C[e™, "] et toute fonction g € L>(T), on a bien :

Q(0)§(0) = lim / Qo

avant d’aller plus loin au moyen d’arguments de densité.

Sidonc :
Q=) ae™ (ar €©),

par linéarité, il suffit méme de démontrer cela pour une exponentielle individuelle Q = e**?,

avec k € Z.

Pour k = 0,ona @ = 1, d’ou Q(0 = [T Q(t)e ™ 4L =1 et on teste si:
9 do
1-g(0) = lim / 1-g(nb) —
n—oo J__ 2
do
0)
9(60)

—Tn

—mn42T d(9 nm d@
(L s [T a05)

/_7r g9(9) %
0).

I
D) I3 3 S~
3
3
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Lorsque k € Z\{0}, vérifions la relation demandée en supposant d’abord que g = h €
%*(T) est deux fois continiiment dérivable.
Dans ce cas, puisque d’apres un théoreme du cours, 1’inégalité obtenue en intégrant

deux fois par parties :

H%O(T) (Veez)

assure que h est égale en tout point a sa série de Fourier :
o0
E h(¢) e (VOET),
{=—00
on peut insérer :

i /}2(6) eién@)

{=—0c0

et intervertir :

0= Iim/ eikeh(nﬁ)ﬁ

n—oo [__ 2
de
— i lk@ h z@n@
in [ QZ; o
L . do
= i h zk@ ind 7
nLrT;o -E—z—:oo / € 21
70quand|n\\;k+1et\€|>1
[~ T, dl
Donc £ = 0 = lim [A(0 6
[Donc ] nl_)rrgo_()/_ﬂe 2%}
= 0,

oui

cette derniére annulation provenant de k # 0.
Si g € L*(T), pour tout € > 0, par densité de €*(T) dans L'(T), et puisque L>°(T) C
LY(T), il existe h € €*(T) telle que :

lg =Rl < e,
d’ou:
‘/: et (g(n@) — h(n&)) ;li < /T:; ’9(9) — h(0) nd;r
= =g - hlu
< l-g
et puisqu’on a aussi :
19(0) = 1(0)| < g = Al
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le résultat montré a 1’instant pour h est hérité par g, toujours avec f = Q = e™*? :

50~ [ gun) da—(efk-(mﬁ(e)— [ enn 37| <

< O30~ T+ | [ (= 00) 4 1) 5

< e+te,

™

donc ensuite par linéarité, pour tout polyndme trigonométrique f = Q € Cle=% ¢'].

Il reste seulement a faire voir que le résultat qui vient d’étre démontré pour des poly-
ndmes trigonométriques quelconques se transmet a toutes les fonctions f € L(T).

Evidemment, on approxime f en norme L' sur T a & > 0 prés par un polynéme trigo-
nométrique P. € Cle™, ¢"]

Hf_PEHLl(T) S 6

par exemple en utilisant la suite des convolées de f avec le noyau de Fejér.
Si nous appliquons alors ce qui vient d’étre démontré au polyndme trigonométrique
Q := P., il existe N(¢) > 1 tel que :

P0)50) - [ @) 5| <

n > NE) =
- 7

Commencons par I’inégalité simple :

g0l = | [ s

d9
< glo=o / e

= |9l
suivie d’une autre presque aussi simple :

F(0)5(0) = P-0)3(0)] = |(F(0) = P-(0)) 5(0)
|/ = Pell ey [300)]
< elglrecm),

N

et estimons enfin en insérant quatre termes de somme nulle, toujours pour n > N(g) :

o[, e < [f030) - 0)70)| + |P.0)50) - / P.(0) g(n8) 5

— s

‘/ ne——/f ne—

e Mgl + €+ [P = Loy - Wolierry

. (1 + 219l )

ce qui acheve le corrigé de ce bel examen !

+
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13. Examen 7

Exercice 1. [Théoréme de Fejér-Lebesgue] Etant donné une fonction f € L'(T, C) in-
tégrable sur le cercle et a valeurs finies, Lebesgue a démontré — résultat admis ici — que
presque tout point # € T est un point de Lebesgue, au sens ou :

1
V- ah—n:o?_5 Jit-o<e 7 = 1) dt.

J/

— s 1F6-)—F(O)] i

L’objectif de cet exercice est d’établir qu’en tout point de Lebesgue 6 € T, les sommes de
Fejér convergent vers :

f0) = lim a,(f)(0)

n—oo

= Tim (F,* [)(6).

n—

On fixe donc un tel 6 € T, et on introduit :

D(d) = /HM |f(t) = f(0)|dt = /tl<5 | F(6—1t)— f(0)]dt,
0+6 0
@wapzl |ﬂﬂ—ﬂ@Mt=/;Uw—w—ﬂ@Mu

BH(5) = /9_5 }f(t)-f(@)\dt:/o F0— 1) — £(0)] dt.

(a) Vérifier que ®(0) = o(4), et montrer que pour tout ¢ > 0, il existe § = d() > 0 tel
que :
0 < &), D (5), P(0) < €6 (VO<F<(e)).

(b) Rappeler I’expression explicite du noyau de Fejér F,,(¢) pour —7 < ¢t < 7, ainsi que la
valeurde [ F,(t) &

(c) Sachant que 0 < % < /4 pout tout entier n > 2, on découpe en trois morceaux :

Focf0) - 7O < [ Fut]r0 -0 16)] 5

/0<|t<1 /1<t| 1/4 /1

W1/4
=: Ii(n) + Ix(n) + Is(n).
En s’inspirant de I’indication qui n’apparait qu’a la page suivante, montrer que :

I3(n) — 0.

n—oo

<tl<n
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Indication: Pour 0 < 7 < m, utiliser I’'inégalité vue en cours :
1 o 1
. t ~ .
(sin 5)? (sin )2

(Vo <t <),

ainsi que I'inégalité [sin £| > %‘, valable pour tout 0 < |t| < 7.
(d) Montrer que pour tout 0 < [¢t| < 7:

7T2

0 < Fult) < .

(e) Montrer que :

n—oo

(f) Montrer que :

3=

T[T |f(0—1)— f(0) T [W | f(0—t) — f(0)]
I(n) < %/_ . 2 dt—i-%/i 2 dt

=: I, (n) + I (n).

(g) 1l s’agit d’atteindre lim,, o, I; (n) = 0 = lim,,_., I,7 (n). Les deux cas étant similaires,
traiter seulement I (n), et conclure. Indication: Effectuer une intégration par parties.

Exercice 2. [Lemme de Kirszbraun] Soit £/ un R-espace de Hilbert muni d’un produit
scalaire (-, ) = (-,-) d’ou dérive lanorme | - |g = || - |. On suppose :

1 <dmFE < 0.
En tout point ¢ € £, pour tout rayon s > 0, soient les boules ouvertes :

B(c,s) = {z € E: |v —c| < s}.

Soitun entier I > 1, soient des points a4, . . ., a; € F, et soient des rayons ry, ..., > 0.
Sous I’hypothese principale que les boules ouvertes correspondantes sont d’intersection
non vide :

@ 7& m B(ai,ri),
1<i<t
I’objectif de cet exercice est d’établir que pour tout autre choix de points by,...,b, € E
satisfaisant :

[0 = b < flais — e (1<inia <),

on a encore la non-vacuité de I’intersection des boules ouvertes :

1<

(a) Montrer qu’il existe (au moins) un point p € ( \1<;<; B (a;,r;) tel que :

(b) On fixe un point :

pE ﬂ B(ai,ri)\{al,...,al}

1<
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dans cette intersection qui est distinct de tous les a;, et on introduit la fonction :
E — R,
T — max ———.
2 —al
Montrer qu’il suffit d’établir I’existence d’un point ¢ € £ en lequel :

P(q) < 1.

(c) On raisonne alors par 1’absurde en supposant que ®(x) > 1 pour tout x € E. Montrer
qu’il existe (au moins) un point ¢ € E en lequel ® est minimale :

B(q) = inf B(a).

(d) Puisque le raisonnement par 1I’absurde se poursuit, on a $(¢) > 1. Montrer qu’on peut
supposer, pour un certain entier 1 < K < I, que :

g —b:i| = @(q) |p— ai (V1<i<K),
la = b < @(a) |p — ai] (VRH<i<I),
(e) On introduit maintenant I’enveloppe convexe fermée des points by, ..., by :

(g = {C:)\lbl++)\KbK€E Og)\lu"'7>\K<17 )\1++>\K:1}

Montrer que ¢ € % . Indication: Introduire le projeté orthogonal 74 (q) de ¢ sur €, supposer
en raisonnant par contradiction que ¢ # 7« (q), et analyser le comportement de la fonction
® en des points de la forme :

@ = q+1t(me(q) — q),
pour 0 < ¢ petit. Notamment, on pourra établir, pour 1 < ¢ < K, la formule utile :

lae=8il* = fla=b:l+2¢ | = [el@) — gl + (meea) = bs, (@) — )|+ |mcla) "

(f) Pour tout 1 < 7 < K, on pose :
e = q— Db et d; == p—a,.
Montrer que pour tous 1 < 2,7 < K,ona:
(ei,€5) > (di, dj).

(g) Siq € € s’écrit ¢ = A\iby + - -+ + A¢bg avec certains 0 < Aq, ..., A\ < 1 de somme
1 =AM + -+ A, montrer que :
2

Y

Mer 4+ -+ Ace||” > |Aads + - + Aedi

et conclure.

Exercice 3. [Transformée de Fourier dans I’espace de Schwartz] Pour x € R, le sinus
hyperbolique et le cosinus hyperbolique sont définis par :
sinha = - et coshzx = ete’
2 2
L’objectif de cet exercice est de calculer explicitement la transformée de Fourier de la

fonction :
T

T — — ,
sinh z
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prenant bien entendu la valeur 1 en x = 0.
(a) Montrer que :

sinhz i %
— o
x —~ (2n+1)!

(b) Montrer que la fonction x —— —%— est € sur R.

sinhz

(c) Pour tout entier £ > 0, montrer qu’il existe des polyndmes P j(x) € Q[z] pour —k <
J < k, tels que :

d* ( x ) _ Z—kgjgk e’” Py j(x)

dx* \ sinhx (sinh x)k+1
(d) Montrer que v — = appartient a I’espace de Schwartz . (RR).

(e) Montrer, pour tout nombre complexe A € C avec Re A < 0, que :

> 1
Az
/0 xre d(L’ = —)\2 .

(f) On introduit la suite de fonctions (hN (x)) ?:1 définie, avec £ € R fixé, par :

N—1
ha(z) = Z x cos (2m€ x) e~ (AT,
n=0

/Ooo (NleoohN(x)) dv = lim /OOO ha () da.

-~

(g) Montrer que la transformée de Fourier f(&) de la fonction f(z) :=

Montrer que :

T

- vaut :
sinh x

o0

ey (2n + 1) — (2m€)?
fe) =4 nz% ((2n +1)2 + (2m€)2)*

Exercice 4. [Non-dérivabilité optimale de la fonction de Weierstrass] Soitunréel b > 1,
et soit une fonction :

ve€=(1 0] By).
indéfiniment dérivable a support compact dans un intervalle contenant {1}, avec :
v(l) = 1.

(a) Montrer qu’il existe une fonction u € .(R) dans I’espace de Schwartz telle que u = v,
ou,pour 7 € R:

u(r) = / u(y) e 2™V dy.
(b) Montrer que, pour tout & € N et pour tout £ € R fixé, on a:
> u(0)
/_ u(f(z —¢)) dv = o
(c) Montrer que, pour tout £ € N et pour tout £ € R fixé, ona:

0 = /OO (x — &) u(VF(z —€)) du.

o0
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(d) Soit maintenant une fonction continue bornée f: R — R dont on suppose qu’elle est
dérivable en un certain point £ € IR, sans rien supposer d’autre. On considere un dévelop-
pement de Taylor de f al’ordre 1 en ¢ :

flx) = f(&) + (&) (x = &) + R(x,9),

avec un reste R(z, £) petit exprimant que f est dérivable en ¢ :

R(l’,f) = 0(|$—€’)

Montrer, pour tout £ € N, que 'on a :

o

/ f(z bkx—g))dx:/ R(z, &) u(bF(z — €)) du.

—0o0

(e) Pour tout ¢ > 0, montrer qu’il existe § = d(g) > 0 tel que :
5+5 . -
\/5 Qe -9)] < g [ lollutw)|

(f) La norme ¢ étant définie par | h|4o := sup,cp |2(y)|, montrer que 'on a :

H/ld+/:°] R(a, &) u(t(z - €)) dx\ vtk [/5 6 /] sl

(g) Etablir le Lemme de Freud, d’aprés lequel, si f est dérivable en £ :
0 = lim / b* f(z)u(bF(z —€)) da.
k—o0 oo

(h) Soit a présent un autre nombre réel 0 < a < 1. On suppose que ab > 1, et on introduit

la fonction de Weierstrass :
oo

Z cos (27b" x)

=1

—2imb"
— E a® (62171'17 T +e 2ih ac>
n=1

Si ¢ € R est un nombre réel quelconque fixé, montrer que pour tout £ € N, on a :

/ f(z bk (x —5)) dr = a—ke’%’rbk5
= ,

(i) En déduire que f n’est dérivable en aucun point ¢ € R.
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14. Corrigé de I’examen 7

5 ®(0) signifie précisément que :

®(0) = o(9),

Exercice 1. (a) L’hypothese 0 = limg_,

et comme :
0 < @) =D (6)+D7(),
tous trois étant positifs, on a aussi :
©7(d) = o() = @7(9),
et ce qui est demandé exprime rigoureusement le « o(d) » en question.

(b) Pour qui n’a pas fait 'impasse sur 1’apprentissage de son cours :

1 /sin2\?2
Fo(t) = —( . %) >0 O<t|<m),
n \ sin 3
avec F,(0) = n, etonal—f Fo(t) L.
(¢) Avec 1 := —, pour tout 1/4 < |t| < 7, on a donc:
1 1

. < —
(sin)? = (sin%)?

d’ou I’estimation-majoration :

dt
I3(n) - /nll/4 << Fn(t) }f(e B t) B fw) %
: n ! dt
-l e 1 ) g 100 =0l
l 22 ,1/2 B ﬂ
) /1 <li<n S LT f0 =) = £0)] 5

| -
< ([ vogsiror [ 15

s
— ——=constante
NZD

— 0.

n—o0
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2
T .
S E

(d) On majore en effet, grace a [sinu| < |u| eta .

1
(sin £)2

0 <R = LA

BE

4~

n
1
n
2
4

(e) Grace a la majoration élémentaire obtenue a I’instant pour F,(t), et grice au fait que ¢
est un point de Lebesgue, on majore en effet :

dt
hw = [ ROE-0- 505,
2 dt
<y [ be-n-soly
o)
.

1 12
0 < Fu(t) € ——
®) n(sm%)2
1 72
g__
n t2

o = [ R@10-0- 105+ [ 01560 50)| 5

11/4 2w 1
—% 1 7T2 dt ﬁ 1 7]-2 "
< - o dt 1x N dt
< /_ i P | F(6—1t)— f(6) 5 +[ - |£(0—1) — f(0)] o

et apres réorganisation visuelle, ¢’est le résultat demandé.

(g) La fonction ®*(¢) étant manifestement une primitive :

0 / |f —u) |du
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on peut effectivement I’utiliser pour intégrer par parties :

1 1
+ 1/4 Yz
coy T [ ] Y T (W2
@ ( 11/4) T q>+(%) +7r/n11/4 Ot (¢) gt
~ 5. 7/ 1 \2  on 2 .
T L TR LAY N
1
IR Y7ty (0 S W ey (8 W KA )
on3a " (D (n1/4) 2n<I> n) n[ 13 dt,
=20 520

le premier terme et le deuxieme terme ayant 0 pour limite, d’apres le résultat () = o(4)
de la question (a) qui équivaut a :

d—00

0= lim %¢+®)

Quant au troisieéme et dernier terme, pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe d(¢) >
0 de la forme :

1
i(e) = 19
N(e)1
avec N(g) > 1 entier tel que :
0<dH(t) < et (VO<t<N(e)"T).

Alors pour tout n > N(¢), en utilisant :

1
7 O (t W71 et
( ) dt < —dt
1 13 1 t3

on peut estimer :

™ 4 1 T 1 ™ 4

N J/ N J/

TV TV
— 0 — 0
n—o0 n—r o0

le dernier terme étant majoré par € 7, ce qui termine le travail.

Exercice 2. (a) Puisque 'intersection de ces boules ouvertes est un ouvert non vide de
E = RIME &yiter le nombre fini < T des points constituant I’ensemble {a,...,a,} en
restant dans cet ouvert est aisé.

(b) En effet, si I’on disposait d’un tel point g, alors il viendrait :

la =t < llp—ai
< T (1<ig),

donc ¢ serait dans chaque boule ouverte B(b;, 1;), et ainsi, I’objectif se réaliserait :

0 # {q} < () Blbim).

1<
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(¢) Comme maximum de I fonctions continues, la fonction ® est continue sur £. Claire-
ment, elle tend vers I’infini lorsque || — co. Comme E = RY™ ¥ est de dimension finie,

donc localement compact (complet), ¢ atteint son infimum en au moins un point.
(d) En effet, par construction :

lg — bil
1<<i |p — a;

®(q) =

et si ce maximum est atteint pour un certain nombre K > 1 d’indices 1, il suffit de renu-
méroter I’ensemble pour les placer tous en premier (ce qui ne change rien aux données du
probleme).

(e) Nous allons faire voir que ¢ décroit localement le long du segment [q,mg(q)}, en
partant de q :
(I)(q) > & (qt) (0 < ¢ petit),
ce qui contredira le fait que ¢ est un point ou ¢ atteint son minimum.
En effet, comme pour tout K + 1 <7 < I,ona:

lg — bi
— < ®(q
p—al < 7
la continuité de t — ¢; assure qu’on a encore :
b;
la = bl < ®(q) (VO<t petit, K+1<i<1).
Ip—al

Ensuite, pour les autres indices 1 < 7 < K, développons le carré :

o= 0l® = (0= + (¢ (rea) — )|

— Hq — biH2 +2t (g — by, m5(q) — q) + 1* Hm,;(q) - qHQ.

Insérons au centre ¢ — b; = g — ¢ (q) + 74 (q) — b; :

lae = 0:” = |la = bi])” + 2t {g — 7 (q) + 7e(q) — i, m6(q) — @) + 1 |me(q) — g
= g — b + 2t [—|7T% ) —a||* + (mele) - b W<K(Q)—QZ] + £ |me(q) — g
20 <0

Or, rappelons-nous que le projeté orthogonal d’un point sur un convexe fermé satisfait :
(e (q) — ¢, me(q) —q) < 0 (Vee?).

Comme a + 2t B+ vt2 ~ a + 2t 3 < a lorsque 3 < 0 pour 0 < t assez petit, il vient :
—b,-” < Hq—biH (0 < tpetit, 1 <i<K),

et donc, en tenant compte d’une inégalité valable pour K + 1 < 7 < 1 vue il y a un instant,
toujours pour ¢ > 0 petit, on aboutit a une inégalité :

_h '
<I>(qt) = max ”qt bil < max la ” = ®(q),

B p—al = S al

qui contredit avec effronterie le choix de ¢!
(f) Tout d’abord, on a par hypothese pour 1 < 7,5 < K:
<

ei—eif = | =bi+b| < || -aita] =d-

I
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et par construction :
ledd = fla = b:]l = 2(g) [p — asf| = @(a) |4,
d’otr a cause de I’hypothese que ®(¢) > 1 visant a atteindre une absurdité :
Je: > ldill >0,

la derniére minoration provenant du fait que p # a; pour tout 1 < ¢ < 1.
Développons alors les carrés dans 1'inégalité |le; — e;]|* < |d; — d;||, ce qui donne :
leal® + lesl* = 2{es e5) < dill® + 1d;1* — 2k, dy),
c’est-a-dire en inversant le signe :
ei|* — |di]? e — |d;]?
S AN e P O 1

J

> (d;, d;).

(g) Observons pour commencer que :

K K
> Nie = Z/\ = M+ A)g— ) b = 0.
i=1 i=1

Ensuite, développons le carré :

Z/\2H62||2—|—2 Z Nidj (e, e5)

1<i<g<K

> ZA2||d||2+2 > AN (didy)
1<i<j<K
Z Aidi
=1

et «) > un nombre positif » est une contradiction vraiment fatale !

Exercice 3. (a) Comme ¢” = Y >° £ et comme e™* =y >° (—1)" 7, avec rayon de

n=0 n=0
convergence infini, il est connu / clair que :

et T i x2n+1
2 = (2n+1)
d’ou apres division par z :
sinhz f: s
x — (2n+1)!

b) La fonction 2 — SN2 et paire, €, et, grace au développement en série entiere qui
T
précede, minorée par :
sinhz

> 1 (Vz eR),
i

sur R.

(¢) Pour k£ = 0, cela est vrai avec P 1= x.
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Pour k& = 1, on calcule, en rappelant sinh’ = cosh et cosh’ = sinh :

!/ . T_ o~ x —T
( T ) sinhx — 2 cosh x Cf— —x &

(sinh z)? B (sinh z)? ’
donc P 1, P, P11 se voient a I’ceil nu.
Si, au niveau k, la formule est satisfaite :

( 7 )(k) = > _wejen € Pry(x)

sinh (sinh z)k+1

sinh x

une dérivation supplémentaire :

. (k+1) . (k)N /
sinhz sinhz

[ X<k J€° Prj(x) + e P j(z)] sinhz — (k+1) coshz [ 371, * Prj()]
(sinh z)k+2

Y ier 3¢ (55) Prg(@) + X e @ () P y(@) = (k+1) 300 @7 (55—

x

) Pr.j(z)

(sinh x)k+2
_. 2 ikt €7 P (@)
(sinh z)k+2
montre, apres une réorganisation des termes qui n’a pas besoin d’étre soigneusement expli-
citée, que cette formule générale est aussi satisfaite au niveau k + 1.

(d) Afin d’obtenir — € (R), il s’agit de faire voir, pour deux entiers quelconques

sinh
(k)
0= lim xf(_x ) .
|z|—o00 sinh x

k>0etl>0,que:
Puisque cette fonction —— est paire, il suffit de regarder lim,_, .
Or grace a la formule de la question (c) qui précede, en posant :

ko‘ = deg Pk,j;
d’ou pour certaines constantes 0 < C, ; < 00 :

| P j(z)| < Chya® (YzeR, |jI<k),

o T (k)
sinh z

et sachant qu’au dénominateur, le terme (69”)'“rl domine tous ceux du numérateur, la limite
lorsque © — oo du majorant de droite vaut 0, ce qui conclut.

il vient :
elkj pJT
¢ Z‘j‘gk de e

(ez_2efz)k+1 ?

0 < S

Az Az
b

(e) Deux intégrations par parties, et une utilisation de 0 = lim,_,, e = lim, , xe

fournissent le résultat :

/ reMdr = {a:—e)‘a’} —/ 1=eMdx
0 Ao 0o A

1 o0
:0—0—{—&} +0
20,
1

A2
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(f) On majore, pour x € [0, 00| :

N—1
|hN(:1:)‘ <z Z o~ (1+2n)z

— re® [1 + 6—2x N e—Q(N—l)x}

—2Nz

R Ry
=ze ¥t ——
1 —e 22

1
< [
< ze =t

La fonction-dominante ainsi obtenue, continue sur |0, co[, est aussi continue en 0, puisque
—2 — ~ Z ~ Llorsque v ~ 0, et elle est de sucroit intégrable a ’infini, grice au facteur
l—e—=4% 2x 2

e~ . Le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue s’applique donc pour donner le

résultat.

(g) Calculons en effet :

f(€) = / e~ £ (1) du
— = —2in€x x d
/oo ¢ sinh x v
_ /oo (e—ziw§x+62iwgm) 2re” da
0 1 —e 2
o e_x
=4 /_OO cos (2méx) @ pprs dx
=4 / (Z cos (27r§ a:) xe_(1+2")x> dx
0 n=0
[Question (f)] =4 Z / x cos (2m€ x) e (1127 gy
— Jo
— 4 Re (Z / xe(’i?ﬂf—l—?n)aj dl’)
n=0 0
Questi iRe (S 1
= e
[Question (e)] 2 (2n . 127T§)

> 1
- 2;% ( 2n+1—227T§) * (2n+1+i27r§)2)

o0

(2n +1)? — (27€)?
4 .
z_; ((2n +1)2 + (27€)?)°

Exercice 4. (a) En effet, d’aprés un théoréme du cours, la transormée de Fourier établit
un isomorphisme — isométrique pour la norme L? d’ailleurs ! — de . (R) sur lui-méme,
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d’inverse donné par la méme formule qui change seulement le signe dans I’exponentielle :

zmazf ae) e e

—00

- [ wge

etcomme v € €.°(R) C “(R), onabien u € . (R).
(b) Le changement de variable :

Yy = bk(x—f) d’ou dr = @,
bk
permet de calculer :
/_ u(bk(x—g)) dr = /_ u(y)b—k
o l > U( )672i7r0yd
- bk - y y
_ u(©)
= <
0,
b
(¢) Le méme changement de variable — attention a I’exposant de b ! — donne :
o0 1 o0
| @-9utte-9)ar = 5 [ yutman

Mais comme une différentiation par rapport a 7 — justifiée, car I’intégrande appartient a
I’espace de Schwartz, donc décroit tres vite a I’infini — de u(7) ci-dessus donne :

u(r) = —2in / yuly) e " dy,

en posant 7 = 0, il vient :

-1 ., o]

B — = d
donc au final :

o 1 -1
k _ N
/_Oo (z = &u(br(z—¢))de = o %u'(O)
1 -1,

= % 55, 20,

=0,
car v = 0 dans un voisinage de 1’origine.
(d) 11 suffit de remplacer f(x) par les trois termes en lesquels elle se fragmente, et d’ob-
server que les deux premieres intégrales ainsi obtenues s’annulent en vertu des deux Ques-
tions (b) et (¢) qui précedent.

(e) En effet, comme R(x,&) = oz — &|),onaVe > 0,3 > 0 tel que :
o —¢l <0 = |R(z,8)] < elr—¢,
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ce qui permet de majorer :

’ /:+5 u(V(z =€) do

448
< [, IR@ ol - )

-4

£+0
<5/ |z — ¢ - ‘ (tF(x - 9)) |dx
=

< 5/_00 |z —&] - [u(bF (@ —€))| do

o0

19
[Poser y := b"z — b*¢] = ly| - Ju(y)| dy.

—00

(f) Observons tout d’abord que la fonction z — (z — £)* u(b¥(z — €)) est bornée sur R,
puisque la fonction u € .%(R) appartient a I’espace de Schwartz :

Teaﬂé(}yu y)| < oc.

En insérant quelque peu artificiellement (et astucieusement) le nombre neutre :

(z—¢&)°
(x = &)

dans I’intégrale a estimer, nous pouvons majorer :

' /Ixs|>5 R(x, &) u(b(x =€) d

1 =

- ‘/Iw g/>o ( ) ( — &)’ u(b(x —¢)) do

[Insérer b*] =

ﬁ

o sup {(b’“(x—é))3U(bk(w—£))}/

la—€|>3 2—€|>

imax Su . Md:p
|y u(y)| /|

b3k yer eg>s 1T —&J?

N

N

(g) Commengons par observer que la fonction-reste = —— R(z, £) croit de maniére au plus
affine a I’infini, puisque f est supposée bornée :

[R@,9)| = [£@) = F(&) + (&) (z &)
| f(x)| + constante 4 constante |z — &|

<
< constante + constante |z — £|,

et comme :

( ) Fe — 3U k:E— X
/Ir£|>5( —ey (V=) ulth @ =) d

| R(z, &)

v = &P
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nous obtenons, en revenant a la question (d), que :

b%/ fl@)u®(xz —¢)) da

b2 /OO R(z, &) u(bF(z — &) da

[Découper] = |p* {/ +/ H
lz—¢]<o lz— £|>5
oo R xZ,
[Questions (e) et ()] S € / i |u |dy+b3k Hy u )H%U / ":I;(_ é)zj dz
J—oo o |z—&|>d
Ogcons?arnte< 00 Ogconst;rrte(é) < oo

1
= econstante + G constante(0),

et donc, si k > K(g) > 1 est assez grand, le majorant de droite peut étre rendu arbitraire-
ment petit.

(h) Comme 0 < a < 1 et comme |cos| < 1, la série converge normalement, donc unifor-
mément, ce qui justifie I’interversion de I’intégration et de la sommation infinie :

[Zf@ﬂﬂﬂx—OMM:iKZ(g;w@ﬁwx+emwﬂ)www_gnw
— nf; a” {/Z Xy (B (2 — €)) da + /Z 2y (b (2 — €)) da |,

et il s’agit de calculer les intégrales, pour n € N> (noter le £) :

/uWWﬂwm“mz/u@ﬁwww@

£2imbn e oo "
[Poser y = bz — b"¢] = o / u(y) e """ Y dy
—0o0

eE2imbE b
-y N\ T

pE2imb" ¢ pr
=\ Fw)

et puisque suppv C ]%, b|, le résultat vaut toujours 0, excepté dans I’unique cas ot ¢’était

le signe ‘—’ dans I’exponentielle (deuxieme somme) et ou £ = n, donc :
) i e—zmbk £
/ f@)u((z—¢&))de = a o v(1)
—2imbk €

bk
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(i) En effet, si f était dérivable en &, la Question (g) forcerait :

0 = lim b* /_OO f@)u(*(z —¢)) da

k—o0

. a” o pk
lim b2k_e 2imb” £

k—o00 bk

. _9:hk
= lim (ab)*e 270" ¢

k—o00

= klim (quantité(kz) de module > 1)
—00

= tres impossible !
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15. Examen 8§

Exercice 1. On travaille sur R? = ]0, oo[. Soit un exposant p avec 1 < p < oo, et soit
I’exposant conjugué q défini par % + % = 1. Soit f: R% — R une fonction mesurable. On
suppose qu’il existe une constante M < oo telle que :

/ " f@) o) da

pour toute fonction g € LI(R* ) avec | g]zs < 1.
L’ objectif est d’établir que f € LP(R%) et que | f|zr < M.
(a) Que dire lorsque f = 0 presque partout ? On suppose dans la suite que f Z 0, presque

<M,

partout.
Pour n > 1 entier, on introduit :
p
[/ @)P si0<zxz<netld<|f(z) <m
ho(z) == ¢ [f(2)
0 sinon.

Montrer que :

(Ieal)" = | @) < not.
10,n]0{|fI<n}

(b) Montrer qu’il existe n; > 1 tel que :

0 # Hh”HLq (Vn>=n1).
(c) Pour n > n4, on pose :
Iy,
gn = )
[ 2

Montrer que :

1/p
(/ !f(x)}pdx) < M.
10,n]0{|fI<n}

(d) Montrer que | f|zr < M.

Exercice 2. On dit qu’une fonction réelle f définie sur R de classe " est a croissance
lente s’1l existe une constante ¢ > 0 et un entier naturel N tels que pour tout z € R, on a:

f@)] < e(1+a2)".

(a) Soit f € €>°(R) a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées f’, f”, f", ..., et soit
g € Z(R) dans I’espace de Schwartz, c’est-a-dire g € € *°(R) satisfait :

|I‘im !xpg(q)(:c)| =0 (VpEN, VgeN).
T|—00

Montrer que le produit f g € .#(R) appartient encore a 1’espace de Schwartz.
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(b) Soit une constante fixée a € ]0, 00| et soit une fonction ¢ € .#(R). Pour £ € R, on
pose :

P(E) = /°° Me*%”gw dr ().

oo @ — 2iTX

Montrer que ¢ € .%(R). Indication: Observer que la fonction lisse z — (

——, ainsi que
a—2iTx)
toutes ses dérivées, sont bornées sur R.

(c) Montrer que v satisfait 1’équation différentielle ordinaire ¢ + ay = $

(d) En déduire que pour tout { € R, on a:

3 ~
v = e [ e dis)as

—00

(e) Vérifier que pour tout x € R, on a:

F (e 101(6) ) (@) =

Dans I’espace de Shwartz, on rappelle les définitions de la transformation de Fourier et de
la transformation de Fourier inverse = conjuguée :

F© = [~ fwer i« F @ = Flow = [ g@ e

[e.9]

1

a— 2imx

(f) Retrouver alors le résultat de la Question (d).

(g) On suppose maintenant que ¢ € L*(R). Vérifier que I'intégrale (x) est bien définie,
puis, montrer que I’égalité de la Question (d) reste vraie dans ce cas.

Exercice 3. Soit un exposant réel 1 < p < oo. Soit une fonction mesurable positive :
K: R, xR, — R;U{oo}
(z,y) — K(z,y),
qui est homogene de degré —1, c’est-a-dire vérifie :
K(az, ay) = § K(z,y),

pour tous z,y > 0, quelque soit o > 0.
On suppose de plus que :

C = / K(x,l)xii dr < oo.
0
(a) Avec I’exposant conjugué q de p, défini par % + é = 1, montrer que :
/ K(Ly)y 7dy < oo.
0

(b) Soit une fonction mesurable positive f: R — R, U {oco}. Montrer que :

/ K(w,y) (2)° f(a) dady = C (|| £],,)"
R xR*
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(¢) Pour tout couple de fonctions mesurables positives f, g: R} — R, avec f € LP(R*)
et g € L9(R% ), montrer que :

[, K @) o) dody < e ol

< 0.

Indication: On pourra écrire :

1 1 1
K(w,y) = [K(@y)] [K@y)] (2)7 (2.
(d) On suppose dorénavant que les fonctions f, g définies sur R’ sont a valeurs dans

R = {—00} UR U {00}, i.e. ne sont plus forcément positives.
Montrer que I’application G': R} — R donnée par :

) / " K(a,y) fla) de,

est définie pour presque tout y € R, et est mesurable sur R .
(e) Montrer que la fonction :

y — Tf(y / K(z,y) f(x)dx,

est mesurable.

(f) Montrer que pour toute fonction f € LP(R* ) et pour toute fonction g € L(R?Y ) avec
lglze < 1,0ona:

/0 T/@)| 1) dy < C[f]s

(2) Montrer que |T'f|,, < C'|f]e- Indication: Utiliser un exercice qui précede.
(h) Montrer que si f € L*(R%), alors :

Tf(y) =

est défini pour presque tout y > 0, et que :

~ f@)
o Tty

bl

(i) Soit f € L*(R%). Montrer que I’on peut définir, pour tout s > 0 :

F(s) := /OOO e f(u)du

(j) Montrer que s — F(s) est continue sur R7..

(k) Etablir que :
| Irefas < x [ i
0 0

Indication: Commencer par écrire I’intégrale fooo |F(s)|? ds sous forme d’une intégrale triple,
puis, appliquer ce qui précede.
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16. Corrigé de ’examen 8

Exercice 1. (a) Lorsque f = 0 presque partout, tout est vrai gratuitement, car [ fg =0 =

[ /] ze-

Avec f # 0 presque partout, si 0 < z < netsi0 < |f( )] <m,ona:

q |f( )[P — )P
|h%(x)| |f< ) 4"f | "‘f( )‘7

et autrement, on a h,,(x) = 0.

Par conséquent :
()" = [ uto* o
0

= / }f(x)‘p dx
10,n]N{|f|<n}

< nP-n.

(b) Comme f n’est pas identiquement nulle presque partout, il existe ng > 1 tel que f
n’est pas identiquement nulle presque partout sur |0, ng]. Ensuite, il existe n; > ng tel que
la troncature de | f| & hauteur n; n’est pas identiquement nulle sur |0, ng] C 10, nq].

Donc nous déduisons que h,, # 0 presque partout sur |0, n;], et enfin nous avons bien
h,, # 0 presque partout sur |0, n], quel que soit n > n;.

(c) Visiblement, | g, |z« = 1, donc pour n > n, I’hypothése principale s’applique :

lzlﬂﬂgﬁﬂdm
_ ‘/Oo f(x)(;”—(ﬁi)qd
e

_ ‘fOnﬂ{\fKn} f@)4 f(w) dm‘
|7

~ Jomngnien F@)] de
_ !
(Sompoiisieny |F() P dz) "

o 1/p
ioio -(/ )
10,n]N{| fI<n}

(d) Comme pour n > ny, la suite d’ensembles mesurables :
10,n] N {|f| <n} = E,,

M

WV

[Question (a)]

est croissante, de réunion :
10,00[= U E,,

n=ni
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le théoreme de convergence monotone, appliqué a la suite de fonctions 1, -

1/p
/ p:< / "d)
171z /]0700[1 (@) d
1/p
= i Pd
nLﬁ;o (4)7n]ﬂ{|f<n} }f(x)‘ m)

[Question (¢)] < M.

Exercice 2. (a) Puisque f et toutes ses dérivées sont a croissance lente, pour tout j € N, il
existe ¢c; > 0 et IV; € N tels que pour tout x € R, on a:

‘f(j)($)| < Cj(l —i—x2)Nj.
Comme le produit f g € €°(R) est ‘gratuitement’ lisse, il s’agit de démontrer que pour
tous (p,q) € N>, ona:

lim |a:p fg)@( ‘—0

|z|—o0

Pour tout z € R, calculons :

7" (f) (@) < 3 q.) |9 (@) a? g ()]

q) cj (1 + IQ)Nj }xp g(q_j)(x)|

Nj

<33 (1o () 1arel

Mais comme g € .¥(R), on a par définition :

lim ‘:zszpg } = 0.
|x|—o00

De I’inégalité ci-dessus, nous déduisons enfin :

||m |xp (fg)D( ‘ = 0.

(b) La fonction rationnelle g définie sur R par :
1
9(x) = a— 2iTx

est de classe €°°, et a croissance lente car bornée sur R ainsi que toutes ses dérivées d’ordre
quelconque ¢ > 0 :

(9) — lﬂ‘ = ¢! 2
9] (a — 2irx)’ .(a2+4772x2)%
< ‘2(17?‘1
<a

Gréce a la question précédente, la fonction f, définie sur R par f(x) := ¢(z) g(x), appar-
tient a . (R).
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En outre, la transformation de Fourier .% est un automorphisme de .#(R), donc ¢ = f
appartient a . (R).
(c) Pour z € R et pour £ € R, posons :
¢(‘T) —2iméx
x,§) = ——e .
f(@,¢) a— 2imx
e Pour tout £ € R fixé, la fonction x — f(x, ) est intégrable sur R, car ¢ qui appartient
a 'espace de Schwartz est trivialement intégrable, et car la fonction x —— e~ 2imte
est bornée.

a—2imx
e Pour (presque) tout z € R, la fonction £ — f(z, ) est de classe €' (en fait €>°) sur

R.

e Enfin, comme z — =37 ¢~27¢" et bornée, pour tout { € R et pour (presque) tout z €
R, on a la majoration par une fonction-dominatrice intégrable indépendante du parametre
&

—2iTx

—2iméx ¢<£L’)

xf‘ - ’a—2mx
< Clo()-

D’apres le théoreme de dérivabilité des intégrales a parametre, nous en déduisons que
est de classe €' sur R, et de dérivée :

W@)ZLKW-:%ZL¢@ﬁfm&dx

o @ — 2iTX

Enfin, presque sans calcul, il est rapidement visible que :

o

HOrav© = [ T sy [ st

= /OO P(z) e dy
= $(¢)

(d) La solution générale de 1’équation différentielle /(&) + ay(&) = ¢(&) est :

v = (a+ [ e B)as) )

ou A est une constante complexe, que nous devons déterminer.
Comme ¢ € . (R), nécessairement :

— 00

0
A= /e“sa(s)ds,

sinon en faisant tendre £ —> —oo dans (x*) ci-dessus, nous aurions :

lim [(8)] = oo,

£——00

ce qui serait absurde, puisque ¢ € . (R).
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Ainsi, nous concluons bien que :

(e) Pour = € R fixé, on calcule sans peine :

?(e‘aﬁ ]_]0700[(§>>(1‘) = /OOO ¢t e2imée ¢

1 U e
— |:— efag 6227r§z
—a+ 2i7mx £=0
B 1
a—2inx
(f) Comme la fonction :
() = —
r) = ——
g a— 2inx

appartient 2 L?(R), et comme .# o .% = Id dans LL?>(RR), nous obtenons :

F(9)(€) = €™ Lo.(6),

presque partout en £ € R.
D’autre part, puisque . (R) C L*(R), la fonction ¢ appartient trivialement a L?(R).
En remarquant alors que :

b= dg = dx

nous en déduisons donc, pour tout £ € R, que :

1/1(5):/ o(s) e 1y (€ — ) ds

= ¢ % /_OO e’ gg(s) ds.

(g) Si¢ e L*(R), alors g p € L'(R) grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

19601z < N90 2y 90 2y
< oQ,

car :

1
9@ < G

est intégrable sur R.

Donc la fonction 1) est bien définie sur R et appartient 2 °(R).

En outre, en appliquant de nouveau la transformée de Fourier de la convolée, nous ob-
tenons 1’égalité de la Question (d).

Exercice 3. (a) En posant x := i, nous obtenons :

> _1 o 1 dx
/ K(Ly)y qdyz/ K(1, 1) ae =,
0 0
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Comme K(l, %) = K(% x, % 1) =z K(x,1),il vient :

oo [o.¢] 1d
/ K(Ly)y_fl*dyZ/ v K(z,1)as o
0 0

X

:/ K(m,l)xifldm

0

:/ K(x,l)x_%dx
0

= (C < oo.

(b) Puisque K et f sont a valeurs positives, le théoreme de Tonelli permet d’évaluer cette
intégrale a valeurs dans R, U {oo} sur I’espace produit R* x R* comme itération d’inté-
grales sur R? :

/R* <R K(z,y) (2)° f(x)P dady = /OOO (/Ooo K(z,y) (%ﬁdy) f ()P da

[t = ] :/0 (/0 K(:c,tx)t‘éxdt) f(z)Pdx

[Homogénéité] = / (/ % K(l, t) tTag dt) f(x)Pdx
0 0

- /Ooo (/OOO K(l,t)tidt)f(x)de

-~

=C<oo

= c(Il,,)"

(c) Grace a I’indication, nous pouvons faire appel a I’'inégalité de Holder :

/(R*)2 Kie,y) (=) gly) dedy = / Ck (£)% F(2) K (2,9)¢ (£)® gly) drdy

%)
f<x>szdy> p ( / K(z,y) (2)F gly)® dzdy>
(R%)?

1

q

VA
S
/—\ ~

=

2

&

NS

—~
8
S—
al-

[Question (b)] < Cr I £1 e (/ K(z,y) (£)" g(y)° dxdy)
(R7)2
[Analogue | < C7 | flee O |glLe
= C|flre lglzs
< Q.

(d) Le théoreme de Tonelli appliqué a

f| eta|g| donne, d’apres la Question (c) :

[ K0 50 o) dady < €11l ol

+
< oQ.

Le théoreme de Fubini, appliqué a la fonction de deux variables :

F(z,y) = K(z,y) f(x) g(y),
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intégrable sur le produit R x R*, énonce alors que la fonction-tranche :

y — K(x,y) f(z) g(y) dx

L

= G(y),
est définie pour presque tout y € R*, et la ou elle n’est pas définie, nous pouvons tout
simplement la prolonger par 0, et obtenir ainsi une fonction mesurable sur R .
(e) Nous venons de dire que ¢(y) 7' f(y) est mesurable pour toute fonction g € L9(R? ). Il
suffit alors de prendre une telle fonction qui n’est jamais égale a 0, par exemple :

{1 pour 0 <y <1,

9o(y) =< 4

" pour 1 < v,
qui appartient bien a L9(R* ), d’apres le critere de Riemann || loo y—lq dy < oo, puisque 1 < q.
Ainsi :
y — 90y) TS (),
1

est mesurable, et comme o) est aussi mesurable, comme le produit de deux fonctions

mesurables et encore mesurable, nous concluons bien que :

Tf(y) = 5 90w Tf(y),

est mesurable.

(f) Maintenant que nous savons de Marseille que 7' f (y) existe et est mesurable, nous pou-
vons de Toulon reprendre le méme calcul de Fubini-Tonelli pour voir que :

/OOO Tf()|lg(y)ldy = /OOO ‘/Ooo K(z,y) f(z)dx

< [T( [ wwais@ld) i

/(R* L K@ li@) o)l dy

[Question (c)] < C|flze |9l zs
< C|f]re-

(g) L’Exercice 1 (d) a démontré que I’inégalité obtenue a I'instant établit que T'f €
LP(RR%), avec en bonus I’inégalité :

l9(y)| dy

|75 < ClSle.

Ainsi, T': LP — LP est un opérateur linéaire borné, c’est-a-dire continu.
(h) Ici, p = 2 = q, et la fonction :

K(z,y) = parwt

est bien homogene de degré —1 :

K(az, ay) = S . lK(Jr,‘,y).

ar+ay - ax—i—y a
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De plus :
/ K(z,1)x -3 de
/ 1 dx
o w+lyE
1
= Vol _/0 241
= [Qarctant]OO
0
= 7.

Gréce aux questions qui précédent, pour toute f € L*(IR% ), nous pouvons définir :
Tf(y) = f(z)

o Tty
pour presque tout y > 0, et T'f, prolongée par 0 1a ou elle n’est pas définie, appartient a

L*(R%).
Enfin, f — T'f est un opérateur linéaire borné de L?(RR* ) dans lui-méme :

Tl < mlf]e-

(i) Lexistence de F' résulte de I’inégalité de Cauchy-Schwarz, car :

[ (=) ()

= 7= IflLe
< oo

dx,

(j) Prenons a > 0 arbitrairement proche de 0. Clairement, I’application s — e*“ f(u)
est continue sur |a, 0|, et elle est dominée par :

e ()] < e f(w)].

La méme application de ’inégalité de Cauchy-Schwarz, sur |a, oo :

/aoo|5“f \du\/j\wf )| du

< [l s

([ ) ([ vora)

= |l

< 00,

montre que cette fonction-dominatrice est intégrable sur |a, oo[. Le théoréme de continuité
des intégrales a parametres, qui repose in fine sur le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue, s’applique donc et offre la continuité de s — F'(s) sur |a, o], et enfin sur :

10,00[ = U Ja,oq].

a>0
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(k) La fonction F' étant continue sur R* , elle y est donc mesurable, de sorte que I’intégrale
J5° |F(s)|* ds a un sens, et donne un nombre appartenant 2 R U {oo}.
Ensuite, calculons :

/Ooo F(s)2ds = /Ooo |F(s) F(3)| ds
L (L e swal) (s
<[ () swta) ([ e sols)
[Fubini-Tonelli] = /(R:D? ( i e ™ ‘”ds) |f(w)] |f(v)| dudv

N /(R*)2 u+v‘f( u)| [ f(v)| dudv

:/0 (/0 %dv)\f(u)mu.

En utilisant les notations de la Question (h), nous reconnaissons :

TIf|(u) = / T,

u+v

donc nous obtenons :

/OOO [F(s) ds < / ©TUf1) |60

d’ot en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

[Tireras < ([T s du); ([ rf<u>12du)é

= |T1A1 2 1f )=

Mais nous avons vu a la Question (h) que :

IT1f1] - < Il 2 = 1£]c2s

donc nous atteignons :

/0 F(s)P ds < = (If]2)*

ce qui établit que ' € L*(R%), et que | F 2 < /7 | f] L2

Nous avons ainsi construit une application linéaire A: L*(R%) — L*(R%) définie
par A(f) := F, continue car de norme d’opérateur |A|| < /7 finie, que I’on appelle la
transformation de Laplace dans L*.



