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1. Introduction
On note :
P = {2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, ... }
I’ensemble des nombres entiers positifs premiers. Pour x > 1 réel, soit :
m(z) ;= Card{pe€ &: 1 <p<x}.
L’ objectif de ce chapitre est d’établir le

Théoreme 1.1. [des nombres premiers] Asymptotiquement lorsque © — o0 :

x
m(x) ~ —.
log x
La démonstration s’organise en une série de 7 lemmes ‘capitaux’, accompagnés d’un
théoreme de type ‘taubérien’ di a D.J. Newman, montrant qu’une certaine intégrale dépen-

dant d’un parametre réel 0 < T < oo a une limite quand T — o0.

Convention 1.2. La lettre p désignera toujours un nombre premier.

2. Sept lemmes capitaux

Les 7 lemmes dévoilent progressivement des propriétés de 3 fonctions, la fonction zéta
de Riemann :
= 1
C(S) = E7
n=1

holomorphe en s € C avec Re s > 1, puis la fonction dérivée :

-3 (53)

peES

_ Z Iogp7

S
peEX p

elle aussi holomorphe dans {Re s > 1}, et enfin la fonction, positive et croissante par sauts,
d’'unréelz > 1:
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En effet, on se convainc aisément (exercice de révision) que les séries définissant ((s)
et ®(s) sont normalement, donc uniformément, convergentes sur les demi-plans fermés
{Res > 1+ 4}, quel que soit § > 0, d’ol leur holomorphie.

Lemme 2.1. [Euler] Pour Re s > 1, on a la formule de produit d’Euler :

) =TI =

1
peESP p®

Démonstration. La factorisation unique des entiers n > 1, et la convergence justifient le

calcul formel :
1 1
C(S) - Z (27“2 37‘3 57‘5 .. )s - H (Z p?)

T2,73,75, 20 pEP r=0
1+
= T T
pEL p®

les détails étant laissés au lecteur — qui n’a pas 'interdiction de s’aider du fait que ces
détails ont déja été fournis dans un chapitre qui précede ! U

En s = 1,il y adivergence de ((1) = >, £ = 0o, mais apres soustraction d’un pole
simple :
Lemme 2.2. La fonction ((s) — ﬁ se prolonge holomorphiquement a {Re s > 0}.

Démonstration. En effet, avec Re s > 1, il apparait dans la différence une série :

1 =1 > 1 =, 11
— = - _ —dr = de [ = = =
() s—1 ; ns /1 e ;/n x(ns xs)

-~

=:an(s)
de fonctions holomorphes qui sont majorables grace a I’inégalité de la moyenne :

n+1 x
sdu S

|an(s)| = / da:/ us 1.n<T§7>L(+1 us L

n n

s
nl—l—Re s’
ce qui montre la convergence uniforme sur {Res > 0} vers une fonction-limite holo-
morphe. U
Lemme 2.3. [l existe une constante universelle C' < oo telle que, pour tout v > 1 :
(0 <) I(x) = > logp < Cua.
peEP

p<T

Démonstration. Pour n 2> 1 entier, il est clair que :

2 2n 2n 2n 2n
e = (5) e () e Gn) 2 () = I v
— 619(271)—19(71)’

(n+1)---(n+n)
1.-

puisque les nombres premiers n < p < 2n au numérateur de ne peuvent étre

effacés par le dénominateur.



2. Sept lemmes capitaux 3

Ainsi :
nlogd > 9(2n) —J(n).

Or une sommation téléscopique :

donne :
79(2k+1) < 2l log4,
et comme pour tout x > 1 réel, il existe un unique entier k£, > 1 encadrant :
2 Lo o< 2t
il vient par croissance de ¥ :
d(z) < 9(2%T) < 2% 2logd < z4log?2. O
La formule d’Euler ((s) = [], (1- }%)_1 garantit, grice aux propriétés générales

des produits infinis convergents de fonctions holomorphes, que ((s) # 0, quel que soit
Re s > 1. L’énoncé suivant est un point-clé.

Lemme 2.4. Hors du pole {s = 1}, la fonction (, holomorphe dans {Res > 0}\{1}, ne
s’annule jamais sur {Res =1} :

C(1+it) #0 (VEER®).
Rappelons que :

lo
O(s) = Z &b (Res>1).

S
peES p

Démonstration. Pour Re s > 1, une dérivée logarithmique du produit ((s) = [[,c, (1 —
p~*)~! donne :

-E- 5 <|og<1—efs'°gp>>' Ly

peEP peES

(2.5) — B(s) + Z logp

Pour tout ¢ > %, cette derniere somme converge normalement-uniformément sur {Re s >
¢}, donc définit une fonction-reste holomorphe dans {Re s > $}.
Dans I’éventualité ot ((s) a un zéro en un point so = 1 + ity avec ¢y # 0 :

C(s) = (s = s0)" n(s),

avec [ > 1 entier, et avec 7(s) holomorphe au voisinage de s, satisfaisant 7(sg) # 0, il

vient :
!/
— <'(s) _ __Ho + reste holomorphe (s~ s0).

¢(s) 5 — Sp
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Par conséquent, ®(s) se prolonge méromorphiquement a un voisinage ouvert de {Re s >

1}, avec des poles d’ordre 1 en tous les zéros de ¢ sur {Res = 1}\{1}, et aussi un pole

d’ordre 1 en s = 1, puisque ((s) ~ ﬁ d’ot — CC/((SS)) ~ ﬁ

C ﬂlms
1 + 2ito
1+ ito
0 1 1 — I
2
1 —ito
1 — 2ity

Pour aboutir a une contradiction, un raisonnement particulierement astucieux consiste a
regarder aussi le point 1 + 2%, en lequel ¢ a un certain ordre d’annulation v > 0.

Puisque la relation @ = ((3), valable pour Res > 1, est héritée par continuité via
le Lemme 2.2 sur la droite épointée {Res = 1}\{1}, la fonction ¢ a les mémes ordres

d’annulation en 1 + it et en 1 — it, quel que soit ¢ # 0. Ainsi :

. ('(1+¢) . C'(1+e£ity)
1:I|me<——>, —uozhmg(——,),
e\ C(1+¢) N0 C(1+exity)
) C'(1+ e £ 2ity)
—yozhms(— : ),
N0 C(1 4 €+ 2ity)
d’ol par holomorphie du reste dans (2.5) :
1=E|i\mos<1>(1+e), —uozali\%s(l)(1+5:|:it0),

— 1y = @) e®(1+ e+ 2ity).

Le point-clé de I’astuce est alors la reconstitution algébrique d’une puissance quatrieme

positive :
4 ) . 4 log p
+e+ilt
—2<IL2 (2 +l —2<I<2 2 +l peEP p : ’
B Z |ng Z ( 4 ) ( 1 >l+2( 1 )—H—Q
= pl—l-a =, 2+1 pito/Q p—it0/2
logp / ; i 4
- X SR ()
peEX p
= 0,

car en appliquant alors Iil\wz) (+) & cette inégalité :
€

—vy—4po+6—4p—1ry = 0,
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on déduit que py = 0 nécessairement (exercice visuel). En définitive, (1 + it) # 0 pour
tout t € R*. U

Maintenant, récrivons (2.5) sous la forme :

¢'(s)
P(s) = — —%(s),
(5) = ~ 5 — %)
avec une fonction-reste Z(s) qui est holomorphe dans {Re 5 > %} Nous venons de dé-

montrer que (s) # 0 dans {Res > 1}\{1}, et donc —C/((S)) puis ®(s) sont holomorphes

au voisinage de tout point appartenant a {Re s = 11\{1}.

Mais comme ((s) ~ - pour s ~ 1, d’o CC((S)) ~ - pour s ~ 1, en soustrayant

cette partie singuliere, on élimine la singularité en s = 1 et on obtient une fonction qui est
aussi holomorphe au voisinage de s = 1.

C “Ims

D5y (1+it)
) Q

\Dn(l) > Res

) Q

D)D) (1+i¢)

Lemme 2.6. La fonction :

R T R B D

pe@

est holomorphe dans un certain voisinage ouvert :
Q D {Res>1}.

Démonstration. Comme on a éliminé la partie singuliere de —%, il existe un rayon n >
0 tel que cette fonction est holomorphe dans D, (1). Comme ((s) n’a aucun zéro dans
{Res > 1}\{1} et comme la fonction-reste % (s) est holomorphe dans {Res > %},
pour tout nombre 1 + it avec ¢ € R*, il existe un rayon 6(¢) > 0 tel que ®(s) — —L5 est
holomorphe dans le disque ouvert Ds ;) (1 +1 t) . Alors la fonction incriminée est bel et bien
holomorphe dans I’ouvert :

Q == {Res > 1} UD,(1) | J Dsy(1+it)
teR*

D {Res >1}. O
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Avant de poursuivre, faisons remarquer qu’il est tout a fait possible qu’il existe une suite
(pn)., de zéros de ((s) avec :

Imp, — +o00 tandis que Re p,, =5 1,
n—oo

n—o0

ce qui force alors OS2 a devenir de plus en plus « plaqué » contre {Re 5= 1} quand |t| —
¢'(s)
((s)
En vérité, la région la plus grande contenue dans {Re 5 > %} ou on sait actuellement

démontrer que ((s) n’a aucun zéro est de la forme :

C

2 1
(logt])® (loglog|t])®
pour [t| > t., ou C' > 0 est une constante, et une région de cette forme « épouse » asymp-
totiquement {Re s > 1} lorsque || — co.

n’est pas holomorphe au voisinage de tout p € C en lequel ((p) = 0.

00, car —

oc>1-—

En résumé, des que ((s¢) = 0 posséde un zéro de partie réelle 0 < Re sy < 1 éventuelle-
ment tres proche de 1, la fonction — % possede un pole en s = sy, donc les raisonnements
précédents ne produisent aucun contrdle explicite sur le voisinage ouvert {2 D {Res > 1}
dans lequel le Lemme 2.6 affirme que ®(s) — ﬁ est holomorphe. Autrement dit, quel que
soite = 1073,1075,107137 . .., personne sur Terre n’est jamais parvenu jusqu’a présent a
démontrer que ((s) n’a aucun zéro dans un demi-plan e-décalé {Re s>1-— 5}, bien que
ceci semble a priori moins difficile qu’établir I’ Hypothése de Riemann, d’apres laquelle
tous les zéros de ((s) dans la bande critique {0 < Res < 1} devraient €tre situ€s sur la
droite médiane {Re 5= %}

Mais reprenons le cours de nos raisonnements en direction du théoreme des nombres
premiers.

Lemme 2.7. L’intégrale :

/10019(“’)—_%:5_ lim /1TM—_xdx

T2 T—00 22
converge.

Démonstration. Pour Res > 1, une intégration par parties dans I’intégrale de Riemann-

Stieltjes donne :
log p < di(x)
a(s) = 3 BP _ /1 -

peP p
[Lemme 2.3] = {ﬂif)} joo + s/oo igff dx
[ = e'] =0+s /oo e "' 9(e") dt.
Introduisons la fonction : 0
fo) = My e,

discontinue sur un ensemble de mesure nulle puisque ¥(e’) est constante par morceaux,
donc localement (Riemann-)intégrable, et bornée en vertu du Lemme 2.3 :

f € Lige(Ry) NL¥(Ry).

loc
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Introduisons aussi, pour Rez > 0 :

Le Lemme 2.6 garantit que g se prolonge holomorphiquement a un voisinage ouvert dans
C de {Re z > 0}. De plus, un calcul simple fait voir, pour Re z > 0, que :

G N S Y /oo —at
g(z) = o . _/o e U(e') dt — i e *tdt
:/ <19(et) eft—l) e *dt
0

= /Ooo f(t)e " dt.

Ainsi, toutes les hypotheses du théoreme suivant, dont la démonstration est repoussée a une
section ultérieure, sont vérifiées.

Théoréme 2.8. Sur [0, oo, soit f € LL_(R;) N L¥(R,). Si la fonction :

/ f(t) e dt,

holomorphe dans {Re z > 0}, se prolonge holomorphzquement a un voisinage ouvert dans
C du demi-plan fermé {Re z > 0}, alors lim;_, fo t) dt existe et vaut :

_ / oL
0
On conclut alors bien que I’intégrale :
/ f(t)dt = / (ﬁ(et) et — 1> dt

:/mm—_xdm.

T2

loc

existe. O

Le septieme et dernier lemme capital précise ce que cachait la constante C' du
Lemme 2.3.

Lemme 2.9. Asymptotiquement quand x — oo, on a :
Hx) ~ x.

Démonstration. Supposons par I’absurde que pour un A > 1, il existe une suite (x,)3
avec z,, — oo telle que :

Vz,) = Ay, (Vn>1).

Comme 9 croit, pour tout t > x,, on a ¥(t) > ¥(x,) = Az,, ce qui conduit & un jeu
contradictoire d’inégalités :

AIn _ ATn . A —
0 9(t) tdt>/ Mdzf_/ AU o)
T 1

0041 2 t2 Uu
Tn

n

Lemme 2.7
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De maniére similaire, si pour un A < 1, avec z,, — 00, on avait ¥(z,,) < Az, quel que
soitn > 1, d ot ¥(t) < ¥(z,) < Az, pour t < z,, ceci impliquerait aussi contradiction :

Tn9(t) —t N, — ¢ Yx—u
0 <«—— %dtg/—th:/ 2du<0. Ol
=N Sz, i Azp t A u
Lemme 2.7

Fin de la démonstration du Théoreme 1.1. En partant de 1’inégalité (non fine) :

= Z logp < Z logz = 7(z)logz,

peEPX peEP
p<zT p<zT

il vient premiérement grace a I’information cruciale x ~ ¥(z) du Lemme 2.9 :

T V(z) ().

log x log x
Pour I’inégalité inverse, avec £ > 0 arbitrairement petit :

Hx) > Z logp > Z log 2! ¢

rl-e<p<e zl-e<p<ge
= |:7T(£C) - W(xl’g)] (1 —¢)logz
[—7(y) = -yl > [7‘((1‘) — xl_s] (1 —¢)logz,
et donc deuxiemement :
)
oo (z) > (1—¢) |:’/T(l’) - :El_a},
log x log
et comme z'~¢ est négligeable devant =— lorsque xr — 00, ceci conclut. U

3. Démonstration du théoreme analytique

Il ne reste plus qu’a démontrer le Théoreme 2.8, dont nous recopions I’énoncé.

(Ry) N L>*(Ry). Sila fonction :

/ ft) e dt,

holomorphe dans {Re z > 0}, se prolonge holomorphlquement a un voisinage ouvert dans
C du demi-plan fermé {Re z > 0}, alors lim;_,, fo t) dt existe et vaut :

_ /0 oL

Démonstration. Pour T > 0, la fonction :

= /0 ' f(t)e *dt

est clairement holomorphe entiere en z € C. On doit montrer que lim;_,, g-(0) existe, et
vaut ¢(0).

Théoréme 3.1. Sur [0, oo, soit f € L}

loc
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Soit un rayon R > 1, et soit I’ouvert :
R = {z€C: |z] <R, Rez > =},

ol d; > 0 est choisi assez petit pour que ¢ soit holomorphe au voisinage de sa fermeture
k. Sa frontiere 9Q, = Dy U Ex U C}f se décompose en :

Dy = {|z| <R, Rez:—d}

Ct = {\z]—R Rez}O}
Avec le poids astucieux utile plus tard e*" ( é—z) sans pole, le théoreme des résidus de
Cauchy donne :
1 dz
0) — g+(0) = — - (1 )
90) =0 = 5 [ (92) — () " (14 5) 7

)

Il s’agit de démontrer que ces trois intégrales tendent vers 0 quand T — oo.

Lemme 3.2. Sur le demi-cercle Ci > z, 'intégrande est borné par :

(9() = ga(2)) " (14 2 )Z 2%%‘

Démonstration. En tout point z € C;f avec Rez > 0 :

~

w@_%uﬂzt/umﬁﬁw4gnﬂm/mé””ﬁ
T
—TRez
= |l =
Ensuite, comme 2 = ¢ avec =2 < < I :
e <1+Z—2) = = le"]- ‘1—1—@2’9 LD — ¢TRez|=if 4 i Z _ TRez 1

2¢TRez Re

RR
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Une multiplication de ces deux majorations conclut. U

Gréce a cela, avec |, o+ |dz| = ™R, on majore la troisi¢me intégrale par une quantité qui
R

tend vers zéro :
1 /
2im Cy

Maintenant, pour les deux intégrales sur D, et sur Ey, on traite g(z) et g;(z) séparément
dans (9(2) — g1(2)).

Puisque g(z) = fOT f(t) e ** dt est holomorphe entiere, grice a Cauchy, le contour
d’intégration D, U Ey peut étre remplacé par le demi-cercle :

Cy = {|]z] =R, Rez <0},

1 2 0o
120
27 RR

1l

R R — 00

~X

(3.3) 0.

a savoir :
1 : 22\ 1 1
_ —_ zT (1 —> —dz = — méme intégrande).
27 ) poU, ( gT(Z» ¢ ( + R2/ 2 & 2 Jor ( & )

Or pour Rez < 0,ona:

T T
l9: ()] < ||f||L°°/ e 'ferdt < Hf”Loo/ e~tRez gt
0 —00
efTRez
= Ul Joer

et alors exactement la méme estimée qu’a I’instant donne :

1 . 22\ dz 1 e~ TRez 9 eTRez |Re 7
L (o (1+2) %] < Ly )
o (co@e 1+ 5) 5] < g ]

— |Rez| RR
1 2
= — ~ — TR
e 7
(3.4) _ e 0
R R — 00
Il reste a controler :
1 : 2?2\ dz
1 (2L
2T Jp-uE, (g(z))e ( +R2 z

Il'y aici le produit d’une fonction indépendante de T, holomorphe au voisinage de D U E,
donc intégrable, par la fonction e*" dépendant de T, de module < 1, et satisfaisant :

}e”} < ez 5 (VRez<0),
T — o0

donc le théoreme de convergence dominée de Lebesgue donne :

. o 22\ dz
(3.5) 0 = lim /DRUER (9(z)) e <1+ F) —.

T—00 z

Au total, ces trois majorations (3.3), (3.4), (3.5) offrent :

imsup 9(0) — ge(0)] < 1= Me= g
T— 00 R R
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et comme R > 1 pouvait étre choisi arbitrairement grand, c’est terminé !
4. Exercices

Exercice 1. EE
Exercice 2. EE



