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1. Accéder à Sage

1
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2. Sage comme calculatrice

2.1. Premier calcul :.

2.2. Calculatrice simple :. Pour la multiplication, utiliser *

sage: (1 + 2*(3 + 5))*2
34

2.3. Puissance :.

sage: 2^3
8

2.4. Division :.
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sage: 20/6
10/3

2.5. Quotient de la division euclidienne entre deux entiers :.

sage: 20//6
3

2.6. Reste de la division euclidienne entre deux entiers :.

sage: 20 % 6
2

2.7. Plusieurs opérations sur une seule ligne :. Utiliser un point-virgule :

sage: 20//6; 20 % 6
3; 2

3. Quelques opérations usuelles



4 François DE MARÇAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

4. Syntaxe générale

4.1. Traitement des instructions :. Il peut se faire ligne par ligne, mais pas néces-
sairement.
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4.2. Plusieurs instructions par ligne :. Séparer par un point-virgule :

sage: 1+1; 2+2;
2
4

4.3. Commenter une ligne sans qu’elle soit lue par Sage :. Utiliser le caractère
croisillon « # » :

sage: 2*3; 3*4; 4*5 # Trois résultats sont attendus
6
12
20

4.4. Effectuer plusieurs retours à la ligne avant d’exécuter une commande :.
Utiliser le caractère «\ » :

sage: 123 + \
....: 345
468

5. Fonctions élémentaires

5.1. Fonctions trigonométriques :. Les calculs sont exacts, non numériques :

5.2. Commande simple souvent utile :. Simplify

sage: simplify(arcos(sin(pi/3)))
(1/6)*pi
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sage: simplify(exp(i*pi/6))
(1/2)*sqrt(3) + 1/2*I

5.3. Constantes prédéfinies :.

6. Aide en ligne et Complétion automatique

6.1. Accéder directement à de l’aide sur une commande :. Placer un point d’in-
terrogation juste après la commande :

sage: sin?

6.2. Utiliser la touche<Tab> :.

7. Affectations de variables et Égalité

7.1. Affecter une valeur à une variable se fait par un «= » simple, car Sage n’uti-
lise pas « := ».

7.2. Tester, déclarer une égalité ou comparer deux expressions se fait par un
«== » double.

7.3. Ne pas confondre :.

Assignation : Symbole égal simple sans deux points « = »

Comparaison : Symbole égal double « == »

7.4. Exemple d’affectation :. Déclarer qu’à la variable y est affectée la valeur 1+2 :
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sage: y = 1 + 2
sage: y
3
sage: (2 + y)*y
15

Éventuellement, affecter et réaffecter y :

sage: y = 1 + 2; y
3
sage: y = 3*y + 1; y
10

7.5. Exemple d’égalité :.

sage: a = 1
sage: bool(a==1)
True
sage: bool(a==2)
False

8. Variables symboliques

8.1. Différence importante avec d’autres logiciels de calcul formel (Maple,
Maxima) :. Les variables symboliques du mathématicien, telles que x, y, z,
doivent être déclarées expressément avant d’être employées.

8.2. Déclaration standard de variable formelle :. Dans l’exemple qui suit, la
commande SR.var(’z’) « construit » une variable symbolique z.

8.3. Déclaration abrégée de variables formelles :. De même, la commande
var(’x’) « construit » une variable symbolique x.

sage: var(’x’)
x
sage: 2*x+3
2*x+3

et pour plusieurs variables :

sage: var(’a, b, c, x, y’)
(a, b, c, x, y)
sage: a*x+b*y+c
a*x + b*y + c

8.4. Substituer une valeur à une variable symbolique :.
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sage: var(’x’)
sage: expr = sin(x); expr
sin(x)
sage: expr(x=1)
sin(1)

8.5. Évaluer une expression :. Utiliser la commande .subs

ou encore :

8.6. Remplacer une sous-expression plus complexe qu’une variable :. Utiliser la
commande

8.7. Fonctions symboliques :. Définir des fonctions symboliques afin de mani-
puler des expressions :

sage: f(x)=(2*x+1)^3; f(-3)
-125
sage: f.expand()
x |--> 8*x^3 + 12*x^2 + 6*x + 1

8.8. Déclarer une fonction :. Utiliser la commande function

sage: var(’x, y’); u = sin(x) + x*cos(y)
sage: v = u.function(x,y); v
(x, y) |--> x*cos(y) + sin(x)

Alternative :

sage: var(’x, y’); u = sin(x) + x*cos(y)
sage: w(x, y) = u; w
(x, y) |--> x*cos(y) + sin(x)
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8.9. Développer une expression :. Utiliser la commande expand

8.10. Regrouper des termes :. Utiliser la commande collect

sage: x, y = SR.var(’x,y’)
sage: p = (x+y)*(x+1)^2
sage: p2 = p.expand();
sage: p3 = p2.collect(x); p3
(y+2)*x^2 + x^3 + (2*y + 1)*x + y

8.11. Exemple utilisant simultanément :. expand et collect

9. Polynômes et Fractions Rationnelles

9.1. Commandes très souvent utiles :.

expand

collect

factor

combine

9.2. Exemples nombreux :.
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10. Fonctions mathématiques usuelles

10.1. Commandes spécifiques pour simplifier :.

simplify_trig

simplify_exp
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simplify_factorial

10.2. Exemples :.

sage: f = (e^x-1) / (1 + e^(x/2))
sage: f.simplify_exp()
e^(1/2*x) - 1

sage: f = cos(x)^6 + sin(x)^6 + 3*sin(x)^2*cos(x)^2
sage: f.simplify_trig()
1

10.3. Factorielles :.

sage: n = var(’n’)
sage: f = factorial(n+1)/factorial(n)
sage: f.simplify_factorial()
n+1

11. Résolutions d’équations

11.1. Résumé-anticipation :.

11.2. Résolution explicite :. Considérons l’équation d’inconnue z ∈ C et de pa-
ramètre ϕ ∈

]
− π

2
, π

2

[
:

z2 − 2

cosϕ
z +

5

cos2ϕ
− 4 = 0.

sage: z, phi = var(’z,phi’)
sage: eq = z^2 - 2*z/cos(phi) + 5/cos(phi)^2 - 4 == 0
z^2 - 2*z/cos(phi) + 5/cos(phi)^2 - 4 == 0

11.3. Extraction du membre de gauche et du membre de droite :.

sage: eq.lhs()
z^2 - 2*z/cos(phi) + 5/cos(phi)^2 - 4
sage: eq.rhs()
0
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11.4. Résoudre :. Utiliser la commande solve

sage: solve(eq, z)

et obtenir : [
z = −2

2
√

cos(ϕ)2 − 1− 1

cos(ϕ)
, z = −2

2
√
cos(ϕ)2 − 1 + 1

cos(ϕ)

]
.

11.5. Exemple :.

sage: y = var(’y’); solve(y^6==y, y)
[y == e^(2/5*I*pi), y == e^(4/5*I*pi), y == e^(-4/5*I*pi),
y == e^(-2/5*I*pi), y == 1, y == 0]

11.6. Résoudre numériquement :. Lorsque Sage échoue :

sage: expt = sin(x) + sin(2*x) + sin(3*x)
sage: solve(expr, x)
[sin(3*x) == -sin(2*x) - sin(x)

utiliser la commande find_root qui prend en argument les bornes de l’inter-
valle dans lequel cherche une solution numérique :

sage: find_root(expr, 0.1, pi)
2.0943951023931957

On peut aussi transformer au préalable l’expression, si l’espoir de trouver une
solution exacte persiste :

sage: f = expr.simplify_trig(); f
2*(2*cos(x)^2 + cos(x))*sin(x)
sage: solve(f, x)
[x == 0, x == 2/3*pi, x == 1/2*pi]

11.7. Résolution dans un corps déclaré :. La commande roots permet d’obte-
nir les solutions exactes d’une équation avec multiplicité, dans un corps donné.

11.8. Déclarer les deux corps standard R et C :.

sage: ring=RR

sage: ring=CC

11.9. Exemple :. Considérer l’équation x3 + 2x+ 1 = 0.
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Sur le corps R :

Sur le corps C :

12. Sommes

12.1. Somme 1 + 2 + 3 + · · ·+ n :.

sage: k, n = var(’k, n’)
sage: sum(k, k, 1, n).factor()

ce qui donne directement le résultat 1
2
(n+ 1)n.

12.2. Binôme de Newton :.

sage: n, k, y = var(’n, k, y’)
sage: sum(binomial(n,k)*x^k*y^(n-k), k, 0, n)

(x+ y)n

12.3. Trois autres exemples :.

sage: k, n = var(’k, n’)
sage: sum(binomial(n,k), k, 0, n), \
....: sum(k*binomial(n,k), k, 0, n), \
....: sum((-1)^k*binomial(n,k), k, 0, n), \(
2n, n 2n−1, 0

)
12.4. Somme géométrique :.
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sage: a, q, k, n = var(’a, q, k, n’)
sage: sum(a*q^k, k, 0, n)

a qn+1 − a
q − 1

12.5. Calculer la série infinie :. Préciser que le module de la raison est strictement
inférieur à 1 en valeur absolue :

sage: assume(abs(q) < 1)
sage: sum(a*q^k, k, 0, infinity)

− a

q − 1

Exercice 1. [Calcul par récurrence des sommes de puissances p-èmes des n premiers entiers]
Sans utiliser les algorithmes ou fonctions de Sage, calculer, pour p = 0, 1, 2, 3, 4, 5, les sommes :

Sn(p) =

n∑
k=1

kp = 1p + 2p + · · ·+ np,

en utilisant la formule de récurrence suivantes, que l’on démontrera au préalable :

Sn(p) =
1

p+ 1

(
(n+ 1)p+1 −

p−1∑
j=0

(
p+ 1

j

)
Sn(j)

)
.

Indication: Pour obtenir cette formule, calculer de deux manières différentes la somme télésco-
pique : ∑

06k6n

[
(k + 1)p+1 − kp+1

]
.

13. Limites

13.1. Exemple :. Calculer les deux limites :

Obtenir :

sage: limit(f(x), x=pi/4)
Infinity

13.2. Limites à gauche et à droite :.
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14. Suites

14.1. Exemple :. Étudier la suite :

un =
n100

100n
.

14.2. Éviter de croire que un −→
n→∞

∞ :.

sage: plot(u(x), x, 1, 40)

14.3. Conjecturer que la suite commence à décroître à partir de n = 22 :.
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14.4. Calculer enfin la limite :.

sage: limit(u(n), n=infinity)
0

15. Développements limités

15.1. Commandes :.

f(x).series(x==x0, n)

taylor(f(x), x, x0, n)

15.2. Exemple 1 :. Calculer le développement en x0 = 0 à l’ordre 3 de :(
1 + arctanx

) 1
x .

15.3. Exemple 2 :. Calculer le développement en x0 = π
6

à l’ordre 3 de :

log
(
2 sinx

)
.

15.4. Extraire :. Utiliser la fonction truncate

15.5. Calculer des développements asymptotiques :. Utiliser la fonction
taylor , à l’infini. Par exemple, trouver pour x→∞ un équivalent de :(

x3 + x
) 1

3 −
(
x3 − x

) 1
3 .

sage: taylor( (x^3+x)^(1/3) - (x^3-x)^(1/3), x, infinity, 2)
2/3/x
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15.6. Exemple : Formule de Machin 1706 :. L’astronome John Machin (1680–
1752) calcula plus d’une centaine de décimales de π en utilisant la formule dite
d’arc-tangente qui lui est due :

π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239
.

formule qui connut de nombreuses modifications et améliorations.

• Utiliser la fonction simplify_trig :

sage: tan(4*arctan(1/5)).simplify_trig
120/119
sage: tan( pi/4 + arctan(1/239) ).simplify_trig
120/119

• Obtenir une valeur approchée :

Exercice 2. Soit la formule plus longue mais plus efficace due à Gauss :

π

4
= 12 arctan

1

38
+ 20 arctan

1

57
+ 7 arctan

1

239
+ 24 arctan

1

268
.

(a) Poser :

θ = 12 arctan
1

38
+ 20 arctan

1

57
+ 7 arctan

1

239
+ 24 arctan

1

268
,

et vérifier avec Sage que tan θ = 1.

(b) Montrer que pour tout x ∈ [0, π/4], on a :

tanx 6 4
π x

(c) En approchant la fonction arctan par son polynôme de Taylor d’ordre 21 en 0, donner une
nouvelle approximation, meilleure, de π.

16. Séries

16.1. Exemple :. Calculs de séries de Riemann :
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16.2. Exemple :. Formule due à Ramanujan :

1

π
=

2
√
2

9801

∞∑
k=0

(4k)! (1103 + 26390 k)

(k!)4 3964k
.

• Calculer la somme partielle des 12 premiers termes, et obtenir 95 décimales
correctes de π :

17. Dérivées

17.1. Dériver une fonction d’une variable :. Utiliser la fonction derivative ou
son alias (équivalent) diff

sage: diff(sin(x^2), x)
2*x*cos(x^2)

17.2. Dérivée d’une fonction composée :.

sage: function(’f’, x); function(’g’, x);
f(x)
g(x)
sage: diff(f(g(x)), x)
D[0](f)(g(x))*D[0](g)(x)

sage: diff(ln(f(x)), x)
D[0](f)(x)/f(x)

17.3. Dérivées partielles :. Utiliser aussi la fonction derivative ou diff

sage: f(x,y) = x*y + sin(x^2) + e^(-x); derivative(f, x)
(x, y) |--> 2*x*cos(x^2) + y - e^(-x)
sage: derivative(f,y)
(x, y) |--> x

Exercice 3. On dit qu’une fonction f : Ω −→ R définie dans un ouvert Ω ⊂ R2 muni de coordon-
nées réelles (x, y) ∈ Ω est harmonique lorsque son laplacien s’annule :

0 =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
.

(a) Pour la fonction :

f(x, y) =
1

2
log
(
x2 + y2

)
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définie sur l’ouvert Ω = R2\{(0, 0)}, calculer à la main ces deux dérivées partielles et vérifier que
leur somme s’annule identiquement.

(b) En trois lignes de Sage, exécuter ce calcul.

Exercice 4. Soit la fonction de R2 à valeurs dans R définie par :

f(x, y) =

xy
x2 − y2

x2 + y2
lorsque (x, y) 6= (0, 0),

0 lorsque (x, y) = (0, 0).

Montrer, d’abord à la main et ensuite sous Sage, que les dérivées partielles de f par rapport à x et
à y ne commutent pas à l’origine :

∂

∂y

(
∂

∂x
f

∣∣∣∣
x=0

)∣∣∣∣
y=0

6= ∂

∂x

(
∂

∂y
f

∣∣∣∣
y=0

)∣∣∣∣
x=0

.

18. Intégration

18.1. Trouver une primitive et calculer une intégrale définie :. Utiliser la com-
mande integrate , ou son alias (équivalent) integral

sage: sin(x).integral(x, 0, pi/2)
1

sage: integrate(1/(1+x^2), x)
arctan(x)

sage: integrate(1/(1+x^2), x, -infinity, infinity)
pi

sage: integrate(exp(-x^2), x, 0, infinity)
1/2*sqrt(pi)

18.2. Calculer une intégrale dépendant d’un paramètre :. Soit à calculer, pour
un paramètre réel x > 0, l’intégrale définie :

ϕ(x) =

∫ ∞
0

x cosu

u2 + x2
du.

• Utiliser la fonction assume

sage: u = var(’u’); f = x*cos(u)/(u^2+x^2)
sage: assume(x>0); f.integrate(u, 0, infinity)
1/2*pi*e^(-x)

18.3. Intégrer numériquement sur un intervalle numérique donné :. Utiliser la
fonction integral_numerical , qui renvoie une valeur approchée de l’inté-
grale en premier argument et une estimation d’erreur en deuxième argument :

sage: integral_numerical(sin(x)/x, 0, 1)
(0.94608307036718287, 1.0503632079297086e-14)
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sage: g = integrate(exp(-x^2), x, 0, infinity)
sage: g, g.n()
(1/2*sqrt(pi), 0.886226925452758)

sage: valeur-approchee = integral_numerical(exp(-x^2), 0, infinity)
sage: valeur-approchee
(0.88622692545275705, 1.7147744320162414e-08)

Exercice 5. [Formule de Bailey-Borwein-Plouffe] Est-il possible de calculer des décimales très
éloignées de π sans avoir à calculer toutes les décimales qui précèdent ? Oui, grâce à une for-
mule spécialement construite pour cela en 1995, qui a permis d’atteindre en 2001 par exemple le
4 000 000 000 000 000ème chiffre de π en base 2.
(a) Pour tout entier N > 1, on introduit :

SN =

N∑
n=0

(
4

8n+ 1
− 2

8n+ 4
− 1

8n+ 5
− 1

8n+ 6

)(
1

16

)n
.

Montrer que lim
N→∞

SN existe et vaut :

lim
N→∞

SN =

∫ 1
/√

2

0

f(t)

1− t8
dt.

(b) Montrer la formule de Bailey-Borwein-Plouffe :
N∑
n=0

(
4

8n+ 1
− 2

8n+ 4
− 1

8n+ 5
− 1

8n+ 6

)(
1

16

)n
= π.

19. Tableau récapitulatif des fonctions utiles en Analyse
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