Avertissement :L'objectif principal de ce travail, achevé en juin 2004, iétke dé-
velopper explicitement certains calculs qu’Elie Cartardspense par expérience
de conduire a leur terme. Le texte sera remanié, condens#iehiede considéra-
tions physiques pour paraitre comme fascicule indéperefa@006.
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RESUME. Sur un espace-temps local a quatre dimensions, équipé afe co
donnéesz’, i = 1,2, 3,4, et muni d’'une métriqgue pseudo-riemannienne
Zf’jzl gij(z)dz'dz’ de signature(3, 1), un tenseur a deux indiceS;; est
dit covariants’il se transforme comme le tenseur métriguea travers un chan-
gement de coordonnées— z = Z(z). En 1922, Elie Cartan démontrait que
tout tenseur covariant
2
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qui dépend du jet d’ordr@ des coefficients métriques via une fonctiﬁb in-
dépendante du systéme de coordonnées et linéaire par reppodérivées par-

. a2 P :
tielles ;—"=2, est nécessairement de la forme :

0 )
Ciy =v Ay + pAgij + N}

ici, \, u etv sont des constanted,; désigne le tenseur de Ricci deux fois cova-

riant associé a la connexion de Levi-Civitastiésigne la courbure scalaire de la

métrique pseudo-riemannienne. Il en découlait aisémeat@tenseur une fois
covariant et une fois contravariant défini par :

B = I (Aij — %55 A) +>\6§

est le plus général qui satisfait la loi de conservat@jf:1 V,E’ = 0, ex-
primant I'annulation de sa divergence absolue. Ici, le gmtA := 2 coincide
avec la constante cosmologique. Ainsi, le tenseur deuxctpiariant qu’Einstein
avait introduit en 1916 pour écrire les équations de la ¢gtion £;; = —T5; en
relativité générale était-il essentiellement unique.

A partir d’une lecture directe du mémoire de 1922, nous retirons les
raisonnements originaux d’Elie Cartan sous une forme cétapt accessible.

Date 2010-1-3.
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§1. INTRODUCTION HISTORIQUE RESUME DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE ET
EQUATIONS DE LA GRAVITATION

En 1922, dans un mémoire souvent cité mais resté difficilecd'®, Elie Cartan
démontrait que le tenseu,;;, construit par Einstein en 1916 et apparaissant dans
le membregéomeétriquades equationdr;; = —1;; de la gravitatiof, était essen-
tiellementunique(voir le Théoréme 1.85 ci-dessous ou IERIME ci-dessus). Ce
résultat fondamental d’Elie Cartan s’effectuait par lategse entre trois théories :

(1) sa propre «méthode d’équivalence», qu'il appliquait auréwds pseudo-

riemanniennes ;

(2) le calcul tensoriel, développé par Gregorio Ricci, Tullievi-Civita, Enrico

Bompani et autres représentants de I'école italienne ;

(3) la géométrie projective complexe, considérablement dppdie a la fin du

dix-neuviéme siécle par I'école allemande.

La premiére, la «méthode d’équivalence», fut inventée gligyete par Elie Car-
tan dans les années 1902-1910, peu apres qu'il eut édifi@daiendes formes
différentielles, au cours de ses recherches sur les gralgkg de dimension infi-
nie. Grace au langage des formes différentielles, Eliea@dttt 8 méme de résoudre
un probléme de classification laissé en chantier par somera@iphus Lie, a savoir
la classification de tous les groupes de Lie de dimensioniéndjmi agissent locale-
ment sur un espace complexe de dimension Hetiétait 1& la premiére application
imposante d’'une méthode que le jeune Elie Cartan, alorsr/dé Conférences a
la Faculté des Sciences de Lyon, ébauchait dés 1902 dansateeadk Comptes
Rendus de I'’Académie des Sciences ([Cal902]).

Isur les équations de la gravitation d’Einsteih Math. pures et appl (1922), 141-203.

2Die Grundlage der allgemeinen Relativitatsthepanalen der Physik9 (1916), 769-822.

SAvec cette méthode, il retrouvait aussi les résultats dsstfiaation pour les groupes continus
de dimension finie, publiés par Lie dans un mémoire de syatbn@snimement considéré comme

fondateur historique de la théorie des «groupes de Lie» 165 Tiheorie der transformationsgruppen
Math. Ann.16 (1880), 441-528.
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Malheureusement, a cause de leur ampleur et de leur réaliplexité, les dé-
tails exacts de ces résultats de classification compléterssiés méconnus. Dans
de nombreux autres mémoires, Elie Cartan applique la méttiéggjuivalence a des
problémes géomeétriques variés : groupes infinis simpldésrmdation projective des
surfaces, systémes de Pfaff a cinq variables, transfopmete contact, transforma-
tions de Backlundetc. Malgré cette richesse, a I'époque moderne, seule une partie
de ces travaux a été lue, comprise et assimilée en profanigartir de la seconde
moitié du vingtieme siécle, le mouvement (post)bourbaohigyant orienté l'intérét
des jeunes générations de mathématiciens vers des théesm#émergentes, telles
que la géométrie algébrique, I'étude globale des vari@ésystemes dynamiques,
etc, la connaissance de I'héritage mathématique d’Elie Careaimotamment de
la méthode d’équivalence — souffre de certaines lacunesace.

Cette situation est regrettable, car 'approche d’Eliet@anchéve et parfait une
profonde synthése, illustration de I'unité indissolublesdnathématiques, entre
deux points de vue : la théorie des objets géométrico-éiffiels et la théorie
desgroupes continus de tranformaticappelés aujourd’hujroupes de LieToute
I'ceuvre d’Elie Cartan s’enracine dans la théorie des grsumatinus de transfor-
matiorf, qui fut fondée par Sophus Lie dans les années 1873-1880.

Au début des années 1920, Elie Cartan transférait la métti@divalence a
la théorie des espaces de Riemann, et ce faisant, il enuieaitapplication spec-
taculaire a la relativité générale : l'unicité du tenseugidstein, ainsi que la dé-
composition du tenseur de courbure de Riemann-Christefiglois composantes
irréductibles. A nouveau, dans le mémoire [Cal1922] ainsi dans d’autres mé-
moires rédigés a la méme période, les détails techniquesétmmplexes et diffi-
ciles d'accés. Hermann Weyl lui-méme reconnaissait nigy@s saisi la totalité des
raisonnements qui conduisaient Elie Cartan & établir¢itéidu tenseur d’Einstein.

En nous aidant de présentations modernisées de la méthédeiwdilence
([Ko1972], [St1983], [Gal989], [OL1995]), nous nous prepns de reprendre et
de développer les raisonnements elliptiques d’Elie Camapartir d’'une lecture
directe du mémoire de 1922. Pour ce faire, nous devrons fageve d'un effort
de formulation conceptuelle et d’'un effort de présentaponr rendre accessibles
les démonstrations techniques. Ce faisant, nous seromuit®m réexprimer des
résultats connus.

Avant de formuler précisément le théoreme d’'unicité dueensl’Einstein, pré-
sentons un bref apercu historique du concept de courbureéeméjrie rieman-
nienne.

1.1. Courbure de Gauss et variétés riemanniennedans une variété rieman-
nienne locale de dimension identifiée aR™ grace a un systéme de coordonnées
(x, ..., z™), les rapports de distances infinitésimales sont fournisupgsroduit

scalaire euclidien dont les coefficients dépendent du mminfon se place. Plus

4eLa plupart de mes travaux mathématiques gravitent autla ithéorie des groupes», [Cal1931],
p. 1, premiére phrase du texte de synthése écrit par Eli@Cart'occasion de sa réception a I'’Aca-
démie des Sciences.
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précisément, soit2r, ..., 52-) la base de champs de vecteurs naturellement as-
sociée a ce systeme de coordonnées et soit

(1.2) dr := da* + 4 da” -

Ozt oz’

un vecteur infinitésimal placé au pointde composantegiz!, dz?, ..., dz") re-
lativement a la bas(e%, ce a%). Le carréds® de la norme de ce vecteur in-
finitésimal dx placé au point: est représenté par une forme quadratique définie
positive en ses composantes infinitésimales :

(1.3) ds® = Z gij(x) datda?,

i, j=1
dont les coefficients variablgs; (=) satisfont la symetrig;; (z) = g;i(z). Ces coef-
ficients fondamentaux seront toujours suppasgaytiques réelslans ce mémoire,
c'est-a-dire localement développables en série entiggtie @ypothése de régula-
rité n’est ni optimale ni nécessaire pour la plupart de nasitiErations, mais nous
I'adopterons par souci de simplicité et parce qu’elle étaglicitement admise dans
les travaux d’Elie Cartan.

Comme le lecteur I'aura remarqué, nous n'avons pas adoptérieention d’Einstein
dans I'écriture de (1.3) (lire aussi le §3.1 ci-dessousn®ia suite, nous maintiendrons
toujours les signes de sommation dans I'écriture de nosutasnLa raison principale est
la suivante : a partir de la Section 2, un parametre= +1, indexé pari = 1, ..., n,
entrera dans I'écriture de nos formes différentiellegjledles incorporeront aussi I'indice
1, ainsi que d’autres indices k, ... répétés, mais il n’y aura pas (la plupart du temps) de
sommation sur cet indice Il deviendrait inélégant et pesant d’avoir & préciser atupa
cas silI'on doit sommer sur I'indicerépété. Par exemple, dans la formule (2.5) ci-dessous,
ou l'indice i dee; est répété, on doit sommer sirtandis que dans la formule (3.15) ci-
dessous, ou l'indicédec; est aussi répété, on ne dpds sommer Sug.

Ce n’est que dans cette Section 1 que nous pourrions adaptenvention d’Einstein.
En effet, nous présentons des concepts classiques de tadsokiel pour lesquels cette
convention a amplement fait ses preuves. Cependant, psuaidens de cohérence globale,
nous maintiendrons partout les signes de sommation. Am$ecteur qui a adopté ladite
convention reconnaitra simplement les formules habi#sele géométrie riemannienne, s'il
fait I'élision des signe&.. Du reste, ces signes ne tiennent pas une place considdeatse
I'écriture des formules et ils ont la vertu de signaler diemgent a la lecture quels sont les
indices sur lesquels on doit sommer, sans avoir a repératgimément la répétition de ces
indices. Il est vrai que sur des formules relativement sggjgbmme (1.3) ci-dessus ou en-
core (1.25) ci-dessous, le repérage des indices répétés saffidement. Par contre, dans
des formules comme (7.) incorporant huit répétitions died qui n’ont pas de dénomi-
nation homogene simple (par exemple jo, j3, ja, 75, J6, J7: Js), l€ repérage des indices
répétés demande un long travail de lecture. Dans un tel clgude, sur le plan pratique,
le maintien des signes de sommation présente des avanagesables.

Laméthode du repere mobijlimtroduite par Ribaucour, Frenet, Serret puis systé-
matisée par Darboux a la fin du dix-neuvieme siéecle, conaiatéacher un systeme
d’axes variables ou de vecteurs «mobiles» a tout objet gémmélifférentiel, afin
d’en étudier les propriétés qui sdnvariantes par rapport a ugroupede transfor-
mations par exemple le groupe des déplacements euclidiens. Daresore, Elie
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Cartan I'a poussée si loin gqu'aujourd’hui encore, seule partie de ses travaux a
été relue, comprise et assimilée. Cette «méthode» en quelte implicite dans

les calculs de Gauss, permet d'étudier trés progressivie(eesans éprouver I'im-

pression de s'égarer dans des calculs interminables) laééie intrinséque d’'une

surface «gaussienne», équipée d’'une métrique de la forme :

(1.4) ds* = E du® + 2F dudv + G dv?,

[en coordonnéesu, v) au lieu de(z!, 22)], et notamment, de retrouver la célébre
expression de la courbure= «(u, v) en un point de coordonné¢s, v), en fonc-
tion des dérivées partielles des coefficieRtsF etG, i.e.:

(1.5)

_l’_

1
”——4<EG_F2>2{ % v Cou v T \ou

L p[9E 06 0B G 0B oF | OF OF  0F oG
ou Ov ov  Ou ov  Ov ou Ov ou Ou

080G _,08 OF (oY’

ou Ou ou Ov ov

0*E ’F  0%°G
-2 + .

Ov? oudv  Ou?

Cette expression relativement complexe aura co(té tanndis de recherches a
Carl Friedrich Gauss qu'il baptiseéracTheorema Egregium (théoréme «remar-
quable», «extraordinaire») la conséquence qui en décingleteiment et qu'il avait
en vue, a savoir que la courbure est préservée par toutecappti isométrique
d’une surface sur une autre, et ce, grace a un argument paranrenséque, qui se
dispense de tout plongement de la surface dans I'e§paneffet, grace a cette for-
mule qui affirme que la courbure est une expression algébegplicite universelle
en fonction des dérivées partielles (d’'ordre au plus égatuxddes coefficients
de la métrique infinitésimale (1.4) dans les coordonnéesrias(u, v), il devient
évident que si I'on a une transformatid¢n, v) — (u, v) iISométrique qui trans-
forme leds? (1.4) en unds®> = Edu® + 2F dudv + G dv? similaire, autrement
dit, silonaFE = E, F = F etG = G [aprés remplacement de I'expression de

(u, v) en fonction dgu, v)], alors on a aussi pour les dérivées partie%%s: %—5,

OF _ OF 0G _ 9G OE _ OE 1A il [é : Al i :
S = S 90 = ou 97 = gy etc, d'ouil decoule immédiatement qée= « : la

courburer au point de coordonnégsi(u, v), v(u, v)) coincide avec la courbure
au point repéré par les coordonnégs, v).

0E 0G _,0F 0G (66’)2

+G

—Q(EG—FQ)[

1.6. Coefficients de courbure riemannienneEn 1854, Bernhard Riemann pro-
pose trois sujets possibles a I'université de Goéttingen passer sa thése d’habili-
tation. C.F. Gauss, président du jury, agé de 77 ans et riehmugieurs décennies

Dans [Me2004], nous proposons d’appeléraula egregia la formule (1.5).
6c.F. GausspDisquisitiones generales circa superficies curv@®mment. soc. Got6 (1828),
99-146.
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de méditations solitaires sur les géométries non-eualidis, choisit de mettre Rie-
mann a I'’épreuve sur l'une des trois propositions, intéuldir les hypothéses qui
servent de fondement a la géométigber die Hypothesen, welche der Geome-
trie zu Grunde liegeh Or, c’était le moins mdr et le moins préparé des trois sujet
gue Riemann avait proposés. Apres six semaines de réflekaarédaction, Rie-
mann présente oralement dombilitationsvortragdevant un public d’universitaires
non mathématiciens, en évitant soigneusement de présistealculs et de rentrer
dans des considérations techniques.

Dans ce texte court publié a titre posthume en 1868 et quiuteona la géomé-
trie, Riemann posab initio le probléeme de la nature des notions topologiques, des
notions géométriques et des notions métriques de base gucelelles on peut
concevoir mathématiguemenegpace sans entacher cette «ldée problématique»
d’hypothéses implicites. En particulier, il propose de &@atiser aux espacesra
dimension la notion de produit scalaire infinitésimal vidédinition (1.3), qui géné-
ralise la définition (1.4) que Gauss avait prise pour fonddrde I'étude intrinseque
des surfaces plongées dans I'espace tridimensionnel. st pdors la question de
généraliser la notion de courbure en dimensior= 3 et d’obtenir un analogue
de laformula egregia(1.5). Pour cela, une stratégie d’économie aurait alorsaété
bienvenue, puisque les calculs de Gauss étaient déja éomisies en dimension
n = 2.

Or Riemann savait que la courbure de Gauss s’exprime de regpégticulie-
rement simple dans un systéme de coordonnées dites «gfesi Dans un tel
systéme, lals? se réduit a la forme normalisés? = du? + G(u, v) dv?. Ici, u
représente le rayon géodésique issu de l'origine refprésente I'angle que fait ce
rayon a l'origine avec une géodésique fixe. Ainsi, otF@u, 0) = G(u, 27), et
il faut considérer qu’une telle métrique est une défornmatie la métrique eucli-
diennedr? + r2 d§?, écrite en coordonnées polaires. Avant d’obtenifdamula
egregia(1.5), Gauss avait démontré en 1822 I'existence de systdmesordon-
nées géodésiques pour toute surface plongée dans I'espber ééduisit la méme
année une expression intrinséque pour la courbure. Eviggmymous pouvons re-
trouver cette expression en appliquant la formule (1.5¢, @auss n’obtint que cing
années plus tard, en 1827, ce qui donne :

.7) _ L J(oey _goel 1 VG
' "Ticz )\ ou 02 (G 0wt

De plus, Riemann savait que dans un systeme de coordonreassggies, la cour-
bure des surfaces apparait dans le développement limitéeffictent G(u, v)
du ds? au voisinage de l'origine. En effet, aprés une normalisattémentaire

de la métrique a l'origine qui assure quygG(0,v) = 0 et que%(o, v) =
lim,, ¢ %(u, v) = 1, on démontre ([Sp1970], Chapter 3B, Addendum) que

(1.8) VG(u, v) =u — %R(O)ug + o(u?),

ou (0) est la courbure de la surface a I'origine.
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Dans des travaux manuscrits non publiés —difficiles a datm partant de (1.7),
Riemann généralise donc la notion de courbure aux varié@étndensionn > 2
munies d’'unds® général de la forme (1.3). Il se place dans un systéme deaoord
nées appelé depuigeordonnées normales de Riemaui généralise le systéeme
de coordonnées géodésiques a la dimension quelcangu2. Dans un tel systéeme
de coordonnees, on@;(0) = 5;? et %(0) = 0, pour tousi, j, k =1,...,n
(voir [Sp1970], Chapter 4B). En effectuant un développementtdirdes coeffi-
cientsg;; (x) a l'origine, on peut écrire :

n

ds*(z) = > gij(x)da’da?
i,j=1

(1.9)

=Y (da')? + 5 > 5750 2P ot datda? + o(|z]?).
i=1 i,5,k, =1

Ensuite, grace a un calcul algébrique —passé sous sileRiemann affirme qu'il
existe des nombred,;;;; tels que I'on peut réécrire le précedent développement
limité sous la forme :
(1.10)

n

ds*(z) = Z (dxi)Q—% z”: Aijki (:ck dx’ — 2 da:k) (xl da? — 27 d:cl) +o(|z[?).
i=1 i\ gk, 1=1

Dans ce mémoire de 1854, on ne trouve pas de formule matlgraatixplicite,
mais on remarque une phrase qui décrit «en langue naturellesntenu de la
formule (1.10), et ce de maniére trés précise.

Sept années plus tard, en 1861, Riemann soumet a I'’Acadé@si8aences de
Paris un mémoire intitul€ommentatio mathematica qua respondere tentatur quaes-
tioni ab illustrissima Academia Parisiensi proposftéDans ce mémoire qui traite
de I'équation de la chaleur, Riemann démontre rigoureusemee I'annulation
des coefficientsd;;;; est la condition nécessaire et suffisante pour que la varieté
riemanniennd M, ds?) soit localement isométrique a I'espaRé&, muni de la mé-
trique euclidienne standard. Ce résultat généralisaihdereme de Gauss sur les
surfaces de courbures nulles. Cet extrait du mémoire de é86ttaduit en anglais
et commenté par M. Spivak dans le Chapitre 4B de [Sp1970].

En 1869, peu de temps apres la publication posthumehdéilitationsvortrag
de 1854, le disciple de Riemann Erwin Bruno Christoffel eptend le premier
travail de classification des variétés riemanniennes aéswenpres ¢f. [B01993])).
Supposons donnée une isométrie- £ = z(z) entre deux variétés riemanniennes
(M, ds?) et (M, ds?), c'est-a-dire une application qui transforme une métrique
ds® = 37 i1 gij(x) dx*da? en une autre métriqués® = 7 . gi;(Z) dz'da.
Pour isoler les dérivées secondes des composantes d'imetghétrie, pour ex-
primer les composantes de courbure riemannienne et paleate qu’on appelle

’Ce travail, publié a titre posthume, fait partie de la lisés Bnémoires qui n'ont pas été traduits
en frangais dans [Ri1898].
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(depuis l'article [LR1901] de Ricci et Levi-Civita) le¥érivées covariantatu ten-
seur de Riemann, Christoffel choisit d’introduire la naat:

EV I w(0, 0 0

ol (¢%) désigne la matrice inverse de la matrigg;). On appelle maintenant ces
expressiongoefficients de Christoffale laconnexion de Levi-Civitale la variété
riemanniennd M, ds?). Cette notation permit a Christoffel de contracter substan
tiellement I'expression du tenseur de courbure de Riemanreffet, il obtint I'ex-
pression compacte suivante pourlgs;,; que Riemann avait introduits dans (1.10) :

(1.12) Aijit =Y 9ot Aiji?
p=1

ou

(1.13)

s ()L )

En vérité, si I'on insérait les coefficients de Christoffdl.{1) dans ces for-
mules (1.13), on obtiendrait une expression nettement gugplexe qui généra-
liserait pleinement ldormula egregia(1.5) au cas de > 2 variables yoir (1.28)
ci-dessous).

Grace a une telle expression des composantes de la couthiuistoffel établit
alors qu’une isométrie — z(z) induit la loi de transformation

(1.14)

CLEDY = oxt Oz Pk TP
a7 7’\/:

z”: Al 0x0 " 9z 078 077 —5
=1

entre les composantes de la courbure. Plus encore, enurgand certainedérivées
modifiéesdes composantes de la courbure, Christoffel exprima unéléaimfinie

de conditions nécessaires pour I'existence d’une isomeétiire deux variétés rie-
manniennes locales. Il démontra aussi que ces conditionissfisantes, avec des
raisonnements incomplets qui ne s’appliquent en véritélogrsgiue le groupe de
Lie local des isométries d@V/, ds?) est de dimension zéro. Pour des groupes de
dimension gelconque, ce probléme fut définitivement résahElie Cartan dans les
années 1920, grace a une stratégie qui fait la synthesedmixrenotions : formes
différentielles, et groupes de Lie.

Ce rappel historique achevé, afin d’étre en mesure d’exprilgeureusement le
théoréme d’unicité du tenseur d’Einstein di a Elie Cartéfieckions maintenant
une bréve présentation des concepts de géométrie diffdternriemannienne qui
sont a la base des équations de la gravitation d’Einstdimgtéils sont exposés
dans la plupart des manuels contemporains.
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1.15. Connexion de Levi-Civita. Nous renvoyons le lecteur a [DC1992],
[Wel972] ainsi qu'a d'autres références pour une présentatius compléte du
formalisme.

Classiguement, une variété riemanniereest canoniquement équipée d'une
connexionV, dite de Levi-Civita C’est 'unique connexion de torsion nulle suf
qui soit compatible avec la métrique. Rappelons pour coneerdes définitions de
ces termes.

Tout d’abord, uneconnexion affindau sens de Koszul) est un opérateur intrin-
séque de dérivation d’'un champ de vecteur le long d’'un adteenp de vecteur.
Pour étre plus précis, désignons paf)/) I'ensemble des champs de vecteurs sur
M : c’est un module sur l'algébré“ (M) des fonctions analytiques réelles sur
M, i.e.on peut additionner les champs de vecteurs et les multipéerdes fonc-
tions f € C¥Y(M), avec des regles d’'associativité et de distributivité éntds.
Une connexion affinév est une application qui a un couple de champs de vecteurs
(X,Y) € X(M) x X(M) associe un champ de vecteWs(Y) € X(M), le
«dérivé deY” le long deX». Cette opération satisfait les propriétés suivantes :

(c1) linéarité par rapport a chacun des deux cham¥ps;+x,(Y) = Vx, (Y)+
Vx,(Y)etVx(Y1 +Y2) =Vx (Y1) + Vx(Y2);

(c2) linéarité pour la multiplication (par une fonctiohe C¥(M)) du champe
long duquelon dérive V¢x(Y) = fVx(Y);

(c3) regle de Leibnizour la multiplication (par une fonctioyi € C*¥(M)) du
champque 'on dérive : Vx(fY) = fVx(Y) + X(f) - Y ici, X(f) estla
fonction obtenue en appliquant le chap-vu comme dérivation — &.

La connexion est ditele torsion nullesi pour tout couple de champs de vecteurs
(X, Y)e X(M) x X(M),ona

(1.16) Vx(Y) — Yy (X) = [X, V],

ou [X, Y| désigne lecrochet de Liede X avecY . Cette terminologie «torsion»
s'explique dans la théorie des connexions affines dévetsppéar Elie Cartan a
partir du concept de repére mobile, mais nous n’entreroeglpas les détails.
Appliguons maintenant le principe d’aprés lequel tous lejets de la géomé-
trie différentielle qui possédent une définition indéperidadu choix de coordon-
nées locales doivent aussi étre saisis en coordonnéegdpsalus une forme ex-
plicite et concréte. Soient dor@!, 22, ...,z") des coordonnées locales, soient
X1 = 3%, Xo = 5%, ... X, = 32 lesn champs de vecteurs «naturels» asso-

ciés, qui forment un repére mobile. Grace aux redtds, (c2) et (c3) ci-dessus,

en décomposant les champs et Y sous la formeX = Y0, a'(z) - % et

Y = >0 bi(z) - %, on vérifie aisément que la connaissance de I'expression
Vx(Y) se raméne a la connaissance déshamps de vecteuR€ x, (X;), que I'on
peut décomposer le long de la base dgssous la forme

- o)
. k
(1.17) Vx, (X;) = ;1 Ly (x) - pRE
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en introduisant des fonctioriéfj(a;) qui sont appeléesoefficients de Christoffel
de la connexion. Jusqu’au milieu du vingtiéeme siécle, ummegion était habituel-
lement définie dans les ouvrages classiques par la donnée dallection den?
fonctionsl“fj(:z:) qui se transforment de la maniére suivante a travers un ehang
ment de coordonnéesi— = = z(x) :

—k L~ = OzF 9z 8:1:31 ozk 9%t

(118 Ty = Z Z 2 i da g i Z Oal 0zt 9z
i1=1 j1=1 k=1

C’est encore cette «ancienne» définition qui est ch0|sns dartains ouvrages de
physique mathématique, comme par exemple dans [HT19983. Bien entendu,
on peut déduire cette formule de transformation de la difinitabstraite»i(e. pré-
sentéesansen référer a un systeme de coordonnées locales) de conragotimee
ci-dessus, en utilisant le fait que les cham@sse transforment e, 92 9.
et en utilisant la régle de Leibn{z3).

La regle de transformation (1.18) n'est pas de caractérsot@, puisque les
dérivées secondes du changement de coordonnées inteamniaems le deuxiéme
terme du membre de droite. Néanmaoins, cette régle possedaractére précis et
une structure bien définie qui leur conférent un statut irdéant du systéme de
coordonneées.

Toute connexion affine définit de maniére uniquettamsport parallélée long
des courbes tracées dams, et ce transport parallele permet deornectes les
espaces tangents entre eux d’'une maniere intrinsequeyendante du choix de
coordonnées locales. Mais il faut insister sur le fait quéier entre les espaces
tangents dépend non seulement de la connexion choisie uns8s de la courbe
le long de laquelle on déplace parallelement un vecteuretandlus précisément,
pour toute courbe analytique réelie: [0, 1] — M et tout vecteurt), tangent &
M au point~y(0), il existe une unique famille & un paramétre [0, 1] de vecteurs
Y (t) tangents &/ au point~y(t) tels queY (0) = Y; et tels que la dérivée deg(t)
le long du vecteur tangerﬁétfi(t—t) s’annule identiguement.e.

(1.19) Vaw (Y(t) =0.

dt
En explicitant ces équations différentielles dans descmuréesz!, ..., =) avec
le repére mobile(%, cel a =), on obtient un systeme deequatlons différen-
tielles ordinaires du premier ordre :

c%k &
(1.20) = ZZF k=1,...,n
1=

Ce systéme porte sur les coefficientét) des vecteurd’ (1) = 1, bi(t) -2 5
pourt € [0, 1], avec la condition initiale®’(0) = b)), si 'on a écrit le champ

Yo = Y0, b axz o) au point~(0). Grace aux propriétés connues des solu-
tions de tels systemes d’équations différentielles, onidépie I'application qui a
Yy = Y'(0) associe le vecteur tangent fita(1) est unisomorphisme linéaireentre
T’Y(O)M et Ty(l)M : C'est I'application que I'on appell&ansport parallél@ssocié

a la connexion le long de fa.
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Soit maintenant (M, ds?) une variété riemannienne qui est aussi
équipée d'une connexionV. Plus généralement, si le produit scalaire
(Y1, Yo) = 0. 9ij(p)aj aj entre vecteurs tangents; = Y1, af X;
etY =" | a4 X; enun pointp € M est seulement non-dégénéré, mais pas for-
cément défini positif, on dira que\Z, ds?) est une variétgpseudo-riemannienne
Tel est le cas, par exemple, dans I'espace de Minkowski égdépla métrique
—(dzh)? — (dz?)? — (dz*)? + (dz*)2.

La connexionV est ditecompatible avec la métriqig, pour tout poinp € M,
pour toute courbe analytique réelje:= [0, 1] — M telle quey(0) = p et pour
tout couple de vecteurs;' et Y tangents &/ enp, le produit scalaire entrg;' et
Y au pointy(0) posséde la méme valeur numérique que le produit scalaire ent
les deux vecteur¥?' et Y transportés parallelement le long glgusqu’au point
~(1). Autrement dit, le produit scalaire est invariant par tggors paralléle.

En 1917, Levi-Civita a démontré qu’'étant donné une vari@éannienne, il
existe une unique connexion de torsion nulle qui est corlgagivec la métrique.
L'énoncé s'étend sans modification aux variétés pseudoammiennes. En ana-
lysant ces deux conditions, on vérifie que les coefficientsldonentaux de cette
unigue connexion possédent une expression explicite enidondes dérivées par-
tielles d’ordrel de la métrique :

1 — 0 0 0
k k
p:

Ici, (¢*/) désigne la matrice inverse de la matrigg;). La nullité de la torsion
équivaut alors a la propriété de symétrie indicidlle = I'%;. Ces coefficient§;

coincident avec les coefficients que Christoffel no aifj } Historiguement, le

point de vue de Levi-Civita eut une importance crucialesquiil apportait (en-
fin) une mise en forme géométrique des calculs de courburé&dismann et a
Christoffel.

Montrons maintenant comment les coefficients de Chridtdfisne connexion
linéaire peuvent servir a différentier des objets géorgéas plus généraux que les
champs de vecteurs : les tenseurs.

1.22. Tenseurs, calcul tensoriel, dérivées covariantes sleenseurs. Résumons
d’abord quelques éléments de calcul tensoriel classiqunéehseup fois contrava—

riant etq fois contravariantonsiste en la donnée dé n? fonctlonsA - qw de-

pendent analytiguement dedans le systéme initial de coordonnéeé , ),
et qui se transforment comme suit. Pour tout changement dei(mneem —

z = z(zx), ces quantités se transforment en des quanﬂﬁés qui sont reliées
auxAﬁf;’; d’'une maniére linéaire, avec des coefficients qui ne déperme de la
matrice jacobienné2Z; ) :

n 701 7 1 Jaq il
(1.23) Koo — Z 3 ozh - ox'v oot 0wt i

e | Oxh dx'r 0T dxia ~Iida’

117 —1 ]17~ 7.7q
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Dans cette transformation jacobienne généralisée, najamsles indices supé-

n

rieurs se comportent comme dans la formdig = Do g;;, - dz pour les
différentielles, et que les indices inférieurs se comptarmme dans la formule

i,
2. = > Qo O pour les champs de vecteurs. '

La premiére opération, appel@entraction des indicegonsiste a sommer sur
des indices sélectionnés a l'avance. Par exemple, voick deatractions pos-

sibles d’un tenseu1r\;§’f223 on sélectionne; en haut etj, en bas et on définit

\IJ;?I“‘ = Aff;“ ; autre possibilité, on sélectionrié , i3) en haut etj, jo)
en bas et on définip’ := Y77 _, AP29_ En général, soi.t\“"'zf un tenseur quel-

conque et soit un entier positif tel que < etr < ¢. Dans les indices inférieurs et
dans les indices supérieurs du tens&}ir » , choisissong indices et sommons sur
ces indices. Le résultat fournit une quantlteoar r) indices supérieurs et(@ — )
indices inférieurs. En effectuant les mémes choix d'inglidans (1.23) et en obser-
vant qued gfp gr% = ¢, on vérifie que le résultat obtenu est effectivement un
tenseur.

La seconde opération est une différentiation «absoluesindépendante du sys-
teme de coordonnée. En utilisant les coefficients de Clffiestd’'une connexion
linéaire quelconqué/, il est possible de définir des dérivées directionnellesd’u
tenseur, gu’'on appellerdérivées covariante€es dérivées doivent fournir un ré-
sultat indépendant du systéme de coordonnées pour qus@uditre question d'un
«calcul différentiel absolu», au sens de Ricci et de Levit&i Par exemple, sk
est un tenseur une fois contravariantksi@me dérivée covariante sera définie par :

(1.24) Vi (AY) := W A"+ Z i, AL

Par un calcul qui utilise la loi de transformation (1.18) desfficients de Christof-
fel de la connexiorlv, on peut vérifier quevy, (AZ) est effectivement un tenseur
qui comporte un indice inférieur supplémentaire et quitjoei la loi de tansforma-
tion (1.23), avep = g = 1. Second exemple : la-iéme dérivé covariante d’'un
tenseurA;ﬁ une fois contravariant et une fois covariant sera définie par

, o . n , oo
(1.25) Vi (A7) = o A= > Ty Af+ D Ty A
=1 =1

Notons I'apparence du signe—. A nouveau, on peut vérifier en utilisant la loi
de transformation (1.18) que la dérivée covaria‘ﬁﬁg(Aé) ainsi définie constitue

un tenseur a trois indices, une fois contravariant et deisxdovariant. D’une ma-
niére générale, définissons enfinklaeme dérivée covariante d'un tenseufois
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contravariant ey fois covariant de la maniére suivante :
(1.26)

112 L 112 l 212 l 112

. [ 7 TR
#3° (Ch AL, ).
=1

Par un calcul qui utilise la loi de transformation (1.18) desfficients de Christoffel

de la connexiorV, on peut vérifier qué/y, (Aiz’;) est effectivement un tenseur

qui comporte un indice inférieur supplémentaire.

1.27. Théoréme de Ricci.En particulier, sur une variété pseudo-riemannienne,
nous affirmons que les coefficienjg de la métrique infinitésimale constituent un
tenseur (symétrique) deux fois contravariant. En effet, yppacalcul élémentaire
(dont nous donnons les détails au début de la Section 5), wievgu'a travers
toute changement de coordonnées: z = z(z), le ds® = >oi =1 9ij(w) datda?
initial se transforme en uiis® = "7 | g;;(%) dz'dz’ dont les coefficientg;; (z)
sont donnés par :

_ "L Qxh 9

i1,71=1

Cette loi correspond bien a la loi de transformation (1.28)rgdes composantes
d’'un tenseur deux fois covariant (avee= 0 etq = 2).

Appliquons la formule (1.26) pour la-ieme dérivée covariante dg;, ce qui
donne :

9 — (1 !
(1.29) Vi (935) = 5 95— > (Thigty + Ty )
=1

En remplacant les expressions (1.21) E%son verifie queVy, (gi;) = 0. En verité,
cette propriété est équivalente a I'’hypothése de comfidilie la connexion avec
la métrique : le tenseur métrique; est «constant» sur la variété riemannienne, par
rapport aux dérivées covariantes, ce qui revient intuitigat a dire que le produit
scalaire est infinitésimalement conservé par transpodllgéa. En résumé, nous
avons établi le lemme suivant, appét&oreme de Ricci

Lemme 1.30. Les dérivées covariantes du tenseur métrique et de sorseg&n-
nulent:

(1.32) Vi (gij) = Vi (¢7) = 0.
Démonstration.AdmettonsVy, (g;;) = 0 et appliquonsv, a la relation fondamen-
taled’ = 37, ¢' g,; entre les deux matrices inversgs;) et(¢"), que I'on peut

réécrire matriciellement nous obtenoRg; (¢”) = — >0 | 9% Vi (g94p) 7.
]
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Le tenseur métrique deux fois covariapt et son inverse/’/ qui est deux fois
contravariant peuvent servir a élever et a baisser lesasditun tenseur donné

Aﬁ’]‘; Prenons par exemple un tenséyrune fois covariant. On vérifie aisément
que le tenseun’ := Zp gP* A, est une fois contravariant, et I'on a les formules
inverses\; = >_ gp; AP. Prenons maintenant un tenseur une fois covariant et une

fois contravariantA;-. On vérifie que)_, gy A§ définit un tenseur deux fois cova-
riants en termes des indice®t j. Mais comment écrire ce tenseul;; ou Aj; ?
Faut-il mettre; ou j a la premiére place ? Par construction, c’est l'indice siepér

7 que nous avons abaissé da\"ii'js Convenons provisoirement d’écrirg;;. Pour
retrouver le tenseur initiah’; par une formule inverse, il faut écrife], g A,; et
non paszp gP7 A, parce que c'était le premier indice dg; qui avait été abaissé
et non pas le second. En définitive, puisque la notati}ﬂ)devient ambigué lorsque
I'on éleve et abaisse les indicabest nécessaire de préciser I'ordre d’apparition
des indices colonne par colonnainsi, nous écrirons\’; (ou bienA;" : il faut
faire un choix définitif au départ, mais tous les choix sontiémlents) en affectant
chaque indice a une colonne, afin de conserver le numéro dareldes indices
que I'on éleve ou que I'on abaisse. Dans la notatigy) deux colonnes étant déja
clairement delimitées, on pourra déduire qug = »_, g, A?; s'obtient a par-
tir de A%; par abaissement du premier indicePar la méme occasion, le tenseur
A= > g"* Aj,, obtenu par élévation du second indice/dg sera clairement
distingué de\’; = 3~ ¢ A,;. Cette distinction, invisible dans la notatidd, est
absolument nécessaire, puisque les deux tensgtiet A*; (évidememment égaux
dans le cas spécial ou le tenséyy, = A,; est symétrique) peuvent étre réellement

différents, comme on s’en convaincrait sur un exemple.
Pour terminer, mentionnons que la version mixte du tenseuwadirburey’ :=

> p Ipj g” = 4} coincide avec le symbole de Kronecker et que dans ce cas, il es
inutile de préciser les colonnes dans la notation des iadice

1.32. Composantes du tenseur de courbure et ses symétrigsrace a la notion

de connexion présentée ci-dessus, on peut introduire emaint le tenseur de cour-
bure de Riemann-Christoffel. Leourbured’une variété riemannienn&/ est une
correspondance qui associe a toute paire de champs denrggctelt”) sur M une
application A(X, Y') définie sur 'ensemble des champs de vecteurs et a valeurs
dans I'ensemble des champs de vecteurs. Elle est définie par

(1.33) AX,Y)Z :=VyVxZ —-VxVyZ+ V[X,Y]Za

ou Z est un champ de vecteurs suret ouV est la connexion de Levi-Civita si .
Grace aux propriétégl), (c2) et (c3) caractéristiques d’'une connexion et grace a
la nullité de la torsion (1.16), on vérifie que 'applicatioN, Y, Z) — A(X, Y)Z

est trilinéaire. De plus, la trilinéarité est aussi satief@an multipliant les champs
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de vecteurs par des fonctions analytiques arbitraffess € C“ (M) :

A(fiXi+ foXo0,Y)Z = LA(X1,Y) Z + foA(Xo,Y) Z,
(1.34) AX, i1+ foY2) Z = [LA(X, Y1) Z + fLA(X, Ys) Z,
AX,Y)[f1Z1 + f2Z2] = fLAX, Y)Z) + fLA(X, Y2)Zs.

Grace a ces propriétés de linéarité, la courbure est unigneeterminée par la
collection de champs de vecteuts X;, X;) X, ou X; := £i. En décomposant
A(X;, X;)X}, selon la base deX;, on introduit des coefﬁcientﬂijkl tels que

(1.35) A, X)X = Ayl X1
=1

Comme nous I'avons argumenté apres le Lemme 1.30, il esssdiced’affecter
une fois pour toutes une colonne a chacun des quatre indicgsk, ). Tous les
choix sont équivalents, pourvu que I'on respecte rigowement le choix effectué
au départ. Ici, nous choisissons d’écrjct%-kl, car les trois champs de vecteuss,
X, et X, apparaissent a la suite dans la définition (1.35). Dans [€3]]18auteur
utilise la notationAy';;.

En utilisant I'expression (1.17) de la dérivée covariamid’iasérant dans la deé-
finition (1.33) (bien entendu, le terméx, x,)X) s'annule, puisque I'on a trivia-

lement :[-2, 2] = 0), on obtient :

0 0 -
I _ l ! § l ¥4 [
p=1

C’est I'expression des* composantes du tenseur de courbure. On dit en effet que
la collection de ces composanteg-kl est untenseuparce qu’'elle se transforme de
la maniére suivante a travers un changement de coordonnées = z(zx) :

— 1 n - - - 8{Z’l 6.1‘i1 Oa:jl ailfkl 1
(1.37) Ak =22 20 2 D 5un ga oa ot Mk

i1=1 ji=1 ki=1 l1=1

Seul le comportement infinitésimal tangentiel d’ordrd’un changement de coor-
données influe sur les composantes d’un tenseur
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Aprés un calcul dont nous ne reproduisons pas les étapesédaires ici, nous
obtenons une expression massive qu’il faut prendre comifeepeisque nous ana-
lysons ses caractéres immédiatement apres :

(1.38)

Az‘jkl — l Z gim gpl <agqp [agkm X OGim B agik]) B

2 oxJ | Ozt oxk  Oxm
m,p,q=1
1 < 99qp | OGkm | OGjm  Ogji
i gm _pl qp Jm Y95
2 Z g (8@“ [ 0xi | oak oam|) T

m,p,q=1

L~ o [ Pgim gin 8> gjm 0%gjn
! 2 n%zl J <3xﬂ'8xk’  Qxidx™  Oxidzk - oxtdxm *

1O A9k O9pi Ogit |[ O9gm | O94j  Ogjm
— pm ql P YN q 93 _ Y93 .
T3 mgl g9 ([ 0t " Oak  Dap || a3 | 0am | Oal

. |:agpk 4 8gpj 6gjk::| |: agqm 8gqi B agjm:|>

L dxd ' dxk  dxr || Ozt T dam  Bad

Voici I'analyse de cette formule.

0 Formula egregia A1212 ou Aja12 ?
O Formule plus courte poud;x; ?

(1) Dans le cas = 2, il n’y a essentiellement qu’une seule composante de cour-
bure A15;2, car lesA,;;.! possédent de fortes propriétés de symétig({. ? ?)
ci-dessous), et alors la formule (1.38) padiro; ! coincide avec ldormula
egregia(1.5) de Gauss(heck].

(2) Les A, sont donnés par urexpression explicite universelle, fonction al-
gébrique des dérivées partielles d’ordee 1 et 0 des coefficients métriques
gij(z) par rapport aux variables:*. En effet, grace aux formules de Cramer,
les éléments de la matrice invergg’) s’expriment en fonction deg,;. Cette
expression est universelle en ce sens qu’elle ne dépendanaétrique, ni du
systeme de coordonnées : pour une autre meétrique riemarenggrelconque
ds® = Y1 ) Gij(%) dz'di’, les coefficients de courbuié; ;' s'expriment
par la méme formule rationnelle, en fonction des dérivéesgiias d'ordre2,

1 et0 desg;;(z) par rapport auxc®. Nous pouvons donc abréger I'écriture de
cette formule sous la forme :

aga 829a
At (z) = Agjil (gaﬁ(x)> O:Wﬁ (x), 83:“/655 (:c))

= Aiji! (J2 gap(@)) ,

en désignant par? g, le jet d’ordre2 deg, s, c'est-a-dire la collection de ses
dérivées partielles d’ordrg, 1 et 0. Dans cette écriture, nous sous-entendons
que les indicesy, 3, v et varient entrel etn. La fonction en question sera

notée AL, Ainsi, A (2) = A (2 Gap(2)).

(1.39)
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(3) Les coefficients de courbun&ijkl s’expriment linéairement en fonction des
dérivées partielles d’'ordre deux dess. Autrement dit, la fonctionA, ;'
de (1.39) est linéaire par rapport a ses derniers argumeéatte propriété est
évidente dans (1.38).

Les composanteﬁijkl satisfont les relations de symétrie suivantes :
0 = Aiji' + Ari' + Ajii
0 = Agi’ + Az

Introduisons maintenant les composantes «totalementiaat@s» du tenseur de
courbure, qui sont définies par :

(1.41) Aijri = Z gt Aiji? .
)

On dit que ces composantes sdotalement covariantegarce qu’elles se trans-
forment de la maniére suivante a travers un changement ddautées: — T =
Z(x):

Oxr 9rr 9rkr 9l

11=1 j1=1 k1=1 1 =1

(1.40)

On demontre ([DC1992], Chapter 4) que ces nouveaux coeftgié; ;;,; satisfont
les quatre relations de symétrie indicielle suivantes :

0 = Aijr + Ajrir + Agiji,

0 = Ajjrr + Ajiras

0 = Ajjr + Aijiks

0 = Aijr — Awiijs

(1.43)

la quatriéme étant conséquence subtile des trois premRisise de ces relations
de symétries, il n’existe en realité queu composantesi;;;; lineairement
indépendantesvfir le §3.? ? ci-dessous pour une démonstration compléte).,Enfin
IesA,»jkl initiaux qui satisfont les deux relations de symétrie (LA® satisfont pas

de relations de symétrie qui seraient analogues aux deuxétes de la list€1.43).

1.44. Identités de Bianchi.Rappelons queX,, = a%m et notonsV,,, := Vyx,,
'opérateur de dérivée covariante le long du champ de vext&y,. D'apres le
calcul différentiel absolu de Ricci et Levi-Civita (81.22dessus), cet opérateur se
prolonge comme umpérateur de différentation covariandégissant sur le tenseur
de courbur(-‘A,»jkl de la maniére suivante :

(1.45)

oY T —
Vm Aijkl = 8.%5: + Z (P;iam Aijk F Apjk F Azpk F A”p )
p=1

Classiquement, au moyen d’'un calcul algébrique qui esbsapiésenté de ma-
niére «aveugle», on démontre que ce tenseur satisfait éesitiéls suivantes, dites
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«de Bianchyb :
(1.46) 0=V Aijit + Vj At + Vi Al

Observons la permutation circulaire sur les trois indices i, j).

Grace a la méthode du repére mobile d’Elie Cartan, il estiplessle com-
prendre pourquoi une telle permutation circulaire appagdid’interpréter cette
identité de maniére géomeétriqueo(r [Cal951] et le § ? ?). Afin d’offrir au passage
une idée intuitive de cette raison, mentionnons que litemnte Bianchi provient
d’une application particuliere du Lemme de Poincaré d'spequelddw = 0 pour
toute forme différentielle. En effet, considérons uh&rme différentielle exacte
dw := Y, ; Aij - dz’ A da’, différentielle d'unel-forme w, et prolongeons la
définition de ses coefficients en posanf = —A;; pour: > j. Apres une reor-
ganisation qui fait apparaitre la base3ormes(dz’ A da? A dz¥)i<icjck<n, 12
différentielle extérieure de cet®forme dw s’écrit sous la forme suivante :

(8Aij N O N 6Ajk> .

— ddw = A dad A dat -
(1.47)  O=ddo= ) da'Ada? Nda® S+ S+

1<j<k
Ainsi, I'annulation de cett8-forme conduit aux identités
ON;;  OAp;  OA;
oy TRy TRk
ox oxJ oxt
pourl < ¢ < j < k < n. On vérifie alors qu’elles sont satisfaites pour tous

i, j, k =1, ..., n. Formellement, elles sont trés similaires aux identité8idea-
chi (1.46).

(1.48) 0=

1.49. Tenseur de Ricci et sa divergence covariantéd.es relations de symétrie (1.)
impliguent que toutes les contractions que I'on peut efieicsur les indices de
Aijkl se ramenent ou bien au tenseur nul (inintéressant) ou bitanaaur de Ricci
ou a son opposé. Ce tenseur a deux indices est défini par :

n n n
(1.50) A=Y AuF =D oM Ay
k=1 k=1 I=1
En partant de la deuxieme représentationAdg issue de (1.41) et en appliquant
la quatriéme relation de symétrie (1.43), on vérifie que cesdar contracté est
symetrique ‘A;; = Aj;. De plus, en contractant la transformation (1.42), on \&rifi
quelona:

o™ axﬂ
(1.51) Ay = Z Z 55 oa7 A

i1=1 j1=1

Autrement dit, le tenseur de Ricci est completement comtiria

En appliquant le principe d’élévation des indices que nowns déja utilisé
en (1.41), définissons maintenanttégseur de Ricci mixtequi est une fois cova-
riant et une fois contravariant :

(1.52) A7 =" g7 Ay

p=1
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Définissons aussi leourbure scalairpar :
(1.53) A= g7 A
i,j=1

Observons que la courbure scalaire posséde une expresgivalénte, utile dans
la suite :

A

Mg A= > g7 At =) Ay

i,j=1 i,j=1 p=1 i, p=1

= i Aijij.

4, j=1

(1.54)

Le lemme suivant constituera le point de départ fondameuaal I'écriture des
équations de la gravitation d’Einstein.

Lemme 1.55. La divergence covariantéu tenseur de Ricci s’exprime en fonction
de la dérivée covariante de la courbure scalaire de la mangrivante

n ) 1
. JYy — Z .
(1.56) > Vil4d) =5 Vi(A).
7j=1
Autrement dit, letenseur mixte d’Einsteidéfini par
. 1
a une «divergence absolue» nulle.

Démonstration.Définissons les composantes deux fois covariantes et désix fo
contravariantes du tenseur de courbure :

n
Kkl .__ k l
A=) g™ Ay
p=1

(1.58) B
= Z gpk gql Aijpq
p,q=1
En insérant les deux relations d’'antisymetdg,; = —A;;,; = — A, dans cette

définition, on vérifie immédiatement que I'on a aussi les delations d’antisymé-
trie suivantes :

(1.59) At = Ak = — At

Pour établir (1.), partons de I'identité de Bianchi (1.) sldequelle on remplace
k parp, multiplions parg’* et sommons sur I'indice, ce qui donne :

w60) 0=3" (9 Vi (Aigs') + ™ - 5 (Ami") + 9 Vi (Aju') )
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Grace au théoréme de Ricci d’apres lequelg;;) = Vi(¢g7) = 0, nous pouvons
insérer legP* a l'intérieur des dérivées covariantes, ce qui donne, eantscompte
de la définition dest;;"" :

(1.61) 0=V, (A,»jkl) +V; (A,m-kl) +V; (Ajm’fl) .

Maintenant, contractons cette identité : poséns- i, [ := j et sommons sur et
surj:
(1.62)

0= Vm i Aijij + i Vj <i Amz”) + i vi i Ajmij
j=1 i=1 i=1 j=1

i, j=1

D’aprés (1.), dans la premiére parenthése, nous recoonaiss courbure scalaire.

En permutant les indiceset j dans la seconde parenthése, nous reconnaissons le
tenseur de Ricci mixte-A,,” défini en (1.). Enfin, en permutant les indicgst

m dans la seconde parenthése, nous reconnaissdng. Au total, nous pouvons
réécrire cette identité sous la forme :

(1.63) 0=Vm(A) =) V; (A7) = > Vi(4n').

Cette identité est clairement eéquivalente a (1.56), ceguipléte la démonstra-
tion. O

1.64. Covariance de la forme quadratique de RicciNous affirmons que la forme
différentielle quadratique

(1.65) > Aydatda? = Y Ay datdad

1, 7=1 i, 7=1

est conservée par tout changement de coordonnéesr = z(x). En effet, grace
a la tensorialité del;; exprimee par la loi de transformation (1.52), nous pouvons
calculer :

" " OxP Ox1 ok ozt . .

Ay dztdzt = — — A, — — dz*dx?

klzl S ol Z _, Oxk 0! Pl gzt gz
(1.66) = ,p,q, i, 5=

= i Az‘j dl‘idl‘j.

1,7=1

1.67. Analyse fine de la covariance du tenseur de RiccPar ailleurs, en contrac-
tant I'expression (1.39), nous observons que les compesah} du tenseur de
Ricci s’expriment comme des fonctions;; du jet d'ordre2 des coefficients mé-
triquesg,z et que ces fonctionsl;; dépendent linéairement des dérivees partielles
d'ordre2 desg, . D'apres les remarques qui suivent I'expression (1.38f trouve
que lesA;; s’expriment pates mémes fonctiond;; du jet d’ordre deux/2g,s des
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coefficients métriques transformés. Ainsi, la loi de transfation tensorielle (1. 51)
doit-elle précisément s’écrire :

0 1 o Ji
(168) zg J ga@ Z Z 81.;2 8xj 1171 (J:?galﬁh)?

11=1 j1=1

avec les mémes fonctiond;; de part et d’'autre de I'égaliteDans cette relation,
nous sous-entendons que le jBt5,s s'exprime en fonction du jefZg,, . EN
effet, grace a (1.28), nous savons déja commegnt’exprime en fonction de,, 3,

atravers le changement de coordonnées z = z(x). En appliquant la dérivation

0 _ n Ox 71 Ox%1 axﬂl
7% = >0y Bt 52 aces relationgas = Y 5y D55 9z Jaapr» NOUS

obtenons la loi de transformation pour les dérivées prezmier

agaﬁ B i 921 G +8x°‘1 925 N
P 972977 078 TP T pza gzBazy Tl

a1, /=1

(1.69)

n Zn: Ozt 9P gam 8ga1gl'
oz~ ozP drY dam
al,,al,’Yl:l
En appliquant a nouveau la dérivati B, on obtiendrait une formule de transfor-

mation pour les dérivées second%%"g%. SoitG = (g;5) la matrice (symétrique)
des coefficients métriques, owésigne l'indice des lignes étcelui des colonnes.
De méme, soit7 la matrice degj;;. Nous résumons les relations obtenues entre le
jet d'ordre2 deG et le jet d’ordre2 de G sous la forme suivante :

(1.70) J2G =11 (J2z, J2G).

Par construction]I est un polynéme universel (dont on pourrait aisément écrire
I'expression explicite) a valeurs vectorielles qui dépdndet d’ordre trois du chan-
gement de coordonnées (noter I'apparition des dérivéedr@d dex par rapport a

z dans (1.69)). C'est avec ces formules que I'on doit remplage, s en fonction

de J2g., 5, dans les relations (1.68) pour leur donner sens.

1.71. Formes différentielles quadratiques covariantesEn suivant Elie Cartan,
nous dirons qu’une forme quadratique différentielle

- ; dg 0%g o
0 2 D af af © 7.7
(1.72) E Cij dz'dx E c. (ga@ S (x), pp (1:)> dx'dx

i,7=1 i, j=1

dont les coefficients sont des fonctioﬁg du jet d’ordre2 des coefficients mé-

triqgues estcovariante de la forme quadratique fondazmen@;{ej:1 gij dz'da? si
l'ona:

990 , _ 0? %) ig=j _
> <9aﬁ » o () 505 (7)) datda) =

1,7=1
n aga 829 ; )
= 3 (o), G, Gripeto))
v, )=

(1.73)
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avec les mémes fonctioﬂ% de part et d’autre de I'égalitépour tout changement

de coordonnées — = = z(x). De maniere équivalente, Ie%% se comportent
comme le tenseur de Ricel;; et jouissent d’'une loi de transformation précise,
exactement analogue a (1.68) :

oxh 83:31
(1.74) CY: (J2Gap) Z Z 5= 57 Ciir (J290as1) -
11=1 j1=1

Pour étre encore plus précis, en tenant compte de (1.70prieBons universelles
Cy; satisfont :

Oz’ 83:31
0 3, 1202 2
@75  C) (I (JEx, J2G Z Z 5= 5= Ciir (12G)
11=1 j1=1
aprés remplacement deen fonction der pour donner sens a cette égalité.
Avant de formuler le théoréme d’unicité d’Elie Cartan, éwoqs rapidement les
origines physiques des équations d’Einstein.

1.76. Géométrie et physique En opposition a une physique des phénomeénes dis-
crets, la relativité générale se fonde sur un certain nordéngostulats qui sont ca-
ractéristiques d’une «physique du continu» : les objesstés et terrestres peuvent
étre décrits au moyen de concepts géométriques ; contieudéférentiablité sont
acceptées comme hypothéses fondamentales ; mesure decéesp mesure du
temps peuvent s'effectuer avec des moyens expérimentaniin; ks appareils de
mesure conférent un sens tangible a I'idéesgstéme de coordonnées mathéma-
tiques sur I'espace-tempSe pose alors une question cruciale :

Quels objets géométriques doit-on placer au fondementedpimysique du
continu ? Existe-t-il des objets géométriques qui s'impbsepriori pour penser
I'univers physique continu ?

Sans approfondir le probléme métaphysique des rappors larpensée mathé-
matique pure et la pensée physique, contentons-nous diéxda contribution de
Riemann a cette question qui agite encore la science contamp.

Dans sonhabilitationsvortrag Riemann s’interrogeait priori sur la notion
d’espace. Il s’agissait la d’'un bouleversement philosgpiimajeur dans I'histoire
des mathématiques. L'espace cessait d'étre une notiosntiaa par I'expérience,
intuitive et caractérisée de maniere unique. En effetpbes changeait radicale-
ment de statut pour devenir questi@priori sur 'espace : en tant que donnée intui-
tive, 'espace disparaissait ; il réapparaissait en taatguestion pour la science. Et
les conceptions qui pouvaient naitre de cette questipriori se démultipliaient
priori. En effet, le destin négatif de 'axiome des paralléles diie, 'émergence
des géométries non-euclidiennes, atravers les travaunlgai®t de Lobatchevsky
(anticipés par Gauss), la constitution de la géométrieeptivje dans I'école fran-
caise et I'emergence des travaux de Gauss sur les transionsmaonformes appli-
quées a la cartographie, toutes ces innovations géomesrigousserent Riemann
a s'interroger totalemerd priori sur les hypothéses qui peuvent servir de fonde-
ment & la conceptualisation de la notion d’espace, dansddsg&matiques et dans la
physique. Il s’agissait en particulier de s’interroger s données primitives de la
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géomeétrie, sur leur degré de généralité, sur leur progigsssur leur dépendance
relative, sur leur nécessité relatiyetc.

Les rapports mutuels des données primitives [de la Géométrie] res-
tent enveloppés de mystere; on n'apercoit pas bien si elles sont
nécessairement liées entre elles, ni jusqu’a quel point elles le sont,
ni méme a priori si elles peuvent I'étre ([Ri1854], p. 280).

Ainsi Riemann anticipait-il Explosion et la ramification nécessaires des hypo-
theses géomeétriques possiblEffectivement, la seconde moitié du dix-neuvieme
siécle et le début du vingtieme devaient voir naitre la géomprojective, la géo-
métrie conforme, la géométrie lorentzienne, les espacesolonomes, les espaces
généralisés au sens d’Elie Cartatg.

Conséquence inévitable de cette diversité : la théorieighgsse voyait obligée
a priori d’effectuer un choixa posteriori parmi toutes les géométries possibles.
Les mathématiques, avec leaubris hypothético-déductive, et leur profusion in-
contrbélée de résultats abstraits, encombraient, emisaieag, déconcertaient déja
la physique, qui se voyait contrainte de reconnaitre souaftex quelle géométrie
correspondait a la réalité, dans un faisceau de théorianéféiques architecturées.

[...] les propriétés, par lesquelles I'espace [physique] se distingue
de toute autre grandeur imaginable de trois dimensions, ne peuvent
étre empruntés qu’a I'expérience. De la surgit le probléme de recher-
cher les faits les plus simples au moyen desquels puissent s’éta-
blir les rapports métriques de I'espace, probléeme qui, par la nature
méme de I'objet n'est pas complétement déterminé ; car on peut in-
diquer plusieurs systemes de faits simples, suffisants pour la déter-
mination des rapports métriques de I'espace. [...] Ces faits, comme
tous les faits possibles, ne sont pas nécessaires; ils n'ont qu'une
certitude empirique, ce sont des hypothéses ([Ri1854], p. 281). [...]
Il faut donc, ou que la réalité sur laquelle est fondé I'espace forme
une variété discréte, ou que le fondement des rapports métriques
soit cherché en dehors de lui, dans les forces de liaison qui agissent
en lui ([Ri1854], p. 2?7 7?).

Ces prédictions allaient étre confirmées par Einstein.

1.77. Equations de la gravitation d’Einstein. La relativité restreinte est fondée
sur une classe restreinte de transformations de coordsnoékes qui stabilisent
la forme de Minkowski—(dz')? — (dz?)? — (dz?®)? + (dz*)* sur I'espace-temps

8Nous pourrions soutenir la thése suivante : la méthode atigoe et hypothético-déductive, en
mathématiques s’enracine profondément dans la penséammeemne. En effet, Riemann est I'un des
rares mathématiciens de I'histoire qui ait accepté legrogations mathématiques dans leur pureté
intrinséque, quelle que soit leur difficulté invisible, éagencore, qui les aformulées explicitement
dans ses travayxquelle que soit leur ouverture. La méthode axiomatiquesttait un cadre arbores-
cent pour insérer ces interrogations mathématiques atsaolans une architecture qui les prolonge,
qui les réalise et qui les démultiplie. Sur la question degdace, Riemann aura anticipé les architec-
tures modernes et stratifiées de la topologie et de la géientitierentielle, et c’est pourquoi nous
disons qu’il y a quelque chose de la pensée riemannienne géalise dans la méthode axiomatique.
Il est vrai que cette méthode, qui fut largement promue p#rddi, aime a cacher son questionne-
ment intrinseque. Mais elle n’est qu’un cadre d’expressigoureusement élaboré pour faire face a
la complexité du réel spéculatif : elle ne controle que pHeinent les tensions «riemanniennes» qui
la déploient.
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(aprés normalisation & de la vitesse: de la lumiére). Précisément, ce sont les
transformations linéaires’ = 3-7_, u} 27 dites «de Lorent qui satisfont :
(1.78)

—(dz1)? — (dz%)? — (dz®)? + (dz?)* = —(dz')? — (dz?)? — (dz®)? + (da*)™.

Il N’y a aucune raison de se restreindre a une telle classmdsformations. Mais a
travers un changement de coordonnées = = z(x) quelconque, cette géométrie
lorentzienne ne subit qu'une déformation apparente : &edtoires des particules
ne sont certes plus rectilignes, mais elles sont curvigeepour étre plus exact, ce
ne sont que des «images» curvilignes de droite, vues a sreverisme déformant
de la transformatior — = = Z(x). Notamment, la courbure de I'espace-temps
reste constante, puisque celle de I'espace-temps de Makidigtait. Au total, la
déformationz — z = z(x) fournit une image différente du méme objet.

En relativité restreinte, Einstein postulait que les Idiggiques soninvariantes
par rapport a toute transformation de Lorentz : leur fornmteegactement la méme
dans tout référentiel lorentzien. Motivé par les expéreanaégatives de Michelson
et Morley sur la détection du vent d’'éther, Einstein postwdassi la constance de
la vitesse de la lumiére dans tout référentiel. Pour inssie le caractéra priori
et «métaphysique» des raisonnements d’Einstein, on pbaurssi considérer que
la vitesse de la lumiére est une loi physique, dont la formeneependante du
référentiel lorentzien, et par conséquent, la vitesse digniéére est constante : le
second postulat serait une conséquence du premier.

En recherchant une généralisation de la relativité regreaux systémes de co-
ordonnées non lorentziens, Einstein fut conduétb@andonner le principe d’inva-
riance, trop restrictif, et a le remplacer par gnincipe de covarianceCe principe,
gu’Einstein emprunta aux travaux mathématiques de Ricdedtevi-Civita, ex-
prime toujours une exigence puremenpriori, sans origine physique :

Principe de covariance 1.79.Les lois d'une physique géométrisée doivent pou-
voir se transformer selon des régles précises lorsque l'assp d’'un systéeme de
coordonnées sur I'espace-temps a un autre.

Seconde exigencgpriori, qui doit évidemment étre satisfaite :

Principe d’équivalence 1.80.Deux systémes physiques qui se déduisent I'un de
I'autre par un changement de coordonnées sur I'espace4getoprent étre consi-
dérés comme rigoureusement équivalents.

Comme ses contemporains Nordstrom, ? ?, Einstein recheroi@expression
relativiste des lois de la gravitation newtonienne, gongerpar I'’équation de Pois-
son :

(1.81) Ad = 47 G p,

ou & est le potentiel scalaire du champ de gravité= 6,67 S.I. est la constante

de gravitation universelle gt es la densité de matiere. Aprés plusieurs tentatives
infructueuses, on a suggéré de remplacer le scalaire dessitmatiérep par un
tenseur eénergie-impulsiof;;. Cependant, cette voie a été abandonnee car il sem-
blait impossible de satisfaire la loi de conservation. Eimsmontra que cela est
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possible, a condition de travailler dans des coordonnéeslignes quelconques,
en présence de courbure.

1.82. Conditions auxquelles doit satisfaire le tenseur d'iBstein. Dans le mé-
moire ou il expose sa syntheése finale ([Ei1916]), Einstestyde que toutes les ca-
ractéristiques géométriques de I'espace-temps peuvend@trites au moyen d’'un
tenseur différentieF;; deux fois covariant qui satisfait quatre conditions.

1. Ce tenseur est exprimé dans un espace pseudo-riemannidndjorgension-
nel.

2. Il doit dépendre des dérivées partielles des coefficientsioqmés d’ordre au
plus égal 22.

3. Il doit étre linéaire par rapport aux dérivées partiellessdeoefficients mé-
trigues d’ordre exactement égaka

n

4. Saversion mixtd;’ := Zp:l gPJ E;p doit étre de divergence absolue nulle :

(1.83) 0=) V,E/.
j=1

Voici comment Einstein présentait le choix de ce tenseur :

[...] pour le champ de gravitation en I'absence de matiere, il est
naturel de chercher a annuler le tenseur symétrique B,,,,, déduit du

tenseur By .. [...] avec le choix du systeme de coordonnées que
nous avons fait, ces équations s’écrivent dans le cas du champ libre
de matiere :
ore
KT, =0
(47) Bz, | 8 ve
v—g=1.

Il faut remarquer que le choix de ces équations comporte un mini-
mum d'arbitraire. Car, en dehors de B,,,, il n‘existe pas de tenseur
de rang 2 formé des g,, et de leurs dérivées qui ne comporte au-
cune dérivée d'ordre supérieur a deux et qui soit linéaire en fonction
de ces derniéres ([Ei1916], p. 209 de la traduction frangaise).

Notons que les considérations sont |égérement différentasnormalisation
\/—g = 1 du déterminant de la métrique introduit une simplificati@s équations
de la gravitation dans le vide qui élimine la moitié des tesrde tenseur de Ricci
A;; classique. En vérité, Einstein n'introduira le tenseyt — %5; A que dans un
mémoire ultérieur. En tout état de cause, sa derniére affitmaevient a dire que
le tenseur de RiccH;; est essentiellement le seul tenseur deux fois covariant qui
dépend linéairement des dérivées partielles d’ordre deaxdefficients métriques.
Cette affirmation signifie sans doute que le seul tenseur’quoepkut obtenir par
contraction des indices a partir du tenseur de courm,;;@l est le tenseur de Ricci,
ce qui était bien connu.

Elie Cartan poussa plus loin la question d’unicité et démsomn théoréme beau-
coup plus fort que cette observation élémentaire.
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1.84. Théoréme d'unicité d’Elie Cartan. Supposons done: = 4 et soit
Ef’jzl gij dz'dx? une pseudo-métrique non-dégénérée, possédant troisrs/aleu
propres negatives et une valeur propre positive en touttp&iait A;; le ten-
seur de Ricci. Nous avons déja observé que la forme quadeatdifféren-

tielle Z?,j:l A;; dz'dz’ est covariante de la forme quadratique fondamentale
Zij:l gij dz'dx? (cf. (1.65)). On vérifierait qu'il en est de méme pour la forme
Ef’jzl A g;j dz'dx?, obtenue en multipliant la forme fondamentale par la corbu
scalaire A. Enfin, la forme quadratigue fondamentale est évidemmevdriamte
d’elle-méme.

Théoréme 1.85.(Elie CARTAN 1922) Toute forme quadratique différentielle

4 4
o g 82g o
E " OO daidal = E e oB o i
(1.86) Cijdz'dr’ = Ci <gag(x), @Jﬂ/(x), 0$78x5(x)> dx'da’,

i,j=1 i, j=1
lineaire par rapport aux dérivées partielles d’'ordgedes coefficientg, s et cova-
riante de la forme quadratiqgue fondamentaest nécessairement une combinaison
linéaire des trois formes précédentes
4 4
(1.87) > Chdatdal = Y [V Ay + pAgi; + X gij] da'da’
i,j=1 i,j=1
avec des constantes . etv arbitraires.

Gréce au calcul effectué dans le Lemme 1.55, il en découlerisérjuence sui-
vante.

Corollaire 1.88. Le tenseur une fois covariant et une fois contravariant d@n:
) 1 .
(1.89) E’ =pu (AZJ ~ 3 5! A) + A6,

ou \ ety sont des constantes, est le plus général qui satisfait lddaionservation

1.90. Groupes de Lie, formes différentielles et méthode duepere mobile
d’aprés Elie Cartan. Résumons maintenant les grandes lignes de la démonstra-
tion du Théoreme 1.85.

*kk

1. Avertissement. Quatre préoccupations sous-tendent la rédaction de ce mé-
moire :

(i) un souci de mentionner régulierement des pensées insjittanceptuelles,
dialectiques, heuristiques et spéculatives propres admggie, de les déve-
lopper et de leur conférer le statut qu’elles méritent ; datetelles les ames
d’'une Atlantide disparue, ces pensées virtuelles sontdoywent englouties
dans le langage formel; elles sont quasi fossilisées dansttates innom-
brables de la tour de Babel des langages mathématico-plegsfqrmalisés ;

(i) un souci de concrétude absolue dans la présentation despterggéome-
triques, cachés derriére les définitions «formalistes» ;
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(iii) unrespect absolu des calculs intermédiajrgamais envisagés comme des
étapes obscures indignes d’'apparaitre dans le texte @ai, toujours consi-
dérés comme des briques essentielles pour ériger les neismnts géomeé-
triques ;

(iv) une volonté dapprofondir et de méditer le contenu spéculatifimmanemt au
mémoires originawde Gauss, de Riemann, de Christoffel, de Lie, d’Einstein
et d’Elie Cartan.

De ces quatre préoccupations découlent trois principesurgpui imposeront
un style particulier a la rédaction de ce mémaoire :

(a) accepter la longueur du texte : il est paradoxalement beguglus facile de
lire un texte long et complet qui s'interdit les ellipsesgutexte court qui fait
limpasse sur le suivi dialectique et rhétorique des raigmnents ;

(b) renforcer la présence d'une langue «littéraire» ou tout dins«littérale» :
les explications reformulées en langue naturelle offrenjdurs des éclaircis-
sements qui sont indispensables a la compréhension adétjuatsujet ;

(c) préciser chaque geste de calcul qui entre dans la dérivdtiore identité
formelle et privilégier systématiquement la concrétude daculs : ce n'est
gu’a cette condition que le lecteur pourra pénéter dansogsumes oubliés
de la géométrie classique, ceux que la vague de formalisatiomilieu du
vingtiéme siecle n'a pas eu I'énergie d’absorber et de ieen totalité.

Ces orientations s’expliquent par notre projet initialndes accessibles les idées
d’Elie Cartan, les retraduire, les reconstruire, en s'aidi®e sources modernes (par
exemple [Gal989], [OL1995]), mais en dépassant le niveda th&orie générale.
Quatre mois nous auront été nécessaires pour déchiffrepigante-trois pages du
mémoire original [Ca1922] d’Elie Cartan. Parfois sans dugir ses sources, Elie
Cartan applique des théorémes profonds qui requierentulhee préalable. Cer-
tains passages laissent réellement perplexe quant aumengs qu'il utilise. Le
lecteur opiniatre et curieux finit par admettre que la setriégie qui se présente
a lui est de reconstitueab initio tous les raisonnements suggérés de maniére ellip-
tique, et de compléter tous les calculs passés sous silandgip Cartan.

1. Remerciement. Nous remercions Francoise Panigeon pour des relecturaes min
tieuses sur écran.

82. DIAGONALISATION DE LA METRIQUE PSEUDGRIEMANNIENNE

Tous nos raisonnements seront locaux et effectués dansg/stésngs de coor-
données précis = (z!, ..., z"),0uz, Z, ..., surR™, au voisinage d'un point que
nous supposerons étre l'origine, sans perte de généralité.

2.1. Diagonalisation de la pseudo-métriquePour les applications a la relati-
vité générale, nous supposerons que la «métrique» rieerammilocale est non-
Loz sz - . s 1<i<n . . .
dégénéréd,e. que la matrice symetrlqu@ij(:z:))lgj\gn est inversible en tout point
x, sans étre forcément définie positive. Puisquéskepeut alors s’annuler dans cer-

taines directions dites «isotropes» et posséder des gadéternativement positives
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et négatives, et puisque le terme «métrique» doit étrevésrrx distances toujours
positives, nous parlerons dans ce cas de «pseudo-métrigmeannienne.

Il est bien connu qu’aprés un changement de base orthogoné, matrice sy-
métrique non-dégénérée peut étre réduite a une matricerthdey De plus, aprés
une dilatation appropriée le long des axes de coordonnéagré$ une permuta-
tion des coordonnées, on peut supposer que fEemiers éléments de la diagonale
sont des-1 et que legn — p) derniers éléments dds On appellera eas rieman-
niem», le casp = 0 et «cas pseudo-riemannienses autres ca8 < p < n. En
relativité restreinte (et générale), on a bien évidemment 4, p = 3 et leds? est
minkowskien :

(2.2) ds? = —(da")? — (da®)? — (da®)? + (dz*)?.

Afin de préparer a I'avance les harmonies formelles, définissles constantes
qui s'introduiront dans toutes nos équations :

23) g:=—-1, pouri=1,...,petg:=1, pouri=p+1,...,n.

D’apres la loi d'inertie de Sylvester, toute forme quadraé non-dégénérée en
les variables(z!, ..., z") est de la forme}_" ; & [\i(z)]?, ol les\;(z) =
Y71 Aj a7 sont des formes linéaires linéairement indépendanteserent dit,
une telle forme quadratique se «redresse) &h, e; (z%)?, grace au changement
de coordonnées linéaires sBf défini parz’ := PRIEPY 2. Ce résultat reste

vrai, plus généralement, pour us?> pseudo-riemannien quelconque, a condition
de remplacer les\;(x) par des formes différentielles,e. des formes linéaires a
coefficients variables.

Lemme 2.4. 1l existen formes différentielle’ = 0'(z, dz) = >°7_ h}(z) da’
de degrél a coefficients analytiques rée1§f(a;) qui diagonalisent leis? en tout
point, c’est-a-dire telles que I'on a
(2.5) ds* =) & (0').

=1

Avant de rédiger la démonstration de ce lemme, formulonsastaim nombre
d’observations préliminaires. Tout d'abord, il importefdé&e remarquer qu’en gé-
néral, de telles formes différentielles non seulement m¢ gas uniques mais sur-
tout ne sont pas exactes. En vérité, ce n’est que dans le cagtiexnel ol le ten-
seur de courbure est constant qu'il existe des fonctid(s) telles que I'on puisse
prendred’ = dy’ pouri = 1, ..., n (voir Théoréme 2.).

La non-unicité du systéme de formes ..., 6" est causée par une ambiguité
essentielle qui sera exploitée a fond par la «méthode diétgrice» d’Elie Car-
tan. Par exemple, dans le cas riemannien, pour toute maficg = (ug(a:)) qui
dépend analytiquement du pointet qui est orthogonale, c’est-a-dire qui vérifie
6;'- =S, uF(2) uf(a:), nous affirmons que lés? sera tout aussi bien représenté
comme

n

(2.6) ds* = ('),

=1
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ouw’ := Y77, w67 : autrement dit, les)’ proviennent d’une rotation de. En
effet, nous vérifions immédiatement par le calcul que :

n n n n
N2 i pi1 [ YP)
PICHEED BN DR N D BRCA
i=1 i=1 \ji=1 jo=1
n

_ ot i1 gI2

- Z gy uhﬂ 0
(2.7) 1, J1,72=1

n

— Z 572 gir piz
71

J1,72=1

=> (0"
1=1

Pour le passage de la troisieme a la quatrieme ligne, oseutidi relation préci-
tée 653 = > u§-1 u§2 Ici, nous explicitons a dessein chaque ligne de calcul,
fat-elle élémentaire, afin d’assurer la lisibilité et la meguctibilité des calculs ex-
plicites que nous effectuerons par la suite. Ces calculpiggiseront ceux d’Elie
Cartan sont nettement plus délicats, et c’est pourquoi deusns faire preuve de
clarté et de discipline formelle dés maintenant. Ainsit®ystéme de formes dif-
férentiellesw? qui se déduit d’un systéme de formes différentieflédiagonalisant

n

le ds* (2.5) par une rotation vectorielle’ = Y-%_, ’ 67 constitue encore un sys-

téme de formes différentielles qui diagonalis@4é. Poursuivons les commentaires
avant d’entamer la démonstration du Lemme 2.4.

2.8. Equations matricielles fondamentalesAdmettons ce lemme et fixons une
fois pour toutes le systéme de formes différentiellesSoit G = G(z) la matrice
(gij(x)), ous représente l'indice des lignes gtelui des colonnes. Salf = H (x)

la matrice(hj.(a:)), ou, de méme; représente l'indice des lignes gtcelui des
colonnes. Soify la matrice diagonale aveg sur lei-ieme élément de la diagonale,
i.e. en notation tabulaire :

-1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
(2.9) E=| 0 0 - -1 0 - 0
o 0 --- 0 1 - 0
0 0 0 0 1
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En développant la représentation (2.5) et en réordonnang abtenons :

Z gzy( dl’ldﬂfj = Z Ek <Z hk ) th dajj
2.10) { W7
Z da'dax’ <Z hE(x) - e - h?(x)) ,
4,j=1
d’ou
(2.11) gij( Z hi(x) - e - Wi ().

De maniere équivalente, la matriée vérifie I'équation matricielle
(2.12) G=TH E.-H,

qui se réduit 3G = T H - H dans le cas riemannien.

Soit H la matrice mvers%deH Par définition, on a les deux identités matri-
ciellesl,,x, = H - H=H- H, oul,, désigne la matrice identité de tailkex n.
Ecrivons ces identités qui seront fort utiles par la suitecades indices :

1 i 7k Ti k
(2.13) 00 =" hj,-hE =" hj bk
k=1 k=1

Bien gu'il existe des formules rationnelles explicitededi«de Cramers», pour les
éléments de la matrice inverse fileen fonction des éléments d&, nous adopte-
rons la notationd = (Eg) pour désigner la matrice inverse @& Dans ce qui va
suivre, souvenons-nous que cette notation n’introduitlpagléments d’'une nou-
velle matrice. Souvenons-nous aussi que la dépendancae leatéléments deér
et les éléments d& est entierement exprimée par les relations algébriqués)2.
Ainsi, lorsque nous aurons besoin de simplifier certainggessions algébrico-
différentielles complexes ou apparaissent les élémenis dedeH, il nous suffira
de tenir compte de ces relations.

2.14. Base orthonormale mobile.Toujours en admettant le Lemme 2.4, introduli-
sons le systeme de champs de vecteurs définis par

(2.15) e = e;(x) = z": %i(m) %

J=1

Ces champs de vecteurs sdnuxdu systéme de formes différentiellés au sens
de la dualité canonique entre champs de vecteurs et forrffésediielles définie

8D'une maniére générale, nous noterons avec un signe «tildeerse de toute matrice inversible,
sauf dans le cas évideAt = E.
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pardz’ (;2) = &%. En effet, on vérifie par le calcul que :

0'(cj(@) = hi(x)- 1 (x)
k=1

= 0;.

(2.16)

De plus, nous affirmons que le produit scalaire entre les deateurse;(x) et
ej(x) défini au moyen duls* pseudo-riemannien satisfait la relation de pseudo-
orthogonalité :

(2.17) (ei(x), ej(x)) 40 = €167

En effet, on vérifie par le calcul que

(eir €i)a = Y gr da”(e;) da'(e))
k=1

(2.18) <

ThTk
i hi I
k=1

— o 8
—EZ‘(SZ-,

\

grace a la relation matricielle (2.12), écrite sous la fogeivalenteE = TH .
G - H. Dans le cas riemannien, orea= 1 pour touti = 1, ..., n et les relations
précédentes expriment qu’en tout painesn vecteurse; (x), ..., e, (z) forment
unn-édre orthonormé,e.un repére orthogonal dont tous les vecteurs sont de norme
1. Puisque ces vecteurs varient analytiquement en fonctigooéht z, nous avons
effectivement construit une base orthonormée «maobilexpruiient des relations
pseudo-métriques infinitésimales fournies pa#4é. Réciproquement, les formes
6 duales de ce repére orthonormé mobile représentefleia la formule (2.5).
Voici une représentation mentale illustrative. Dans laspeuclidien tridimen-
sionnel physique standard, tout corps solide rigide seagépt tel un ballon de
rugby emporte avec lui un systeme d’axes fixes détermin@warite que I'on peut
s'imaginer «imprimés» en tout point de I'espace que ce cagie dans son mou-
vement continu : c’est la notion de repére mobile le long d'aaurbe de I'espace.

FIGURE1 : REPERE ORTHONORME MOBILE
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Démonstration du Lemme 2.Etablissons enfin ce lemme. Pour cela, nous allons

appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schniigén connu dans le

cas des espaces vectoriels équipés d’'un produit scalailielien et vérifions qu'il

se généralise au cas des formes différentielles, podstipseudo-riemannien.
Cherchons tout d'abord une transformation linéaire adjioe de la former —

K -z =: z, ol K est une matrice, qui redressede’ a l'origine, c’est-a-dire

qui transforme la forme quadratique (non diﬁérentie@ﬁjzl 9ij(0) x'z7 en la

forme quadratiqué_}_, e (%)% En remplagant* par> ", KF2* on obtient

I'équation :

n

Z 9i;(0) 2'2! = Z er (Z%)?

i, 7=1 k
n n ) n )
(2.19) => & <Z Kf g;) > Ko
k=1 i=1 j=1
n ) ) n
=3 e (S wtand).
L i,j=1 k=1
d’ou
n
(2.20) gi;(0) =Y K} e K},
k=1
De maniére équivalente, la matriéé vérifie I'équation matricielle :
(2.21) G0)=TK E-K,

ou E est la matrice diagonale (2.9). Rappelons que toute matyicgétrique non-
dégénérée telle qu&(0) est diagonalisable dans une base qui est orthonormale pour
le produit scalaire euclidienvéir [Ga1966]). Autrement dit, il existe une matrice
orthogonale, i.e. satisfaisanO-7'O = I,,.,,, telle queG(0) = TO-D-0O, ou D est

une matrice diagonale qui posséde des valeurs propretestaat positives sur les

p premiers éléments de sa diagonale et p valeurs propres strictement négatives
sur les derniers éléments. Il en découle que la matrice deEgd’ - D a tous ses
éléments diagonaux strictement positifs. Il existe done oratrice diagonalé”
ayant tous ses éléments diagonaux strictement positilssfjuacine carrée dé- D,
i.e.telle queF? = E - D. Puisque les matrices diagonales commutent et puisque
E? = I,,.,,, on a, de maniére équivalente :

(2.22) D=TF.E.F.

En remplagant cette expression BedansG(0) = 7O - D - O, nous avons immé-
diatement :

(2.23) Go)y=T0.-TF.-E-F.0,

et il est maintenant évident qu'il suffit de prendfé := F - O pour satisfaire
I'équation (2.21).
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Notons dorénavant (au lieu dez) un tel systeme de coordonnées qui redresse
le ds® = 377 ;| gij(x) dx*da? & lorigine, i.e.dans lesquelles ong; (0) = &; 67 .
Pour démontrer I'existence des formes différentiedésraisonnons de maniére
duale. Il suffit en effet d'établir qu'il existe des champswdeteurse;, duaux des
formes différentielle®’, de la formee;(x) := > i M () % tels que :

(2.24) (ei(x), ej(x)) 4o = €167

L'inconnue est la matricél () = (ﬁ;(a:)), et I'on doit vérifier qu’il existe une telle
matrice qui est solution de (2.24) et qui est analytique gpport a la variable:.

Puisqueg;1(0) = ¢1, la racine carrég/c; g11(z) est analytique dans un voisi-
nage de l'origine et si I'on pose

1 0
(2.25) = 1
VErgn Oz
il est évident quée;, e1),,. = 1. Observons que; (0) est un multiple positif de
d
W‘o'
gESupposons par récurrence que nous ayons déja constchiamps de vecteurs
a coefficients analytiques (z), ..., ex(x) définis dans un voisinage de l'origine,
tels quee; (0) itif de-2 o pouri=1,.... kettels que
(2.26) (ei(x), ej(x)) 40 = i 67,
pour tousi, j = 1, ..., k, avec un certain entigr satisfaisantt < £ < n — 1.
Cherchons urk + 1-iéme champ de vecteurs de la forme
k
/ .
(2.27) €pir(T) : (%kﬂ + z; aj(z W
J:
qui est orthogonal &, ..., e, c'est-a-dire satisfaisant :
k
(2.28) 0= <€;€+1, ei>d52 = <@$k+1, ei>d32 + Z a; (6963-, €i>d52 s
j=1

pouri =1, ..., k. Grace a I'hypothése qug(0)
grace a ’hypothese de récurrence (2.26) et grace au faiegfermules de résolu-
tion dites «de Cramer» sont algébriques, nous déduisonsegsigstéme linéaire de
k équations linéaires & inconnues admet une unique solutior(x), ..., ax(x),
qui est analytique dans un voisinage (peut-étre restreimtorigine. Il ne reste

plus qu'a dilater;_, , de maniere a normaliser sa norme au carré : pour assurer que

(€k+1, €kt1)gs2 = €k+1, il suffit évidemment de prendre

€k
(2.29) Cht1 = \/< - “ Ot

Ck+1 €k+1>d52

ce qui acheve la démonstration du Lemme 2.4. O
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83. &UATIONS DE STRUCTURE ET COURBURE PSEUDB®IEMANNIENNE

3.1. Convention sur la notation des sommesNous n’adopterongas la conven-
tion dite «d’Einstein%, qui consiste & sous-entendre tout sighe «somme» dés que
deux indices sont répétés : une somme est une somme et nefigrucer pleine-
ment aussi bien dans I'écriture des formules intermédiiledans les expressions
finales. De plus, a cause de la présence du facteur non somyysimous adoptions
cette convention, nous devrions fréquemment notifier tpitek s’applique pas, ce
qui reviendrait a lui oter tout intérét simplificatoire. BEevanche, nous admettrons
I'allégement notationnel qui consiste a sous-entendreoteaine de variation des
indices de sommation. Puisque toutes les sommes qui apppataians ce mémoire
portent sur des indices compris entretn, nous ecrirons _;, >, ., >, . ;. et
>ic; alaplace e il >, Z?:p D1 D1 Dol etd i <icj<n €S

pectivement.

3.2. Différentiation extérieure des formeg9’. Rappelons I'expression des formes
0" en fonction des formegz® ainsi que les expressions inverses :

(3.3) 0' =" hi-de? et da'=> hj-07.

j j
Autrement dit, aussi bien la collectioidz?, ..., dz) que la collection
(6%, ..., 6™) constituent une base de formes différentielles de degsér R™.

Appliquons I'opérateur de différentiation extérieure dasmesd’, utilisons les ex-
pressions inverses (3.3), reorganisons le résultat éarnd la relation élémentaire
S 2ok Aj - 09 N0F =3 (Ajr — Aygj) - 67 A 6%, ce qui donne :
o’ =" dhj, A da"
la
ohi,

:ZZ %-d;rh/\dasl2

i 12

=222

(3.4) L sk

S X (S g
ik

1 2

@h; Th Tl j k
S B 67 0

, ~ ~, |Ohi  On
— k 171 l l
LIV D ouaFE B

i<k 15 I

9Einstein est censé avoir dit a 'un de ses amis : «J'ai fait gnraede découverte en mathéma-
tiques; j'ai supprimé le signe de sommation chaque fois gusinme porte sur un indice qui figure
deux fois» (cité page 189 de la traduction frangaise [Ei]916
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En posant pour tout < &

. oh; oh!
(] . l1 lQ ll
(3:5) EED IR [xh @xh]

IS

et en prolongeant cette définition poue k de telle sorte qué(]’ik = —K,ij, nous
obtenons le lemme suivant.

Lemme 3.6. Il existe des fonction&”, = K, (x) satisfaisant les relations d'anti-
symétrie |nd|C|eIIeK;.k = —K}w. telles que

(3.7) o' = " Kl - 67 A 9"

j<k

Observons au passage que les mémes foncf@@sapparaissent dans les cro-

chets de Lie des champs de vecteurs duawes forme®?, a un signe «» global
prés (une telle observation ne sera pas utilisée par Ia suite

Lemme 3.8. Avec ces mémes fonctiof(gk(x), on a:

(3.9) lej, ek] Z K]k €;.

Démonstration.Bien qu'il existe une démonstration directe a partir deatrehs

de dualitéfi(e;) = 5; nous préférons développer la démonstration qui passe
par les calculs explicites, afin de «muscler» progressivénmetre capacité au
calcul formel Rappelons que; Z hZ 5,7 Pour developpere;, ex] =

Tlo : . N
le i Ml, >, i 5 12], effectuons alors le calcul suivant : pour passer a la

troisiéme ligne, intervertissoris etls dans la seconde double somme ; pour passer
a la quatrieme ligne, réexprimons les champs de vectgg%l;sau moyen des; via

8 ; . BN . Y . , .
les formulesa 7 = >_; Iy, €i; pour passer a la cinquieme ligne, réorganisons les
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signes de sommation, ce qui donne :
(3.10)
(

~ 9 -~ D
l l
lejrex] = | Db 5 D 5
l

l1 2

onr
7l 7l
B Z i Z C'?:Cll 83:12 Z 2 Z 83:12 dzh
0 ~, Ohl2 8h§2
B ; dal2 2 (hjl datr ' Gah
2

Iy

ohl2 - Ohl?
S 90 00 o T STy

% IS

:Ze.. Zﬁh Z}ﬁ% _Zﬁh th@
i J 12@3311 k lanll

L i I lo I Iz

_ A e . N
Maintenant, nous devons éliminer des dériveées partielfeenjpestives)— et
12
5.1 des composantes de la matrice invef$e puisqu'elles n'apparaissent pas

dans/ expressmr@S.S)deK;.k. Pour cela, différentions par rapport:a la premiére
famille d'identités (2.13), écrites avec les indide$ etl, a la place des indices
j etk, ce qui donne :

ohi O
(3.11) 0=> 52+ hiy =t
l2 l2

"'l
Grace a cette relation, nous pouvons remplacer directefegatme ;. h}Q Bxll
qui apparait avant le signeu» dans les premiéres parenthéses de la derniere ligne

de (3.10) par- ), o 12 th ; procédons de méme pour la seconde parenthése de
la derniere ligne de (3. 10) apres réorganisation des sanetneconnaissance des
fonctions K, , nous obtenons :

(3.12)

th

e, ex] Z @ zlzﬁél Z Ozl l2 hl2 +Zhll Z 81:11
1

hi  Ohi
= Z e - Z Z hll hlz [_ lﬁ axg]
l 2
= _Z e; - Kby,
{

ce qui compléte la démonstration. O
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3.13. Introduction des composantes de rotation (connexioassociée).Mainte-
nant, nous allons transformer les équations de structu® (& maniéere a faire
apparaitre les composantes de la connexion de Levi-Ciaitariquement associée
a la métrique riemannienne originale, et ce relativemerdoatepére mobile de®
qui diagonalise la métrique.

Lemme 3.14. Il existe une unique famille de formes diﬁérentieldi%sje degrél

satisfaisant les relations d’antisymétrie indicieﬂ}é: —02?', telles que les équations
de structure(3.7) peuvent se réécrire sous la forme

(3.15) o' =e; > 67 NG
J

Démonstration.Décomposons les formé§ recherchées selon la base désle la
maniere suivante :

T __ i k
k

avec des fonctions inconnué&%k = F§k(x) qui satisfont les relations d'antisy-

métriel“;lk = —ng, pour s’assurer qué;ﬁ = —03. En remplacant cette expression
dans (3.15) en prenant (3.7) pour point de départ, nous psudentifier le systeme

d'équations linéaires que doivent satisfaire les incosiyeg :

Y K07 A0F = dp’
Jj<k
=& » 0N0
(3.17) T
= &l 07 A0"
g,k

= (eTiy —&iThy) - 07 A 6%,
i<k

ce qui nous donne, apreés identification des coefficients bada de-formes(67 A
Hk)1<j<k.<n et aprés multiplication par la constante(qui satisfait bien ste? =
1):
(3.18) i Ky =T — T,
Ecrivons cette égalité trois fois : la premiére fois, telleetie ; la seconde fois en
remplacant le tripleti, j, k) par(k, j, i) dans (3.18) ; et la troisieme fois en rem-
placant le triplet(s, j, k) par(j, k, i) dans (3.18), ce qui donne :

gi Ky =T =T},
(3.19) en Kj; =TF —T%,
&j Kl]m = Fi;z‘ - ka
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Additionnons ces trois identités terme a terme en tenanpteudes relations d’anti-
symeétrie satisfaites par les coefficieﬁg:%, qui entrainent notamment que les quatre

; k k J y . . . .
termes—I" . + I'}; — I';; + Iy, s"annulent par paire, ce qui donne la solution :

(3.20) =g <5i Kl +en K +e; K,Jm.) .

On vérifie que cette solution, unigue par constructionsmitieffectivemenl“j.k =
—ka, ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Les coefficientd™, sont les coefficients de Christoffel de la connexion de Levi-
Civita dans le co-repére diagonalisant.
O Interprétation géométrique & compléter!!!

3.21. Calcul des coefficients de courbureCe calcul sera d’abord effectué de ma-
niére non explicite, grace a un raisonnement d’algébraiieéitilisé frequemment
par Elie Cartan dans ses travaux. Appliquons I'opérateuditiérentiation exté-
rieure a 'équationld’ = ¢; -, 67 A 6}, remplagons I'expression d#’ qui appa-
rait dans le membre de droite de la premiére ligne et factiosige résultat :

0=ddo? =c; > (d67 A0, — 607 A db))
J
(3.22) :Ei;;Ej")“@m@j?—sizj:emdej

:g,»Z@jA<ng-9§?A9;;—d9§>.
\ J k

Afin d’introduire les coefficients de courbufé;'. 1, (sans obtenir encore leur expres-
sion explicite), nous pouvons maintenant appliquer a ceaténs un argument in-
direct, appelé traditionnellemehemme de Cartamui s’énonce pour lez-formes
comme suit.

Lemme 3.23. Une collection de-formes®!, ..., ©", que 'on peut toujours dé-
composer selon la base d2gormes(6* A 91)1<k<l<n, de la maniére suivante
j j k !
(3.24) o =) A 0" 0,
k<l
pourj =1 ..., n,avec certains coefficient$,’;l, satisfait l'identité
(3.25) 0=>) 6/ rn0
J

si et seulement des coefficients4§;l, dont on prolonge la définition paAil =
—A{k pour k > [, satisfont la relation de symétrie indicielle
(3.26) 0=A7, + Al + A

(permutation circulaire dans le sens trigonométrifjueour tous indices, j, k =
1, ..., n.
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Avant de démontrer ce lemme, appliquons-le, pour tout endifixe, aux 2-
formes différentielles définies p&r; := df: —>", e;-05 10} Elles satisfont effec-
. , s - - y N . P 7
tivement l'identité :0 = Zﬂ' 67 N ©7, d'apres (3.22) et elles satisfof; = —©;.
Décomposons donc I@; selon la base desformes (6% A 91)1§k<l<n, en intro-
duisant des coefficien®},; :

(3.27) O =) Riy-0" A6

k<l
Nous avons les relations d'antisymétd,, = —RJ;, provenant de; = —6;.
Bien entendu, nous prolongeons la définition d&g, en posantzy,, = — R},

pour k > [. Le Lemme 3.23 affirme alors que les coefficielﬁstﬁl satisfont les
relations de symétrie indicielle suivantes :

0 = Rjjy + Rijj, + Ry,

(permutation circulaire de la gauche vers la droite surdadi des indices infé-
rieurs), les deux dernieres étant réécrites pour mémoeesont les seules relations
de symétrie indicielle que satisfont les coefficieRtg,. De plus, par construction,

ces coefficientﬁ;.kl sont déterminés de maniere uniq@n les appelleoefficients
de courbureet ils sont d'une importance fondamentale. En résumé, noussaéta-
bli 'identité suivante :

(3.29) A6 =" ep- 05 NG+ > Riyy 68 A0
k k<l

Pour l'instant, leur expression explicite ne nous est pasmenconnue. Appliquer
le Lemme (3.23) de Cartan présente donc I'inconvénient dpasedonner acceés
directement a I'expression des coefficients de courburanhéins, appliquer ce
lemme d’emblée présente trois avantages majeurs : prema@ite cela nous permet
d’obtenir facilement toutes les relations de symétriediadlies sur les coefficients
de courburé’; deuxiémement, cela nous permeimiéparer le terrain pour les cal-
culs explicites troisiemement, sans connaitre explicitement les coefftsiR;lkl, il
est possible de voir par un raisonnement élémentaog (emme ? ? ci-dessous)
gu'ils sont invariants par changement de coordonnéesistaue la vérification de
cette propriété d’'invariance en travaillant directemepgétir des expressions com-
plétes (2. ? ?) serait une tache de calcul formel substthtiel

10ay contraire, nous pourrions éprouver certaines difficuéié@eviner ces relations en examinant
I'expression explicite deRj-,vl donnée par (2. ? ?) ci-dessous.

HC est peut-étre pour ces raisons qu’Elie Cartan, au fur eedure que sa théorie des systémes
différentiels extérieurs marissait, et parce gu'il avaieuréquentation journaliére de la complexité
des calculs explicites, en est venu a mettre au point uneamade les «court-circuiter», de les «évi-
ter», tout en élaborant des raisonnements indirects astxcjui permettent quand méme de conserver
toutes les informations importantes.
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Preuve du Lemme 3.2Remplacons les expressions (3.24) @é dans I'équa-
tion (3.25), et réorganisons la somme, ce qui donne :

0=> 3 Al -07r0FA0
Jj k<l

= >0 [Af A+ Af] 07 a0k A

j<k<l

(3.30)

d'ou les relations désirées (2.), puisque la fan{#en 0% A0')1 < j<r.<1<n, CONStitue
une base da-formes. O

3.31. Invariance des composantes de courbure par applicath isométrique.
Une telle invariance, qui généraliseTéeorema Egregiurde Gauss, est particulié-
rement significative et mérite d’'étre citée a cet endroit.

Supposons donnée une applicatior~ & = Z(x) entre deux variétés pseudo-
riemanniennes localed/ et M équipées chacune d’une pseudo-métrique diago-
naliséeds? = Y, £;(0")% etds* = Y, £,(0")?, qui transforme la collection des
fgrmes(@i)lgign en la collection des forme#?); <;<,, c'est-a-dire telle que I'on a
' =0"i=1,...,n,lorsque I'on remplace en fonction der dans I'expression
de#’. Dans la Section 5 ci-dessous, nous démontrerons que Borteirie entre
variétés riemanniennes se raméne, aprés un changemetuahaunco-repére des
formes#’ qui diagonalisent lels?, & une telle transformation satisfais#ht= 6'.
De maniére équivalente, une telle isométrie envoie exaatéha repere orthonormé
dese; sur le repére orthonormeé des

Assertion 3.32. Sous ces hypothéses, les composantes de la courbure ss-corre
pondent terme a terme, i.e. on a

(3:33) Ry = R,
pour tousi, j, k, I = 1, ..., n, aprés remplacement deen fonction der dans
lexpression deft,;.

Démonstration.En effet, différentions extérieurement les identifés= 6’ et ap-
pliquons deux fois le Lemme 3.14, ce qui donne les identités :

(3.34) ' =e; Y N0 =¢e; ) 67 N0 =db,
J J

pouri =1, ..., n. Grace aux relationé’ = ¢ et grace a I'unicité des forme#,
nous en déduisons q@@l = 0; toujours aprés remplacement @desn fonction de
x. A nouveau, grace aux identités suivantes :

S R 0FAG =dpi ) e 05 A0
k<l k

Nt nk Nt
(3.35) =dfj— ) er 05 NG
k

- Z E;klék/\él,
k<l
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et grace a l'unicité des coefficients de courbure, nous dédsiles identités (3.33),
comme annonce. O

En particulier, dans le cas des surfaedimensionnelles, en tenant compte des
relations de symétrie indicielle (3.28), on vértfigu'il nexiste qu’'une seule com-
posante de courbure, laquelle s’identifie a la courbure des&de la surface. L'As-
sertion 3.32 établit alors que la courbure de Gauss d'unfacirest invariante
par toute application isométrique : c’est le famelixeorema egregiurde Gauss
([Ga1828], §12).

3.36. Dérivées covariantesPour préparer le calcul explicite des coefficients de
courbure, réexprimons d’abord la différentielle

oF

. dat
oz’ v

(3.37) dF =

d’'une fonctionF = F(z) quelconque dans le systéme de bases diéaiget (e;),
grace aux formules de changement de base inverses de @)i donne :

Z 8@3 @’
(3.38) - Z Z dz; hl

_Z Z 283: 0.

Nous reconnaissons la dérivatief F') dans les parentéses, ce qui montre que
la différentielle dF" s’exprime par une formule aussi simple que la formule ori-
ginale (3.37) dans le systeme de bases du@lest (e;) :

(3.39) dF =) ¢;(F)-0'.

Cette formule est a retenir pour la suite. Afin d’insister @ecplus sur I'analo-
gie avec la formule (3.37), nous noterons pIu§§t les dérivées;(F') et nous les
appellerongiérivées covariantes dé En définitive, la différentielle dé’ s’écrit :

oF

o "

(3.40) dF =

3.41. Calcul explicite des composantes de courburd/enons-en enfin a ce calcul.
L'application précédente du Lemme de Cartan tient lieu ddegpour la conduite
du calcul complet. Ainsi, d'apres (3.28), nous savons qusecteefficientsk?;,

doivent apparaitre dans le membre de droite de I'expres&i;bpr Dok €k 9;? A0,
lorsqu’on remplace ces form@?, 0;?‘ et 9};, par leurs expressions explicites (3.16).

12y0ir le Lemme 3. ci-dessous qui compte le nombre de composantesudeure linéairement
indépendantes dans le cas> 2 général.
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Tout d’abord, appliquons I'opérateur de différentiatiotiégieure a cette représen-
tation (3.16), ce qui donne, grace a la sous-section prétéeeen remplacaab”,
puis en remplag,arﬁl’“ et en réorganisant les sommes :

o} = dek 9k+sz» do*

—Z aﬂ’“ 'A%+ e Ty 0" A OF

k1
ori, oIt
_ i L L R l
—Z<@9k ael> 0k A 0!+
k<l

+)° (Z Em [T I —rj.mrf,g]) NN

k<l m

(3.42)

Remplacons par ailleurs les expression:ﬁjﬁla ¢; dans la somme :

S en 08 n0, = > e THT,,, -0 A0

k k,l,m
(3.43)
-3 (S e mirta i ) 0o
k<l m

En soustrayant (3.43) de (3.42), nous obtenons I'expnessiplicite, en fonction
des coefficients de Christoffélz.k, des composantes de la courbure :
(3.44)

; 8F

gkl = aek ael

2 m ) m m m i
Do Ui = U Die — L5 Do + 15 k) -

3.45. Commentaires et spéculations sur I'expression expiie du tenseur de
courbure. Il est important de faire remarquer que cette expressioncde¥po-
santes de la courbure n’est pas encore I'analoguex& dimension) de lformula
egregia(l.) découverte par Gauss. Pour obtenir I'analogue coryipfatidrait rem-
placer dans (3.44) I'expression compléte des coeffici@;dgsdonnée par (3.20),
sans oublier I'expression compléte dfe’;k donnée par (3.5). Aprés un calcul dont
nous ne reproduisons pas les étapes intermédiaires i, atl@nons I'expression
compléte suivante de’%j.kl en fonction des éléments de et deH : d'aprés (3.44),

il faut additionner deux et quatre expressions de la formeaste, a permutation
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d’indices prés :

(3.46)

ort 1 - -
ik D Tl Tl

S =3 2 M <5Zhj1 hy;

l1,l2,p

? hf2 0? h§1
0z oz OxdzP
O%hf  0%h ~ . [ 0°h] 0%h]
_ + e bl ple 2 1 +
ozl oxr  Oxl20xP Ik

Tl 7l o
tewhy by [ oxhoxr  Oxl20xp

1 =p Ohg} T e Th L fh e | e Oh
+ 2 Z My ozr \ (hqé hy' g + by hqg) 8:151j - 83:1;

li,l2,p,q1, 92

e e~ o~ N\ | ORE ORF
1 l l 1 l l
ey (Bl T Rl 4+ B g Rl [ o~ 81‘1;]

e~ [0 Ond
l l l l 1 l
e (Rt B Rl + B BB ) [ - 8xl;]> ,

o, on

i m __ 1 T 7l
; e Dim Tl =3 D <5i bt laxll - 8142] +

m,l1,l2,q1, 92

J J
—i—emﬁ? ﬁ? [_c%g‘ - 8h?q +¢; 715}1 ﬁ? [8th ahll]) X

5 l2 I - l2
xr xr X X

~o ~a | OhOy  ORY! ~, ~ | On Ohl
q1 1,92 92 q1 q1 1,q 92 q1
X <em At b [ ot 81:‘12] + e h{t h2 [ Tt —ax@] +

Aucune simplification notoire n'apparait lorsque I'on aeifine ces six termes.
Notons la présence des dérivées partielles des coeffidiefis du ds? diagonalisé

k k
—l—skﬁ?l TL% [c’?hqz Ohg,

axQI o 8x¢12

. N 2
sous laformels? = 3. ¢; (Zj h;(z) da:ﬂ) , et non pas des coefficienjg (x) du

ds? original, comme c’était le cas dansftamula egregia(1.). En toute rigueur, on
devrait transformer encore I'expression (3.46) pour ravaux coefficientsy;;(x),
grace a la relation (2.12) qui relie la matricea la matriceH. Néanmoins, deux
difficultés se présentent. Premiérement, cette relatiodéfiait pasH de maniere
unigue, a cause de I'observation effectuée apres I'éname€ichme 2.4. Ainsi, pour
assurer quéd s’exprime explicitement en fonction de, il est nécessaire d’opérer
une normalisation préalable. Par exemple, si I'on chdisgymétrique ou triangu-
laire (supérieure ou inférieure), il existera une seuleritat/ solution de (2.12).
Deuxiemement, la résolution explicite de cette équatioh2Pd’inconnueH n’'est
pas aisée, et nous ignorons I'existence de formules etgdizialable poun > 3.
Dans le cas = 2, de telles formules existent et nous résumerons le calcige
en fonction dey;1, degi, et degss. dans le 83.? ? ci-dessous.
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En définitive, nous pensons gu'il est préférable de considfue dans I'applica-
tion de la méthode de Cartan, la donnée fondamentale de leas@as la matricé/
des coefficientg;;, mais la matrice/ des coefficient&’ du repére diagonalisant.

De toute fagon, I'analogue exact deftamula egregia(l.) démontrée par Gauss
s’obtient plus aisément & partir du calcul classique deSicmats de courburé%j.kl
dans le repere —en général non diagonalisant—constituéedtfwrs% naturelle-
ment associés au systéme de coordoniié8s calcul que nous avons résumé dans
la Section 1. En effet, en remplacant les expressions ddBciemts de Christof-
fel Fj.k dans (1.), nous avons obtenu I'expression (1.28). Danssle ea2 et a un
changement de notation pres, c’est effectivemefuriaula egregig1.) que I'on re-
trouve pour le seul coefficient de courbuRg,, existant. Dans la quasi-totalité des
manuels de géomeétrie différentielle, on s’en tient a I'egsion (1.) du tenseur de
courbure en fonction des coefficients de Christoffel de lanexion de Levi-Civita.

Pour terminer ce commentaire, étudions les différence €tt26) et (3.44).
Les dérivées paralléles aux lignes de coordonnées qui@ppant dans les deux
premiers termes de (1.26) sont remplacées dans les deuiepsesrmes de (3.44)
par des dérivées covariantes. En général, ces dérivéegartea ne commutent pas
entre elles, a cause de la relation (3.9). C'est aussi paieéeg dérivées covariantes
ne commutent pas entre elles qu’il y a quatre sommes de teyoaelratiques en
les Fj.k dans (3.44), au lieu de deux seulement dans (1.26). En kffptppriété
d’étre de torsion nulle que posséde la connexion de Levit&s/exprime par la
relation de symétrie indiciellﬁz.k = F};j dans le repere des champs de vect%%{s
paralléles aux axes de coordonnées. Il en découle claitaquenes deux premieres

sommes quadratiques, . ¢, [sz Ty =T, ng] s’annihilent.

3.47. Dénombrement des composantes de courbure indépendsanEn suivant
E. Cartan, nous appellerogsiantités normaldes composantes du tenseur de cour-
bure R, pour lesquelles on a

{j>i, k>,

(3.48) ish .

Lemme 3.49. Les coefficients de courburﬂ;ﬂkl satisfont la relation de symétrie
suivante, conséquence (8:28) :

(3.50) ;’.kl — RZ’]"

De plus, toute composante du tenseur de courbure S’expromene combinaison
linéaire des composantes normales, qui sont linéairenratépendantes. Enfin, il
y a exactement
2(0,2
—1
(3.51) M
12

gquantités normales.
Démonstration.Adoptons la notation

(3.52) (iljkl) :== R}, + Rl + RY

ilj-
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On a(i|jkl) = 0, grace aux relations (3.28). En développant la relation
(3.53) 0 = (iljkl) — (jlikl) — (k|ijl) + (l]ijk),
en tenant compte des relations d’antisymétrie pour sirepliéin obtient :
(3.54) R}, = R};.

Cette relation, ajoutee a I'antisymétrie par rapport auides: et j d'une part, et
k etl d’autre part, permet d’exprimer toute quantité,, comme égale ou opposée
d’'une quantitér?,, vérifiant

(3.55) i>jg, k>1, i>k

Mais pour exprimer tous les coefficients de courbure, entfonade certains d’entre
eux seulement, on peut encore restreindre le nombre de osisrde en imposant
que;j > I. En effet, supposons que> j, k > [,i > k etj < [, c'est-a-dire
i > k> 1> j.Alors larelation(i|jkl) = 0 permet d’exprimetz,, en fonction de
quantités normales :

(3.56) R}, =Rl — R},
Pour terminer la démonstration, il suffit d’effectuer un dérbrement élémentaire.
Premiérment, les quantités normales a deux indices disticpeuvent étre que de
la formeAéij aveci > j : elles sont au nombre de’ ; deuxiemement, les quantités
normales a trois indices distincts sont des trois formessuis Ajiy, A%, €t A},
aveci > j > k; troisiemement, les quantités normales a quatre indicgdis
sont des deux formes suivanted’;, et A} ;. Autotal, ily a:

2(2
—1
(3.57) C,%+302+20;‘;:%
guantités normales. La démonstration est achevée. O

3.58. Caractérisation de la courbure nulle.Pour terminer cette section, citons
sans démonstration le résultat suivant. Une dizaine de dgtnadions distinctes
sont rédigées dans [Sp1970].

Théoréme 3.59.Les trois conditions suivantes sont équivalentes
(1) il existe un changement de coordonnées analytiques locales = =

(z1, ..., z") dans lesquelleds? = ", ¢, (dz)?;
(2) il existe un changement de coordonnées analytiques locales z =
z, ..., ") telles que led-formesh* = dz',i =1, ..., n, sont exactes;
! ") tell leg-f s9t =dzt,i=1 t t

(3) les coefficients de courbudé;ﬂ i Sont nuls.

Il existe une dizaine de démonstrations essentiellemarivagntes de ce théo-
reme. La démonstration est
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84. METHODE D EQUIVALENCE POUR LES SURFACES GAUSSIENNES

Dans cette section, nous étudions le probléme d'équival@acr les variétés
riemannienne-dimensionnelles, intrinséques, non plongées d&hsque nous
appeleronsurfaces gaussiennes

Probléme d’équivalence 4.1 Etant donné deux surfaces gaussienfiest S mu-
nies de métriques prédéfinies

(4.2) ds® = Edu®+2F dudv+G dv?® et ds* = E du?®+2F dudv+G dv?,

trouver un algorithme universel pour déterminer si ellestslmcalement isome-
triques.

L'exposition de ce cas spécial du probleme d'équivalencérsede préliminaire
a la Section 5 ci-dessous, consacrée aux variétés pserdasmiennes de dimen-
sion quelconque.

4.3. Etude du plan euclidien. Soit (#, v) = (u(u, v), v(u, v)) une application
analytique réelle qui conserve la métrique pythagoriogeenn

(4.4) (da)? + (dv)? = du® + dv®.

Nous pouvons supposer que cette application conserve lasgsitation, quitte a

la composer avec I'applicatiofu, v) — (v, u). Introduisons le co-repére ayant
pour base 6! := du et? := dv. La condition (4.4) est équivalente a : en tout point
(u, v), il existet tel que

6! cost —sint o
(4.5) ( 62 > a < sint  cost > < 62 >
La structure de groupe des matrics< 2 ci-dessus est le groupe des rotations
SO(2, R). Ici, la variablet dépend en principe des variablés, v), mais il est

intéressant de I'envisager comme une nouvelle variablépgeddante. Introduisons
alors leco-repére relevéonstitué des deukformes suivantes :

{wl := (cost) - O' — (sint) - 62,

4.6
(4.6) w? = (sint) - 0 + (cost) - 62

qui sont définies sur I'espace a trois dimension équipée a@slonnéesu, v, t).
Les équations de structure associées sont :

4.7) do' = —a N W?, dw? = a AW,

ou« := dt est la forme de Maurer-Cartan sur le groi$e(2, R). D’aprés le Théo-
reme 5.24 ci-dessous, I'applicatidn, v) — (u, v) induit une unique application
t = t(u, v, t) qui laisseinvariantle co-repére relevé, au sens ol l'on@':= w*,
pouri =1, 2.

Formellement, les équations de structure écrites avec dasefies variables
(u, v, t) dans le nouveau systeme de coordonnées sont exactemen€hessm
que (4.7), a un changement de notation prés. En comparardgcesions a (4.7)
et en tenant compte des deux équations= w', @* = w?, nous déduisons que
o = (.
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Aussi, nous pouvons prolonger le probléme en adjoignantl tfoeme addition-
nellea au co-repere relevé. Les équations de structure prolorspéesle la forme :

(4.8) dw' = —a AW?, dw? = a AW, da =0,

puisquea = dt est exacte. On reconnait alors les équations de structwirelgm
trois formes de Maurer-Cartatf!, d9?, do du groupe des déplacements euclidiens
SE(2, R), constitué du produit semi-direct du groupe des rotatimes & groupe
des translations du plan pythagoricien.

4.9. Equations de structure dans le cas généralSoit S une surface, c’est-a-dire
une variété&-dimensionnelle, que nous supposerons équipée d’'unequétgaus-
sienne

(4.10) ds* = E(u, v) du® + 2F (u, v) dudv + G(u, v) dv?,
a coefficients analytiques réels dans un systéme de cod¥dsnocalesu, v). Re-
cherchons deux combinaisons linéaires tésrmesdu etdv :

o' = A(u, v) du + B(u, v) dv,

0? = C(u, v)du + D(u, v)dv,
ou A, B, C et D sont des inconnues, qui diagonalisedl€ sous la forme cano-
nique :
(4.12) ds* = (0Y)% + (6*)%
La solution n’est pas unique, puisque toute rotation daragbitraitre d’'une ma-
trice 2 x 2 solution de (4.12) est encore une solution de cette équdimur garantir
I'unicité, choisissons la matrice inconnue triangulainpérieure, c’'est-a-dire sup-

posonsC' = 0 (nous pourrions aussi choisir la matrice symétrique). glbexiste
une unique solution telle qué est positif :

F [EG-F2 [A
(4.13) A=VE, B_ﬁ, D=\ ———=\%

OUA := EG—F? = (AD—BC)? > 0 est le discriminant (positif) dds?. Avec ce
choix de co-repére, le probléme d’équivalence se formule deéme maniere que
dans le cas pythagoricien. Calculons les équations desteuen appliquant I'opé-
rateur de différentiation extérieurea (4.11) et en réexprimant le résultat obtenu
dans la base deformes(6"); <;<2. Nous obtenons :

do' = —aAw? + P-wt A2,

do®* =aAw' + Q- wh AW,
ou a nouveaw := dt. Ici, les coefficientsP et () s’expriment en fonction des
coefficientsA, B, C et D sous la forme suivante :

(4.11)

(4.14)

(4.15) P = Jcost — Ksint, Q = Jsint + K cost,
ou P et sont des «coefficients de torsion» donnés par :

9B _ 0A oD
(4.16) J=20u v = g du

VA VA
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Nous pouvons contracter les équations de structure (4rijt@duisant la forme
7 définie par :

4.17) T=a—P-w-Q - Ww=a-J w'-K- W
ce qui donne :
(4.18) do! = = A W2, dw? =7 Awh.

Dans la théorie d’Elie Cartan, on appelle ce procédbserption de la torsion
Comme dans le cas euclidien, nous pouvons prolonger le é@rablen introdui-
sant la variable supplémentaiteNéanmoins, il y aura une différence importante :
I'apparition d’'un invariant bien connu, leourbure de Gauss

En effet, appliquons l'opérateur de différentiation eidére aux équa-
tions (4.18) :

4.19
( ) 0 = ddw?® = dr A W2

Toute 2-forme telle quedr se décompose sur la base des tifsrmesw! A w?,

w! A a, w? A a. Les deux équations précédentes impliquent que dans uae tel
décomposition poudr, les deux coefficients devant A « et devants? A o doivent
s’annuler. Il existe donc une fonctiondes trois variable$t, u, v) telle que

(4.20) dr =k-w Aw? = k-0 A G2

Evidemment, ce raisonnement est un cas particulier du Lentiimede Cartan
(Lemme 3.23 ci-dessus et Lemme 6.34 ci-dessous). En appplidfopérateur de
différentiation extérieure a cette équation, nous obteramelation suivante :
Ok
ot
qui montre que le coefficient = x(u, v) estindépendant de.

Par le méme raisonnement qui nous a permis de démontreref#as 3.32, on
vérifie quer = x a travers toute isométrigu, v) — (a, v) telle qued' = ' et
6% = 62. Aprés (5.17) ci-dessous, nous justifierons le fait que poute isométrie,
on peut supposer satisfaites les correspondafites §! et 9> = §2, par un choix
approprié de co-repéres.

{O = ddw' = —dr Aw! + 7 A dw? = —dr AWt

(4.21) 0 = ddn Sdt A wb A WP,

4.22. Calcul de la courbure de Gauss. Calculons maintenant I'expression ex-
plicite de et vérifions qu’elle coincide avec farmula egregia(1.5). En utili-
sant (4.17) et le fait que' A w? = ' A 62, nous trouvons :

dr = —dJ Aw' —dK AN w? — J - dwt

(4.23) :{%—%—JQ—KQ}-wl/\WQ.
Nous en déduisons la formule suivante :

_ ﬂ _ 8_K _ 2 _ K2
(4.24) Ow = 0wl

oJ oJ 0K
A — B~ D%

72 2
AD — BC ST R
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En insérant les valeurs (4.13) de de B et deD, nous obtenons :
(4.25)

2 IE\? 4 (OE\?
N 1 P(G) 10B 1 F(g)
ov AE EG —F? 2 0v? 2E% EG — F?
B IE\2 OE 9F  QE OF
F2(8u) 1 F2(%) _lFav OJv_ Ou Ov
2E3 2E? EG - F? 2 EG— F? 2F
IE OF IE OF oF OF oF OF
o F_2 Ou_Ov + Ou_Ov + F° Ou _Ou o FG Ou _Ou
2F EG — F2 E? E2(EG — F?)  E(EG — F?)
OF OF OF 090G OF 0G
+ F du_ v + OF +1 v v F ou v
EG—F? 0Oudv 4 EG-F? 4(EG - F?)
oF 0G OF 090G OF 090G OF 0G
Eau v F@v OJu _ Ou Ou F? Ou_Ou +
2(EG — F?)  4(EG—F2) 4E  4E(EG — F?)
OE 9G IF 9G G2
+ G Ou Ou F Ou_Ou + E (%) + 1 82G
2EG — F2)  2(EG —F?) ' 4(EG—F?) ' 2 0u?’

Aprés simplification, nous obtenons :
(4.26)

OE 080G _OF 0G (8G>2
2 +

1
”_4(EG—F2)2{ v v “ou v \ou
F[@E 0G _OE 9G OB OF _ OF OF  OF 6G]

Ju v v Ou ‘Ov v ou v ‘ou Ou

LoloE 0e Lop or comy]
ou Ou Ju Ov ov
O’E PFE 9*G
— — 2 —
2 (BG - F) [82}2 28u8v * 8u2}}

et nous reconnaissonsfamula egregig(1.5), due & Gauss, qui exprime la courbure
d’une surface de maniere purement intrinséque.

Théoréme 4.27.Soit S une surface gaussienne munie d’'une métridsieet soit

k sa courbure de Gauss. Alors le groupe des isométrieS dst un groupe de Lie
local de dimension au plus La dimension maximal& est atteinte si et seulement
si la surface posséde une courbure de Gauss constante. Ra@scla composante
connexe du groupe des isométries a la structur€de2, R) si x < 0 (géométrie
hyperboliqug, de SE(2, R) si k = 0 (géométrie euclidienjeou deSO(3, R) si

k > 0 (géométrie sphérigye

§5. METHODE D EQUIVALENCE POUR LES VARIETES
PSEUDGRIEMANNIENNES

5.1. Probléemes d’'équivalenceRappelons qu'uneisométrie d’'une variété
(pseudo)riemanniennd/ dans une autre variété (pseudo)riemannieeest
un diffeomorphisme qui conserve les (pseudo)distancesitiégimales; c'est
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une notion locale. Autrement dit, i/, localement identifiée &"™ avec des
coordonnéegz’, ..., ™), est munie dunds® = 3, . g;j(z)da’ da’ et si de
méme, M, localement identifiée &" avec des coordonnéds!, ..., z"), est
munie d'un autreds® = Y=, ; gi;(%) dz’ dz’, on demande que la transformation
qui & un pointz associe un point satisfassels? = ds? dans l'infiniment petit,
condition qu’il nous faut encore analyser. Pour cela, rapeque nous notons un
tel difffomorphismeyx +— z = z(z) sans introduire de symbole de fonction pour
marquer la dépendance entieet z, et que nous utilisons la notation réciproque
aussi simplez — x = z(z), pour désigner la transformation inverse. Une telle
transformation inverse induit la transformation

ox’

2 i =
(5.2) dx 557

J

entre les différentielles («dans l'infiniment petit»). R@agons ces formules li-
néaires dands?, réorganisons et égalonsia’ :

Z gri(x da: dxt

83:"” c'?:c S
= ds

= Z Gij (T T)dz' dz’.

En identifiant les coefficients des deux formes différelgsetjuadratiques qui appa-
raissent a la deuxiéme et a la quatrieme ligne, nous dédugata transformation
x — T = z(x) est une isométrie si et seulement si an a

(5.3)

\

oz ozt
(5.) 5(7) = 3 S (a(a) S (2(@) gu (@),

k1

ou, de maniére équivalente, en inversant les rbles dedez :

oz* ox!
(5.5) 9ij(2) = Y 5 (#(2)) 5 (#(2)) g (2(2))-

k1
On peut aussi établir I'équivalence entre ces deux systélmeslations grace aux
identités

(5.6) Z ok a$] Z Oxk 8:1:3

obtenues en dérivant les relatiaris= z*(z(x)) par rapport &’ etz = z'(x(z))
par rapport a/.
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Ces relations entre les coefficienfs et g;; possédent une autre signification
géométrique. Supposons la variété, localement identifiée & avec des coor-
donnéegz', ..., z"), munie d'unds® = Y, . gi;(x) da’ dz’ prédéfini et consi-
dérons un changement de coordonnées arbitraire z(x), sans suppposer que
I'espace deg est muni d’'unds? prédéfini. Les formules (5.4) permettent alors de
définir unds? sur I'espace des par ses coefficients;;, et alors, avec ce nouveau
ds?, la transformatiorz = z(x) est une isométrie.

Sur le plan du pur calcul formel (c’est-a-dire eu égard aaxigformations in-
duites (5.4) et (5.5)), on a identité entre les deux pointgwesuivants :

(i) isométriez = z(x) entre deux variétés riemanniennes prédéfinies ;
(i) secondds? induit par un premietis® prédéfini, via une transformation+—
T = z(x).

Néanmoins, ces deux points de vue s’affirment dans une eliféér majeure
quant aux questions soulevées naturellement par I'étudddales variétés rieman-
niennes. D’apres |§heorema Egregiurde Gauss, la courbure d’'une surface est
conservée par toute application isométrique : c’est bieswde de cet invariant que
toutes les surfaces ne sont pas représentables «sansud@ctiiduplicature» les
unes sur les autres. C’est pourquoi la question «doit sepadsedéterminer quand
deux surfaces (ou plus généralement, deux variétés riesrames) sont localement
isométriques.

Probléme d’équivalence 5.7.Trouver un algorithme universel pour déterminer si
deux variétés riemanniennés/, ds?) et(M, ds?) sont localement isométriques.

C’est I'une des premiéres questions que I'on est en devoiésigudre. Mais en
général, deux variétés riemanniennes prises au hasardnhéagmais localement
isométriques, si bien que le probleme précédent a quelqasectiartificiel. Le
probléme de classification des variétés riemanniennedwesppofond et plus im-
portant.

Probléme de classification 5.8Classifier les variétés riemanniennes a isométrie
locale prés. Trouver un algorithme universel qui produieuorme normale pour
le ds? d’'un représentant distingué de chaque classe d’équivalenc

Ces deux problemes, qui ne se limitent pas aux variétés nigigranes, sont en
vérité intimement liés. En théorie, on peut déduire de lanép compléete au se-
cond probléme la réponse au premier : étant donné deux émniimanniennes
(M, ds?) et (M, ds?), il suffit de déterminer leurs classes d’équivalences i@spe
tives, et de vérifier si elles coincident ou si elle differdBh pratique, une telle
stratégie nécessite de posseder un algorithme pour tréanadgisse d’équivalence
d’une sous-variété quelconque.

Les travaux de Sophus Lie ont mis en lumiére I'existencgmauwpe continu de
transformationgle tout objet géométrico-différentiel, et en particulier groupe
des isométries locales d’'une variété riemannienne. Ndaesaloir que les deux
problémes : équivalence et classification, recélent lobgoupe des isométries
locales dg M, ds?)» et qu'il est impossible de les résoudre sans «voir» cet.obje
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5.9. Diagonalisation de la métrique pseudo-riemanniennd gariables de rota-
tion. Ainsi, c'est le probléme de classification des variétés geaiemanniennes
que nous allons étudier. Comme dans la Section 2, diagonalisds? de M sous
la forme :

(5.10) ds® = £ ().

4
Ici, les formes différentielle®’ ne sont pas exactes en général, & moins que la
courbure ne soit nullecf. le Théoreme 3.59 ci-dessus). De méme, diagonalisons le
ds? de M sous une forme analogue :

(5.11) ds* =) & (0').

(2
Supposons qué/ et M sont dans une méme classe d’équivalence, c’est-a-dire
qu'il existe une isométrie — z = z(x) entre(M, ds?) et (M, ds?). Soiente; les
champs de vecteurs duaux des forrfiest de méme, soiemt les champs duaux des
formes@’. Sur la figure suivante, nous représentons le repére onthendes(e;)
enz et le repere orthonormé dés;) en I'imagez du pointx par la transformation
isométrique.

(M, ds?) ) (M, ds?) )
es f €3
o f2
o isométrie &
- N
x
el * el
\d52 =3 i (07)? ) é§2 =3, (%) )

FIGURE2 : EQUIVALENCE DE DEUX SYSTEMES DE REPERES

Il N’y a aucune raison que les images des vecteurs; par I'isométrie z —
z = Z(x) coincident avec les vecteugs. Nous pouvons cependant décomposer
les vecteursf; selon la base des; : il existe une matricd/ = U(z) = (u;(z))
de fonctions der, telle quef;(z) = 3= ; ! (z) e;(z) pour toutz dansM, ou, en
abrégé :

(5.12) fi=>ul-¢
j
Mais cette matrice n’est pas quelconque. En effet, puisgumhsformationr —

T = z(x) est isométrique, I'imagéf, ..., f,) du repérgley, ..., e,) est encore
orthonormée, c’est-a-dire que I'on a :

(5.13) (Fir i) gge = (€05 €042 = 0 0.
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Rappelons que par construction les vecteuyrsatisfont les mémes relations d’or-
thonormalité :

(5.14) (€, éj>d§2 = (Sg Ei-

En remplagany; et f; dans (5.13) et en tenant compte de leurs expressions données
par (5.12), nous obtenons des identités indicielles sucdeé‘icientsﬁé(a?), dont
I'interprétation matricielle est l'identité :

(5.15) E=TU.E.T.

Rappelons la définitiofy := (4’ ¢;). Dans le cas riemannien, tous lessont égaux

al etlarelation (5.15) se réduitfy ., = TU-U,i.e.U est une matrice orthogonale.
Ainsi, le repére(fy, ..., fn), transformé du repérgey, ..., e,) par 'isomé-
trie, se déduit du repére prédéfifé,, ..., é,) par une transformation pseudo-
orthogonale qui dépend du poiat
De maniére duale (ou par un raisonnement analogue), onevgifil existe une
matriceU = U(z) = (u;'-(:z:)) dépendant analytiquement du painet satisfaisant
I'identité

(5.16) E=TU.E.U,

telle que

(5.17) 0" =" 07,
J

Pour que cette égalité ait un sens, on doit remplage&r son expression en fonction
dex dans le membre de gauctie= 0(z, dz).

Supposons connue une isométiie — Z = Z(x) entre variétés pseudo-
riemannienned/ et M. Sil'on change le corepére orthonormé duren prenant les
formesd’" := 3~ uz - 67 au lieu des forme8’, la derniére relation s’écrit’ = 6.
Etant donné une isométrie— z = z(z) entre variétés pseudo-riemanniennels
et M chacune équipées d’une pseudo-métrique diagonakisé= >, =;(6%)? et
ds? = Y, &;(6")?, on peut supposer, aprés un changement éventuel de carepér
sur M, que l'on af? = #°. Dans ces conditions, I'hypothése de I'Assertion (3.32)
est justifiee, d'ou I'énonceé suivantes composantes de courbure se correspondent
a travers toute isométrie qui préserve les co-repérﬁék'l = R;ﬂkl.

Reprenons maintenant I'analyse a partir de zéro. Suppasomges deux varié-
tés pseudo-riemanniennéa’, ds?) et (M, ds?), dont on ignore si elles sont iso-
métriques ou non. Supposons leurs deux pseudo-métriqagsrdilisées comme
en (5.10) et (5.11). Cette diagonalisation apporte uneldiogtion formelle, mais
lorsque I'on s’interroge sur I'existence d’'une isométrisuprésoudre le probleme
d’équivalence, la diagonalisation simultanée introdeitnduvelles inconnues : les
fonctionSuj.(:z:), qui forment une matrice pseudo-orthogonale. Néanmdespa-
rition de ces inconnues est nécessaire, parci mjexiste pas de choix canonique
pour les deux co-repéres orthonormés mohitgs et (6%). En effet, pour toute ma-
trice U (z) satisfaisant (5.16) et pour toute matrigéz) satisfaisant (5.15), il est
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facile de voir que les repéres’ := > ub - 07 et i = >_; ) - 7 sont encore
orthonormés.

Par conséquentekplication heuristique a améliorer] , 1l est
suggéré d'introduire les composantes de la matu't;ev) comme de nouvelles
variablestotalement indépendantes des variableon réserve ainsi la détermina-
tion exacte des fonctions;l(x) a une analyse ultérieure. C'est la premiére étape
décisive de l'algorithme d’équivalence.

Introduisons alors le group@, ,,_, des matriced/ = (ué-) qui satisfont la
relation de pseudorthogonalité

(5.18) E=TUu.E.U.

C’est le groupe qui témoigne, en tout pointde I'ambiguité, de I'indétermination
et de la non-unicité du repére orthonormé. On démontre qgeocge est de dimen-
sion @ gu'il possede quatre composantes connexesAi, n et sinon deux.
En admettant une Iégére inexactitude, qui n'aura aucungance sur la rigueur de
nos raisonnements, nous considererons qu’un systemearowes su®, ,_, est
constitué de toutes les variable bien qu'il y aitn? — "o = (11 relations
indépendantes entre elles, extraites de (5.18). Ecrieelations que doivent sa-
tisfaire ces variables. Elle seront fréquemment utilisisess la suite pour simplifier

certaines expressions algébriques. En développant titdefi = “U - E - U avec
des indices, on obtient :

(5.19) 5;- g = Z ul, x uf
k

Si on écrit cette identité sous la forme équivalehte U = TU . E, etsionla
développe aussi avec des indices, on obtient les relations :

(5.20) gul = £j.

j i

5.21. Relévement des isométried.a deuxieme étape décisive de I'algorithme
d’équivalence consiste a introduire I'espace fibféx O, ,,—p, ainsi que les nou-
velles formes différentielles

(5.22) W=l 67,

J
obtenues par «rotation» des fornésDe méme, on introduit les formes différen-
tielles
(5.23) o= -
surM x O, ,,—p. On noterar la projection canoniquér’, u’) — (z') surM etde
méme pouft : M x Op n—p — M.

Théoreme 5.24.Les deux propriétés suivantes sont équivalentes
(i) il existe une isométrie = z(x) de M sur M ;
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(ii) il existe une application dé/ x O, ,_, dansM x O, ,_, de la forme

spécifique
=7z (™)
5.25
( ) {ﬂf = ﬂf (xm, ufl’) ,
ou lesz’ ne dépendent pas de$, telle que I'on a
(5.26) =W,
pouri = 1 ..., n, aprés remplacement de et deu dans les membres de

gauchew’ = o’ (27, al, dz™).
Dans ce cas, le diagramme suivant est commutatif

M xOpnp—=MxOp np

M M

Autrement dit, grace a I'introduction de va[iables auxiks, on a réussi a cor-
riger 'imperfection d’apres laquelle les formésn’étaient pas egales aux formes
6)2 mais se déduisaient dés par une rotation telle que (5.17); on a maintenant

w" = w', sans rotation, mais avec des variables supplementayres

Démonstration.La démonstration consiste a analyser la relation désitée '’ et
a observer que les; sont déterminés de maniére unique en fonctiorad®, ug).
Pour cela, développons cette relation :

(5.27) Zu 7 = Zu ) =W

Remplagons les formeX et/ par leurs expressions en fonction des fornies et
dz®

(5.28) > ab bl -dzb =" uh b - dat
g,k g,k

Remplagongz* par son expressiofiz® = El dx inverse de (5.2), permutons
certains indices et réorganisons les sommes

(5.29) 3@ hﬂ 8:1: - da! _Z Wi b - dat.
ik, 1

Identifions les coefficients dé:!, ce qui nous donne les identités :

oy 02"
(5.30) > ab bl — o Z u' b,

ik
pour tout! = 1, ..., n. NotonsJac (£) := (g“j) la matrice jacobienne du change-

ment de coordonnées et interprétons matriciellementrititie précédente :
T

(5.31) U-H-Jac (;) —U-H.
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Rappelons que d’aprés (5.6), la matrice inversela:le(%) est tout simplement la

matrice jacobienne de la transformation inveise, Jac (%) := (27“’_”;). Gréace a cette
observation, nous pouvons réécrire I'identité matrieigtécédente sous la forme :
(5.32) U=U-H-Jac (i) “H,
xr
ou I'on rappelle que la notatiofi) est utilisee pour désigner une matrice inverse. En
développant cette relation, nous voyons queilesont effectivement déterminés de
maniére unique en fonction de™, «%) par les formules :
. . . 81‘12 ~l3
i _ 1 _ _
(5.33)  wli=wi(x,u)i= Y uj(2) b (x) o (#(@)) hy (3(2)).
l1,l2,13,1l4
Grace a ces relations, la vérification de I'équivalenceee(ijret (i) n'est plus
gu’une affaire de logique élémentaire, laissée au lecteur.

Observons enfin que I'hypothése d'aprés laguellene dépend pas de
dans (5.25) est en fait une conséquence des idemtitésw’ : en effet, puisque dans
lesw?, n’apparaissent que des différentieltes® (et aucune différentielldu™), et
puisqu’il en est de méme pour leg, lorsque I'on remplace les différentielleig”
présentes dans’ par leur expression en fonction dés® et desdu!™, il ne doit ap-
paraitre aucune différentielté.;” : ceci démontre que ne dépend pas dg”. [

Ainsi, le probléme d’équivalence d'origin®/ — M se reléve-t-il en un pro-
bleme d'équivalencé/ x O, ,,—p, — M x O, ,_, entre variétés de dimension
supérieure.

Dans la suite immédiate de ce mémoire, nous travailleroes ame seule variété
produit M x O, ,—,, €n réservant a des analyses ultérieures les consequances q
découlent de I'existence d’une équivalence relevée. Nboissacalculer explicite-
ment les équations de structure pour les formésn tenant compte des variables
de rotation. Dans son mémoire original de 1922, Elie Cartancomplit pas ces
calculs explicites.

§6. EQUATIONS DE STRUCTURE
On appeleraco-repére relevda famille desn formes différentiellesw’ sur
M x Op, n—p. Puisque la dimension d& x O, ,,_, est égale éL(”Q—“) les formes
w' ne formentpas un co-repére ; il manqué(’;;l) indépendantes»j. que nous in-
troduirons ultérieurement.

6.1. Différentiation extérieure des formesv?. Rappelons qué/ = (u’) désigne
la matrice inverse d&. Ses éléments satisfont les relations

(6.2) 0= upuk =" wj - uf
k k
Les formes différentielleg’ se déduisent des formes par les formules inverses
de (5.22):
(6.3) 0 =" - wl
J
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Appliquons 'opérateur de différentiation extérieureva = > u’ - 67, réexpri-
mons les forme#’ en fonction des formes* grace aux formules inverses (6.3)
ci-dessus, utilisons les formules (3.7) paif¥, réécrivons a la troisiéme ligne le
premier membre de la deuxieme ligne sous une forme équiealatilisons I'an-
tisymétrie K], = —Kj, et réexprimons enfid* et 6’ en fonction des.,™, ce qui
donne :

(6. 4)

Zdu A@J+Zu - do’
:ZZdu WA+ ul K08 A6

j k<l

. . L K
Ei g w! A — g g; duy, uf + E u' u],zl u%l 2“ cwFt AWt
\ J k gk, Lk

Donnons un nom au membre contenu dans la double parentlgpesons :
(6.5) pz- = Z &; dus, ﬂf
k
Réécrivons le deuxiéme terme de la troisieme ligne en eff@ttle changement
d’indices
(66) (j7 ka l7 kh ll) — (/i17 jlu klu j7 k)u

apres y avoir remplacé la varlabig pare; € u , grace a (5.20), et réorganisons
I'ordre d’apparition des facteurs, ce qui donne en pouesiti(6.4) :
(6.7)

RO NNCES W ED W L L AT

J J<k i1,71, k1
=g E Wl A (= pj )+ E T’ cwl AW,
J <k

ou nous avons posé :
- :

(6.8) Ty, =& Z us uj uk {511 Kjik1i|'

1,71, k1
Grace a la relation; &;, u)' = u! , on peut méme réexprimdfj?k, sous la forme
plus homogéne

i ~J1 ~ki

(6.9) Z wy, uj |:Kkllli|

1,71, k1

qui met en évidence le fait ques coeﬁicientﬁfjk se déduisent des coefficietﬂf%
par des formules de triple rotation tensorielle
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6.10. Introduction des composantes de rotatiow;. (connexion associée)Véri-
fions maintenant que Ie%f satisfont la relation d’antisymétrie :

En effet, notonsk la matrice de$p§.). D’aprés sa définition (6.5), elle s’identifie &
un produit de matrices introduites auparavant :

(6.12) R:=FE-dU-U.

En différentiant l'identitéZ = 7U - E - U, nous obtenons l'identité = d(U) -
E-U+TU - E -dU, identité que nous réécrivons sous la forme équivalente :
0="0-d("U)-E+E-dU-U
(6.13) -
="R+R,

ce qu'il fallait démontrer.
\oici 'analogue de la relatiodd’ = ¢; . 67 A\ 6 établie au Lemme 2.32.

Lemme 6.14. Il existe une unique famille de formes différentielle'ﬁ i, j, =

1, ..., n, de degrél et satisfaisant les relations d’antisymétri@i = —wﬁ telles
que les équations de structuf@.7) peuvent se réécrire sous la forme :

(6.15) do' =5; Y W AW
J

Démonstration.Décomposons les formeg recherchées selon la base dés
(6.16) wh=—ph+ Y Al -,
k

avec des fonctions inconnueék = Aj.k(:rl, uh,) qui satisfont les relations d'anti-
symétrieAj.k = —A{k,' pour s’assurer que;'- = —wﬁ". Prenons (6.7) pour 'poin't de
départ, remplagcongo® par la valeur désirée; Zj w’ Awj et remplagongw; + pj)
grace a (6.16) :
Z Tfk-wj/\wk = dw' — ¢ Z wj/\(—pé»)
i<k J
=ei ) A (W) + 7))
(6.17) o
= Z gi Ny, - o’ A Wk
j7k
= Z (20 Aly, — i Ayj) - w’ AW,
\ i<k
Par identification des coefficients de la famille 2i¢ormes indépendante®’ A

Hk)1<j<k.<n, nous extrayons le systéme linéaire que doivent satidksrieconnues
A;ik (aprés multiplication par la constantequi satisfaite? = 1) :

(6.18) ei Tj, = Ay, — Al
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Nous obtenons exactement les mémes équation§3dL&, a un changement de
notations présPar conséquent, il est inutile de répéter le raisonnemdanmays a
conduit a la solution (3.20), et il nous suffit de la transpasie

1 , .

On vérifie que cette solution, unique par constructionskaitila relation d’antisy-
métrie |nd|C|eIIeA],€ = —AJ,., ce qui achéve la démonstration du lemme. [

Plus encore, développons chacune des trois expressidrfg, e, T} ete; T},
qui apparaissent ci-dessus en utilisant les formules ,(@fgctuons des permu-
tations sur les indices de sommation et reconnaissons REoteet de Christof-
fel (3.20) :

] 1 i1 7
‘e = 5 Z (u u;1 uk [5“ Kk, ] —|—uk u u [5“ Kjikl:|
1,71, k1
~k
(6.20) T (e K, )

. i1 J1
Z ~i1 ~J1 ~k1 iy Kjlkl + & Kjlll +€j Kk1l1
u, uj uk, )
\ 11, J1, k1
ce qui nous donne une formule trés importante pour la suiengus écrivons sous
deux formes équivalentes, en appliquant la relation (5.20)

i _ § ~i1 ~J1 ~k1 51
Jjk T Uy wy FJ1/€1
11,71, k1
6.21
( ) = E £ €4y U uﬂﬂklf“
- t=u J Jika
11,71, k1

Ces deux formules équivalentes mettent en évidence ledaiteg coefficientS\;.k

se déduisent des coefficieﬂitﬁ par des formules de rotation tensorielle
Pour terminer ce paragraphe, mentionnons une observatidende qui sera
utile par la suite.

Lemme 6.22.Les quatre collections suivantes tiéormes différentielles, toutes de

cardinal ”(”+1) , forment une base sut xO,, ,,—, dans un voisinage d@, I,,x,,)
(a) (dl’ ) <ign et (du )1<z<]<n,

(b) ( ) 1<i< net(du )1<2<]<n’

(©) (W 1<i<n t(Pj)1<Z<J<nv

(d) (W) 1<ign €8 (W))1<i<j<n-

6.23 Formule explicite pour les dérivées covariantesPour préparer le calcul

explicite des coefficients de courbure dans le corepérgéetéexprimons la diffé-
rentielle

F
(6.24) dF = gxi :

oF
;o du;
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d’'une fonctionF = F(x,U) = F(x!, ut ) quelconque sUR” x R™ dans la base
de 1-formes différentielles constitué dés et des@l en appliquant directement la
formule (3.40), et la formulelu =g Zk pk tlree de (6.5), ce qui donne :

891 Z EZ@ z

1,7,k

(6.25) dF =

Dans cette formule, réexprimoﬁsz > 5w, remplagong), = —wj+>7; A,
w! grace a (6. 16) et réorganisons I'expression obtenue, céaiurie :

Zuﬂﬁ wl — Z‘g’az Wi+
—i—Z 62 k,l-wl

i, g, k, 1l

_Zw Zzaea ZEI@FIH *
S (0 S e )

1<J

(6.26)

Grace a ce dernier calcul, nous dédwsons ’énoncé suivant.

Lemme 6.27. La différentielle d’une fonction’ = F(z*, u’ ) s’exprime sous la
forme

oF oF
(6.28) aF =3 == W %: " -wl,
avec I'expression explicite suivante pour les dérivéesgantes:
OF oF o
7 —Z“zw+ gt 1 Mk

7.k,

oF or . 8F i
8w§:—5izazuk+qz k

(6.29)

6.30. Introduction des coefficients de courbureS‘;.kl. Appliquons I'opérateur de
différentiation extérieure a I'équatioho’ = &; > ; w’ A W}, remplagonsiw’ =
ej Y w* Awk, changeons les indices et factorisons :
0=ddw’ = €j Z (dwj /\w;- — WA dwé-)
J

. . J { . J {

=& g W Aw, ANwh —¢ w! A dw’
(6.31) Z Z v k J v ; J

j k

=& ij/\ <Z sk'wf/\w};—dw;).

\ J k
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Apreés division pat;, nous obtenons une équation sur des formes différentiglies
est analogue a (3.22), a un changement de notations pres.

Lemme 6.32. Il existe des coefﬁcientgj.kl (dont I'expression explicite est encore
inconnug, tels que

(6.33) dwj» - ng . w;-“ Awh = Z S;kl ALY
k k<l

[0 Correspondance notationnell&’,, = A%/ de [Ca1922].

Démonstration.Pour établir ce lemme a partir de l'identité (6.31), il fadingrali-
ser le Lemme 3.23 a une collection 2iéormes dont le nombre est moindre que la

dimension de I'espace ambient, qui est ici égale” U Formulons donc I'énoncé
suivant.
Lemme 6.34.Soitn € N avecn > 1, soitv € N, soient¢!, ..., ¢" desl-formes

différentielles a coefficients analytiques localementnisi au voisinage de I'ori-
gine surR™** qui sont linéairement indépendantes a l'origine et soght. .., ="
des2-formes différentielles a coefficients analytiques logedat définies au voisi-
nage de l'origine. Soient!, ..., ¢¥ des1-formes différentielles qui complétent
la collection¢!, ..., £ en une base sUuR™ au voisinage de l'origine, de telle
sorte que I'on peut toujours décomposer chacune dEsmes=’ de la maniére
suivante:

(6.35)

n 14
== Z Agﬂ1k2'§k1/\§k2+z Z Bi?lfk/\cl—i_ Z Cljlb'dl/\cb’
1<k <ka<n k=1 =1 1<l <la<y

ou I'on prolonge bien sdr la définition des;, , pourk; > ke en posantd; , :=

— Al et de méme pouf? , lorsquel, > Iy. Alors les2-formes=E!, ..., ="
kok h ) 1l2
satisfont I'équation
(6.36) 0= & ns,
j

si et seulement gbus les coefficient®;,; et C/ , s’annulent et si les coefficients
Ay, 4, satisfont la relation de symétrie indicielle

(6.37) 0=Af + AL, + AJ.

Démonstration.ll suffit de remplacer I'expression (6.) dans I'équation) (@le ré-
organiser le tout en faisant apparaitre une basgfdemes suiR” . U

Pour touti = 1, ..., n, si nous appliquons ce lemme a I'équation (6.3%),

(6.38) OZij/\ <Z Ek-wé?/\w,i—dw;) )
j k

nous déduisons directement I'existence des coefficigf)ts O
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Résumons les relations de symétrie indicielle que saﬁﬁe@;ikl : par construc-
tionw! +w! = 0, d'ou S, + 57, = 0. De plus, I'application du Lemme 6.34 nous
donne deux nouvelles relations. En appliquant le Lemme @4 changement de
notation prés), nous déduisons la quatrieme relatign = Sl";j. En conclusion, les

;kl satisfont les quatre relations de symétrie indicielle @nies :

0 =S+ S
0= Sji'kl + Sji'lka
0= Sj’kl - Slkijv
0 =S+ Siie + Sk

(6.39)

Comme pour les coefficienRj. w1» nous appelleronguantités normalegs compo-

santes du tenseur de courbuf,; sur M x O, ,, dont les indices satisfont les
inégalités :

J >, k>1,
(6.40) {

j =k, 12> 1.

D’apres le Lemme 3.49 (& un changement de notation prégy tmmposante du
tenseur de courbure s’exprime comme combinaison linéaisecdmposantes nor-
males. De plus, les composantes normales sont linéairanggendantes. Enfin,

. 2(n2_ .,
ilya exactemeni% guantités normales.

6.41. Premiére expression explicite (insuffisante) des déieients de courbure

S;?kl. L'existence des coefficients de courblﬁ‘?ﬁl dans la formule (6.33) tiendra

lieu de guide pour calculer leur expression complete, emtion desAf,,, par
une formule qui sera analogue a I'expression (3.44)1@1}31\? en fonction deg'7,,
(voir (6. ? ?) ci-dessous).

Les coefﬁcientsS‘j.kl doivent apparaitre dans le membre de droite de I'expres-
sion dw;? > ek w;? A wi, lorsque I'on remplace les formes;, etc, par leurs
expressions explicites. Développons ce calcul. Tout d@bappliquons I'opéra-
teur de différentiation extérieure a identité = —pi + >, A%, - ¥ en utilisant
la formule de différentiation covariante (6.28), remplagdw”, puis remplacons
why =32, AL, -wP —pl, etwf =37 Aj-w™ — pJ, etréorganisons les sommes
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en reportant a la fin les termes de ty,@eA w* ainsi que le termedp;'., tous envi-
sagés comme des restes «inintéressants», ce qui nous donne :

(6.42)
—dpl + > dAi, Wb+ Z Aly - duw®
k

dwé
8Ai.
DD D SRS ) 9~ LN

I<m

+ZEkAJk W AwkF — dp;

oA ON®
_Z<awk aj) ¢ Aw+222 mpawl - Ak

k<l I<m p

—ZZ al cpb AWk 4 Z skA AR WA W™ —

<m k,l,m

—Zsk/\k wh A pf — dpj-

8/\7 i ONE
. ik
—Zw Aw ( wk 8wl ZAmkap_%Afnlm>+

k<l

+Zwkwl-<zsm[/\;‘.mm Al m])—
k<l m

—ZZ 7 l . /\wk—ZEkA;k-wl/\pf—dp;.
ko l<m k1

Ainsi, dans ce premier résultat, nous considérons que laéterligne constituée

de trois expressions est un «reste», ce que nous allongjegplians un instant.
Remplagons par ailleuts; := —pi 4+, Ab ol etwy == —pp+°,, Ay, -w™

dans lasommg_, skw;?sz et réorganisons seulement la premiére somme (triple)

sans modifier les trois autres termes :

(6.43)

k
—ZEkA;‘-}'wl/\pi—Zsk 2m'p§3/\wm
k,m

—ZEkA;?l'wl/\p};—ZgkAi;m-pf/\wm—i-
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Pour trouver I'expression des;kl, il faut maintenant soustraire (6.43) de (6.42).
Nous affirmons que la soustraction du tout dernier terme dEJ6u tout dernier
terme de (6.42) donne zéro comme résultatnous avons le lemme suivant (noter
l'interversion des facteur)s;? N pp, = —pi A pj)

Lemme 6.44.La matriceR = (pé») — E - dU - U satisfait 'équation

(6.45) 0=dR—-RA(E-R),

dans laquelle I'opérateur de multiplication extérieureitagn méme temps que la
multiplication matricielle. Cettte équation s’écrit e)'q:itement avec les indices

Démonstration.En appliquant I’operateur de différentiation extérieura aéfini-
tion R = E - dU - U, nous obtenons

(6.47) dR = —E-dU A dU.

Par ailleurs, en différentiant l'identitg,,, = U - U, nous obtenon8 = dU - U +

U-dU, ce qui nous permet de remplacér - U par—U - dU dans le calcul suivant :
RA(E-R) =FE-dU-UANE-E-dU-U
—E-dU-UANdU -U

(6.48) = —E-dU-UAU-dU

= —E-dU AdU

=dR,
en tenant compte de (6.47) pour la derniére égalité, ce duévacla vérification
de (6.45). O

Ainsi, dans la soustraction de (6.43) & (6.42), le teralg’, + >, . - pj, A pl
disparait. Il ne reste donc plus que des combinaisons feggde-formesw® Aw!,
aveck < I, etw® A pz avec la condition supplémentaife< j [aprés une légere
réorganisation qui utiliserait I’antisymétr';éji = —pg', mais gque nous n'avons pas
effectuée]. Or ceg-formes différentiellegw® A w')r; et(w* A ph);; sont indé-
pendantes, grace au Lemme 6(22 Nous en déduisons que dans la soustraction
de (6.43) & (6.42), les termes que nous avons appelés «redtgai sont les co-
efficients de(w” A pj-)Kj, doivent s’annihiler. Trés précisément, la soustractien d
I'avant-derniére ligne de (6.) a la derniére ligne de (6Xcépté le terme—dpg.)
donne zéro :

>

P Aw —ZZskAk wh A pf—
(6.49) t<m

—I-ZZEkAjl-w /\p}C—ZZz-:kA}Cm-pé‘?/\wm
ko1 k

m

8A’
Ok,
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Ici, il est remarquable que nous ayons pu déduire cette i@tépd’annulatiorsans
avoir a pousser plus loin le calcul explicite de ces restasrqudrait qu'on y insére
les expressions.) des termes\;lk.

Ensuite — et c’est ce qui nous intéresse —nous pouvons éécqiufrrdans la sous-
traction de (6.43) a (6.42), les coefficients deormesw® A W' s'identifie aux
composantesszkl Ainsi, en limitant le développement des calculs a I'essént
nous avons obtenu I'énoncé suivant.

Lemme 6.50. L'expression explicite des coefficients de courbﬂjgl dans le co-

repére relevgavec les variables de rotatipren fonction des coefficienrs’;j est la
suivante:

i l k
St = gah a2 \ Mk g, ~ M,
(6.51) m<p

+ Z Em (AZm AZ i — Ak i + A% :nk) .
m

AN, DAL ( aAi aA;i k)

Cette formule est analogue a la formule (3. 44) pour les caapes de courbure
R, On notera la présence des dérivées covariaégm\}l dans la formule (6.) ci-

dessus, absentes dans (3.44). Rappelons que les coesffmjpse déduisent des co-

efficientsl“;'.il1 par les formules de rotation tensorielle (6.21). Aussi larfole (6.)
est-elle insuffisante. Pour la conduire a son aboutissenidiatudrait remplacer
dans (6.) tous les coefficienztéjil par leur expression, tenir compte des expressions
explicites (6.29) des dérivées covariantes, réorgangstrut et le simplifier afin de
faire apparaitre une formule finale synthétique et harmm@ieCette voie est viable,
mais elle exigerait un calcul considérable et elle reqadrene certaine expertise
dans l'art de reconnaitre les harmonies formelles ilnvésibNous allons procéder
différemment, en court-circuitant ce long calcul.

6.52. Expression desS;ikl en fonction des Ré.kl. Ainsi, I'expression prece-
dente (6.51) n'est-elle pas encore satisfaisante. L'egiwa désirée (6.54) ci-
dessous montre que Ié%kl s’obtiennent par des formules de rotation tensorielles a
partir desk’;,. Sans produire les détails de la démonstration, Peter &rCite ces
formules (dans le cas riemannien) page 3 ? ? de [OL1995].

Lemme 6.53. Les S;'.kl se déduisent deR;'.kl par des formules de degré quatre
par rapport aux éléments de la matrice de rotatibh= (uj-) et de son inverse

U= (i) :

) _ ~k1 ~l1 pi1
Sip = E Ezellu uj wt ) Ry

11,71, k1,0

_ ~i1 ~J1 k1~ i
- Z ul uy U Y R]1k’111

11,71, k1,11

(6.54)

Evidemment ces deux formules sont équivalentes, en veguatations; u;
i, u,', etablies en (5.20). La premiere présente l'avantage qeectsr les etages
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indiciels :i reste en hautj, k etl restent en bas. La seconde présente I'avantage
d’étre homogeéne : elle n'incorpore que les éléments de laiceanversel et les
quatre indices, j, k etl sont placés en bas.

Démonstration.La stratégie la plus économique pour établir ce lemme ctnsis
a comparer le calcul des;;, a celui desR);;, en négligeant toutes les formes
différentiellesdu?, afin de ne pas avoir a développer certains termes trop caample
qui disparaissent de toute facon a la fin du calcul.

Pour expliquer cette stratégie, considérons la base deefodifférentielles sur
M x Op n—p constituée ded-formes différentielles(w’);<;<, et (du;)lgi,jgn
(cf. Lemme 6.22(b)). Introduisons le signe de congruence>xpour signifier
«modulo lesl-formes dul». Supposons qu'aprés un calcul intermédiaire (relati-
vement économiquedffectué modulo les-formesdul, nous obtenions la relation
de congruence :

(6.55) de*ZEk Wi Awp Y Sty W AW,
k<l

avec desSjkl connus explicitement en fonction dé%jkl. Alors, grace au
Lemme 6.32, nous savons que le signe de congruearceest en vérité un signe
d’égalité «». Ainsi est-il justifié (et avantageux) de conduire les agsleanodulo
les dul.

Pour commencer, obervons qp}é = 0, d’aprés la définition (6.5), d’ou la ré-
écriture suivante de la relation (6.16) :

(6.56) Wi =Y Al
k

Dans cette congruence, remplagons la valeuAyceen fonction des’il1 trouvée
en (6. 21) remplacons” = > ul - 0+, simplifions le tout grace a la relation
S U uf = 6y etreconnaissons lapparition @ :

~l1 ~lo ~l3 l1 la
E E E u; uj 0% U14P12z3 0

l1,l2,l3 1y

(6.57) D N L

1,12 I3
_ Z ~Iy ~12 911
\ l1,12
Inversons aussi ces formules :
’L J—
(6.58) ;= ullu?-wl.

l1,1l2

Ecrivons maintenant la différentielle extérieufe’; modulo les formes différen-
tielles dui Pour cela, observons qu’en vertu de la relatidh = —U - dU - U,
les dlfferentlellesdal1 et d~l2 sont congrues a zéro. Par conséquent, nous pouvons
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écrire, en utilisant les équations de structure (3.29) pt&lf:;r qui définissent les
1

R
R}, eten rempla(;anzkd Ry -0 A0 parys, | =2 0k A6l

Z ~h ~l2 dell

l1,l2

(659) 1

_ZZEku u 9l2/\911+zz~11~12Rl2kl AN

l1712 ll,lz k’ [
13 ll
Remplagongy = >, . ul? ul , remplacong,! = 215 s ul1 ul - wl , puis
remplagon®” = 7, uf - w' et remplac;on@l >, U, - w, ce quidonne :

dw} EE E E E Eku ul2 §4u§5u§€6 l3/\wl5—|—

li,l2 k3,14 15,16
(6.60) L

R
~ ~k ~ Ukl
—I-g g g ullu?uf‘; aj, 22 cwh A Wl

li,le Kyl 13,14

1
Simplifions la premiére ligne en trois temps : premiérement, u u ul1 0;%,
donc les deux sommegl , 2. disparaissent e est remplace pai; deume—

1
mement,y ;. uj ul = ¢,*, donc les deux sommes;; , >, dlsparalssent d
est remplacé pay; tr0|3|emement, pour simplifie} _, e uﬁj u,?, utilisons la re-
lation (5.20) pour y remplaces, v’ = ¢, u;., ce qui transforme cette somme en

Sk €t Ui U, = 4,6, donc les deux sommés,,, 3, disparaissent el est
remplacé pats. Enfin, réorganisons la deuxiéme ligne en permutant la déreem
tion des indices (l1, lo, k, [, I3, l4) — (L1, lo2, I3, l4, Kk, l) et en faisant réappa-
raitre  , , au lieu de_, ;. Au total, nous obtenons :

i _ s kol ~ly ~ly ~3 ~l4 I
(6.61) dw; = E €y wj Awp, + E w® Aw E ut upug wt Ry
I3 k<l l1,02,13,14

ce qui donne I'expression désirée (6.54) S% O
87. IDENTITES DEBIANCHI ET DERIVEES COVARIANTES DORDRE
QUELCONQUE

7.1. Différentiation des équations de structure sans les viables de rotation.
Calculons explicitement les dérivees covariantes du terdse courbure?’,,. Tout
d'abord, réécrivons (3.29) en remplagany, _, par Zk , grace al antlsymetrle
Riyy = —Rjy .

| | R
(7.2) doy = e Of AO+ Y =5 0F A0
k

Appliquons l'opérateur de différentiation extérieure &s ddentités, en tenant
compte de la relation de Poincadtéa = 0 et en tenant compte du changement



68 JOEL MERKER

de signe pour la différentiation du produit extérieur dexdédormesd (a A 3) =
da N\ B — a A djB, ce quidonne :
(7.3)

0= ddo, = ng dok 1 6;, — ng Hk/\dﬁk—i—z B 0™ A O A0+

klm2 oo™

Z kl.dekAel—Z§R§kl.ekAdel.
k1

Grace aux relations (3.) et (3.), nous pouvons remplacerdiesirs dei@f, dedt:,
dedb* et dedé', ce qui donne :

0= exer-05AOF NG +Zzgk NN
k,l EI
) 1 .
= ener- 05 AOLAG; —ZZEknglm-Hf/\Hl/\Hm—k
kyl k I,m
(7.4) [1]
1Ry o 1 kool
+ > TR ARARA A > ek Ry 0" A O3 A0~
k,l,m k,l,m
- Z Rjklgl AN N
L k,l,m

Dans cette identité, nous avons souligné et numéroté demesequi s'annihilent.
Avant de poursuivre, énoncons sans le vérifier un lemme éitaine.

Lemme 7.5. Si des quantités indiciéed,,,, satisfont la relation d'antisymétrie
Apim = —Aim, 0N a l'identité suivante
(7.6)

ZZ%Aklm-Hk/\Hl/\é)m => D Aum -0 A0 AT
k,l m

k<l m

= Z (At + At + Aige) - 07 N O A O™,

k<l<m

Maintenant, plagons a la premiére place le troisiéme degpteimes qui restent
dans (7.4) et appliquons le Lemme 7.5 ci-dessus ; dans |léeedeames restants,
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remplacong:, Hé‘?, 0% etd! par leurs valeurs et réorganisons les indices sans re-
produire les calculs intermédiaires ; nous obtenons :
(7.7)

=S

k<l<m

i i 7 k l
+2 e (F Rji = Dy Bort = Lo Bt = L jk:p) NG AT
p

OR! OR! OR
jkl Jmk
(aem LT R T

Jlm) N AN N

+ng (r;lR;’ ~T" R}~ % R, — TV R )-ekAelA9m+

Jmp

gk “tplm jpm mk * Yjlp

+Zep (Tt B2y = T Rbg = T Rl = T Biy ) -0 A 6T A0

Définissons alors lar-ieme dérivée covarianter’,, )., de la composante de cour-
bureR’,, comme suit :

(7.8) '
i IRy, i i i
( jkzl)m = 893“ "‘Z €p (F Rfk:l jm pkl Fiijpl_Ffm jkrp)'
p

Egalons a zéro les coefficients de la basa-fiermes(0% A 0! A ™)1 <k<i<m<n QUi
apparaissent dans la derniere relation (7.7) : nous obsdesientités de Bianchi

(7.9) 0= (Rly)m + (Rop)k + (R -
De plus, en appliquant I'opérateur de différentiation c@aae(-),, aux relations de

symeétrie indicielle (3.28) et (3.), nous obtenons ausgitiés relations de symétrie
qui sont satisfaites par ce tenseur a cing indices :

0 = (Rip)m + (Rijp)m + (Rigj)m.
0 =( ;’kzl) + ( ]lk:)

0 = ( ;kzl) ( )
0 = (Rjp)m — (BE))
Lemme 7.11. Les dérivés covariante(sR;kl)m ont un comportement tensoriel, i.e.
pour tout changement de coordonnée- z = z(x) tel qued® = 6°, on a:

(7.12) (Ri)m = (Rig)m

Déemonstration.Premieérement, d'apres I'Assertion (3.32), nous avons W@mees-
pondance exacte entre les composantes de la courtiisg = R, Deuxiéme-
ment, la relatiord? = ¢’ donneael 691 parduallte Troisiemement, la relation

(7.13) ST, 0k =6 = Z I, - 6k
k

donnefz-k = P;k En insérant ces trois égalités dans la définition (7.8) détaée

(7.10)

mo

m:-

covariante, nous obtenons immédiaten(eThjtkl)m = (Rly)m- O
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7.14. Dérivées covariantes d'ordre supérieurDéfinissons maintenant les déri-
vées covariantes d'ordre deux des composantes de la cewrbomme suit :
(7.15)

. 9 ,
((Ré'kZ)ml)mz = o (Bju),,, +Z 5p< pma (Rfm) oo ™ D (Rpra).,,, =

_r?

kma ( ;’pl) I‘1107712 ( ;'kp)ml - I‘1;77117712 ( j’kl)p) :

Cette définition purement formelle est exactement anal@glaedéfinition (1.26)
de la dérivée covariante d'un tenseur une fois contravamrdeux fois cova-
riant, due a Ricci et a Levi-Civita. Les dérivées covarianttordre supérieur

<<<R§kz) > ) , etc, sont définies en imitant (1.26), comme si tous les in-
mi ma

dicesmq, ms, ms, ... étaient des indices covariants du calcul tensoriel classiq

Lemme 7.16. Les dérivées covariantes des composantes de coum}glecom—
mutent:

(7.17) ((R;'k:l)ml)mz = ((Ré'kl)m2)ml,
pour tous entiersny, ms =1, ... n.

Il existe une preuve directe de cette relation a partir ddmitiéns formelles
de la dérivée covariante, mais cette preuve est d’'une cotitgplenportante, car il
est nécessaire de développer toutes les expressions dinffiodes coefficients de
Christoffel T, . De plus, cette relation de commutation pour deux dérivésa-c
riantes ne peut pas étre utilisée pour raisonner par réawerafin d'établir que les
dérivées covariantes d’'un ordke> 2 quelconque commutent : il faudrait dévelop-
per tous les termes de la définition formelle det@&me dérivée covariante, ce qui
représenterait une tache calculatoire considérablerieliiement, nous fournirons
une preuve indirecte et économique de ce lemme, a partied’elation de com-
mutation analogue qui sera satisfaite par les dérivéegiaovas des coefficients de
courbureS;'.kl, qui incorporent les variables de rotation.

7.18. Différentiation des équations de structure avec lesaviables de rotation.
Pour obtenir des identités de Bianchi satisfaites paSj@,s analogues a celles qui
sont satisfaites par Ie?%ikl, appliquons I'opérateur de différentiation extérieura au
identités (6.). Cependant le calcul va présenter degiftées importantes, a cause
de la présence des forme§ i < j, qui sont indépendantes des formes alors
que les forme§; étaient linéairement dépendantes des fortieslans le calcul
précédent. Par conséquent, nous allons indiquer soigmeusetoutes les étapes
intermédiaires de ce nouveau calcul.

Tout d’abord, réécrivons (6.33) en remplacany, par Zk,l, grace a I'anti-

symetrleS el = S;.l A

, , St
i k % Jkl k l
(7.19) wj—gk Ek-wj/\wk—l-kElT-w Aw'.
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Appliquons I'opérateur de différentiation extérieure,tenant compte de l'identité
de Poincaré :
(7.20)
; . ; 1
0 = ddw; :Z sk-dwé‘f/\wz,—z z-:k-w;-“/\dwk—l— Z §dS;'kl WP AWl
k k k7l7m
St St
+Z e L 'dwk/\wl—z ZIR R A dwt

2 2
k,l k,l

Remplacons les valeurs de);?, dedw;;, appliquons la formule (7.) pour développer
la différentielle desjkl, remplacons les valeurs de* et dedw! et réorganisons les

indices, ce qui donne :
(7.21) .

, S .
O:Z:zskal'wé-/\wlk/\w}€ +Z Ek%~wl/\wm/\w,’€—

k,1 k,l,m
[1]
, St
—ngsl'wf/\wi,/\wf —Z Ek%-wf/\wl/\wm+

k,l D k,l,m

b l Y

1 aSJZkl k ! m 1

+§ awm'w Aw Aw +§ E E

k,l,m k,l p<q

OS;- Ll
Ol

-wk/\wl/\wg—l-

i i
jkl jkl
+ E Ek]T-wm/\w,];/\wl— E sl]T-wk/\wm/\w,lﬂ.
\ k,l,m k,l,m

Dans cette identité, nous avons souligné et numeéroté demesequi s’annihilent,
comme dans (7.4). Ramenons en premiére posisition leséa@érigovariantes par
rapport aw™ qui apparaissent a la troisieme ligne et réorganisons+eappli-
qguant le Lemme 7.5; dans la somme qui incorpore les dérivéeariantes par
rapport awh, utilisons I'antisymétrie de5,, par rapport aux indiceé et ! pour
remplacer la somm@_, ; par}_, _, et utilisons de méme l'antisymétrie par rap-

port aux indices et g pour remplacetzp<q par Zp,q, ce qui laisse le facteuér

inchangé ; réorganisons les deux premiers termes ressiuss respectivement a
la premiére et a la deuxieme ligne, en substituant les isdilemaniére a faire
apparaitred , ; >, () - Wk AWl AW et en tilisant le symbole de Krone-
cker; enfin, pour réorganiser les deux tous derniers terntegssa la quatrieme
ligne, substituons les indices de maniere a faire appargttention a la différence)
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Skt op g (o) -wF AWl AWl au total, nous obtenons

)

as: oSt aS:
— gkt jmk jlm En A, m
0= > <8wm+ oo+ awk>'w Awh A w™+
k<l<m
ka tn w1 08} i g 4 i
(7.22) +ZZ“ AW hwg | 5 P + €90y Sjp = €p 0 Sprr | +
k<l p,q “q
St i
k l Jpl Jkp
FE T it v (<o B - g ).
\ k7l p,q
Afin de transformer encore la deuxieme ligne, utilisonstigmeétriew’ = —wy,

ce qui permet de r_ejmplagezp,qA_Z. Fwg pary, ., (4,‘% — Ag) - wy; afin de
transformer la troisieme ligne, utilisons les antisymesdride la3-forme diffé-
rentielle w* A w' A wg pour remplacery”, ; >0, Af, - WF A WA WY par

kool : :
Dohel Dop<q (AZ:lp — Ay, — AL+ Ag’kq) -w” Aw! Awyf ; nous obtenons :
(7.23)

0=y

J

aS" dS" 0S5t
< gkl + mk jlm) .wk /\wl A w4

Ow™ Ow'! Owk
k<l<m
k ! D
+ WA W A wyg
k<l p<q

95 ‘ , . ,
) <—8a])§ + 49, S;?kl —&pdy, kal —& 5;? Spu +€q 5;’ Sf;k:l) +

—I—ZZwk/\wl/\wg-

k<l p<gq

S St St S
. (—Epéqj—pl ep O} ikp + &p O} L, 00

_ “ikp ~ipk
£ 2 2[5 2 5 2F 2

) i ) )
+eq 04, h + 407 —Sjkq £q 07 Siak e, o0 il )
5 )

\ B 2 L2

QZQ 9"k

[ 2

Enfin, pour terminer, utilisons les propriétés d’antisyrieaédessjkl pour collecter
par paires les huit termes qui apparaissent dans la deisoénene et rassemblons
le tout avec la deuxieme somme, qui porte sur les méresmes différentielles
wk A Wl A WE. Nous obtenons I'expression finale suivante, que nouspirétms
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ci-apres :
( 28, 98" oSt
N jkl jmk Jlm k l m
0= Z <8wm Dol 8wk>.w Aw ANw™+
k<l<m
—I-Z Zwk/\wl/\wg-
(7.24) k<l p<q

85?,{[ , . ,
. ( &j £q 5; Sjkz £p g kal —& 5;1 Sprl &g 55 Sakl

£y 0L St 40"

q qi P i
©ip ep 0y Sikp T €40 Sjkq)‘

k Jql
Puisque toutes le3-formes différentielles qui apparaissent dans ces degiéx-
pressions sont linéairement indépendantes, leurs cesfficdoivent tous s’annuler.
En particulier, nous obtenons l&fentités de Bianchkatisfaites par les coefficients
de courbures?,; :

05" aS" oS!
o Jkl jmk jlm
(7.25) 0= om + N + Dok

De plus, nous de I'annulation des coefficients gidsrmesw” Aw! Awh, k < 1, p <
g, dans (7.) que les dérivées covariantes gigspar rapport aux)! s’expriment en

fonction desS’“k, 5
101

95}

(7.26) EX O Skt + €0 0 St + €p 8 Syt — €4 67 Syt

q

dci . sPai
+€p5k Jpl Eqékz Jql"’_EJD5 Sikp — €407 Sing

Nous allons déduire de ces identités une infinté de nouvieleatités qui sont sa-
tisfaites par les dérivées covariantes d’ordre supérieets%.

Lemme 7.27. Pour tousiy, 42, p1, q1, p2, ¢2 = 1, , net pour toute fonction
F = F(z'u} ) sur M x Op n—p, ON a les trois relatlons de commutation suivantes :

0 9 . 0 b
dwh Qw2 dw2 Juwh "’
o o . 8 0
(7.28) don T T Aty dwin
o o . 9 0
L Owh! Owh? ™ Owh? Owh!

Démonstration.Appliquons I'opérateur de différentiation extérieureidéntité du
Lemme 6., écrite sous la forme :

. OF OF
(7.29) dF =Y T > T W

i1=1 p1<q1 an
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ce qui donne, aprés une réorganisation élémentaire :
(7.30)

O’F O°F oo i
0= Z <8wi18wi2 B 8wi28wi1> W AW

11 <12

0*F :
+Z Z (8w’18wp1 B 8w5118wi1> o Awgll+

11 P1<qi

+ Z O°F - O°F cwht A wh2.
Owhiowh?  Owh?owh a e

p1<q1, p2<q2, (p1,q1)<(P2,q2)

Ici, la notation d’ordre(pi, ¢1) < (p2, g2) S'interpréte par p; < p2 ou bien
p1 = p2 €tqr < ¢o. Le lemme est démontré.
O

Lemme 7.31. La dérivées covariantes d%ékl par rapport aux formes différen-
tielles w™ s’expriment en fonction des dérivées covariantes des ceampes de

courbure (R;'-’,k,l,> par des formules de quintuple rotation indicielle :
m/

852 ; Il ~m! i
(732) gkl = Z Eq EZ/’U,/ﬁ ﬁ]g ﬂ% Um (R;’k’l’)

Jwm™
i,7j,7]€/7l,7m/

Plus généralement, pour tout entier > 1 et pour tousmgy, mo, ..., m,; =
1, ..., n:

o
Jkl _
Q™M Hu™m2 - .. Jwme Z

YA i / / !
1,7 7k 7l s T Mgy ooy Ty

i~ ~k ~1 ~my ~mh ~m/, i’
Elsllu,uj Up, U Umg Uy - Uy | oo | By o .
/
1 My m;

Grace a ce lemme, nous pouvons fournir une preuve indirdcée@omique
de la relation de commutation (7.) pour les dérivées contemdeR! ke EN effet,
supposons; = 2 dans les relations (7 ) et restreignons-les en I |den1utegnbupe
U := Iyxn, i.e. posonsu; := 5’ = u*, tout en appliquant la premiére relation
de commutation (7.) aveg’ := S]kl’ z'1 = my etiyg := meo. Nous obtenons
immédiatement la relation de commutation désirée :

(7.34)

i 82Si’k:l
{(00,),,, = s

Plus généralement, sait> 2. Pour toute permutation

(7.33)

C Qwm2 ™

=Inxn

= ((Bx),,),

U:Ian

(7.35) o:(1,2,..., k) — (c(1), 0(2), ..., 0(k)),
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la restriction en 'identité de la relation de commutation

K Q' or i
kL B ikl
awml 8wm2 RPN awmn awmo'(l)@wmo'@) N awmc(l@)
U:Ian U:Ian

donne imédiatement en passant par (7.) la relation de coatiidésirée :

ean (- (@), ) = (- ( ;ﬁkl)w)mm)..)

Mg

(7.36)

Mo ()

Nous pouvons donc noter ces dérivées covariantes simpteraen
(7.38)

( ;kl)m1m2---m,§ ’

Démonstration du Lemme Commencons par développer la dérivée covariante de

R;',k,l, qui apparait dans le second membre :

(7.39)
Sk

Oowm

:/
aR;-/k/l/

Ow™

_ E ~j ~k' ~1 ~m/
= 62521'&/'&] Up Uy Uy,

Z‘/7j/7k/7l/ m/

]_—wi/ RP R FP Ri/ R4 Ri/
Ep \ L pms Ly ] 'm! “Ypk'l! k'm/ Y5’ pl’ I'm! *Y3'k'p
p

Pour atteindre cet objectif, partons de I'expression\g,, tirée de (6.) en tenant
compte de la relation; v = ¢; u :

(7.40) Arp= > epeul, udu Ty

q qimai?
T1,41,M1

remplagons-la dans I'expression de la dérivée covarigﬁﬁe et simplifions I'ex-
pression obtenue en remarquant Qg wp ug' = d;', ce qui fait disparaitré ,
Zp et permet de remplacarparql :

9 L0
o :Z m c‘%)m 2 &ty Mom B

p,q,7T

~ 0
(7.41) IR Y D el T, o

p,q,7T 1,41, ™M1

)
_Z m69m,+z > e ul, umlr’“;m@ur.

T o Ti,4q1,mi1

Développons I'expression d¢,, sous la forme :
. -5/ ~k! ~ -/
(742) S;kl = Z E; &t ’LL,ZL‘/ Ui U U R;’,k’,l"
,L'/Mjl7 k,l7l/
En appliquant a cette expression I'opérateur de dérivagzién situé a la fin du
q1

. o . P . . ~j = .
developpement dg 7, il est nécessaire de savoir calculgj’auj . Etablissons
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donc les relations générales :

on
(7.43) a—uf = —uj, U},
pour tousi, j, k, [ = 1, ..., n. En effet, la différentiation par rapporh%C de
I'identité matriciellel,,«,, = U - U donne

U  ~ U ~
7.44 —=-U- -U.
( ) 8uf 8ul

Avec des indices, ces identités se développent et fountisserelations désirées :
ou’ ool B o
(7.45) —iz—Zu’—Zufz—Zuéég@l)u u}cul

ou; 1 ou;
p,q p,q

Ainsi, appliquons la derlvatlona— a Sjy,. L'opérateur de derlvatlona—,, qui

ne dépend que des variable§ n’agit que surRZ.,j/k,l,. De méme, I'opérateur de

dérivation;2— n'agit que sur les variables; et sur les variable&®. Au total, nous
a1

obtenons :

(7.46)
. y
7 7
0% _ N aepdd W uf @l wy e
m v &gl W Wy Wpg U Wy 0
aw i/,jl,kl,ll,m/ 89
m1 r1 i £q1 ~J ~k' ~1" pi’
+ E E E Ery Upy Upy Ui, i €0 07 03wy g ug Ry —
@Gk T T,
m1 r1 i~ a1 K~ i -
E E g Ery Uy, Lgim, i€ uy uy wy ug up Ry
LKLY L, q,
H’L1 1 ] ~[! ~q1 ~I
g g g €y Uy, Lo, €i EZ/U/U] Uy, Uy U "R, R
ik T T, g, ma
am ~j' ~k' ~1 ~q R
Erq ’LL ’LL ami E; Eqt U i U] U U, Ul SR -
\ oGk T, q,my

Observons que le terme de la premiére ligne correspond exactt au premier
terme de l'identité désirée (7.). Commencons par simplifieseconde ligne, que
nous désignerons pak. Grace aux symboles de Kronecker, les sommes par rapport
ar et par rapport @, disparaissent et I'on doit remplacer= 7 ainsi queg, := 7'.
Ensuite, plagons la sommg;, & la fin et réorganisons l'ordre d’apparition des
facteurs :

S ]! .
(7.47) Lo = — E €5 Epy UL u; ullz al am E eq T R oy

j/vk/vllvrlyml
En renommant les indices de la maniére suivante :

(748) (Z.,7 j,> klv lla 1, ml) — (p7 jl? klv llv Z.lv m/)v
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nous obtenons :

k,/ "'l, ~
(7.49) Lo=-— g £ Eqr Ul uj af ol an g epl pm, RY s

T T WA TR
i3 KL m

C’est exactement le deuxieme terme du membre de droitedimtité désirée (7.).
Simplifions maintenant Ia troisiéme ligne, que nous désmmeparls. Obser-
vons I'apparition dez uy, U = = &),. Ainsi, >, et>_ disparaissent et I'on doit
remplacerr, parj’. Pla(;ons la sommgj, a la fin et réorganisons I'ordre d’appa-

rition des facteurs :

~q1 ~k! ~] ~
(750) [,3 = — Z E; &yt ’LL i’ U;] U]]z U% %1 Z Ej (11m1 R Gk

il’k/’ll’qlvml
En renommant les indices de la maniere suivante :
-/ -/ / / -/ / / -/ !
(751) (2737kal7q17m1)’—)(27p7k7l7,]7m)7

nous obtenons :

— E i g~k ~m! E D i
(752) £3 = E; Eyr ’LL i’ ’LLJ Up Up Uy, Ep Fj/m’ k!l
il kU, m! p

C’est exactement le troisieme terme du membre de droitedinltité désirée (7.).
On procéde de méme pour les quatriéme et cinquieme lignestotali nous
avons établi par le calcul la véracité des formules de wamtatensorielles (7.),

qui expriment les dérivées covariant %sﬁ,ﬂ en fonction des dérivées covariantes
(R;‘,’k’l’)m,' Le principe de la vérification des formules générales (Ahtmain-
tenant évident, il est inutile d’en écrire la démonstrattompléte. O
Pour la dérivée covariantagf%, nous utiliserons dorénavant la notation contrac-
tée (S;kl)m analogue a celle que nous avons introduite pour les dérigéea-
riantes des composantés,,. Appliquons I'opérateur de différentation covariante

afm aux quatre lignes de (6.), et recopions l'identité de Biagch) :
(0 = (Sji'kl)m + (Szjkl> )
0 = (Sjxa),,, + (i) -
(7.53) 0= (Sji'kz)m - (Sfij)m’
0 = (Sj), + (Six), + (Skj), .
0 = (Sjs1),, + (Simk), + (Sjim)
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7.54. Dénombrement des coefficients de courbure indépendan Appelons
composantes de courbure dérivée a l'ortites dérivees covariantgsey;; ),,.. Ap-
pelonsnormalescelles dont les indices satisfont les inégalités :

- J >, k>1,

(7.55) Jj=k, izl k>=m.

Lemme 7.56. Toute composante de courbure dérivée a I'ortdigexprime comme
combinaison linéaire de composantes normales. Les comesaormales sont
linéairement indépendantes et leur nombre est égal a

n%(n? —1)(n +2)
24

(7.57) 2024903 +12C2 +5C° =

Démonstration.Voir [Ca1922]. O

88. INVARIANTS RELATIFS ET INVARIANTS ABSOLUS

8.1. Composantes de Ricci et courbure scalaireRelativement au co-repére re-
levé, définissons lesomposantes de Ricci de la courbﬁrg et vérifions en appli-

quant la formule fondamentale (6.54), et en simplifiary u u 6"'1 gu'elles
se déduise des composantes de Ritgipar des formules de rotatlon ‘tensorielle :

= E Ek S’Lk’]
_ kg it
= g E €, Uy, U uk ;R kil

217J1,k‘1,l1

~
(8.2) - Z Eklu U1R]1klll

Ji k1, l

_ ~i1 ~J1 k
= W <Z €k Rnkg&)
k

11,71

_ ~21 ~j1 o
= E uy R; j,,

\ 11,71

avec

(83) Rij = Z Ek Rfkj
k

De méme, définissons &urbure scalair& du co-repere relevé et vérifions qu’elle
est indépendante des variables de rotation, grace auiorelgb.20) et grace aux
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simplificationsy", uf ' = 6 ety ) ul' = 6 alatroisieme ligne :

(8.4)
R
. ~17 ~k1 ~1 j1k1ll
S = E gi€; S m E E; € E ulujulule

1<J i1,71, k1,01

_ . J o~k ~l1 31143111 J1l1j1
= E E €iy €y UL uj, €i1 €jy

4,7 1,71,k 0 1,71

_ i 71 _
- Z i1 € R]121]1 = R,

11<J1

avec

(8.5) R:=) &R

i<j
Enfin, rappelons que la forme quadratique différentielledgdinit les rapports mé-
trigues infinitésimaux

(8.6) YW= a0

ne dépend pas des variables de rotatiBnpuisque par définition la matridé sta-
bilise la forme quadratiqug_; ¢; (X?)2. Ces observations préliminaires motivent
les définitions qui suivent.

8.7. Invariants différentiels. Considérons d’abord le cas des surfacesfdraula
egregia(1.5) montre que la courbure = x(u, v) d'une surface :

(8.8) k=K (Jp B, J. F, J. ,G),

s’exprime par une fonction rationnelle universefle qui dépend des dérivées par-
tielles d’ordre deux des coefficients métriques F' et G. Nous dirons que cette
fonction est uninvariant différentiel d’ordre2. La notion d’invariant différentiel
recouvre deux propriétés bien distinctes :

1. l'universalité : un invariant différentiell est une expression qui dépend fonc-
tionnellement des données initiales (pour le probléme uwd@dence consi-
dére), ainsi que des dérivées patrtielles jusqu’'a un ceotaire o de ces don-
nées initiales ; on appellerdrede l'invariant différentiel cet entier ; la fonc-
tion Z de ces dérivées partielles doit étre universelle, indépateddu systeme

de coordonnéesainsi, si on notH = (hy, ..., hy) ces données initiales, ou
lesh; sont des fonctions de variables= (x!, ..., x), un invariant différen-
tiel est une fonction du jet d'ordre deH :

(8.9) I=T(J'H),

de telle sorte que dans tout autre systeme de coordomnéesinvariant dif-
férentiel est donné par lméme fonctioriZ, ce que nous écrirons :

(8.10) I=1(JH),
ol H se déduit ded par la relationH(x) = H(x).
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2. linvariance : pour toute équivalence— x = x(x) entre deux structures géo-
métriques (par exemple, une isométrie entre variétés psgehanniennes),
les valeurs des deux invariants différentiels doivent cidigr :

(8.11) I(x(x)) = I(x),
pour toutx. De maniére équivalente, on doit avoir :
(8.12) T (JPH(x(x)) =T (JEH(X))

pour toutx. Ces équations n’ont de sens que lorsque la méme vardblex)
apparait dans le membre de droite et dans le membre de gauche.

Dans la plupart des applications, les invariants difféetmtsont des fonctions
rationnelles d’'une taille assez massive.foamula egregia(1.5), déja relativement
complexe, est I'un des invariants différentiels dont I'eegsion est la plus concise.

Evidemment, la courbure de Gauss (1.5) d’une surface aitlss deux pro-
priétés ci-dessus. Plus généralement, la courbure sealeirla variété pseudo-
riemannienne)/ définie par (8.5) est un invariant différentiel d’ord2e Dans ce
cas, les données initiales sont les composantes de la enafrie- (hé-(a:)) des
coefficients des formeg’ = >, h’(x) - dz’ par lesquelles on diagonalise le

ds* =3, €; (8")?. Nous noterons donc la courbure scalaire sous la forme :

(8.13) R=TR(J:H),

ou la fonctionR est indépendante du systeme de coordonnées. Ici, lesomarasf
tions sont des isométries — = = z(x) et les coordonnée&d!, ..., x) ne sont
autres que les coordonnées, ..., z™).

8.14. Invariants différentiels absolus et relatifs. D’aprés le Théoréme 5.24, le
probléme d’équivalence isométrique entre variétés pseiedranniennes se ra-
meéne a I'étude des transformations de la forme :

(8.15) s
15
7P — 7P mi P1
g =gy (2™ ugh)
qui satisfonto’ = w’. Ici, les coordonnéeé<!, ..., x*) ne sont autres que les co-
ordonnéegz™, u}), et la dimension = % de la variété de base a augmente.

Nous appelleronswvariant différentiel relatifoute fonction invariante des variables
z™ et uf; qui est conservée par tout changement de coordonnées gatisfpisant
W =W

Lemme 8.16. Les composantes de courbuﬁ??ikl sont des invariants differentiels
relatifs.

Démonstration.Premierement, observons que les expressions (6.54>)§lgeen

tenant compte des expression (3.44) ﬂl%}:klh, sont universelles, indépendantes
du systéme de coordonnées. Deuxiemement, établissoneguwmefficients sont
invariants. Pour cela, raisonnons comme dans la preuveddedition (3.32). Ap-
pliquons l'opérateur de différentiation extérieure augritités’ = w*, valables
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aprés remplacement des variab:b’é% en fonction des™! et des variables} en

fonction des variablesl (2!, «}}), ce qui donne :
(8.17) do' = ¢; Zwﬂ AT =g Zuﬂ Awh = dw',
pourz’ =1, ..., n. Grace aux reIation@j = w’ et grace a l'unicité des formes

, hous en dedwsons qux-;- = wj, toujours apres remplacement des variabi&s

en fonction deg™ et des varlableap en fonction des variableg) (z™, ub!). A
nouveau, grace aux identités suivantes :

Z S;kl-wk/\wl :dwé—z z-:k'wf/\wi,
k<l k
» e
(8.18) =dij =) e W AT
k
ot —k A =
= Z S]k:l W AW 5
k<l
et grace a l'unicité des coefficients de courbure, nous dédsiles relations :
(8.19) Skt = Sk
comme annonce. O

Nous appellerongnvariant différentiel absoltiout invariant différentiel relatif
qui est indépendant des variables de rotati§n Par exemple, le calcul effectué
en (8.) ci-dessus montre que la courbure scalgiire- Y, _. £, ¢; S’.. est un inva-

i o ) 1<j Jij
riant différentiel absolu.

8.20. Différentiation covariante des invariants différertiels relatifs. Soit =
7 (J2H, U) un invariant différentiel relatif. En appliquant I'opéeatr de différen-
tiation extérieure, on obtient :

oI , ol -
(8.21) dI = Wl 4 Z R

Ow? . 8w’- ]

Rappelons que les changement de coordonnees (8.15)¢ satisfoseulement’ =
w' mais encoreﬂ = oﬂ Par conséquent, la relatioif = dI fournit une collection

de ”(”+1) invariants différentiels relatifs supplémentaires :

or ol or oI
ow*  OJw* E)w; 8w§-
Par différentiation covariante (jusqu’a un ordre arbiggides invariants différen-
tiels relatifsS’,,, nous obtenons alotme infinité d'invariants différentiels relatits

w+T Q1

Owm -+ Quwms Jwhl - - - OwhT

(8.23)

En particulier, on retrouve les dérivées covariantes dmmeordre S 7’“‘ et 87’;‘,

gue nous avons déja étudiées dans la Section 7. Rappelonsidgsns (7. 26)
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d'aprés lesquelles les dérivées covariantesﬁﬁg%; par rapport auxi-formesw}

s’expriment en fonction deS’*, , :
Jikila

P
Owyg

= —¢40,, Sl + ep 3 S+ ep 0] Spr — €4 &3 Sor+

8.24 - 4 4 -
( ) +&p 0} ol — €g o Gt Ep ! Step — €q o Sikq
=AY

Z‘l
jkip (%%/l/) ,
avec une fonctiom\}/, (Sj-',k,l,) qui est linéaire par rapport auﬂj-',k,l,. Autre-

ment dit, les différentiations covariantes par rapport affermesw! n'apportent
aucun invariant différentiel relatif qui soit nouveau papport auxsji.i k1, - CES TE-
lations (8.) peuvent étre différentiées un nombre arlérde fois afin d’établir un
énonceé important, d’apres lequel les différentiationsaciantes par rapport aux va-
riablesw! n'apportent essentiellement aucun invariant différémékatif qui ne soit
déja connu en différentiant seulement par rapport aux blsa,™. Rappelons la
notation contractée :

| "5t
(825) (S;kl)mlmg---mm = W™ Y2 - - - G .
Lemme 8.26. Pour toutx € N, pour tous entiersny, ..., m, compris entrel et
n, pour toutr € N, pour tous entierg, ..., pr, q1, - .., ¢ compris entrel etn,
il existe une fonction linéaire universeﬂ\%g};ﬁi_mm___pT telle que:
@nJrTS;kl
©27) ) O DO - Ol
) ;! i/ i/
= A;Z}m?T'~mnp1"'pT <Sjl"k’l’7 (S‘;,k/l/)mll , o, (S;,k/l/)m’lmf{> .

Démonstration.Nous affirmons gu'il suffit de démontrer cette propriété pous 0
et quelconque. En effet, si nous appliquons les dérivatiggj%f, o aux
relations

' DR
0" S _ Al@ar (Si-/, ”)
8w§11 T 8wq: Gklp1--pr JRT )
nous obtenons les relations désirées (8.27) ; notons quehebne de droite dé-
pend de toutes les dérivées covariar@é%f/,k,l,)m/ e < k, jusqu'a l'ordrex
[l

(8.28)

exactement.
Démontrons donc ces relations (8.28) par récurrence sutidier, en les déve-
loppant — pour plus de clarté —sous la forme de combinaisoéaites :
oSt . . ,
jkl o iq1qr §k'T i/
(829) W = Z Ajklpl"'pr i Sj/k;/lM
q1 qr i gkl

; ee ek - . .. Y
avec des constanteg 7" Pourr = 1, cette relation s'identifie a la rela-

tion (8.24), déja démontrée. Soiemt,; et ¢ deux nouveaux entiers, compris
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entrel etn. Appliquons I’opérateu%pa—T+1 et utilisons la relation (8.24) :

“ar41
T+1 Q1 4

a S]k’l . Z iq1~~~q7—j'k/l' . 8Sj/k/l/

P1 . 9Pt P T jklpy-pr i Dr+1

awa 8wq7 a("L)q-r+l i, g kU ! a("L)q-r+l

; N T i .
— E E iqi-qr j'K' i qry1 7KL i’
(830) - /\jk’lpl---pT i’ Aj/klllpr-i,-l i’ ° Sj//k,//l//

RSV WA TR VA N 17}
Z7]7k7l 7 7] 7k 7l

o Aiql"'QTQT-‘—lj/k’lll . SZ-/
- Z Jklp1-prpry1? J'E

k il7j/7k/7l/

ce qui donne une relation du type désiré, si I'on pose :

(8.31) \iar-arari KT 3 \Lq1ar G R i g R

GkLpr-prpr i1 i dkipypr i UK prgy it
i//, jl/7 kl/7 l//
La linéarité est préservée. Ceci compléte la démonstration O

8.32. Isométries de variétés pseudo-riemannienneslous pouvons maintenant
énoncer le théoréme capital de la théorie d’Elie Cartangdguane une solution au
probléme d’équivalence.

D’aprés le Théoréeme 5., toute isométiie— = = z(x) d'une variété pseudo-
riemannienneg(M, ds?) sur une autre variété pseudo-riemannieriné, ds*) se
releve en une applicatiofw™, uh) — (™, uh) satisfaisants’ = w*. Grace au
Lemme 8., les invariants fondamentaﬂ}%l, qui dépendent des variable¥ etu?,
coincident avec les invariants fondament@%l. En calculant les différentielles
ds',, etdsS};, par la formule (6.28), on déduit C]L(69§M> = (?;k,l) et plus
généralement " "

3

(8.33) (S40) sy, = (S

pour tous entiers, j, k, [ et mq, ma, ..., m, compris entrel etn. En résumé,

si (M, ds?) et(M, ds*) sont isométriques, toutes les dérivées covariantes de leur
coefficients de courbure doivent coincider. De maniérevadgmte, si on définit

le graphe de toutes les dérivées covariantes&jglspar rapport aux formes™
jusqu’a l'ordrex par

(8.34)

V(M) = {( ;kl (:CO‘, uf)) sy gk lmy, oo, mg =1, 00, n},
MMy
I'équivalence d€ M, ds?) et de(M, ds?) entraine que

(8.35) V(M) =V, (M).

)
)mlmg---m,{

Le théoréme d’Elie Cartan établit la réciproque de cetteenfagion, modulo des
hypothéses de rang constant qui sont nécessaire pour deagdechniques. Soit
(M, ds?) une variété pseudoriemannienne quelconque. Notghesmaximum du
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rang I'application analytique

(8.36) (a:"‘, u?,) — (Sj'kz (l’av ug))lgi,j,k,lgn’

N 4 . . .
a valeurs dan€™ . Si I'on ne retenait que les composantes de courbure qui sont

normales, cette application serait a valeurs oﬁns 2 Depla(;ons le point cen-
tral (0, 1) € M x Op,»—p €N un point(zg, Up) ou le rang de cette application est
égal arg et localisonsM x O, ,—, dans un petit voisinage de ce point. Puisque le
rang ne peut qu'augmenter localement, le rang de I'apjiicgB.36) est constant
au voisinage déxg, Up).

Définissons ensuite; le maximum du rang de I'application analytique

837) (a7, uf) (2% 0)) (Si (2, ) ) )
( ) Loy Uy ) = Pkl (s Uy GRE\T s Uy m/ 1<, j, k,I,m<n

a valeurs dan€™' " et déplacons encore le point centfab, Uy) en un point
(z1, U;) ou le rang de cette application est égal-a Définissons de méme
ro, 13, T, €t des nouveaux points centrax, Us), (x3, Us), ..., (Tx, ug). ON
a évidemment

nn—+1
(8.38) T0<T1<T2<T3<'”<m§7(2 )
Si k est le premier entier tel que, .1 = r,, on démontre que, = 7,11 = rrio =
’r,{+3 — ...

Théoréme 8.39.Soit (M, ds?) une variété pseudo-riemannienne localisée en un
point (z,, Us) OU les rangsrg, 71, ..., T, "wtr1 = T SONt m_aximaux et locale-
ment constant. Alors une autre variété pseudo-riemaneiénn, ds?) est isomé-
trique a (M, ds?) si et seulement si = x, 79 = 79, 71 = 71, ...Tx = 7 €t lES
rangs des dérivées covariantes des composantes de COL(rE\;gg) sont
mi---1my
localement constants égaux-gpourA =1, ..., s.
8.40. Relativisation d’'une forme différentielle covariarie absolue. Comme dans
I'hypothése du Théoréme (1.85), partons d'une forme difiéelle quadratique
telle que (1.86) qui est covariante de la métrique infinitzde et rééxprimons-la
d’abord en fonction des-formes6g* :

> O datdal = Z Cyy (J2G) - da'da?
0]
(8.41) = Z D iy (JZG) b, b, - 0o

4,7 11,71

=Y Cy (JPH) - 6'¢7,

\
ou nous avons introduit

Z C“jl x h“ hjl
(8.42) i1, J1
=Cij (J2H)
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pour désigner les nouveaux coefficients de cette forme qtigde différentielle
covariante. Puisque la matric®@ = TH - E - H s'exprime en fonction def
(d’apres (2.12)) et puisqué s’exprime aussi en fonction d# (via les formules
de Cramer que nous n'avons pas explicitées), il est legitlmeonsidérer qué;;
est une fonction universelle du jet d’'odeade H. Grace a deux différentiations de
la relationG = TH - E - H, on vérifie alors que cette fonctiah; est linéaire par
rapport aux dérivées partielles d’ordtales éléments de la matri¢eé.

Réexprimons maintenant cette forme quadratique diffé@atcovariante en
fonction desl-formesw’ :

Y Cij-0'07 =" Cy (JFH) - 0'07
0] 0]
=Y ()

4,7 11,71

=> Dy (JH,U)  w'w

5 J

-3 Dyt
i,J

ou nous avons introduit les coefficients :

(8.44) Dy =Dy (J2H, U) := Y W' @' Cipjy (JoH) =Y Wi Gy,

i1, J1 11,71

(8.43)

qui se deduisent de3; par les mémes formules de rotation tensorielle que celles
. . . o ~i1 ~j1 .

qui r_ellent lesS;; guxrRij, Le. S = Zil,‘jl u;t g Ry P?.I‘ construction, les

fonctionsD;; sont indépendantes du systeme de coordonnées.

Rappelons que les composantes de COUI’S%’#SOH'[ des invariants différentiels

relatifs. Il en découle que les composantes «de Risgj»= ), kaj sont des
invariants différentiels relatifs. Au méme titre :

Lemme 8.45.LesD;; = D;; (J2H, U) sont des invariants différentiels relatifs.

Démonstration En effet, s'il existe une transformation isométrique rélev8.)
telle que@® = w?, on a par hypothes@ C dz'dz) = Z CO dz'dx? puis
> Cij 007 = Z C;; 0'67 et enfin :

(8.46) Z D;j-w ) = Z Dij - w Wl

ce qui donneD;; = D;;. O

8.47. Théoréme d’unicité. Entamons maintenant la démonstration du Théo-
reme 1.85. Posons = 4 etp = 3. Nous venons d’établir que la forme qua-
dratique covariant&; _j—1 Ci) - dz’dx? donnait naissance & une forme quadra-

tiqgue Zi je1 Dij - w I dont les coefficientsD;; sont des invariants relatifs.
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D’aprés le Théoréme 8.39, les composantes de coux%;l,geat leurs dérivées co-
variantes forment un systéeme complet d'invariants difiées relatifs, qui per-
met de résoudre le probleme d'équivalence. Il en découlelemi®;; sont ne-
cessairement des fonctions de ces dérivees covarieéﬁtﬁ%) i On peut
démontrer que toute combinaisons linéaire non triviale di&svées covariantes
( ;kl) S fait intervenir des dérivees de la matrice fondamentéld'ordre

m
strictement supérieur 2 Pour cela, il faut considérer les dérivées covariamas

males( ;kzl) , C’est-a-dire dont les indices satisfont les inégalités :
mima--Meg

755 ] > ia k > l,

(7:59) j>k, izl kEmiemg>-->m

En généralisant le Lemme 7.56, on établirait que toute éérisovariante s’ex-
prime en fonction des dérivées covariante normale et quddagées covariantes
normales sont linéairement indépendantes. |l suffit alaissetrver que les dérivées
covariantes normales incorporent des dérivées de la red{rjosqu’a I'ordrex + 2.
Par un raisonnement que nous ne sommes pas encore parverunfiiat et qui
fait appel a sa théorie des systémes de Pfaff en involutibe,Gartan semble éta-
blir un énoncé plus générakoute fonction(linéaire ou non-linéairejles dérivées

covariantes(Sjkl) qui ne fait intervenir que des dérivées de la matrice

mimz--Meg
H est nécessairement une fonction des seuls invariantsfsslandamentaus’, ;.
Puisque lesD;; doivent étre linéaires par rapport aux derivées partiaffesdre
exactement egal 2 des coefficients meétriqueg;, il en découle alors immédiate-
ment que lesD;; sont des combinaisons linéaires a coefficients constaa@jgp
Nous admettrons cet énoncé sans démonstration. De magigiv@lénte, nous
ajouterons au Théoréme 1.85 I'hypothése «simplificatritaprées laquelle Ieé??j

sont des fonctions des seuls composantes de coumwe
En résumé, supposons dorénavant que chaque invariarit /ejaest une com-

binaisons linéaire a coefficients constants des compasaleteourbures, . La

suite de la démonstration nécessite d’analyser plus finelmgéométrie des trans-
formations qui stabilisent lés? diagonalisé.

89. FORME QUADRATIQUE DERIEMANN-CHRISTOFFEL

Considérons maintenant la forme quadratique

9.1) @::Z Z S;kl'wi/\wj~wk/\wl,

i<j k<l
définie sur 'espace de@’;;l) deux formegw’ A w’)1<icj<n-

Lemme 9.2. La forme quadratique de Riemann-Christoffel est un invarzdosolu:
elle s’exprime en fonction desformes (6 A 67)1<i<j<n €t des composantes de
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courbureR?,; comme suit

(9.3) =" Ry -0 n07-0" A0
i<j k<l

Démonstration.Utilisons tout d’abord I'antisymétrie dﬁikl par rapport aux deux

couples(i, j) et(k, 1) pour écrire® = 1 >, ., ; 8%, -w' Aw’ -wh Awl. Insérons

les cing formules de rotatios?,, = 33, ;, k.1, @' AR

v 77 Tk Jikily? -
i pia G i ek E . pk _ 1 gl
iy Ui 02, w = Dy U, - 072, Wt =7, up, 0% et ! —Zmub 0'2 et
simplifions, ce qui donne :
(9.4)
1 . . .
(I):Z Z S;»kl-wz/\wj'wk/\wl
i7j7k7l
1 ~
_ 1 ~J1 ~k1 ~k1 J i1
=312 X ) WHE duu,u, Ry

i,5,k, 1 i1,51, k1,01 i2,72, k2,12

-0 N\ G2 0%2 N G2
== > R, -0 A6 -6MAG

11,71, k1,011

NG

0

Cette forme quadratique posséde une signification géamétimportante. Soit
P un2-plan contenu dans I'espace tang&pf/ a un pointp de la variété pseudo-
riemanniennel/. Supposons ce plaR engendré par deux vectewrsw € T, M
linéairement indépendants. Alors ¢aurbure sectionnellde M dans la direction
de P est définie par
O(v A
(9.5) Courbure(P) := M

(aire v A w)?
On vérifie que cette quantité est indépendante de la(sase) choisie pour engen-
drer le2-plan P.

9.6. Représentations du groupe pseudo-orthogonaEn suivant Elie Cartan, nous
allons étudier les invariants de la forme quadratique den@ie-Christoffel lorsque

'on effectue des transformations qui conservent la forrmadyatique de Min-

kowski sur I'espace tangent. Cette étude est naturellesgpion démontre sans
difficulté que la donnée des composantes de courﬁ}gleest équivalente a la don-
née des courbures sectionnelles dans toutes les directiess-a-dire a la donnée
de la forme quadratique de Riemann-Christoffel.

§10. RRAMETRISATION DES2-PLANS DANSC*

Afin d’analyser plus profondément la signification géonugte de la forme qua-
dratigue de Riemann-Christoffel et de la courbure secgtenil est nécessaire
d’étudier la structure géométrique de I'ensemble figgans contenus dans l'es-
pace tangent a une variété pseudo-riemannienne de dimensitre. En travaillant
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dansC* (et dans I'espace projecti;(C)) au lieu deR?, la complexification fait
apparaitre deux familles de droites complexes a un paranggirremplissent la
quadrique de Minkowski.

10.1. Vecteurs et bivecteurs dan€*. Tout point deC* sera représenté par un
quadruplet(z!, 22, 23, z*) de nombres complexes. Dafi8 vu comme espace
vectoriel, introduisons la base canonique constituée dedral vecteurs; :=
(1,0,0,0), e := (0,1,0,0), es := (0,0,1,0) eteg := (0,0, 0, 1). Tout
vecteurv € C* s'écrit alors de maniére unique sous la forme d’une combamai
linéaire :

(10.2) v=2ol"e; + 02 e+ 0P ez 40t ey,

ol les nombres complexes, v2, v3 et v* sont appelésoordonnéesie v. Nous
pouvons identifier abstraitement les quantitési = 1, 2, 3, 4, avec desormes
linéairessur C* en définissant :

(10.3) 2 (v) == ol 22(v) = v, 23(v) == v, 2w) = ot

Géométriquement, un vecte@P dansC* est unsegment orientéayant I'origine0

a sa base et un poirit € C* quelconque a son extrémité. C’est une quantité unidi-
mensionnelle. Le®ivecteursfournissent I'analogue bidimensionnel des vecteurs;
ils sont définis comme suit. Soientetw deux vecteurs d€*. Considérons que le
parallélogramme délimité par les deux vecteuetw dans le2-plan P(v, w) qu'ils
engendrent est une quantité nouvelle, appblgecteuret notév A w, étant entendu
que le vecteuiw glisse dans le sens depour déployer 'aire du parallélogramme
contenu dans l€-plan P(v, w). Il est nécessaire d’envisager le bivecteun v
engendré par un méme vecteur comme dégénéré (le paraidlogr se réduit a un
segment) et d’orienter tout bivecteur en tenant compteatdré d’apparition des
termes dans Aw. Autrement dit, on demande que\v = 0 et quev Aw = —w Awv
(ces deux conditions sont équivalentes entre elles). OelledippérationA produit
extérieur Pour respecter les régles d’addition des aires orientéest nécessaire
de demander que le produit extérieur soit linéaire par reppses deux facteurs.
Ainsi, en développant le produit extérieur de deux vectguedconques :

(10.4)

v AW :(vl

2 3 4 1 2 3 4
€1 +V e+ V" ezt -64)/\(11) e+ wT e W res +w -64)

= [v2w3 - w2v3} -eg Nes+ [v3w1 — w3v1} -es Nep + [v1w2 — w1v2] -e1 N\ es+

+ [v1w4 — wlvﬂ cep Neyg+ [v2w4 - w2v4] cea N\ ey + [v3w4 — w3v4} -e3 N\ ey,

on observe que tout bivecteur est combinaison linéaireiddsw&cteurs de base
(105) e N es, es N\ ey, e1 N\ eg, e1 N eyq, e N ey, e3 N eq.

Mémorisons I'ordre exact dans lequel nous avons fait afipparis indices de ces
bivecteurs :

(10.6) 23 31 12 14 24 34.
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Observons aussi que les six déterminants 2

(10.7)
1}2 1}3 ’U3 ’Ul Ul U2 Ul U4 ’U2 ’U4 v U4
UJ2 w?) ) ’LU3 ’LUI ) wl UJ2 ) wl w ) ’LU2 ’LU4 ) UJ3 UJ4 9

qui apparaissent dans la formule (10.4) se calculent gragealuit extérieur des
formes linéaires’. En effet, par définition du produit extérieur de formes &imés
agissant sur un bivecteur, nous avons :

(10.8) 2N (v Aw) = 24 () 2 (w) — 2 (w) 2 (v) = viw? — wh,

pourl < i < 5 < 4. Notons enfin que grace a I'antisymétrie du produit extérieu
nous avongviw! — wivl] -e3 Aep = [v'w?® — w'v?] -1 Aes, et par conséquent
nous pouvons réécrire (10.4) sous la forme compacte :

(20.9) vAWw = Z [viwj — wivj] ~e; Aej.

1<i<j<4

Mais nous utiliserons le plus souvent I'écriture complaieype (10.4), en respec-
tant soigneusement la numeérologie (10.6).

Formellement, nous venons de redéfinir 'algébre extéeieif(C*), sans em-
ployer le langage de 'algébre abstraite.

10.10. Bivecteurs généraux versus bivecteurs décomposakl Notons

(10.11) €23, €31, e12, e, e, €34,

les six bivecteurs canoniques (10.5). biwecteur génératera défini comme une
combinaison linéaire arbitraire de ces bivecteurs de base :

(10.12) 2. e+ 2% ceg1 + 212 eo+ 21 en + 224 - eon + 23 - esa.

Ici, les six quantités”’ € C sont appeléesoordonnéesdu bivecteur. On peut sup-
poser gu’elles sont définies pour tous indi¢esj, a condition qu’elles satisfassent
la relation d’antisymétrie” = — 277,

Les bivecteurs généraux ainsi définis ne proviennent pasfioent d’'un produit
extérieurv A w de deux vecteurs etw. Pour bien les différencier, on appelig-
composablekes bivecteurs de la formeA w, tels que nous les avons introduits ini-
tialement. Par exemple, on peut vérifier ([Hi2003]) que lebteure; Aes +e3 A ey
n'est pas décomposable. Afin de paramétriser I'espacé-géms complexes dans
C*, il est nécessaire de caractériser d’abord les bivectatirsomt décomposables.
C’est Julius Pliicker qui formula la réponse suivante.

Théoreme 10.13.Un bivecteur général est décomposasiet seulement ses six
coordonnées satisfont I'équation ditke Pliicker

(10.14) 0= 28214 4 231,20 4 212,34,

Pour la démonstration (élémentaire), nous renvoyons 0B8R
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10.15. Espace de®-plans dansC* et quadrique de Pliicker. Un 2-plan P dans
C* qui passe par l'origine peut étre engendré par une infinitéadples de vec-
teurs linéairement indépendants. Pour paramétriserdimbe de-plans, il est
nécessaire d’éliminer une telle surdétermination. Prosgédomme suit.

Soientw, w deux vecteurs d&€* qui engendrent ur2-plan P fixé et soient
(v', w') deux autres générateurs. |l existe donc une matice?2 inversible de
déterminantud — bc non nul telle que)’ = av + bw etw’ = cv + dw. Grace ala
linéarité et a I'antisymétrie du produit extérieur, on cadc:

(10.16) vV Aw' = (av + bw) A (cv + dw) = [ad — be] - v A w.

Autrement dit, tous les bivecteurs décomposables qui efrgahle2-plan P sont
multiples (dilatés non nuls) I'un de I'autre. De maniére igglente :

Lemme 10.17.L’ensemble des bivecteurs décomposable§‘dmodulo dilatation
est en correspondance biunivoque avec I'ensembleg#ans complexes dg*
passant par l'origine.

Soitv € N, v > 2 et considérons l'espac€”, équipé des coordonnées

(2%, 22, ..., z¥). On appelleespace projectif de dimensigqm — 1) et on note
P,_1(C) I'espace vectoriel époint€”\{0} modulo la relation d’équivalence
(10.18) (21, 22, .. 2Y) ~ (\2h AZ2 L A2Y),

pour A € C\{0}. Géométriquement?’,_;(C) s’identifie & 'ensemble des droites
passant par I'origine dan8”. Analytiquement, cet espace est équipécderdon-
nées homogénds?! : 22 : --- : z¥] : dans cette écriture, on suppose que I'une (au
moins) des variables’ est non nulle et on a les identitész' : A\z? : -+ : X2"] =
(2! i 2%+ 1 2¥], pour touth € C\{0}. On vérifie queP,_;(C) est une variété
complexe connexe de dimension- 1.

Dans notre casy = 6 et I'espace vectorieC® est muni des six coordonnées
complexes

(1019) (223, 231, 212’ 214, 224, 234)'

L'ensemble des bivecteurs généraux modulo dilatation estlifie
donc a lespace projectif P;(C) équipé des coordonnées homogeénes
(2230230 2120 214 224 23] De plus, les bivecteurs décomposables modulo
dilatations s'identifient aux points de lgquadrique de Pliickef)p, d'équa-
tion (10.14). La différentielle

(10.20) 2™ dz2% 4 22 . d2M 4 224 428 4 28 d? 4 B A 4 2 M

de cette équation est non nulle en tout pointfJ€C), puisque I'une au moins des
quantitész??, 231, 212, 214, 224 234 est non nulle. Il en découle que la quadrique
Qp est une hypersurface complexe sans singularité (liss€}@e), dont la dimen-
sion complexe est égaledaEn résume :

Théoréme 10.21.Les2-plans complexes dars* sont en correspondance biuni-
voque avec les points de I'espace projeéyf C) appartenant a la quadrique lisse
de PlickerQp.
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10.22. Quadrique de Minkowski complexifiée et transformatns de Lorentz
complexes.Dans I'espace projectif’;(C) muni des quatre coordonnées homo-
genes|z! : 2% : 23 : 2*], considérons lguadrique de Minkowskj) . d’équation

(10.23) 0=—(2)?% - (22)? - (%)% + (zH)~
Puisque la différentielle
(10.24) —221 - dzt — 222 - d2? — 223 - d2d 4+ 220 - d2?

de cette équation est non nulle en tout point/€C), la quadriquel o, est une
hypersurface complexe d&(C) qui est lisse en tout point.

Lestransformations de Loren{zomplexes) sont les transformations linéaires a
coefficients complexes de la forme

4
(10.25) 7t = Z “3 2
j=1

1 =1, 2, 3, 4, qui stabilisent la forme quadratique de Minkowski, c'astire qui
satisfont :

(10.26) Y a(@)P=> ()
=1 =1
NotonsE la matrice4 x 4

~1 0 0 0
0 -1 0 0

(10.27) E=| o o 10l
0 0 0 1

réécrivons I'équation précédente sous la forme d'une émuahatricielle valable
pour toutz € C* :

(10.28) Tz E-z=T:TU.E.U.2="2.U -2

Nous en déduisons que la transformation linéaire U - z est de Lorentz si et
seulement si la matricE satisfait I'équation

(10.29) E=TUu.E.U.
10.30. Géométrie de la quadrique de Minkowski complexeSoit A = [A; : Ag]

un point de I'espace projecti?; (C) (sphére de Riemann) et considérons les deux
familles de2-plans complexe®; et D3 définis par les équations cartésiennes :

D}\: 0 =X\ [z1+i22] + Ao [23—1—24],

0 =g [zt —i2?| + A\ [-22 + 21,

(10.31) , 2[1 ,2] 1l , 4}
Dy : O:Al[z —i—zz]—i—)\g[—z —I—z],

0 =X [zl — iz2] + M\ [z?’ + 24] .
En déplacant les premiers termes dans le membre de gauche metlépliant

membre & membre les couple d'équations obtenues, on vérifieédiatement
que ces2-plans sont contenus dans la quadrique (singulierelCti&’équation
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0= —(z")?% - (2%)? — (2*)® + (2*)%. Notons encoreD} les ensembles d&;(C)
définis par les équations homogenes (10.31). Ce sont delibkefsauidn un parameétre
A € Pi(C) dedroitesde P;(C).

On vérifie aisément que chacune de ces deux familles de sir@taplit la
quadrique de Minkowski complex€ ,, et gqu’'un point de coordonnées homo-
génes[z!' : 2% : 2% : 2] appartient aD} si et seulement si le point conjugué
[c2!:e2? ;23 : ¢2] appartient aD3. Ici, nous sommes contraints d’employer la
notation®z = x — iy pour désigner leonjuguéd’un nombre complexe = z + iy,
parce que les notations z, "_‘3 etc.ont déja été employées pour désigner un chan-
gement de coordonnées.

10.32. Coordonnées de Pliicker des deux familles de généiiatrs. Ainsi, la qua-
drique de Minkowski est-elle réunion de deux familles detdsoprojectives com-
plexes conjuguées I'une de I'autre. D’apres le théoremdidlekBr, & chaque droite
complexeD}, i = 1, 2, correspond un point de I'espace projeddf(C). Lorsque
A varie, on obtient deux courbes complexes (variétés de dimmemin) dang’; (C)
qui sont conjuguées 'une de l'autre. Substituer 'équatie ces courbes a I'équa-
tion initiale (10.23) de la quadrique de Minkowski va nousnpettre de norma-
liser I'action d’'une transformation de Lorentz (10.25) $eitenseur de Riemann-
Christoffel.

Pour calculer les équations de ces deux courbes @g(€), appliquons le
lemme suivant.

Lemme 10.33.Les coordonnées de Plicker d’'@rplan complexe représenté par
deux équations cartésiennes indépendantes

(10.34)

0 :a1z1+a222—|—a323+a4z4
0 :b121+b222+b323—|—b424
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dans P5(C) équipé des coordonnées homogehnes : 23! : 212 : 214 224 23]
sont les six déterminantsx 2 suivants;

(10.35)
ap a4 Gz a4 az a4 az as az ay ap a2
b by || by by || by ba || bo by || by b || b1 b ||

Notons ici que la coordonnée de Pliické? du 2-plan (10.34) est le détermi-
nanta;bs — byay, avec les indiced4. Ainsi, il faut considérer que les six indices
doubles (10.6) se regroupent gaires complémentaires

(10.36)

23 31 12
{ 14 24 34.

Démonstration.Quitte a effectuer une permutation sur les coordonnées,eah p

. . a , \ .,
supposer que le determm%nf@11 b2 ne s'annule pas. Alors le systéme linéaire
1 2

0 =a1z' + a2’ +a
(20.37)

0 =bizt +b22+0

d'inconnues:! et 2? se résout simplement grace aux formules

a a9 ay a
(10.38) o 1b bl N L
ap  as ap  as
bi  bo by bo

Appliguons ces formules aux deux systémes particuliersaiéxtde (10.34) dans
lesquels on pose premiéremént, 2*) := (1, 0), d'ol (a, b) = (a3, b3) et deuxié-
menent(z3, z%) := (0, 1), d'o0 (a, b) = (a4, bs). Nous en déduisons quedeplan
d’équations cartésiennes (10.34) est engendré par detewvedinéairement indé-
pendants);, € C* et, € C* de coordonnées :

;

asz ag a] das
bs b by b

T o= | e 1,0
al ag ay a
by b by b
(10.39) b b
aq4 Qg ayp aq
by b by b

527 - - & 2 s T . . ) 0) 1
ayp az ayp a2
by ba b1 b9

Rappelons que les quatre vecteurs e, e3 et ey forment la base canonique de
|a1 ag

, on trouve que le
b1 ba

C*. En multiplianty! et? par le déterminant non m‘A
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2-plan d’équations cartésiennes (10.34) est engendré pdelex vecteurs

" :_‘Zs Zz .el_‘zl Zg '62_1_‘(;1 22"63’
3 2 1 3 1 2
10.40
(10.40) vy e | aa e | e aa | fa e |
2 by b ! by by 2 by by .

Ainsi, a une dilatation pres, &plan (10.34) est défini par le bivecteur :
(10.41)

a a a Qa
v1 N\ U2 262/\63< bi bj . bll bz >+
a4 G2 ap a2
+e3Nep by by : by by ) +
as az a1 a4 as az a1 as
Ferhealpy by |7 by by || b by || by b ) *

) a1 ag
bs by b1 by
_ a; as a1 ag >+

by by | | by by

ayp az
by by

Pour simplifier la soustraction entre deux produits de déiteants qui apparait a la

troisiéme ligne, appliquons I'identité suivante, dite Pllickerque I'on peut vérifier

directement en développant les déterminants :

+e1 Ney

+ea2 Aey

TN 7 N7 N7 N
IS
w
S
)

ai as
b1 b

+63/\64<

(10.42)
a3 az | | a a4 | | a4 G2 | | @ a3 | _ | a3 a4 | | ap a2
bs by by by by by by bs | | by by by by
Grace a cette identité, I'expression du bivecteun vy
(10.43)
( _ | a1 a2 ayp a4 ap a4
VLA = b1 bo caihes: b1 by texhes: by by *
a3 ag4 a2 as
+e1 N ey ‘ by by +erNey by bs
as a ayp a2
+ea Ney- +e3Ney-
L 2 4 b3 bl 3 4 ‘ bl bQ

se factorise par le déterminant non aybs — bias, d’ou le résultat. O
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Appliquons ce lemme aux équations cartésiennes de la prefaigille D : ses
coordonnées de Pliicker sont données par les six détermihart :
(10.44)

ERIPYED Y Tl =i A |7 =M A
Z14 L (2 A2 224 L A2 A1 34 . M i\
Tl =i A Tl =M A | A =i |

On vérifie immédiatement qu’elles satisfont les trois éguistd = 223 —iz'4, 0 =

231 — iz et0 = 2!2 — 231, Cependant, puisque la famille} ne dépend que d'un

paramére complexg € P;(C), elle définit une courbe (ensemble codimensipn

dans l'espace de dimension cif(C) et par conséquent, il existe au moins une

éguation supplémentaire qui est satisfaite par les sixm@tants (10.44) ci-dessus.

Cette équation n’étant pas immeédiatement visible, nongdduirons ci-dessous.
De méme, en calculant les coordonnées de Pliicker de la desif&mille D3,

on vérifie que ses six coordonnées satisfont les trois émsaficonjuguées) =

223 iz, 0 = 231 42?4 et0 = 212 44234, Pour ces raisons, si nous introduisons

le changement linéaire de coordonnéesi{(C) défini par

€l = 2 I
(10.45) €2 =231 iz, =2 iz,
€8 = 212 3 o= 212 i

les deux couples de trois équations précédentes se simpéfiprennent la forme
0=¢l =¢%=¢ (pourD)) et0 = n' = n? = n? (pour D?). Utilisons alors les
formules de transformation inverse

1 1 1 1
93 M +¢& u _n—£
z = 2 z - 2’L )
(10.46) s e o M€
2 ’ 2
3, ¢3 3 _¢3
12N +¢€ e "¢
z = 2 z - 2’L )
pour remplacer I'équation de Pliicker (10.14) par I'équatio
(10.47) 0= () + () + ()2 =)= () = @)

L'équation de Plicker originale (10.14) étant évidemmerisfaite par les six co-

ordonnées (10.44) (et de méme pour celles associéb% @ue nous n‘avons pas
écrites), nous déduisons, en posént= 0 oun’ = 0 dans (10.47) que les deux
familles D} et D% sont représentées par les deux couples de quatre équations :

Dy: 0 =¢ Di: 0=qn'

0 =¢? 0=n?

(10.48) ¢ !
0 =¢ 0=n

0 =)+ ")+ 0’)?  0=()+()*+ (&)
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Par un raisonnement élémentaire, on vérifie que toute tmitdian de ces deux
familles d’équation fournit une droite du tyge} ou D3.

10.49. Transformation lorentzienne induite sur I'espace ds2-plans. Analysons
maintenant I'action d’une transformation de Lorentz () I'espace deg-plans
deC?. Pouri = 1, 2, 3, 4, le vecteure; se transforme en le vecteur

4
(10.50) &= ul-ej
j=1

Ainsi, les six bivecteurs décomposablgs\ e, 1 < i < j < 4, se transforment en
les bivecteurs décomposables

4 4
(10.51) e Nnej = Zuffk A Zué»'el = Z Afj'ek/\el,
k=1 =1 1<k<i<4

oul la notationA? désigne le déterminantx 2 extrait de la matrice

(10.52) v=| "

que I'on obtient en sélectionnant les deux lignes j ainsi que les deux colonnes
ketl:

7 7
U U

] J

(10.53) AY = |k
B

u

Observons les relations d’antisymétrie

(1054 A =-nfi=-ail=af

Ainsi, la transformation lorentzienng = 3%, u} - 2/ induit la transformation
linéaire suivante sur I'espade; (C) des2-plans :

Z Agy Mgl Al Al Agp A 2T
s Rag Qg A A Aar Aa |2
1055 | Z, | =| R M Ap R R 2] 2
“o Doy Qg DAl S a2
SRR B B B iy By A
< A23 A31 A?Q Azﬁ A%ﬁ A%ﬁ 23

Puisque les six bivecteurs décomposables e;, 1 < i < j < 4, sont transformes
en des bivecteurs décomposabigsh ¢;, I'équation de Plucked = 223 z4 +
731 224 1 212 234 est nécessairement satisfaite par les six coordonnéeeanég
Le lemme suivant précise cette relation.

Lemme 10.56. Si les coordonnées’’ sont les transformées des coordonnéés
par la transformation de Lorentz indui{@0.25) on a:

(10.57) 224 231 22 4 2122 = det U (2 21 4 231 221 4 212 2%
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En appliquant la fonction déterminant a la relatibn= "U - E - U, on obtient
(det U)? = 1. En se restreignant la variation des matri€éslans la composante
connexe de l'identité du groug®, ,—p, on peut supposer quket U = 1. Dans ces
conditions :

(1058) 23 14_1_231 24+212 534 _ 23 14—|—,231 224_1_212 234'

Démonstration.Pouri, 7, k etl compris entrel et4, introduisons la notation sui-
vante :

ul uloul ool
1 w2 out w2 u?

10.59 ;i 1 := = det E k L
( ) ij, kl 2 ’LL? U%’ ui u?
4 1 4 4

up Uy U

Lorsque les quatre indicesj, k etl ne sont pas tous distincts deux a deux, le déter-
minant[;; ;; S'annule évidemment, puisqu’il possede deux colonnedigless.

Lemme 10.60.Le déterminant d’'une matricé x 4 arbitraire

11
b a
ay as ai a

(10.61) A= I 2 "3 7
ay as a

1 1 4

1 as ay

se développe comme une somme de six produits de déterniinarnts

1 .1 3 3 1 2
det A — ay ag as ag | | ap Qg az ay +
=! 2 1 1 4 3 3 1 4
aj ap as aj aj ay as aj
(10.62) Llab ab | | af a3 | [} al|_
. i 1|l .3 3 3 3 1 i
ay Gy as ay ay ag as ay
@ a3 | | o | |t @ |a) af
a% a% a§ ai a% a% a§ ai

Pour établir ce lemme, il suffit de développer le détermirgmtd le long de
la premiere colonne, ce qui donne une combinaison linéaigudtre déterminants
3 x 3, de redévelopper chacun de ces déterminants le long dertuigre colonne,
ce qui fait apparaitre une combinaison linéaire de douzergéant2 x 2, et enfin
de réorganiser cette combinaison linéaire en reconstitsizrdéterminant x 2
«caches» dans les douze coefficients de cette combinansairé. N

Grace a ce lemme, en tenant compte de la définition des déamtai\}) et
de leurs (anti)symeétries, nous pouvons développer I'esgioa de2l];; ;; sous la
forme
(10.63)

205, = A5 AY — AR AT+ AL AR + AP AN — AT A+ AT ARG

_A23A —|—A14A —|—A31A —|—A24A —|—A12A —|—A34A
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Par ailleurs, grace a la relation d’antisyméttié = —27¢ qui nous permet de rem-
placerz3! par—2z'3, nous pouvons réécrire avec des indices les lois de tranafor
tion (10.55) sous la forme :

(10.64) #= > AP
1<k<i<4

pourl < i < j < 4. Remplagons ces valeurs dans le membre de gauche de (10.57),
ce qui donne :

(10.65)
523 214 | 531524 4 212 234 Z AZQJ?) i Z Al R 4
1<i<j<4 1<k<I<4
1 L] 24
A2 spe)( 2 s
1<i<j<4 1<k<I<4
Az ap) (2 s
1<i<i<4 1<k<i<4
_ Z Z 2] kl A23A —|—A31A —|—A12A ]
1<i<j<4 1<k<iI<4
17\ 2 ij .kl
= > Oy 9+ (203, k1) - 27 27
L 1<i<i<4 i<g, k<l, (i,5)<(k,1)

A la derniére ligne, nous avons introduit la relation d'erdi, j) < (k, 1) entre
couples d'indices compris entiteet4 qui est définie par

(10.66) i<j ou i=ketj<l.

Remarquons que les déterminaints ;; s'annulent, puisqu’ils possedent deux co-
lonnes identiques. Dans la somM¢,_; ., ; j)<x,1) Seuls trois termes com-
prennent des indices j, k et ! qui sont deux a deux distincts : il s’agit de
(1,4) < (2, 3),de(2,4) < (3, 1) etde(1, 2) < (3, 4). Puisque les déterminants
200;;, 11 pour lesquels les quatre indicgs), &k etl ne sont pas deux a deux distincts
s’annulent, il ne reste que trois termes dans la deuxiémensode la derniére ligne
de (10.65) :

(10.67)

523 214 531 524 4 512 534 (2D23 14) 14+(2D31,24)-z31 z24+(2D12734)'z12 34

Pour conclure, il suffit d’'observer que
(1068) detU = 2|:|237 14 = 2|:|31724 = 2|:|31724,

ce qui acheve la démonstration. O

10.69. Homomorphisme de groupeComplexifions les transformations de Lo-
rentzo’ = 24 1 U 2J en supposant que la matritesatisfaisantc = U - E - U



SUR LES EQUATIONS DE LA GRAVITATION D’EINSTEIN (D’APRES ELE CARTAN) 99

a des coefficients complexes. Notd$19; ;(C) le groupe de telles matrices satis-
faisant la condition supplémentaitet U = 1. Ce groupe est connexe. La rela-
tion (10.57) se spécialise :

(1070) 223 214 + 231 224 + 212 234 _ 223 2’14 + 231 224 + 212 2’34.

La matriceA = A(U) de taille6 x 6 apparaissant dans (10.55) dépend et
satisfait la relation de group&(U* - U?) = A(U!) - A(U?).

Notons(¢, ) = L(2¥) le changement de coordonnées linéaire qui apparait dans
le membre de droite de (10.45), dlest une matricé x 6 a coefficients complexes.
NotonsL son inverse. La transformation lingaité = A(U) - 2171 est conjuguée
a la transformation linéairé, i7) = L - A(U) - L (&, n). NotonsW = W (U)
la matrice L - A(U) - L, qui dépend dé/. Voici son expression en fonction des
élémentsA )

(10.71)

AZ3 — AL+ iAT + A1 A — AR HIAZ 4+ AL AT — AL +iAS + AL

AL — A3+ iAY + AT AL — AR HIAL 4+ AST AL — A3 + AR + A3
( AR — A3+ iAL + A3 AL AR +iAR + A3 AR — AN + AR + A3 )
La matriceW = W (U) de taille6 x 6 associée & satisfait aussi la loi de groupe
W(U'-U?) = W(U') - W(U?). En remplagant® et 2"/t par leurs valeurs en
fonction de(¢, 1) et de(¢, n) dans la relation (10.), nous obtenons :

(10.72)

(€ H(E*H(E =) =)= () = (£1)*+(&)*+ ()~ (n') = (") * = (n*)%.
Soit SO3(C) le groupe des matrices de taillds< 3 satisfaisanf V - V' = I35 et

det V = 1. Ce groupe est aussi connexe.

Lemme 10.73.Pour toutU € SOj3,1(C), la transformation associé€, i) =
W(U)(&, n) est de la forme

éjl vi vy ovd 0 0 0 %
& v v vi 0 0 0 £2
e | v v v 0 0 0 £
(1074) ,,7]1 - 0 0 0 CU% C,U% CU% ,,71 )
?72 0O 0 O Cv% Cv% Cv% 772
?73 0O 0 O Cv:l)’ CUS) Cvg’ 773
ou la matrice3 x 3
vl vy vy
(10.75) Vi=| v} v3 03
v} g vl

appartient aSO3(C).

Démonstration.Une transformation lorentzienrié arbitraire stabilise la quadrique
de MinkowskiQr = U, Dy = U, D3 et transforme toute droite projective
une droite projective. Observons que les droites projesti} et D3 ne sont pas

tangentes entre elles. Nous en déduisons qué sest proche de l'identité dans
SO3,1(C), les D} sont transformées en elles-mémes etllEssont transformées
en elles-mémes. Gréace au principe du prolongement anadyticptte propriété est



100 JOEL MERKER

satisfaite pour toute transformatién, puisqueSO; 1(C) est connexe. De maniere
équivalentef = 0 si§ = 0 ety = 0 sin = 0. Nous en déduisons que la transfor-
mation (&, 7) = W(U)(&, n) est effectivement diagonale par blocs (10.74). Enfin,
I'identité de Plicker modifiée (10.72) donne
(€2 + () + (&) = (€)1 + () + (&),

(10'76) =1\2 —2\2 =3\2 1\2 2\2 3\2

@)+ @)+ @) =)+ )" +0),
ce qui montre que la matricé est une matrice orthogonale complexe de taille

3 x 3. U
Lemme 10.77.L’application
(10.78) S031(C) > U — V(U) € SO3(C)

est un homomorphisme surjectif de groupe.

Démonstration.ll suffit de montrer que la différentielle de cette applioatest sur-
jective au poinUU = I4.4. En effet, il en découlera que I'image de cette application
contient un voisinage de l'identité dans le groupe conrt&Xeg(C), et tout voisi-
nage de l'identité engendre alors ce groupe par multiptioat

Pour calculer la différentielle en l'identité, commencaques différentier I'iden-
tite £ =TU-E-UenU = I x4, ce quidonn® = d'U - E + E - dU, c'est-a-dire
en notation développée :

—2du} —du? — dud  —du} — du} duf — du}

| —dud —du? —2dul — dud  —du3 — du3  duj — du?

(10.79) 0= —dui — du$  —du3 — du3 —2du3 duj — dus
—du} +duf  —du?+duy  —dud + duj 2du;

Nous obtenons aindi0 relations linéaires indépendantes sur 1édifférentielles
duj. en l'identité : le groupes O3 1 (C) est effectivement de dimensidf — 10 = 6.
Prenons alors pour base sur I'espace cotangenent a ltiélées six formes diffé-
rentiellesdu3, dul, du?, duj, duj etduj. Calculons maintenant la différentielle en
lidentité de A}, = ufc ul — u} uy,

dAY

= (ug dul, + ul, du] — uj, duf — uj duk)

I4><4 I4><4

(10.80)
= 0] duy, + 6), du] — 6] duj — 07 du..

Gréace a cette formule générale, nous pouvons calculerfixaittielle en I'identité

de la matricel’ (U) écrite en (10.71), ce qui donne :

(10.81)
0 —du? +iduj + idui + dul  —du? —iduj — idu? + du}
—dud — idul — idu3 + du? 0 —du3 + idut + idu} + du?
—du} + iduj + idu? + du?  —du? — idu} — iduj + du3 0

Simplifions en utilisant la base constituée des six formﬁérdhtiellesdug’, du}.),
du?, duf, duj etduj :
0 2dub + 2idui  —2dui — 2idu?
(10.82) —2du} — 2idu 0 2du? + 2idu
2du3 + 2idui  —2du3 — 2idu} 0
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Par ailleurs, la différentiation en l'identité de la retati’ V - V = I35 qui défi-
nit une matrice3 x 3 orthogonale montre que I'espace cotangent en l'identité de
SO3(C) est engendrée par les matrices de la forme

0 dvy  —dv}
(10.83) —dvi 0 dv3 ,
dvi —dvi 0

ou les trois formedvs, dvi etdvl sont indépendantes. Il est clair que toute matrice
3 x 3 telle que (10.83) peut s’écrire sous la forme d’'une matrik®§2), ce qui
achéve la preuve. O

811. DECOMPOSITION DU TENSEUR DE COURBURE EN COMPOSANTES
IRREDUCTIBLES

Reéécrivons la forme quadratique de Riemann-Christoffeldentifiant les2-
formesw® A w? & des coordonnées pliickerienngs indépendantes, ce qui donne :

Z Z S;'kl w"

1<i<j<4 1<k<I<4
= S35 - (WP)? + Si31 - (W) + Spp - (W) +

+ Sh1a - (@M)? 4 Sl - (W) + Sizy - (W)
(11.1) + 2533 - wP W +253), - WP WP + 255, - WP W
1252, WP WM 282, WwB Wt 1283, Wl W2y
+ 283, WM Wl 4283, - W W 4283, - W Wt
+ 2851, - wZ w4+ 285, - w1 W 4+ 285, - WP W

4285k, - W 24_1_25434‘ 14,84 | 962 . )24 ,3,

O Signification géométrique ? Fibré ?

Remplacons les variables’’ en fonction des variableg’ et 7/ via les for-
mules (10.46). Aprés un calcul direct, nous obtenons uneéseptation dep
comme somme de trois termes : une forme quadratigge, une forme bilinéaire
¥ (&; n) etla forme quadratiquép(n) dont les coefficients sont conjugués de ceux

deyp(§):
(11.2) D = (&) + (& n) + “p(n),

ou

(11.3)
4p(€) = (61)? [S323 — Sina + 2i5314] + (62) [ST31 — Shas + 2iS75] +
+ (€%)? [Sa1o — Siza + 2iS334] +267€% [ST12 + 0S54 + 15304 — Siaa] +
+26°¢1 [S519 + S514 + 15334 — Siza] + 2667 [S331 + 1504 + 05714 — Sioa] »
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ou
(11.4)

(29(& ) =&yt [5§23 + Sim] +¢hy? [53?31 — iS5y, + STy + Si24] +
+ &' [S510 — 19534 + 1S54 + Siza] +
2.1 SQ .SQ o ~S3 Sl S
€0 [S331 + 1954 — 15714 + Sioa] + €07 [Sis1 + Shas] +
+ &P [S19 — 15534 + 1S504 + Siza] +
+ &' [S510 + 19334 — 19314 + Siza] +

{ + &% [ST1o + 0S54 — 19304 + Siza] +°0° [Sa12 + Siaa]
et ou la formep(n) est conjuguée de(§)
(11.5)

4°p(n) == ("71)2 [S§23 - Sim - 215??14] +(n ) [5131 5224 - 215%24] +

+ (n°)? [5512 — S — 215534] +20°n° [5112 — 5734 — iS4 — 5334] +

+ 2"73771 [53?12 - ’552114 - Z'52334 - Si34] + 2"71772 [S§31 - Z'52324 - iS%m - Si24] .
11.6. Action d'une transformation de Lorentz sur la erme de Riemann-
Christoffel. Rappelons que la matrice de rotatibh = (uj;) intervient dans la

définition desl-formesw®. Introduisons une autre matrice de rotatigh = (u’é-)
satisfaisantz = TU’ - E - U’ et définissons la transformation

4
(11.7) W=
j=1
Elle induit la transformation suivante sur [2gormes :

(11.8) WAWT =W = Z Az(U')w’kl =: Z uk,jlwkl,

1<k<I<4 1<k<i<4

oul<i<j<4et u/;gl est une abréviation dﬁjjl(U’) D’aprés le Lemme 10.73,
une teIIe transformation lorentzienne complexe induit traesformation orthogo-
nale complexe par blocs

(5)-(02)(5)

ouV € SO3(C) dépend del/’. D’aprés le Lemme 10.77, toutes les matrices
Ve SOg(C) sont obtenues par ce procédé. La forme quadratipue ¢(&) +
»(&; ) +p(n) va se transformer en une forndé = ¢/ (&) +' (¢'; ') + o' (7).
Avant d’expliciter cette transformation, quelques préfiaires algébriques sont né-
cessaires.

11.10. Action d’'un changement de base sur une forme quadrajue. Soitn €
N,n > 1,soitz = (2!, ..., 2") € C" et soitg(z) = >0 =1 ij ziz0 une
forme quadratique a coefficients complexes satisfaiggnt g;;. En introduisant
la matriceG' = (g;;) et en considérant queest un vecteur colonne, nous pouvons
utiliser I'écriture matricielleg(z) = 7z - G - z. NotonsG,, 'espace vectoriel de

dlmenS|on"(”“) constitué de ces formes quadratiques.
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Soitp € Navec0 < p < n et soitF la matrice diagonale (2.9). NotoB®), ,,—,
le groupe des matricd$ de taillen x n a coefficients complexes satisfaisdht=
TU.E-U etdet U = 1. Ce groupe agit sur les formes quadratiques par changement
debase:st =U -z dou’z =7:.Ty, I'identification des coefficients de 7
dans

(11.11) T, T UG U 2=12.G2=3)=9g2)="2-G =
fournit l'identité matricielle
(11.12) Tv.¢.v=a

qui exprime I'action du changement de base- U - z sur la forme quadratique
g(z). Définissons ldrace modifiée dé& par

(11.13) —g11 = = Gpp T Gp+1pt1 + -+ gon = Tr(E - G).

Nous affirmons que la trace modifiée est un invariant de bagtiar changement de
base, c'est-a-dire que nous avoRs(E - G) = Tr (E - G). En effet, dans le calcul
suivant, insérondU = E - U - E dans le membre de droite de la premiére ligne
et utilisons la relatioilt(ABCD) = Tr(DABC') pour le passage de la troisieme
ligne a la quatriéme :

Tr (E - G)

Il
=

(E-TU-G-U)

( .ﬁ.E.a.U)
(
(

(B

Il
=
&

Ql

E
. E. -U)
G-U- ﬁ)
k q).
Pour cette raison, introduisons I'hyperplan de I'espacefdemes quadratiques,,
défini par
(11.15) G, :={G=(gij) €G,: Tr(E-G)=0}.
Cet hyperplan est stable par Ig chanqement de base (11.6@)ndp(U) I'endo-
morphisme linéair&; — G = TU - G - U de I'espace vectorigh/,. On vérifie que
p(UL - U?) = p(U') - p(U?). Lapplication p constitue donc un homomorphisme
du groupeSO,, ,—(C) dans le groupe des automorphismes linéaire§deOn dit

quep est unereprésentatiodu groupesO,, ,,—,(C) sur 'espace vectorigl/,. Cette
représentation estréductibleau sens suivant.

<

(11.14)

I
= =

&
D

I
=

Lemme 11.16.1I n'existe pas de sous-espace linéaié contenu strictement dans
GJ, et non réduit & tel quep(U)G"” C G” pour toutU € SOy, ,—p(C).

Démonstration.Dans le cas défini positif, on utilise le théoréme de diageatibn
simultanée de formes quadratiques. La démonstration eshpléter. O

J Prudence avec le cas non défini positif.
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11.17. Soustraction de la trace modifiéeLe Lemme précédent suggére de ré-
écrire la forme de Riemann-Christoffél en soustrayant la trace g€¢) et la trace
de “p(n). D'aprés (11.3), d’apres les relations de symétrie de laider ligne
de (6.39) et d'aprés la définition (8.4) de la courbure totElesomme des coef-
ficients diagonaux de({) est égale % S, ou I'expression développée deest
donnée par :

(11.18) S = S3p3 + Sts1 + 9310 — Si1a — Siag — Siay
Ainsi, nous pouvons réecrire :

® =p(8) +v(& n) + @)+

11.19

) + 1—12 S[E?+E?+ (P + ') + ") + ()],
avec

(1120) O = ()~ 75 (€ + (€ + (€)7].

Maintenant, la trace de la forme quadratiga€) est nulle. Les six coefficients
indépendants de(¢) se réduisent a cing coefficients paa().

L'action de la rotation lorentzienne (11.7) transforige n) en(V - &, <V - n),
ou la matriceV' € SO3(C) peut étre supposée arbitraire, grace au Lemme 10.77.
Par une telle rotation complexe, la forme quadratique denBie-Christoffel se
transforme en la forme
(11.22)

o' =7(&) + (i) + P )+
+ s S [E2+ @2+ € + 0" + 0D+ ),
ou les deux formes quadratiques et conjugué€®’ ainsi que la forme bilinéaire
1)’ se transforment comme suit :

¢ ="VeV,
(11.22) W =TV.5.V,
CE, :TC‘A}'C@'CV.

Grace au Lemme 11.16 ci-dessus, I'actionldesur ces trois formes est irréduc-
tible. Nous en déduisons le théoreme fondamental de détigpodu tenseur de
courbure en composantes irréductibles.

Théoreme 11.23.Les20 invariants reIatifsS;ikl normaux se distribuent en quatre
groupes:

1° linvariant absolusS';

2° les cinq coefficients complexes de la forpi€) ;

3° les neuf coefficientgéels ou deux a deux imaginaires conjugués la forme

P& n);

4° les cinqg coefficients complexes conjuguésS@le)).
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Toute transformation lorentzienr{@1.7) sur les formes différentielles’ échange
entre eux les invariants relatifs de chaque groupe et cesrguaoupes sont in-
décomposables en d’autres groupes dont les éléments sejgatément échangés
entre eux.

§12. THEOREME D UNICITE
12.1. Forme quadratique de Ricci.Définissons ldorme quadratique de Ricci
(12.2) O:= Y Sy-w,

1<, j<4

dont les coefficientss;; = S1_, e kaj sont les composantes de la courbure de

Ricci. La trace modifiée de cette forme satisflf_, € Si = >} 1, cienSh,; =
2S. Par conséquent, si nous définissons

] 1 2
(12.3) 0:=0-55 Zei(w),
1<i<4
la trace modifiée d® =: 3~ ._, S;; - w'w’ s'annule :
(12.4) 0= _gll — ggg — 333 + ?44.

Il reste 9 coefficients linéairement indépendamds;. On appelleraforme quadra-
tique de Ricci sans tradfforme@. Par un calcul direct, nous obtenons I'expression
développée de la forme :

0 = (w')? [_ (5:323 — St31 — Sa1o + Si1a — Sioa — 5234)} +

+ (w?)? [5 (—S§23 + S§31 — S319 — Siia + Sios — 5234)] +

2
+ 2w2w3 [_52113 + 5343] + 2w3w1 [_S§21 + S§41] +
+ 2wtw? [—Si))gg + Sﬁg] + 2wlwt [—5%24 - S§34] +
. + 20w [—52114 - 5334] + 2ww? [_S§14 + S§24] :

1
(12.5) + (w?)? [— (—S323 — ST31 + Sa10 — Sia — Shay + 5234)] +

On peut observer que céscoefficients sont des combinaisons linéaires des coef-
ficients de la forme bilinéaire)(¢; n). Citons sans démonstration un énoncé qui
explique la relation géométrique entre la forme quadratida Ricci sans trac®

et la forme bilinéaire) (cf. [Cal922], pp. 51-52).

Théoreme 12.6.Le complexe quadratique de droites obtenu en annulant lador
1) est celui des droites qui découpent sur la quadrique de Muskocomplexé) v
et sur la quadrique® = 0 deux segments formant une division harmonique.
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12.7. Démonstration du théoréme d’unicité.Grace aux considérations de la fin
du 88.47, le Théoréme d’unicité 1.85 se ramene a I'énonc&usui

Théoreme 12.8.Toute forme quadratique covariante

4
(12.9) U= Z D;j - wiw?
i,j=1

dont les coefficients sont des combinaistnéaires a coefficients constardes
composantes de courbufg,, est nécessairement de la forme
(12.10) Dij = ASij + (@S +B) [-(wh)? = (w2 — () + (wh)?] .
Démonstration.Pour soustraire & sa trace modifiée, posons

D :=—D11 — Dy — D33+ Dy
(12.112) _ 1 ,
Dij = Dij — Z E; 52,

de telle sorte que
4
_ 1
(1212) U= ) Dy ww + 2D [—(Wh? = (WH)? = ()% + (W],
i,j=1
avec
(1213) 0= —EH — ﬁgg — ﬁ33 + 344.
La quantitéD est un invariant absolu, comme on le vérifie par un calculcna
a(8.4):
D = Z Ei l)ZZ = Z s ’ljzl ’lj;l Ciljl = Z 62‘1 ugl ?jzl Ciljl
=1

i1, J1=1 1,11, J1
= E €i10i1i1 = 07
11

indépendant des variables de rotati@n D’aprés le Théoreme 11.23, seule la quan-
tit¢ S = R est un invariant absolu. Par conséquent, puisguest une combinaison
linéaire desS’,, il existe des constanteset § telles que :

(12.15) D=aS+8.

Quant aux quantité®;;, elles dépendent linéairement gle’entre elles que nous
pourrons, sans préciser davantage, désigner par

(12.16) Dy, Do,...... Dy.

(12.14)

Lorsquon effectue une transformation lorentziennd = doigi<d u’j- w’

e . . . R
quelconque, les quantitéd);, subissent une substitution linéair®, =
> 1<m<o A Do Plus  précisément, si nous revenons aux notations

. i o ~1i 10
D;j, et si nous remplagconsw’ = >, ., w;'w”, nous obtenons
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— e — . , _
Dij = X<y ji<a Wt Ut Dy, D'apres le Lemme 11.16, il est impos-

sible de trouverh < 9 combinaisons linéaires indépendantes dgsqui sont
transformées entre elles.

Introduisons les cing coefficients indépendadis! = 1, ..., 5, de la forme
quadratiquep(¢), les neuf coefficients indépendants,,, m = 1, ..., 9, de la
forme bilinéairew(¢; i) et les cing coefficients indépendants conjugtiBs | =
1, ..., 5, de la forme quadratiqugp(¢). Pourk = 1, ..., 9, chaque quantit®;,
étant combinaison linéaire des coefficients de courﬁ‘gl}gg elle se decompose sous
la forme

(12.17) ﬁk:Hk—i-Kk—l—Lk—l—OékS—l—ﬁk,

ou Hj, est une combinaison linéaire desoefficients des(¢), ou K, est une com-
binaison linéaire des coefficients de)(¢; n) et ouL;, est une combinaison linéaire
des5 coefficients complexes conjugués@gn), i.e.

Hy = Y H-®,
1<I<5
(12.18) Ky = Y K{' W,
1<m<9
Ly = Y Lj-“9.
1<I<5

Quand on effectue sur les une transformation linéaite’”” = >°7_; u’jw’ conser-

vantlaforme>"}_, &; (w')? (lamatricel’ appartient 803, 1(C)), les quantitéD,
subissent entre elles une substitution linéaire. D’aprddioréme 11.23, a travers
une telle transformation linéaire, I6scoefficientsHy, les9 coefficientsK " et les

5 coefficientsL) subissent aussi entre eux une substitution linéaire.

Lemme 12.19.Pourk =1, ..., 9, les quantités{; sont nulles.

Démonstration.Supposons par I'absurde que IHs ne sont pas tous nuls. Saeit

le rang de la matricéH} )| SIS, de taille9 x 5. On al < r < 5. En renumérotant

o) P A : <
les D}, si nécessaire, nous pouvons supposer que la sous-matHoe™ 5 < <o

constituée des derniéres lignes est de rang

L'entier h := 9 — r satisfait4 < h < 8. En effectuant des combinai-
sons linéaires (pivot de Gauss) sur Egquations (12.17), et en notant & nou-
veauDy, k = 1, ..., 9, les membres de gauche obtenus, on peut supposer que
Hy = --- = Hj, = 0 et que les quantité®,,, ..., Dy font intervenir les

r = 9— h quantitésH,, indépendantes. Quand on effectue sutesne transforma-

. o, i 4 i g 4 i\ 2
tion linairew” = 3, ; u’;w’ conservant la forme fondamentafg;_; &; (w*)*,
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ona
(12.20)
S =8
K = Y i Kn
1<m<9
L, =Y vl
1<I<5
EQ;:K;QJFLZ‘JrakS/Jrﬂk, pour k=1, ..., h,
(D} =ADi+ -+ N Dy + N Dppyy + -+ M) Dy, 1<k <9,

Puisque les quantitéB;, .1, ..., Dy font intervenir lesr quantitésH;, indépen-
dantes, en comparant la derniere ligne a I'avant-dernigre ) nous déduisons que
0= )\Z“ =... =\ pourk =1, ..., 9, ce qui compléte la preuve. O

Le raisonnement précédent permet de montrer que toutesubeditgsly, et
toutes les constantes,, 55, sont aussi nulles. Ainsi :

Lemme 12.21.Les quantitésD;, sont des combinaisons linéaires des coefficients
de la forme bilinéaire)(&; 7).

Rappelons que ces derniers coefficients sont combinaigueres des coeffi-
cientsS;; de la forme quadratique de Ricci sans trace, qui sont au reufd9.
Notons, sans préciser davantage,

(12.22) S1, Sy, S
ces9 composantes. Ainsi, il existe des constantfisc C telles que
(12.23) Dij= Y v}

1<m<9

Considérons alors la forme quadratique
4

(12.24) Z i — )\SZ] wiwj = Z Z Vl-”jlgm — )\gij cwtwd

i, j=1 i,j=1 \1<m<9

En formant le déterminarét x 9 de la matrice qui apparait entre parenthéses et en
choisissant poui une racine du polyndme caractéristique obtenu, nous psuvon
supposer que lescoefficients

sont linéairement dépendants.
Lemme 12.. Avec une telle racing, on aD;; = A S;; pour tousi, j =1, ..., 4.

Démonstration.Raisonnons comme dans la preuve du Lemme 12.19. Par hypo-
these, les quantitég;, sont combinaisons linéaires des coefficients de la forme
bilinéaire(&;n), i.e.

(12.26) Epy= > K ¥,

1<m<9
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Notonsr le rang de la mat_rictng,T)}i;’g9 et supposons par 'absurde qUe 7 <
8. L'entier h := 9 — r satisfait alorsl < h < 8. En effectuant des combinaisons
linéaires, nous pouvons supposer que

(12.27) 0=TF) = =By,
et que les quantitéB}, 1, ..., Ey sont linéairement indépendantes.
O Vérifier!

uand on effectue sur les’ une transformation linéaire’* = 4 /%
1= J

conservant la form&.%_, ¢; (w')?, les quantitéss;, subissent une substitution li-
néaire :
Ey =MEi +-+ME, + M E 4+ 4+ M\ By

(12.28) _ _

— M By + - + X Fo.
Ces transformations montrent que I'espace engendré pguesitésr, ..., F),
est invariant par toutes les transformations lorentzisrinduites, en contradiction
avec le Lemme 11.16. O

Nous pouvons enfin achever la preuve du Théoréme 12.8. Bnradigs avons

(12.29) Y Dy wiwl =X Y 5wl
1<, j <4 1<, j<4
ce qui démontre (12.10) en tenant compte de (12.12) et d&5)L2. O
En conclusion, sous I'hypothése provisoire du §8.47, laal&tration du Théo-
reme 1.85 est terminée. O
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81. ELIE CARTAN ET LA RELATIVITE GENERALE

1.1. Unicité du tenseur d’Einstein, d’aprés Elie Cartan. Bien que souvent réfé-
rencée dans les traités de physique, la contribution d€#etan aux fondements
théoriques de la relativité générale est essentiellemégsbmmue. Des 1921, un an
avant la publication de ses cing célebres notes @amptes Rendugui annon-
caient le grand mémoire divisé en trois parties [Cal9231924, Cal925a] sur la
théorie générale des connexions affines, Cartan s’attemuwaequations d’Einstein
dans un article ([Ca1922]) dense et difficile d’accés, gustiulemerten 1922. Il y
demontrait que le tensetl;;, introduit par Einstein en 1916 ([Ei1916]) et apparais-
sant dans le membre ditgéométrique des équations covariantes de la relativité
générale :
81 G
Po=——a Tty

1 «Ce Mémoire a été rédigé il y a plus d’'un an. Depuis, j'ai pileih février et mars derniers,
dans leComptes Rendus de I'’Académie des Scielfcds4, p. 437, 593, 734, 857, 1104), des Notes
relatives a une conception géométrique nouvelle des espaceeuclidiens. Lidée fondamentale de
ces Notes est en germe, sous une forme mi-abstraite, migéqoe, dans les premiers et les derniers
numeéros de ce Mémoird {6, 35-40. »
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(ou Tj; designe le tenseur énergie-impulsiorde la matiere, ouG =~
6,67.10~ " m3 kg—! s=2 est la constante gravitationnelle et @& 299.10% m s—!
est la vitesse de la lumiére) était essentiellememgue, ce qui dévoilait un carac-
tere remarquable de nécessité mathémataypesteriori de la théorie d’Einstein,
déja confirmée sur le plan physique par I'avance du péritugidercure (1915)
et par 'incurvation des rayons lumineux au voisinage deis@Eclipse totale de
1919).

Ce résultat d’'unicité, Cartan I'obtenait en effectuantyatiése entre trois théo-
ries géométriques profondes :

e la fameuse «méthode d'équivalence» qu’il avait inventéesdas années
1904-1908 pour classifier les groupes de transformationimdergsion infi-
nie (probleme difficile laissé en chantier par Lie), et gajipliquait ici pour
la premiere fois aux variétés (pseudo)riemanniennes ;

e le calcul tensoriel, développé par Ricci, Schouten, Levitg, Weyl, Bom-
piani, Bortolotti, Carpanese et d'autres géometres ewagédont Einstein et
Grossmann s’étaient inspirés ;

e la géométrie projective complexe, considérablement dfyde a la fin du
dix-neuviéme siécle par I'école allemande, notammentkeliicClebsch, Lip-
schitz, Klein, Mayer, Lie, Engel, Voss.

C’est des années 1917-1923 aussi que date la tentative paiakte Weyl de
synthétiser relativité générale et électromagnétismeegadune théorie a connexion
métrique et a torsion nulle qui prolonge le cadre riemangierautorisant I'étalon
de longueur a subir lui aussi une déformation par transparaligle le long des
courbes. Sans s’en douter, les fondateurs du concept gégneétie connexion
linéaire que sont Schouten, Levi-Civita et Weyl avaientdégpiré le géometre
francais en 1921, car dans ce premier mémoire [Cal922]iantéaux grandes
synthéses [Cal1923b, Cal924, Cal925a], les connexionarigamnes sans torsion
apparaissaient repensées et élevées a un caractéredigirinsupériedr grace aux
techniques d'algebre différentielle que Cartan avait@ées dés les années 1900.

2 Des novembre 1915, dans une annonce @izungsberichtele la Prissische Akademie der
Wissenschafterkinstein résolut ce probléme ouvert depuis prés de canieinte ans en mécanique
céleste : expliquer la lente précession de la trajectoligtigue de Mercure, planéte la plus proche
du Soleil, située a environ 55 millions de km (415 révolusigrar siecle). L'écart entre la valeur
expérimentale de I'avance du périhélie,,, ~ 5600 secondes d'arc par siécle et celle; ~ 5557" /
siécle prédite par la théorie newtonienne fine des pertiortm({Leverrier 1859 ; Newcomb 1882) était
de43” 4 0,45, valeur qui coincidait (a la précision des mesures prés) veerme correctif obtenu
par Einstein en calculant le champ de gravitation sphéraéé par le SoleilNg = %
43,03".

3 «Je n'utilise pas du tout le calcul différentiel absolu dedrj ce n’est pas que j'en méconnaisse
'importance ; mais il n’est pas mauvais je crois de montiez des méthodes absolument générales
sont applicables a la théorie des invariants d’'une fornférmdiftielle quadratique » Cartan mentionne
a plusieurs reprises la puissance englobante dans seaxralérieurs sur les connexions affines,
métriques, euclidiennes, riemanniennes, projectivesfocmes, ou associées a des géométries de
Klein quelconques.

~
~
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1.2. Courbure de Ricci et divergence covariante Présentons succinctement ce
résultat d’'unicité. Considérons une variété pseudo-riemannienne de dinrensio
quatre saisie dans des coordonnées lodates:?, 23, 2*) et équipée d’une pseudo-
métrique infinitésimalels® = >°, ., <, gri(z) de*da’ de signaturg—, —, —, +),

ou les 10 fonctiongy,;, = gix sont’appelées potentiels de gravitatiosm par les
physiciens. Rappelons qu’en toute dimensiol 3, le tenseur de Ricci

n
=2 R
k=1
s’obtient en contractant lienseur de courbure de Riemann
0 0 "
l._ l p 1l P Tl
Rijp! = 5Tl = T + 37 (T, T, = 14,1, ).
p=1

(1 <1i,7,k,1 < n), lequel s’exprime classiguement en termes des dérivégdre’
un et zéro desoefficients de Chrlstofferfj de la connexion ditele Levi-Civita

0 0
Z g" o ngg @gpz‘ - %gij )

qui est I'unique connexion sans torsion compatible avepseiido)métrique rie-
mannienne, ow?? désigne la matrice inverse dg; ; la courbure scalaireenfin
s’exprime quant a elle en contractant le tenseur de Ricci

Z 97 Rij.
1<i,j<n
Le théoréme d'unicité de Cartan énonce alors précisémentaju tenseur cova-
riant a deux indice€’;; qui se transforme comme le tenseur métriggelors d’un
changement arbitraire de coordonréesqui s’exprime comme une fonction des
potentielsgy; et de toutes leurs dérivées d’ordre un et deux :

g g
Ox™’ dxmoz™

oul'on supose pour des raisons physiques que la dépendatesd€rivées d'ordre
deuxaa 9L () estlinéaire, tout tenseulC;; qui satisfait ces conditions est alors

™M Or™

C;; = Fonction ;; <gag,

4 Le lecteur est renvoyé & [ADM2004] pour une exposition diéei

SSizisz = (fl (z),... ,f”( )) désigne ce difféomorphisme local, en remplagant les diffé-
rentiellesdz” = >, , ., 2= " dz** dans la relation
ds? = Y gu(x)datda' = Y g, (@) dz"dE" = d5°,
1<k,1<4 1<k, l1<4

on voit que le tenseur métrique se transforme commg, , (T) =

Zl<k<4 > ici<a axh gjl gkl( ), et donc la condition sur le tenseuC;; requiert

T

oz Oz’ L
1131 Zl<z<4 Z1<]<4 9zl ozl CW'
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nécessairement une combinaison linéaire incorporaninkete de Ricci, la cour-
bure scalaire que multiplie le tenseur pseudométrique tenleeur pseudométrique
[ui-méme :

‘ Cij = aRij + bRgij + ¢ gij
avec des constantes réeltes et c arbitraires. On vérifie de plus par le calcul que
les tenseurs une fois covariant et une fois contravaridmia forme :

9

B/ i=a(RJ ~ } 6/ R) + b

oua etdb sont deux constantes réelles, sont les seuls qui satis®quiatre identités
« géométriques’:

j d I 1j il
(on sous-entend maintenant les sommations sur les paineiod’s répétés en haut
et en bas) qui découlent nécessairement du fait que le teésetgie-impulsion
T;; doit satisfaire la loi « physique » de conservation (annufatle la divergence
covariante) :

T =0.

C’est donc bien le tenseur d’Einstelty’ — % & R que I'on retrouve, avec le terme

supplémentairé; dansE;’ correspondant & la troisiéme composaptaeC;;, que
I'on pouvait d’ailleurs ajouter gratuitement a I'avanceyjiggue, d’aprés un théo-
reme classique d0 a Ricci — que Levi-Civita réinterprétaisart que le transport
parallele conserve les longueurs —, toutes les derivéeariemies deg;; -

d ! ! _
Yijik = 355 95 — L9ty — iy 91 = 0
s’annulent identiquement. Ici, le coefficidnten général supposé nul dans les appli-

cations physiques) s'identifie a la fameusmstante cosmologigue qu’Einstein
avait ajoutée en 1917 aux équations de la relativité géméral

8t G
Rij— 5 Rgij — Agij = ——a L

dans le but de rendre sa théorie compatible avec I'idée r@diteé par la décou-
verte par Hubble en 1929 de I'expansion intergalactique dnivers statiquevpir

[Ei1993Db], pp. 85-129).

1.3. Heuristique einsteinienne.Pour se convaincre de la plausibilité du théoréme
d’unicité de Cartan, il est facile de vérifier qu'a cause dasétries indicielles dont
jouit le tenseur de Riemann :

1 1 1
0 = Riji + Riij + Rjri
l !
0 = Riji + Rjir
6 L'élévation de I'indice;j grace a I'inversg/”® du tenseur métrique définit;’ := ¢’* C;, et de
mémeE;’ := ¢’? Eip.

7 Les dérivées covariantes d’un tenseyf une fois covariant et une fois contravariant sont defi-
nies par A7, = 52 A — S T A7 + 31, T, A
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on ne peut obtenir par contraction de deux indices que |leterte RicciR;;, son
opposé—R;; ou le tenseur nul, et c’est essentiellement ainsi qu’Einstans sa
synthése finale de 1916, argumentait en faveur du choixelataerce tenseur pour
intervenir dans les équations de la gravitation relatvist

[...]1pour le champ de gravitation en I'absence de matiere, il est natu-
rel de chercher a annuler le tenseur symetrique B,,,, déduit du tenseur
B!, [...] avec le choix du systeme de coordonnées que nous avons

fait*, ces équations s’écrivent dans le cas du champ libre de matiére :

ore
Hv e B8 _
+ I, TP, =0
(47) Or, M Ve
v—g=1.

Il faut remarquer que le choix de ces équations comporte un mi-
nimum d’arbitraire. Car, en dehors de B,,, il nexiste pas de tenseur
de rang 2 formé des g, et de leurs dérivées qui ne comporte aucune
dérivée d’ordre supérieur a deux et qui soit linéaire en fonction de ces
derniéres (a proprement parler, cela ne peut étre affirmé que du tenseur
By + Aguy (9°P Bag) 0U X est une constante. Mais si on écrit que ce

tenseur est égal & 0, on aboutit de nouveau aux équations B,,,, = 0) **.
[Ei1993a], p. 209.

Treize ans plus tard, Einstein développait ce qui allaiedé@va tentative la plus
connue en direction d’'une théorie unitaire des chdmpsavoir : leFernparalle-
lismus (« parallélisme éloigné »), aligsarallélisme absoluDans ce contexte, on
dispose del6 = 4 x 4 quantités fondamentales : les composantes dégades,
qui sont constituées par définition d'un systemeddeshamps de vecteurs linéai-
rement indépendants en tout point d’un espadedanensions. Ce nombr6 est
supérieur deé unités a celui — égal 40 — des potentiels de gravitatign;, et —
hasard numérique ou coincidence profonde ? —, le nombrei@uluil 6 est jus-
tement égal au nombre des composantes des champs éledrigumagnétique
B de la théorie de Maxwell. Bien que le tenseur de courbure éeRin s’annule
identiqguement a cause de 'absoluité du parallélisme,igtexun autre tenseur fon-
damental — en général non nul —tenseur de torsiofgui s’annule en relativité

* Dans le mémoire d’Einstein, la normalisation de I'élémeat(pseudo)volume/—g = 1 fait
disparaitre un terme sur deux dans I'expression du tengeRiemann.

T «[...] fir das materiefreie Gravitationsfeld das Versahtén des aus dem TensBf,,, abge-
leiteten symmetrischen TensaBs,, zu verlangen. Diese Gleichungen lauten [...] bei der von uns
getroffenen Wahl das Koordinatensystem fiir das materéefeld

are,
{ B e TS, =0

0T
vV—g=1.

Es muR darauf hingewiesen werden, daf3 der Wahl dieser @regeim ein Minimum von Willkar
anhaftet. Denn es gibt aul38y,, keinen Tensor zweiten Ranges, der aus gignund deren Ablei-
tungen gebildet ist, keine hoheren als zweite Ableitungehét und in letzteren linear ist (eigentlich
laRt sich dies nur von dem TenssY,, + Agu. (g“ﬁ Ba) behaupten, wobel eine Konstante ist.
Setz man jedoch diesea 0, so kommt man wieder zu den GleichungBp, = 0).» ([Ei1916],
803-804.)

8 C'est le Saint-Graal de la pysique du vingtiéme siécle!

(47)
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générale par définition de la connexion de Levi-Civita),eetanseur se substitue au
tenseur de Riemann pour occuper la place du tenseur fondalnatkemt découlent
toutes les informations physico-géométriqgues. On verrssda Section? ? com-
ment Einstein répetera a cette occasion, au sujet du tededarsion, les analyses
heuristiques concernant les symétries indicielles etdesractions tensorielles qui
lui avaient ouvert la voie vers les équations de la relatigiénérale.

Auparavant, nous devrons introduire le concept de connef@ection ? ?), re-
définir le covariant bilinéaire de Frobenius-Darboux doatt@n fit un usage sys-
tématique parce qu'il est doté d'un caractére invariantiie ? ?), et exposer la
géométrie du tenseur de torsion. En guise de prologue, nmusnencerons par
une courte réflexion épistémologique inspirée par Gauss.

82. DIE GAUSSCHESTRENGE

2.1. Le levier symbolique. A cause de la grande difficulté qu’il y a & exposer plei-
nement la signification des notions géomeétriques, on seentggénéralement de
présenter seulement de maniére formelle ou axiomatiguelesepts de connexion,
de dérivée covariante, de courbure, de torsion, ainsi quiEléntités de type Bian-
chi auxquelles satisfont les dérivées covariantes desuendondamentaux. La
bréve présentation des quantitgsg, ¢??, I'* lek, R;;, R et E;; que nous nous

19? 7
sommes autorisée plus haut souffre aussi de cette imgerfe& vrai dire, par
I'effet d'un penchant au calcul auquel la pensée est erteaties que le langage
symbolique s’introduit dans les raisonnements, |'« essahc tensoriel » incite a
I'« algébrisation des contenus ».

Il est dans la nature des mathématiques des temps modernes (en
contraste avec celles de I'Antiquité) que nous possédons un levier sous
la forme de notre langage symbolique et de notre terminologie, grace a
quoi les raisonnements les plus complexes sont réduits & un certain mé-
canisme. De cette maniére, la science a gagné infiniment en richesse,
mais elle a autant perdu en beauté et en caractére, comme on le fait
ordinairement dans la pratique. Combien ce levier est-il fréquemment
appliqué de maniére purement mécanique! bien que l'autorisation de
I'employer implique, dans la plupart des cas, certaines hypothéses pas-
sées sous silence *. Gaul3, Werkel0, 1, p. 434.

2.2. Die Gaussche StrengeCependant, comme I'exigeait Gauss lui-méme dans
cette lettre du & septembre 1850 adressée a son fidele interlocuteur Schamach
(ou il critiquait le peu de souci de rigueur que Prehn matsdiesians un mémoire
sur les séries divergentes paru la méme année dasitaal de Crellg :

*

«Est ist der Character der Mathematik der neueren Zeit (ige@gatz gegen das Alterthum),

dass durch unsere Zeichensprache und Namengebungen wiHebel besitzen, wodurch die ver-

wickeltsten Argumentationen auf einen gewissen Mechamsraducirt werden. An Reichthum hat

dadurch die Wissenschaft unendlich gewonnen, an SchoanhdiSoliditéat aber, wie das Geschaft

gewohnlich betrieben wird, eben so sehr verloren. Wie oftiyeéner Hebel eben nur mecanisch ange-
wandt, obgleich die Befugniss dazu in den meisten Fallensgevstillschweigende Voraussetzungen
implicirt. »
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Chaque fois que I'on utilise le calcul et chaque fois qu’on emploie des
concepts, jexige que l'on reste toujours conscient des stipulations ori-
ginelles [urspriinglichen Bedingungen], et que tous les résultats du mé-
canisme ne soient jamais considérés comme des propriétés en dehors
d’une autorisation claire **. Ibidem

Ainsi s'exprime la rigoureuse et austére sévérité mathigmatde Gauss (die
GAussche Strengg: jamais acte de calcul ne doit étre engagé qui ne soit e@cadr
au préalable par des conditions précises quant a I'exterdgoses significations.
Par exemple, quel que soit le sens qu’on donne aux sériegyeivtes en choisis-
sant un procédé de sommation déterminé, de type Césaro oeejéeplitz, il faut
impérativement justifier par des propositions diment é&ald partir des défini-
tions initiales que I'on peut effectuer toutes les opératialgébriques élémentaires
sur les séries ainsi « apprivoisées », et notamment la ricdtifon ; on ne pourrait
certainement pas se contenter d’exécuter ces opératiopsétaxte qu’elles sont
justifiées pour les séries convergentes. Tout calcul quettamsfere graduellement
a des objets qui s’élévent en généralité expose en effet aatesens éventuels.
Ainsi I'addition, la soustraction et la multiplication eatséries divergentes doit-
elle conserver la mémoire des processus sommatoires get@wchoisis pour leur
donner un sens. C’est donc la premiére interprétation inseéde cette citation de
Gauss : nécessité de se conformer au sens interne ; néckssigpecter les bornes
définitionnelles ; sous peine d’incohérence.

2.3. Science et conscience coprésentdais au-dela, Gauss évoque sans la déve-
lopper une pensée plus profonde qui nous est suggérée pantdm de phrase
«j'exige que l'on reste toujours conscient des stipulaiamiginelles ». On sait
combien il est délicat et malaisé de répondre a cet impéatik conscientisation
continue du sens », surtout lorsqu’il s’agit de calculs geetiensoriel qui sont as-
sez longs ou considérables pour égarer 'intuition gédouggrou noyer I'esprit de
synthése, un peu comme si les « masses-pensées » chéresaaRomvaient se ré-
server a tout instant I'énergie de « se rendre présentesthdités conceptuelles » ;
toutefois, I'austérité ou la rigueur gaussienne @iUssche Strengesont la pour
nous rappeler legnpératifs catégoriques de la pensée mathématgimndlaires aux
impératifs que Kant théorisa dansGatique de la raison pratiquec’est-a-dire des
régles qui sont constituées par des principes scientifighsgaits et qui sont dési-
gnées par des devoirs.

2.4. L'impératif catégorique de la morale kantienne. D'apres Kant, I'impératif
moral est unimpératif catégorique il commande absolument la poursuite d’'une
fin morale, en elle-méme et pour elle-méme, et il détermin@lanté en indiquant
une loi objective de la raison : lai morale valable universellement pour tout étre
raisonnable en tant que tel. D'une portée inférieurejrig®eratifs hypothétiquese

se rapportent qu’a la nécessité pratique d’'une action déré® commenoyende
parvenir a quelque chose,fia visée incitant a recourir a la technique, a I'habileté,

T «lIch fordere, man soll bei allem Gebrauch des Calculs, ben@egriffsverwendungen sich
immer der urspriinglichen Bedingungen bewusst bleibenalladProducte des Mechanismus niemals
Uber die klare Befugniss hinaus als Eigenthum betrachten. »
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a la prudence, a la méthode et au pragmatisme. Quant a tapdtiatif catégo-
rique représente une action comme nécessaire pour elleen@@tte action n’'étant
subordonnée en tant que moyen a aucune fin déterminantgéeaa son prin-
cipe. Il commande de se conformer aux actions qui sont boenedles-mémes,
et par I'effet d’'une nécessité inconditionnée et véritai#at objective, il soumet
la volonté a undoi morale interne et autonome que Kant énonce comme suit :
«Agis uniquement d'aprés la maxime qui fait que tu peux voeleiméme temps
gu’elle devienne une loi universelle parmi les homsdsst dondmmorale toute
action qui, si on la supposait perpétrée par tous les hommigsraellement en
méme temps, conduirait a une perte dommageable d’'équiibria communauté
des hommes, a un chaos des maeurs, aux conflits, au crime, atlaLimgpératif
catégorique kantien énonce donc une régle absolue et selleepropre a déter-
miner I'action morale en toutes circonstances : il suffit etdr la moralité d’'une
action en s'imaginant les conséquences d’'une univeriatispour se décider en
conséquence. Ainsi, le catégoriqgue domine et se ramifie lttgmothétique.

2.5. Impératifs catégoriques de la pensée mathématiqu&n mathématiques,
I'impératif catégorique — si tant est qu’on puisse lui donae sens tout analogue
au sens kantien — doit nécessairement s’exprimer dans weeapstraction im-

manente, parce que la matiére méme des mathématiquestrdedes conditions
biologiques ou neuronales de son exploration effettde plus les impératifs se
démultiplient et se pluralisent pour se disposer en un lgifdhdamental abstrait
qui n'influe pas aussi directement la volonté que dans le phdenla raison pra-

tique.

(0 D’abord I'exigence absolue dmhérence: non-contradiction, vigilance ar-
chitecturale, et vérité des raisonnements.

O Ensuite, le devoir pérenne et indéfectiblerdeherche: indéfini potentiel,
ouverture dynamique, @t situ de I'lnconnu.

O Enfin, 'admission de lmouveauté comme critere et régle de participation :
absorption effective, progrés (im)perceptibles, et dnsgement croissant des ar-
borescences.

Trois impératifs, donc, inscrits dans une relation tridage ou les hiérarchies
sont interchangeables et ou les connexions sont cycliquesentre du cercle cir-
conscrit, I'exigence gaussienne de présence permaneitéepdasée conceptuelle
comme conscience : liée a chacun des trois péles, elle egarcapacité d'activa-
tion en mesurant sa force au champ opaque de I'ouverture.

0 Vérification constante de rigueur.

0 Maintien absolu des questions indécidées.

° D’autres langages imprévisibles ou approches dont la teneste insoupgonnée se réveleront
probablement plus adéquats pour le traitement et la corapsébn de problémes encore ouverts a ce

jour : tel est lecredo fondamental en I'étre-disponible de la chose mathématigieepartagent tous
les mathématiciens.
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00 Evaluation conceptuelle des apports.

§3. IMPERATIFS HYPOTHETIQUES DEXPOSITION SCIENTIFIQUE

3.1. Incompressibilité des actes de pensékes actes que requiert I'appropriation
individuelle par la pensée sont innombrables et complexesest un fait — et
pour cette raison, il N’y a pas d’autre « méthode » univezgadlur entrer dans un do-
maine mathématique ou pour comprendre un théoréme que deemédtrés grand
nombre de fois les concepts et les arguments, aussi bierudasire hypothético-
déductif structuré que dans le libre chaos de contempktitfitousues et incons-
ciented®. Comme le notifie I'exigence gaussienne, il faut constammeéployer
dans sa conscience la trame métaphysique et motivatieraialie théorie, interro-
ger ce qui demeure mystérieux dans l'intention centralehetaher a dominer les
interprétations hésitantes qui se nichent dans les calcatsonomie tout apparente
gu'apporte le levier symbolique doit étre contrebalancée yun réveil conscient
des questions et des obstacles qui perdurent au sein déeciiales achevéeka
rigueur est une pensée qui questionne, y compris quand testtaue réponse

3.2. Compressions de I'écriture.En raison de ces complexités, il n'est pas aisé
de transmettre par écrit la pensée mathématique, d’autasitqoie pour I'auteur
qui a édifié un ouvrage, la compréhension est parvenue a de stganique, sur-
volant, synthétique et global. Les textes publiés n’erstegnt ni les gestes, ni les
revirements intuitifs, ni les actes d’entendement, niésrrogations effagables, ni
les réflexes intuitifs, ni les diverses bouées de sauvetagdb@les que chaque in-
dividu élabore face a des mathématiques souvent abstiOgde. sait : les textes
sélectionnent, ordonnent, compriment, lyophilisent ecspent.

3.3. Difficulté Iégendaire du style de Cartan.Cartan par exemple manifeste rare-
ment le besoin dans ses articles de recherche de définir ceddénir soigneuse-
ment les concepts qu'il utilise : ils sont considérés comlaigscou connus. Aussi le
lecteur est-il souvent contraint de reconstituer pounhd@me, sur des feuilles sépa-
rées, les notions, les arguments et les illustrations séges a une compréhension
achevée.

Mais comme en témoigne son style ferme et charpenté, il esti@bent hors
de doute que Cartan est conscient de toutestipslations originellesies concepts
qu’il utilise ou introduit. Dans ses correspondances aveyl\Wwt avec Einstein,
il est capable a tout moment d’expliciter les points élérigas qui échappent a
ses interlocuteurs. Cartan n'écrit de maniére dense etigllie que parce que ses
résultats sont riches, multiples, amples. Pour les s&adigcteur doit expliciter les
sous-entendus qui déroutent la compréhension.

3.4. Cartan géometre conceptuelParfois, dans certains articles et dans les ou-
vrages rédigés a partir de ses notes de cours, Cartan exposardere accessible
les significations géométriques des objets qu'il intraduatr exemple dans les trois
mémoires historiques [Cal923a, Cal924, Cal925a] sur ¢tai¢hdes connexions,

10 D’aprés Peter Pflug, chaque mathématicien se constitugupsebéquilles intuitives jetables
pour progresser avec ses congéneres en boitant dans un matidematique disproportionné.
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et dans les deux ouvrages de synthése [Cal925b, Cal928bareme rieman-

nienne qu'il a rédigés lorsqu’il enseignait a la Faculté 8eences de Paris.
Le fascicule IX du Mémorial des sciences mathématiques et surtout
les Lecons sur la géométrie des espaces de Riemann contiennent
un exposé de la géométrie riemannienne classique, ou je me suis
efforcé, avec le minimum d’appareil analytique, de dégager les réali-
tés géométriques trop souvent masquées par de savantes formules.
[Cal1953], I, 1, pp. 73-74.

Effectivement, dans ses ouvrages didactiques (dont osrfarent rédigés par
ses étudiants directement a partir de ses enseignemeattynCéserve une place
de choix aux paragraphes qu'il consacre a décrire clairefeegéométral.

3.5. Géométrie littérale et figures mentalesCependant, le lecteur contemporain
ne trouve pratiquement aucune figure imprimée qui I'aidexaionformer son in-
tuition au concept, et puisqu’il en va de méme dans les ceulgdse, et dans
la grande majorité des articles de recherche en géométriieignt publiés a ces
époques ou qui paraissent actuellement, le lecteur prefpaemé doit se contenter
de ce que ces textes offrent au moledittéral de la géométriec’est a dire un lan-
gage précis se rapportant a des illustrations raffinées cegisndant virtuelles, que
ces grands géometres parviennent vraisemblablementei ttans leur esprit avec
rigueur, sans néanmoins éprouver le devoir de les insanirdespapier imprimé,
parce qu’ils bénéficient de formations completes aux géaesétuclidienne, pro-
jective, conforme, et qu’ils ont médité un tres grand nondwdois le lien qui unit
la pensée abstraite au réservoir physique du monde figural.

3.6. Impossible codification des illustrations ?C’est un fait singulier du déve-
loppement historique de la géométrie, un trou béant et peegtexplicable dans
la pratique mathématique : nulle mise au point n’a jamaigiétédée en commun
pour codifier rigoureusement I'insertion du diagrammagiglans le texte formel.
Trop grande richesse des intuitions créatrices, trop graratiabilité des tracés,
trop grande puissance d'appréciation esthétique du sgstésuel, ou trop grande
pauvreté du croquis mathématique exécuté a la sauvetteémerancore : volonté
systématique de bannir toute illustration comme susdeptlb détourner l'atten-
tion vigilante de la rigueur par une séduction intempestied appareil perceptif,

quelles qu’en soient les causes, rien ne s'est jamais figédans I'histoire des ma-
thématiques, en tant que nécessité ressentie de mani&mgnirinterne, comme
un devoir de codifier spécifiguement le géométral, au mémeditavec la méme
dignité que I'on a graduellement donné de I'ampleur a la wathaxiomatique

comme le fit Bourbaki. Visiblement, la complexité objectilel’appropriation sub-

jective des concepts n’'est pas encore suffisamment conmariétudiée, tant sur le
plan biologique que sur un plan purement spéculatif.

3.7. Impératifs hypothétiques d’exposition scientifique.Ainsi, les impératif ca-
tégoriques de la pensée mathématique doivent se diviseratsfier en tant qu’im-
pératifs hypothétiques, parce que I'activité mathématigumaine soumet volonté,
décision et orientation a des circonstances aléatoireseQimitera ici a énoncer
quelques principes concernant le probléme de I'écritues|'@kposition et de la
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mise en forme de la pensée mathématique, I'« hypothése snugéfatif en ques-
tion, autrement dit I'orientation en vue d'une fin déterng@nd&étant autre que la
volonté de parvenir a un style mathématique limpide pouelesge du lecteur.

[0 Respecter rigoureusement la successivité, la prograssivia continuité des
raisonnements

Illustrer les constructions par des figures
Piloter au mieux l'intuition du lecteur
Ecrire 'ignorance

Formuler de la pensée littérale au sein méme des paragrégshphis tech-
niques

Détailler scrupuleusement les calculs

Virtualiser et anticiper

Expliquer, commenter et interpréter les énoncés de théagem
Charpenter la clarté rhétorique

Rappeler et redéfinir les notions qui interviennent dansnaméé
Formuler des questions ouvertes

Expliciter des motivations

Articuler soigneusement les moments d’opposition di&eet

Décrire I'architecture des démonstrations en langagenaini
Temporaliser le cours des démonstrations en utilisanelaps$ des verbes

U
U
U
U

OooDOooogod

O

3. Transition. Ce texte étant destiné aussi bien a des historiens et ppiiesales
sciences qu'a des géomeétres, nous nous efforcerons dangdale présenter fi-
délement les concepts centraux du parallélisme absolougparticulierement la
notion detorsionque nous diagrammatiserons, avant d’entamer migeolecture

spéculativedes échanges épistolaires entre Einstein et Cartan quintesoduits,

'un avec un tempérament de physicien, l'autre avec unerexpge de géoméetre,
a rechercher tous les systemes possibles d’équations guaetepartielles d’ordre
deux que I'on peut former avec le tenseur de torsion et quieer susceptibles
d'unifier gravitation et électromagnétisme. Commenconsuparappel de la théo-
rie des connexions affines que Cartan a élaborée en utilisacincept crucial,
invariant par changement de coordonnées, de forme ditiéten

84. REPERE MOBILE ET CONNEXIONS AFFINES

4. Concept géométrique initial de connexion.Dans un espace géométrique: a
dimensions équipé de coordonnées numériques loaales(z!,...,2") € R,
définir uneconnexion affinec’est choisir une loi qui permet de transférer tous les
vecteursA, basés en un point vers des vecteurd , 4, basés en un point +

dzx infiniment proche der, la loi de transport dépendash toute généralitée la
vection infinitésimaledx = (dz*, ..., dz") :

A, q: — A, =linéaire enA, et d’ordrel endz.
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mne

m@r+dm

L'expression analytique de la différence (infinitésimam|x+dx — A“\x entre la
u-iéme composante dée doit donc faire apparaitre a la fois les composanted de
et celles delx :

A e = A, = 00 (A7)

= Al A” da”,
dans une double somme ou le$ symbolesAf; = A’ ;(x) sont des fonctions

appeléescoefficients de Christoffefle la connexiott, et qui la caractérisent de
maniére univoque. On dit alors que le vectetif + A7 A%dzP est le résultat
du transport parallélaelu vecteurA* dans la directiondz, le terme perturbateur
infinitésimal AZﬁAo‘da:ﬁ indiquant comment doit étre modifié* d’'un point de
vue quantitatif.

11 bans rintroduction de [Cal1923a], Cartan montre par un argnt heuristique élémentaire que
si I'on souhaite transporter des vecteurs au moyen d’'ungqubsoitinvariante par changement de
coordonnéesune telle expression est nécessaire. En effet, si danssténsg donné de coordonnées
(z',...,z™), on convient — comme pour le parallélisme affine standard -e-dgux vecteurs basés
en deux point infiniment procheset enx + dx sont « paralléles » s'ils ont exactement les mémes
coordonnéegA’, ..., A™), une telle convention cesse de valoir dés lors que I'on &féeane trans-
formation ponctuelle quelconquéé = f*(z',...,z"), puisque les deux vecteurs égadX| et
Ar |I+dz basés em et enx + dx sont alors transformés en les deux vecteurs :

_ aft
A= = (z) A"
|a: 1§n oxt |z
= 3 o tana

T4+dT g
1<psn

o 7 82 7 5 u
2, <aa:fu @)+ it @) e ) A

1<p<n 1<v<n

x+dx

qui sont en général distincts, ledifférenceétant effectivement de la forme générale :

A" E+dE_AH|E: Z Z A:deVAu‘z'
1<pgn 1<vEn

Mais on vérifie ensuite par un calcul similaire que ce typepession est préservé lorsqu’on réap-
pligue un changement quelconque de coordoniéesg (), ce qui montre alors que le concept de
connexion est adéquat. Autrement dit, I'act@dariantisation conceptuellgui a été nécessaire pour
se libérer de I'arbitraire d’'une convention inadéquateradgite de converger ici dés sa premiére mise
en ceuvre, bien que dans d’autres contextes mathématigsdaayériants structuraux ne se révélent
pas forcément des le premier test que I'on effectue « en relsade cohérence ». Mais ici, I'inva-
riance compléte de la formule donnant le transport se réédepremier acte d’invariantisation parce
gue le changement de coordonnées est arbitraire.
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Ici, ce concept classique de connexion linéaire — di a Levit&Cdans un cadre
riemannien et prolongé ensuite par Weyl — n’a trait qu'a lalsestructure infini-
tésimale de I'espace de base qui soit intrinséquementil@ézelle qu’'on appelle
en géométrie différentielle modernedaucture d’espace tangert qui n'implique
que des différentiations partielles et des approximatiosire 1. En effet, la linéa-
rité imposée par rapporta de la formule donnani, (A”) = Agﬁ A% dzP permet
immeédiatement de définir une application digansport orienté patr » entre deux
espaces tangents infiniment voisins :

Transport,, : T, — Thidz,

lesquels sont ainsi « connectés » entre eux paofmexion Ensuite, si 'on com-
pose I'un & la suite de l'autre tous les petits transporte@ss a tous les éléments
infinitésimaux d’'une courbe continue allant d’'un pain& un pointg, on obtient
des isomorphismes linéaires macroscopiques :

Transport) , : T, — Ty,

qui dépendena priori de la courbe que I'on choisit pour aller ge q.

Au-dela de ce concept, I'exigence de généralité poussequn passe des
structures vectorielles aux structures affines, a ériger tliéorie permettant de
connecter entre elles les structures affines infinitésisngle existent naturellement
sur les espaces rectilignes de poinis@mensions. Dans la théorie générale du re-
pére mobile érigée par Cartan, le déplacement paralléteqacainsi non seulement
sur un systeme de vecteurs linéairement indépendants qui constituerontase
mobile grace a laquelle on pourra représenter tout vecteelicgnque, mais aussi
sur un point spécial, rigine du repére, qui pourra lui aussi étre connecté a un
point unique dans un espace affine voisin — comme tout auirg gailleurs —
lorsque sera décidée une vection infinitésimale orientéécqoque.

4. Théorie générale des connexions via le repére mobil€onsidérons donc
un champ de repéres affinesur R™, c'est-a-dire une famille de» vecteurs
(e1,es,...,e,) toujours linéairement indépendants centrés en un paigui dé-

crit R™; l'orientation et les angles relatifs des vecteurs varientnme les doigts
mobiles de la main emportés dans I'espace.

mhes

mne;

mne.
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L'origine m et le repére dépendent de= (z!,22,...,2") € R", tandis que les
vecteurs(ey, ..., e,) dépendent éventuellement adési'un certain nombre: de
parameétres auxiliaires = (/\1, ce /\r) : le nombrer ne peut excédet? = la di-
mension du groupe linéaire généfll, (R) transformant les systémes de vecteurs.
En mathématiques, le principe général de la philosophieiié§imale postule
que toute I'information locale concernant une structurengétrique donnée, lisse
et finie doit pouvoir résider dans la connaissance de seseliffielles, ici égales a :

OdeM 1= My y gy — My
Odz€i = (ei)erdx - (ez’)x,

et qui expriment laifférenciation élémentaire de I'étre géomeétrique du rep@o-
bile par rapport & lui-mémgdorsqu’il est entrainé dans son mouvementpaviais
grace a la présence déja donnée d’'un repére au pojnineauto-expression par
soi de la différence a saést immédiatement possible : les- n vecteurs de diffé-
rentiationsd,, m ety e, . . ., d4en Peuvent (et doiveht) étre décomposés dans
le systéme de référence d’origime, comme le suggere la partie droite de la figure
tridimensionnelle ci-dessus, dans laquelle le repére aml§dessiné en bleu) en-
cadre les quatre petits déplacements infinitésimaux. Aarsidécomposari;, m

et dq-e; (Qui sont des vecteurs tangent®@ au pointm) suivant la base existante
(e1,es,...,e,), il apparait certains coefficients

w' = w'(z, A\;dzx), wlj = wf(:z:, A;dx)

en nombre: + n? qui sont tous du type
w(z, \jdz) = w1 (z,\) det + - + wp(z, \) dz”,
tels qu’on peut écrire (dans le cas= 3 pour étre concret) :

Saom = w'e; +w?ey +wies,

12 par souci de contraction symbolique, Cartan ne spécifieifadams ses mémoires les argu-
ments dont dépendent les symbalesw, Aﬁjk, ... qu’il introduit au cours de ses calculs, se réser-
vant le droit d’'insérer divers arguments en fonction desaanements géométriques, ce qui revient a
effectuer une restriction (par exemple a une courbe), oiré dia «pull-back». Aussi la dépendance
fonctionnelle initiale des symboles est-elle souvent ssntendue comme la plus générale possible.
Ici en I'occurence, le pointn mobile dandR”™ est paramétré par € R™, mais il ne s’identifie pas
forcément ar (autrement dity — m. est un difféomorphisme), et on peut supposer pour fixer les
idées, que les parametrévarient danssL,, (R).

13 Dans lactivité mathématique non mécanique, et tout paifiement lorsqu’il s’agit de cher-
cher a calculer, et non pas de reproduire des calculs n&trigsprit est constamment confronté
au probléme delécider de I'acte a effectueDans certaines circonstances, dedicateurs d’acte
suggerent instamment ce qu'il est naturel de faire, et dlesprit doit saisir I'idée au vol. Chaque
acte est une idée. La nécessité interne qui est a I'ceuvretdares les mathématiques déploie ses
constructions dans I'inconnu par I'action de phénoménésarsibles qui sont créateurs d’ordre et de
compréhension, le second principe de la thermodynamigttamt pas violé, parce que cette construc-
tion d'un réel ordonnancé s’effectue au détriment de la ini®n biologique des étres, laquelle est
soumise a un vieillissement inexorable et irréversible.
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ainsi que :
Odz€1 = wi e + w% e + w:f es
Odz€2 = w% e + w% e + wg es
Odz€3 = wgl) e + w% e + wg’ es.
Dans le cas général an varie dansR™, on a I'écriture formelle contractée :

Ogem = W' e;

— )
(deei = Ww; €y

avec la convention de sommation. En résumé, le systeme éemée ressaisit en
lui-méme et par lui-méme sa propre différence infinitéseraboi.

4. Transport par parallélisme et coefficients de Christoffé Insistons sur l'inter-
prétation géomeétrique & mémoriser de ces identités, quidnice comme donnant
la loi explicite du parallélisme : le vecteur

(ei)erdx = (ez)x + 5d$ei
= (ei)x+w¢161 + - twie,

constitue le résultat dtransport paralleleu vecteur(e,»)x du pointz vers le point
x + dz, en suivant la direction infinitésimalér issue du point ; il en va de méme
pour I'équation :
(m)x—i—dw = (m)x + dgem = (m)x + W’ €,

qui donne la loi de transport pour I'origine du repére.

Nous pouvons maintenant revenir aux coefficients dits des@iffiel qui donnent
l'information quantitative au sujet du déplacement péaiell
O Compléter.

4. Distribution d’hyperplans noyaux d’'une forme différentielle. Afin d’en ex-
poser la signification géométrique, considérons une foriffiérentielle arbitraire :

w = w(z,dr) = wi(z) do’ + wa(x) dz® + - - - + wy () da™

a coefficientsy; qui dépendent de. Ici, la formew doit étre interprétée comme
agissant sur tous les déplacements infinitésimauissus der dans toutes les di-
rections possibles, le résultat de cette action fourntssamplement un nombre :
w;(z) dz’. Géométriquementy définit un hyperplan

ker, (w) := {(dz',...,d2") : wi(z)dz’ =0}

en tout pointz, et alorsw(z, dx) constitue une mesure de la « projection » du vec-
teur dz sur une «direction transverse » a cet hyperffla@lairement, le résultat
obtenuw(z, dx) est nul si et seulement dir appartient & cet hyperplan. Notons
de plus qu’a tout point est attaché I'hyperplaker, (w) : on dit alors qu'on a un
champou unedistribution d’hyperplans (infinitésimaux).

14 Toutefois, cette maniére de s’exprimer reste intuitive, eaz, aucune direction privilégiée
n’est définie paw.
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4. Différentier des formes différentielles. Le principe général de la philosophie
infinitésimale que nous avons invoqué pour introduifgem et lesd,e; exige a
nouveau que soit réalisée la différenciation par rappodi de la formew, et ici va
intervenir une nécessaiemtisymétrisation grassmannientent les causes géome-
trigues et conceptuelles ne doivent pas rester mystéselusequestion est donc :
que peut et que doit étre la différenciation d’'une formeédéhtiellew par rapport
a elle-méme ? Et encore : quelle est la causalité mathénagicpfonde de I'anti-
symeétrisation ?

85. GEOMETRIE DU COVARIANT BILINEAIRE DE DARBOUX-FROBENIUS

5. Intégration des équations différentielles.Avant de poursuivre, il nous parait
essentiel de discuter brievement I'historique du concepfaime différentielle,
c'est-a-dire des expressions du type- w1 () do! 4+ ws(z) daz? + - - - 4wy, (z) dz™
qui s'introduisent dans les formules du transport pamrl{eéh négligeant les éven-
tuels paramétres supplémentaires). Leur origine, qui reenau moins a Newton
et a Leibniz, est profondément liée au probléme de l'intibgmades équations aux
dérivées partielles & un nombre quelconque de variablépemtiantes.

Par exemple, I'équation, = f(x,y, z, z,) étudiée par Lagrang®([La1772]),
ou I'on note pour abréger, = % etz, = g—;, se rameéne d’abord, si I'on introduit
la nouvelle variable := z,, a un systeme de deux équations différentielles d’ordre
un:

Zx = D, Zny(:L‘,y,Z,p),

et ensuite, sil'on élimine les quotients différentiels sgatéme suivant constitué de
deux formes de Pfaff égalées a zéro :

Réciproquement, ce systéme est équivalent a I'équationgitie. En mathémati-
cien éclairé qui s'improvise humble pédagogue, Cartani@éspécialement pour
Einstein dans [Del1979, Cal1931] comment sa théorie géndealsystémes en in-
volution s’applique a ce systéme classique — nous y revardr

15 Une proposition générale relativement élémentaire énguoeetout systeme d’équations aux
dérivées partielles @ un nombre quelconque de variableéperdiantes et & un nombre quelconque
d’'inconnue peut étre transformeé, au moins localement asinaje d’un point générique, en un sys-
teme de formes de Pfaff égalées a zéro ([Stk2000]).

16 | e lecteur trouvera des éléments historiques complets [ffad890, Ha1991, Ha2005].
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5. La méthode de Lagrange.En 1772, mais seulement dans le cas de deux va-
riables indépendantes:, y) et en supposant I'existence d’'un «facteur intégrant »
(une hypothése speciale), Lagrange parvint a intégyet f(x,vy, 2, z,,) de fagon
que la solution générale= z(zx, y, c) dépende d’'une constante arbitratfeomme
cela se produit pour une équation différentielle ordingire= f(x,y) d’ordre un

a une variable indépendangece qui pouvait sembler constituer la bonne approche
unifiante. Il introduisit I'unique forme différentielle :

Q:=dz —pdr —qdy = dz — pdx — f(x,y, z,p) dy,

=dz — g(:c, Y, Z) dr — f(xa Y, z, g(l', Y, Z)) dy7
oug = g(z,y,z) désigne une fonction encore non spécifiée qui jouera le réle
attendu de,. lorsque le probléme sera résolu.
Supposons, dit Lagrange, que pour un certain choiy,deexiste une fonction
A = Nz, vy, z), dite facteur intégranttelle queQ2 multipliée par\ soit égale a une
forme exactei.e. égale a la différentielle d’'une fonction :

AQ = dop.
Géométriquement, les deux familles d’hyperplans noydte,, .y(2) =
Ker(,, .y(dp) de () et dedp coincident en tous les points;, y, z) de I'espace,
puisque chaque homothétie de rappyt, y, z) stabilise toutes les droites et tous

les plans passant par le poipt, y, z). Alors cette fonctiony permet de découper
I'espace en une famille infinie de surfaces

Se = {¢(z,y,z) = const.= c}

paramétrées par une constantet qui constituent comme un recollement cohé-
rent de ces hyperplans infinitésimaux. En supposant doristésnce d'un facteur
intégrant, Lagrange affirme alors que la solution généreléé&tjuation originale
zy = f(z,y,2, 2,) s'obtient simplement en résolvaht’équation ¢ (z,y, 2) = c
par rapport &, ce qui donne z = v¢(x,y, c) pour une certaine fonction.

En effet, si 'on remplacep par ¢ (donc aussk par ¢ (z,y,c)) dans I'égalité
dp = A, ce qui donné = dc = dp = X2, ou plus précisément :

0=@dr+ pydy+ ¢.dz

= Yz dx + Py dy + @z(w;c dr + 'Qbydy)

=—-Agdx — X fdy+ \dz,
on peut en déduire tout d'aborgd, = —% ety, = —% en égalant a zéro les
coefficients delx et dedy sur la deuxieme ligne, puis en comparant les lignes 1 et
3:

¥ ¥
9:——95:% et f:__y:¢y>
Pz Pz
ce qui donne en écrivant tous les arguments :

Ve(2,y,0) = g(z,y,¢(x,y,¢))
et 1/}y(x7yvc) = f($7y7w(x7yvC)vg($7y7w(x7yuc)))'

17 Les raisonnements sont locaux et on suppose implicitemenféguationy. (z,y, z) ne s'an-
nule pas, ce qui est génériqguement vrai.
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La derniere équation signifie exactement que- v (z,y, c) est une solution de
Zy = f(xvya Z: ZCC)'

5. Qu’est-ce qu’une forme différentielles intégrable ?Ainsi Lagrange semblait-
il donner raison a Euler, qui avait exprimé I'opinion qu'uftgme différentielle a
trois variableso = wy (z) dz'+ws () dr?+ws(z) dz® n'estintégrable que Siw =
dy est exacte, a un facteur prés. Toutefois, ni Lagrange ni ses successeurs ne
parvinrent a exploiter cette idée pour étudier I'équatiénéyale du premier ordre a
un nombren > 2 de variables indépendantes, de fagon a réduire son intéyeata
considération d'un nombre fini de systémes d’'équationgwifftielles ordinaires.
Par ailleurs, Lagrange et ses contemporains connaissagendmbreux exemples
d’équations a deux variables que I'on savait intégrer panmdéthodes particuliéres
et dont la solution générale ne dépendait pas d’'une comsaalitraire, mais d’'une
fonction arbitraire.

En 1815, Pfaff devait rendre raison a Monge qui, en désacnaed Euler, avait
déja notifié que deux équations simultanées indépendantesy,z) = c; et
wa(x,y,z) = co représentant une famille de courbes dans I'espace pouvadsn
bien étre considérées comme une intégralesdersque les vecteurs tangents aux
courbes appartiennent en tout point aux hyperplaas, (w). Plus généralement, si
une distribution donnée d’hyperplans dans un espacdigensions manifeste trop
de rigidité pour étre intégrable au sens géométrigjLiese peut fort bien qu’une
sousdistribution appropriée dé:-plans & < n — 1) soit intégrable ; la est toute
l'idée du théoreme général anticipé par Pfaff que Clebsetia, Frobenius, Car-
tan, Vessiot et Kahler allaient finaliser ultérieuremeh&aréme algébrique d’'une
portée universelle puisqu’il s'applique aux équations daxvées partielles a un
nombre quelconque de variables dépendantes ou indépesdadionc en particu-
lier aux équations de champ que Einstein cherchait a faneedé’une structure a
parallélisme absolu.

5. Universalité et fecondité du partiel. Ainsi faut-il comme le pensaient Pfaff et
Monge étudier l'intégrabilitéartielle d’'une distribution pour y déceler les lignes
géomeétriques charpentées qui sont invisibles a granddlé€glaece qu’elles sont de
dimension inférieure. En mathématiques, les universaua généralisation spéci-
fique sont fréquemment « cachés » dans I'entrebaillementadiely ou dans des
conditions extensionnelles simples qui semblent élamgituifement la portée d’'un
énonceé connu. Et c’est a la raison déterminante d’activeosgane spéculatif pour
tester les possibles. Dans I'abstraction mathématique, pluexiste en effet une
exigence structurale des parties vis-a-vis de leur towyais I'obligation de saisir
les sous-objets d’'un objet mathématique donné, y compss|le I'objet n’expli-
cite pas ses sous-structures, de la méme maniére que |'oouse contraint, dans
une démonstration par induction, de mettre en forme unethgge de récurrence
intermédiaire qui a plus de portée que le théoreme en vue.

18 crest-a-dire que les hyperplans infinitésimaux puisserstosgler comme les écalilles lisses et
aplanies de la peau d’un poisson pour former une collectioypérsurfaces empilées les unes sur les
autres dans 'espace.
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5. Théoréme de Pfaff.Siw = wi(z)dz! + - + wy,(x) dz™ est une forme dif-
férentielle quelconque, le théoréme original (et incompté [Fo1890, Ha2005])
de Pfaff en 1815 énonce duéxiste un changement de variables = 27 (y) =
27 (yt, ..., y™) qui transformew en une formew qui ne comporte que les < n
premiéres différentiellegy’, . .., dy™ :

w=wi(y)dy' + -+ wn(y) dy™,

oum = n/2 sim est pair etm = (n + 1)/2 sim est impair.

Sans aucune hypothese spéciale, Pfaff divise ainsi parldenombre de diffée-
rentielles : 'énoncé est vrai pour les formes «les plus gg@aé »,i.e. celles dont
les coefficientsv; () sont des fonctions mutuellement générales les unes \is-a-v
des autre®.

Dans le systéme de coordonnées «simplifig ..., y"), on voit immédiate-
ment que les tranches définies gat = c1,...,y™ = ¢, }, qui ne sont autre que
les (n — m)-plans définis par

{(cl,...,cm,ym+1,...,ym) oyt Lyt e ]R},
peuvent étre interprétées comme des solutions de I'équafiaffiennecww = 0,
puisque les équations)! = dc; = 0,...,dy™ = dc,, = 0 impliquent immédiate-
ment queco = 0 s’annule sur ces tranches. Par conséquent, dans le systi@malo
de coordonnéege!,. .., z"), la famille de sous-variétés retransformées en arriére :

{(:1:1(0, Y, .2 ey") Y = (W', ...,y™) e R™}

de dimension(n — m) paramétrées par les constantgs. .., ¢,,, constitue une
famille de solution de I'équatiow = 0.

5. Breve métaphysique de l'invariance.Troublant, ce théoreme de Pfaff : il af-
firme que toute forme différentielle quelconque= wi(z) dz' + - - - + wy(x) da™
qui comportea priori n infinitésimaux n'en comporte en fait pas plus$leu ”T*l
D’ou vient qu’on ne le voit pas d’emblée ?

D’un point de vue abstrait et général, tout objet géométdif@rentiel que I'on
sait définir soit d'une maniére intrinseque et indépenddetecoordonnées, soit en
signalant les lois « covariantes » de transformation aulepié est soumis quand
on change de coordonnées, souffre d’'une certaine impenfeontologique ini-
tiale : son étre propre, sa nature méme et ses caractérelvaiumelité demeurent
en effet malheureusement invisibles lorsqu’on analysdées®nt son invariance
morphologique dans le jeu libre du changement de perspgettas métamorphoses
générales on beau se succéder, aucune synthése véritaléminproduire au jour
I'étre de la chose.

Par exemple, la loi qui exprime comment une forme difféedi®iw, =
wi do! + -+ + w, dz™ se transforme a travers un difféomorphismie= 27 (y) =

19 on pourrait conférer un sens précis a cet énoncé grace aorethés de transversalité en
topologie différentielle.
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2 (yt, ..., y") — d'ou par différentiationdz’ = W dyt + - W = dy" — dit
simplement quev est remplacée par :

wy—(z Wyax])dy +- (Z Wi 833]) y"
Certainement, la morphologie générale est préservee,i ¢anspose w;(y) :=

> Wi g—zj, on obtient a nouveaw, = wi(y)dy' + -+ + w,(y) dy", et cest
en cela que réside I'invariance formelle du concept. Cegendinformation que
I'on peut tirer de ces formules générales est déja épuiséepiiemnier stade, car,
lorsqu’'on soumet la formes, a un nouveau changement de coordonnges=
vl (2) = 9/ (24, ..., 2"), les formules donnant, sont exactement similaires, aussi
bien d’ailleurs que les formules qui donneanten partant dev,., et aussi bien méme
que les formules que I'on obtiendrait en considérant lggalihorphismes inverses.
Le caractére général-abstrait de l'invariance manifegg aertaine circularité. Ce
n'est pas elle qui fournit le bon tamis a I'orpailleur diféétiel.

En vérité, le fait que I'on envisage I'invariance d'un objgométrico-différentiel
guelconqueexpose nécessairement a une insuffisance de pensée, pdee peut
trés bien que les objets se divisent en plusieurs classewq@aont pas équivalentes
entre elles. Il se peut au contraire que les objets soiestéquivalents entre eux,
auquel cas il semble priori inutile de parler de changement de saisie, de perspec-
tive, ou de coordonnées, car lorsque I'un sous-tend le pheljtc’est a la compré-
hension de I'un en lui-méme et a sa désignation que doit éeladrecherche. Par
exemple, on vérifi®’ que toute forme différentielle; (z') dz' en dimensiom = 1
se réduit aly', localement au voisinage d’un point générique. On est aomgroit
de se demander si toutes les formes différentielles ne sgse¥d pas a une seule
expression-type.

5. Les problémes de classificationBien que les problématiques de classification
en mathématiques fondamentales soient suffisamment tdrgsipour devoir faire
'objet d’'une étude métaphysique autonome, nous abregezes considérations.
Contentons-nous de noter que des que les conditions deialoméin objet sont
ambigués, vagues, imprécises, trop générales, ou extrénierariables (comme
I'est par exemple la donnée d’'un polyndme brut), on doit,rpaulibérer d'un état
de non-connaissance, chercher a éliminer le redondapipghs les objets équiva-
lents dans une méme classe, et sélectionner un représpatarthaque classe dont
I'expression soit a la fois simple, reconnaissable, syiauétret réutilisable. Il faut
éliminer la roche pour en extraire le minerai et les pépites.

5. Théoréme de Darboux-Frobenius.Terminons maintenant cette bréve excur-
sion historique en restituant le théoréme définif, d0 a Fnakse([Fr1877]), et indé-
pendamment aussi, a Darboux ([Da1882]), qui fournit urie tie toutes les formes

20 En effet, la fonction inconnug' = y' (") doit satisfaire
d 1
wi(zh dat = dy* = d_il da*,

d’'ou y =[w )dxz! et pour quer! — y* (') soit un difféomorphisme local, il faut et il suffit
que 2¥; W =wl(x ) ne s’annule pas.
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normales possibles pour une forme différentielle, vakldealement autour d’'un
point génériquer € R™. Ce théoreme précise considérablement I'énoncé original
de Pfaff, car il donne le nombre exact de différentiellesaapissantes et il norma-
lise leurs coefficients.

Théoréme 5.Sip désigne laclassé' d’une forme différentielle donnée quelconque
w = wi(x)dr! + - + w,(z)dx™ a coefficients analytiques, alors localement
au voisinage d’un point générique, il existe un changementabrdonnées’ =
iy, ... y"),i = 1,...,n, qui transformev en une forme modéte s’exprimant
simplement comme suit, suivant la parité de sa classe

p=2m: @ =y*" dyom—1 + - +y2 dyt;
p=2m+1: @ =y dyom—1 + - + y? dyt.

Par conséquent, deux formeset ' sont équivalentes, localement autour d'un
point générique, si et seulement si elles ont la méme classe.

En particulier, dans le cas de cinq variables, 2, 23, 2%, 2%), la classe peut
étre égale 1, 2, 3, 4 ou 5 et les formes normales possiblesasammbre de cing :

p=1 — w:dyl,

p=2 = w=y dy',

p=3 = w=dy’+yidy,

p=4 = w=y'dS+y*dy’,
p=5 = w=dy’ +y'dy’+y*dy'.

Dés 1899, a la suite d’'un mémoire de Poincaré 1897 consaaé&éfihition
et a l'intégration des éléments de volume en dimensionrait@t Cartan rédige
un mémoire de syntheése [Cal899] dans lequel il repenseateémutx consacrés au
probléme de Pfaffsuite a une tradition qui commence par Pfaff ([Pf1815]) lui
méme, et qui comprend Grassmann, Natani, Clebsch, LieghRrab et Darboux.
C’est dans ce mémoire que Cartan traduit dans son langagganaie concept de
covariant bilinéaireyu’avaient introduit Frobenius et Darboux.

5. Le covariant bilinéaire de Frobenius, d’aprés Darboux. Voici donc comment
Gaston Darboux présente dans [Dal882] le conceptodtariant bilinéaired’une
forme différentielle, qui correspond a ce qu’on appellecadi’hui la différentia-
tion extérieureconcept qui allait étre appelé a un destin remarquablajseade ses
vertus invariantes et de son caractére intrinséque, etlligiti @nstituer un « levier

2 D’aprés la définition simplifiée due a Cartan dans son méntgreynthése [Cal899], si on
introduit la suite définie paw; := w, w2 := dw (ou 'opérateur de différentiation extérieurel «
sera défini et analysé dans un instant),= wAw, w4 := dws = dwAdw, ws := wAdwAdw, etc,
alors laclassedew est le plus petit entigy (a priori < n) tel quew,+1 = 0, tandis quev, # 0; les
coefficientsw; (z) étant en général supposés analytiqugshe s’annule alors pas en tout point d’un
sous-ensemble dense du domaine de définition.dgrace a la propriété fondamentale d’invariance
de I'opérateur «» que Darboux avait mise en exergwé {nfra), on vérifie que la classe ne dépend
pas du systeme de coordonnées dans lequel est crite
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systématique de calcul » dans les mémoires ultérieurs agpés par I'éléve pro-
dige de Lie et de Darboux, Elie Cartan.

Dans I'espace de&!, ..., 2"), considérons une expression différentielle quel-
conque :

Og4:= X1 dx' + - + X,, dz™,
ou X1,..., X, sont des fonctions données delLa différenciation infinitésimale
par rapport a soi doit s’effectuer en toute généralité, daresdirection qui n'aa
priori rien & voir avec le vecteur infinitésimak = (dz?,...,dz™) sur lequel®y
agit. Ainsi, en introduisant un autre symbole différentiel = (5z',...,dz"), il

s’agit de faire subir & la différentiation voulue dans la direction, ce qui donne
par définition et par application de la régle de Leibniz :

n n n
®d|$+5$ o @d‘az = 5®d = Z 5(Xz dl‘z) = Z 5Xz dl'i + Z Xz‘ (SdJ?Z
=1 i=1

i=1
= i z”: gﬁ ok dzt + z”: X, ddx’.
i=1 k=1 i=1

Le premier terme constitue une forme bilinéairedanet dz, tandis que le second
exige que soit connue la différentiation de’ par rapport &, ce qui n'est pas
sans poser de problémes d'interprétation, puisque le preje de différentielles
dz' n'est pas suppos&dépendre de:, et alors on ne sait pas vraiment quel $éns
donner éd:z:i\ﬁéx —daﬂx. On est conduit & éliminét ce reste ambigu en observant
simplement que si on inverse les rbles dlet ded, le nouveau reste génant qui
apparait :

05 =Y > sz o 527 4+ X; doa’
=1 k=1 =1

reproduit lesdz’ en permutand etd, et par conséquent, si on postule que les deux
symboles d'opérateurg et 6 commutent sur les®, a savoir, si I'on requiert les
relations de commutation :

ddx’ = doa’,

22 pans|le langage moderne de géométrie différentielle, egiamt a dire qu’il n’y a pas de raison
de considérer une section du fibré cotangent.

23 On pourrait stipuler quédz® = 0 pour toute différentiatiord, ce qui reviendrait & dire que
tous les vecteurs infinitésimauke sont paralléles, au sens euclidien, en tous les peintsais cette
condition n'est pas préservée par un changement quelcateoeordonnées.

24 Calcul et concept se rejoignent ici dans la recherche dsaggant a supprimer I'extrinseque et
I'on «voit », dans de nombreuses situations mathématiquesy« soustraire en permutant » constitue
la solution la plus simple et la plus naturelle. L'opératgénéral d’antisymétrisation potentielle :

«un ordre donné peut étre soustrait a I'ordre inverse »

agit dans des domaines mathématiques trés variés : théewigvhriants, géométrie non commu-
tative, théorie des opérateurs, mécanique quantiquepgsode Lie, calcul tensoriel, théorie des
représentations.
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qui sont clairement invariant®s alors ces termes disparaissent comme souhaité
lorsqu’on soustrait les deux précédentes équations, caourie :

n n
004 —dO; => Y < N oxP dat — W; da¥ 5@«@).
i=1 k=1

Mais la morphogénése de ce calcul ne s'arréte pas ici, eitendoessairement se
poursuivré® : en intervertissant les indices sommatoiie & dans les termes qui
sont situés aprés le signe négatif, il est possiblel@mouvrir un facteur commun
devant le terme bi-différentielz’ 6% :

n n
50, -d05 =33 <W;_ . >dm ok
i=1 k=1

Et comme ce facteur commun :

0X; 0Xy
Qi *— —— — -
AR VR
est clairement antisymétrique par rapport aux indicesk, a savoir :a;; = —ay;

(d’ou il découle en particulier que; = 0), on peutencore simplifierle résultat en
décomposant la somme :

Y- Y ey Y

i=1 k=1  1<i<k<n  i=k  n>i>k>1

ce qui permet d’obtenir enfin I'expression finale et signifiadu covariant bili-
néaire :

004 —dOs = Y

1<i<k<n

X 0%,
oxk  Oxt

- —) [dxi 52k — da® 53:’}

C’est cette présentation basée sur la supposition de caatioubdz; = dix;

que Cartan retiendra de son maitre Darboux et qu'il restatdeujours dans les
expositions ultérieures [Cal922, Cal923a, Cal923b, Cal®21925a, Cal925b,
Cal928]. Avant de discuter la géométrie de cette expresgibmanifeste un ca-
ractere doublement antisymétrique, a la fois dans le casfifia;, = gf,j — %ff

et dans I'expression bilinéairér’ 52* — dz* 527, il est impératif d’énoncer la pro-
priété fondamentale d’'invariance que Darboux place audéhtit de son mémoire.

25 gp effet, dans des coordonnégs= y‘(x) déduites dec par difféomorphisme, ces relations
s’exprimeront pareillement sous la formiéy’ = déy®.

26 Dans les « foréts d'arbres symboliques » dont I'existenteefle—potentielle nous est constam-
ment révélée par la pratique du calcul formel, on sait paéggpce qu’afin de parvenir aux expres-
sions achevées qui constituent les noyaux durs d’une toitgptexe de relations algébriques, il faut
repérer, mémoriser et interroger tout ce par quoi I'inaegmdent d'un résultat peut se manifester, et
ce, jusqu’aux imperfections les plus infimes. Ici, pour peassion obtenue d&,; — dOs, des gestes
de calculs sont encore possibles, et c’est pourquoi il Egitdster, puis les accomplir pleinement s'ils
sont signifiants.
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Proposition 5.. Le covariant bilinéaire esinvariant par changement de coor-
données a savoir siz’ = 1 (y',...,y") est un changement de coordonnées dont

découlent les relationdr’ = Y-, ., % dy* entre différentielles, lesquelles per-

mettent de transformer la form@,; = >°, ., Xi dz* en une forme dans I'espace
desy :

n
g := Y Vidy
k=1

dont les coefficient¥}, sont naturellement donnés par
ot
Vei= D o5 X
1<i<n

alors le covariant bilinéaire ddl,; défini dans les coordonnégé coincide avec
le covariant bilinéaire calculé dans les coordonnééslorsqu’elles sont liées par
zt = i (yF), c’est-a-dire:

X, 0X . |
004 —dOs = > (% - %) [da 52% — da® §27]
1<i<k<n

= Z ovi — aY].C [dyi oyF — dy¥ 5yi]
: ayk oyt
1<i<k<n
— §T1, — dIT;.

Cette identité se vérifie par un calcul direct dans lequetdoa’'on calcule les
dérivées premiére% et g?;’ en différentiant les expressions qui définiss&nt

. ~ L, ., 82wk
et Yy, il apparait les deux sommes de dérivees secodgs; ;, Sykos Xk
2,/ . s . . H
et ichicn a‘zi—gyk X, qui disparaissent « miraculeusement » dans la soustraction
oy, _ v

o+ — 5.+ Les autres expressions se correspondent alors par uri algébrique
z &z .
direct et sans surprise.

En résumé, sur un plan purement formel, un phénomene syuuieoti’élimi-
nation de I'extrinséque est garanti par I'antisymétrimatid’abord comme opéra-
teur de soustraction conceptuelle au moment de la défirdtiozovariant bilinéaire
00, — dOg lorsqu’est décidé un acte de retranchement permuté, eitemsmme
signe permanent d’annihilation de tout terme parasit@dhtit par un changement
gquelconque de coordonnées.

Linvariance par changement de coordonnées offre des ol&snibrables per-
mettant de pénétrer par réseau de gestes intrinsequesadiduémiie des équations
aux dérivées partielles.

5. Opérateur de différentielle extérieure. Nous pouvons dorénavant nous en re-
mettre au formalisme contemporaify en explicitant les métamorphoses concep-
tuelles que masque parfois la contraction des notations.

27 Cest Henri, le fils d’Elie Cartan, dans ses legons a I'Ecaterhale Supérieure ([Ch1967]) qui
a traduit les concepts fondamentaux dans le langage hytatftductif actuel.
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Le symbole unique ¢», adopté universellement depuis son introduction par le
géométre KahléP, est aujourd’hui utilisé pour définir le covariant bilinéaantisy-
métrique, bien que, comme nous l'avons vu, deux directiofisiiésimales soient
impliquées, et méme trois ou plus lorsqu’on passe aux caviritrilinéaires, qua-
drilinéaires,etc, objets d'ordre supérieur qui ont été introduits par Heminearé
et par Elie Cartan lui-méme. Par définition = agit tout d’abord en tant que sym-
bole de différentiation unilatérale comme suit sur les fams f = f(z) :

df = 2L dat + 2L da® + -+ 2L dam

Dans la pensée du différentiable, cette formule classigueattul leibnizien déve-
loppe simplement la différencéz + dx) — f(x) en admettant que les dérivées par-
tielles def existent®, autrement dit, que le grapHe = f(z)} de f est localement
approximable par son plan tangdnit —y = %(X1 —ah)+-- -+%(X”—x”)}.

Mais ce méme symbole o> de type apparemment unidimensionnel est aussi
utilisé, dans le formalisme actuel, pour désigner thfkérentielle extérieurs d’'une
forme différentiellew = wy (z) dzt +- - - +w, (z) dz™, qui est définie abstraitement
comme suit (nous expliquerons dans un instant le nouveae sig ») :

dw := Z (awj — 8%) dx' Ada? .

ozt Ox
1<i<j<n

Ici, bien que nous reconnaissions le méme type de coeffici@ntisymétriques
gi{ — gg;ﬁ que dans I'expression du covariant bilinéaire de Darborob&nius
(a2 un changement de notations pres), nous sommes en droéndander ou est
passée l'idée, conceptuellement fondatrice, de différetisymétrisée de(dx)
dans une autre direction infinitésimale que celle deiz. En fait, dans la formule
définissantdw ci-dessus, c’est dans le symbole bien connusxqu’est inscrit le
bidimensionnel, ou plus exactement, qu’est lové I'acterdsgmannisation du dif-
férentiel. Expliquons cela.

Formellement parlant, ce symbolé\w désigne Igroduit extérieuentre formes
différentielles de degré (voire de degr&, 3, ou plus), qui est par définition anti-
symétrique quand on change l'ordre des facteurs :

dx' N da? = —da? A dat .

En général, dans la quasi-totalité des théories mathénastiqu physiques qui re-
courent aux formes différentielles, cette simple progreigébrique suffit a 'usage,
aux démonstrations, et aux intuitions techniques : pusdn levier symbolique !
Toutefois, puisqu’il est de notre devoir de satisfaire i@nce de comprendre, nous
allons en expliciter brievement la géométrie afin de mortmnment elle s’enra-
cine dans le langage de Darboux.

28 J'adopte dans cet ouvragiee[ [Cal945]] la notation préconisée par M. EAKHLER, qui
consiste a désigner pdw, et a appeledifférentielle extérieured’une forme différentielle extérieure
w de degré quelconque, ce que je désignais auparavant pace que j'appelais ldérivée extérieure
de la formew. »

29 || pest pas de notre propos de discuter ici de I'histoire eetalphilosophie des hypothéses de
régularité auxquelles on peut soumettre les étres qu’oalkgpfonctions.
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D’aprés la théorie contemporaine, les expressions du type :

0= Z aij(x) da’ A da?

1<i<j<n

avec des coefficients;;(x) fonctions dez, sont appelées?-formes différen-
tielles; elles doivent étre considérées comme d@snes bilinéaires antisymeé-
triques dépendant de:;, au sens suivant. Tandis que ledormes différentielles

w = wi(z)dr' + --- + w,(x)dx™ sont, comme nous I'avons vu, des formes li-
néaires dépendant deagissant sur des champs de vecteurs quelconques dépendant

dex écrits sous la forme :
0
1 2
X(z) =X () Eys) + X (x) 92

en produisant tout simplement le nombre scalaire :

(w, X), ==wi(x) X1 (2) 4+ wo(z) X2(z) + -+ + wulz) X™(z),

qui est obtenu par «projection » dé(z) paralléle a I'hyperplan{w = 0} pas-
sant parzx, les2-formes différentielleS) agiront quant a elles sur désvecteurs
Ces derniers répondent a l'idée, mise au point par Grassngarihdevrait exister
des «vecteurs bidimensionnels orientés » généralisalétel'newtonienne de vec-
teur (unidimensionnel) orienté. Par définition, les biegeics sont constitués d’'un
couple ordonné ddeux vecteurdracés dans I'espace tangent en un poiet que
I'on doit doit envisager, sur le plan géométrique, commeésgntant I'élément de
surfaceorienté qu’'est le parallélogramme tracé sur ces deux vecteursguerkes
deux vecteurs basés ernvarient dans I'espace, la variation associée du bivecteur
doit témoigner fidelement des pivotements et des dilatatthn parallélogramme
enveloppé.

Sur un plan purement algébrique, on se donne une loi de Hicdtijpn entre
vecteurs — qui estxterneen ce sens que le résultat vit dans un autre espace sup-
plémentaire — que I'on noter& \Y", avec le méme symbole/os, et qui est natu-
rellement antisymétrique :

XAY =-YAX,

parce que le parallélogramme doit changer d’orientatigadio’'on le regarde en-
dessous, de telle sorte que le cbi&oit placé avant le cot& .

Ainsi, les2-formes(2 agissent par définition sur les bivecteurs en calculant une
sorte de projection de la mesure du parallélogramme daneelgidn définie paf?
comme suit, ot il faut regarder ce qu'il advient i’ A da? | (X AY)

QXAY):= > ay(x) [da’ Ada| (X AY)
1<i<jsn

= Y ay(e) (d'(X) ded (V) - da'(Y) - da (X))

1<i<j<n

= Y ) (X V@) - Vi) 0 w).

1<i<j<n
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Par linéarité, il suffit de retenir la formule générale :
(WA (X AY) = w(X) (V) —w(Y) - p(X),

ol w et ¢ sont desl-formes, X etY sont des champs de vecteurs. En vérité, le
membre de droite jouit d’'une double antisymétrie : par rappa couple(w, ¢)
aussi bien que par rapport au couplé, Y'), et c’est entre autres pour cette raison
que le symbole « » est utilisé deux fois, aussi bien pour 2formes que pour les
bivecteurs.

En conclusion, en géométrie différentielle contemporaiespression de la dif-
férentielle extérieure

Ow:  Ows ; ,
dw = Z (8(:12 — a;j;.)d$ A dx?

1<i<j<n

d’'une 1-formew laisse libre la place de 'argument sur lequel agissen2{esmes
élémentairesiz’ A da’, & savoir les bivecteurs, de la méme maniére que les sym-
boles modernes de fonction ou d’opérateur laissent oulendace des étres sur
lesquelles ils agissent. C’est a capturer des paralléiogies géométriques qu’est
destinéeiw.

5. Lien avec le covariant bilinéaire de Darboux-Frobenius.Notons que I'ex-
pression générale du covariant bilinéaire encadrée pluisrteadésigne pas un opé-
rateur, puisqu’elle produit un nombre dés que sont spécifiést . Toutefois, on
constate sans difficulté que :

le covariant bilinéaired©, — dO; coincide aved® (dz A dz) |,

c’est-a-dire avec I'application déO au bivecteur infinitésimal 6z A da.
Autrement dit, nous avons la un seul et méme concept donffiiaitd® géné-
tigue change de statut d’'une théorie a l'autre. Tandis qudbdx différentie le
différentiel en I'antisymétrisant pour en extraire la fard® intrinsequel©,; — dOy,
la présentation moderne postule algébriqguement une deuieymétrie a travers
la formule[wA@] (XAY) := w(X)-¢(Y)—w(Y)-¢(X). D’un point de vue philo-
sophique, il est frappant de voir ressurgir, au cceur mémea tfebrie des équations
différentielles, le concept d’élément bidimensionnelayait conceptualisé Grass-
mann par des voies abstraites autonomes. Il y a ici, dan#féaaficiation concep-
tuelle d’'une forme différentielle par rapport a elle-mérnemmeun déchirement
nécessaire du spatial unidimensionnel qui le bidimensitise et I'antisymétrise
du méme coug.e différentiel spatial du différentiel engendre sa pepgéométrie,
et c’est nécessairement celle de Grassmann.

30 ce nest pas la premiere fois que I'on constate, en compdeathéorie classique avec
le langage moderne, une interversion des rbles entre leonelcet le différentiel, a cause du
symbole newtonien plurivoque de », puisque déja dans la définition classique dds? =
> i<icjcn 9ii(z) dz'dz’ riemannien, les différentiellegz’ devraient étre considérées comme des
vecteurs tangents infinitésimaux.
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5. Torsion d’'une connexion affine.Grace a ces préliminaires, nous pouvons
maintenant présenter les tenseurs invariants qu’on asgdaprés Elie Cartan)
aux connexions en calculant mécaniquement des covaridintdaires. Formelle-
ment?, la torsiond’une connexion définie par un repére mob@lel; eq,... ,en)

satisfaisant;,m = w' e; etd e; = wf e;, est la collection des formes différen-
tielles de degré deuR!, ..., Q" définies par :

Q ::dwi—cuk/\cufC ,

ou le symbolel désigne la différentiation extérieure. Pour éclairerecétfinition,
signalons quees2-formes’ mesurent la non-commutation des déplacements in-
finitésimaux de I'originan du repére mobile le long d’'un parallélogramme-test

en effet on considére deux déplacements différentielsndistdz’ et dz”, on peut
calculef? soigneusement :

Oda? O — OO = O [w" () - €3] — S [w' (da') - €]

= Ogu [W'(d2")] - €; + w'(d2”) - Saur 5] —

— Sgpr [W'(d2")] - €; — w'(da) - Sgur[ei]
= dw'(da' A d2") - e; + w' (dz") wg (dz') - ej—
— wi(dz") wg(dx”) -ej

= dw' (da' Nda") - e; — [wk(daj') wi(dz") — W (da") w}‘g(daj')] e;

= dw' (da' Nda") - e; — [wk A w,@] (dz' A d2") - e

= (dw’ A da:”) - e;.
Cette non-commutation s’exprime donc par I'action de la+e vectorielle de
torsion)’ - e; sur le 2-plan infinitésimadz’ A dz” du parallélogramme-test. Nous
exposerons dans un instant (Section 5) une interprétatomgtrique macrosco-

pique de la torsion plus immédiatement riche en substangela@ensée intuitive
et qui éclairera cette dénomination.

5. Réexpression dans la base définie par le repére mobildlous possédons deux
bases de 2-formes, & savoir ks’ A dz/ pourl < i < j < n etlesw® A W,

avecl < k < [ < n, qui sont l'une et l'autre au nombre cﬁé’g;l) D’apres
le «principe d’expression » qui pilote automatiquementaies actes de calculs
en mathématiques, chag@ doit donc pouvoir s’exprimer comme combinaison
linéaire des 2-formes élémentaire$ A w' :

Q=AY - WP AW

31 A moins qu'il ne ressente le devoir impératif de recons&yiar lui-méme les éléments fon-
damentaux d’une théorie qui lui est inconnue, le lecteurééérera au paragraphe suivant pour un
exposé géomeétrique du concept de torsion.

32 Lors du passage a la quatrieme ligne, on a regroupé le pretietroisieme terme de I'égalité
précédente pour faire apparaitre le covariant bilinéaire kpn a écrit avec I'opérateut, et on a
appliqué les formules donna#dy, [e;] etdq. [e;] ; lors du passage & la sixiéme ligne, on a renommé
i etk les deux indiceg eti et observé qu’apparaissait naturellementidermesw” A wp.
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ce qui fait apparaitre certaines fonctiofm,g = Aiz(% A). Puisque la somme porte
sur tous les indices et/ de1 an et puisques® A w! = —w! AwF, on peut supposer
sans perte de généralité que ces coefficients sont antisguest par rapport a leurs
indices inférieurs :

A?cl = _A;kv
de telle sorte que I'on peut aussi écrire :

Q=2 Z AL WP AWt
1<k<I<n
Linterprétation géométrique du tenseur de torsign sera fournie dans un instant.
5. Courbure d’'une connexion affine. Mentionnons brievement que ourbure

de la connexion définie par le repére mot(iha; e,... ,en) est, d’'un point de vue
formel, la collection des 2-formes :

I ) k J
Q1= dw; — wi A\ wy,

, o koAl
que I'on peut aussi décomposer dans la bas@desmes(w A w )1<k<z<n

Q‘Z:A;klwk/\WZZQ Z A}kl’wk/\wl,
1<k<I<n

ce qui fait apparaitre utenseur de torsiorzA;ﬁ 1 & quatre indices. Puisque cet article
est intégralement consacré aux structures de courburégdement nullej.e. sa-
tisfaisantA;kl = 0, nous nous contenterons de signaler, en compléte analogge a

la torsion, que quees2-formes(2/ mesurent la non-commutation des déplacements
infinitésimaux des vecteues du repére mobile le long d’un parallélogramme-test

Odat Oda€; — OdaOzr€; = Ogur [w] (da”) - €5] — baor [w] (da) - ;]
= Ody’ [wg(da;”)] -ej + wg(dx”) b0 [€5] —
— Odg [wg(da:’)] ej — wg(da:') < Sar [€5]
= dwg (da' Ada") e + wg(da:") wf(da:') e — wﬁ(da:’) wf(da:") - eg
= dwg (da' Ada") - e; — [wf(da:') wi(da:") — wF(da") wi(da:')] - e
= dwg (da:' A da:") e — [wf A wi] (da:' A da:")
= Qi (da:' A da:") -ej.
Résumé. Etant donné un repére mobi(en,el, .. ,en) dépendant de et éven-
tuellement d’autres paramétras le défaut de commutativité entre deux différen-

tiations d4,/ (+) et dq,~ (-) effectuées, sur I'originen du repére et sur ses vecteurs
e;, dans deux directions infinitésimales distincfes et dz" :

(82 Oz — Odgrbazr) M= Q' (da’ A dz”) - e
((Sd:t/(sdx// — 5dw”(5dx/) e, = Qz (dl‘/ A d.l‘//) $ €5 ’
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est quantifié par I'action, sur le bivectedir’ Adz”, de deux collections d&formes
différentielles :

Q' i=dow' -3, WP AWl

J o )] k J
Qf =dwj =, wi Nwy,

que I'on calcule directement a partir dedormes fondamentales’ etw’ qui ex-
priment les variations infinitésimales du repéere :

Sppm = w'e;
dx 1

— ’
5d$ € = W; €

86. GEOMETRIE DU TENSEUR DE TORSION

6. Ecart a la fermeture d’une courbe développée Expliquons intuitivement ce a
quoi correspond la torsion de notre connexion affine. On seeloine petite courbe
lisse tracée dans la variéfd partant d'un pointmg et y revenant. Ensuite, on
approxime cette courbe par une suite de segment infinitésingaie I'on envisage
comme de tout petits vecteurs tangents collés a la quelelesur la courbe.

MmNl m, M /—->
/ - \
H’]nl’l’lo

mnFig. 4 : Développement d’'une petite courbe dans son plan tamegt ,5

Grace au déplacement paralléle que définit la connexioneothtmnsporter le long
de la courbe chacun de ces tout petits vecteurs dans le plgartafixel,,M et
les mettre bout a bout dans ce plan. En général, bien que thetacée dand/
se referme, la courbe verte tracée dd@s M ne se referme pas

mnpetits vecteurs transportés

-l =,
. =
nvecteur d’écartem&wt
Ty /

M7y, M Y~

mnFig. 5 : Le développement fait apparaitre un écart d’ordre 2
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6. Connexion loxodrome. L'exemple le plus simple d’un tel ph terrestre : si nous
convenons que deux vecteurs tangents a la surface de lasbaitearalléless'ils
font le méme angle: avec le méridien qui passe par leur origthe

mno W’

mnFig. 6 : Connexion donnant naissance aux loxodromies

et si hous considérons un petit parallélogramme marin taacgoisinage du Tro-
pigue du Cancer qui est formé de deux arcs de méridiens de to@ignesurh et de
deux arcs de parallele de longueur distindtes L :

mnh h

—
mnL > [

\
mnFig. 7 : Le vecteur d’écartement pour la connexion loxodrome

alors le développement de ce parallélogramme courbe dataréangent du point
inférieur gauche nous fournit un rectangien fermédont la base horizontale dé-
calée fait apparaitre un segment de longukur [ qui n'est autre que le vecteur
d’écartement. On vérifie que cette différente- | est de I'ordre de l'aireh du
rectangle.

6. Grassmannienne et torsion.Revenons au développement d'une petite courbe
en général. Par définition, leecteur de torsiomesure le vecteur d'écartement que
I'on recalibre en le divisant par I'aire de la « membrane » egti « enserrée » dans
M par la petite courbe fermée. En premiére approximation telfecourbe infini-
tésimale de forme réguliére peut étre supposée essemtéltedirigée par un plan
de dimension 2. Or, relativement au systéme de refeses. . , e, ), tout 2-plan se

représente comme combinaison linéaire ﬂ%_i) plans fondamentaux constitués

33 Les géodésiques sont alors des courbes appelées depui€fé si&cle/oxodromiesdans la
marine. Lorsqu’on exprime la métrique sphérique dans desdcmnées obtenues par projection sur
le plan tangent au péle Nord :

ds® = R? (du2 + cos*u dv2),
ces loxodromies ont pour équation :

v cotan @ = Rlog tan (g + %),

ce qui montre que le pble est un foyer de la trajectoire autthuquel des navires tourneraient
indéfiniment.
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par les couples ordonnés de vectef#s, el) avecl < k < [ < n. Donc il suffit de
connaitre la torsion associée a un parallélogramme indinit#l enserré par deux
vecteurs(e ek,eel) poure > 0 petit. Ainsi, le vecteur de torsion associé a une
courbe infinitésimale tracée dans un tel 2-plan est définingdaquement par :

Ecartement
aire
Sil'on envisage la torsion en tant que tenseur :

Vecteur Torsion := lim

7
kl
il y a donc nécessairemetrbis indices :

e un coupleantisymétriquad’indices (k, 1) qui se rapportent I'ensemble de tous
les 2-plans de coordonné®sct (e, e;) avecl < k < I < n, qui sont natu-
rellement représentés par le bivecteyr/ e; ;

e un indices relatif a la décomposition de la 2-forme torsion
Qler+--+Q e+ +Q, e,

dans la baséey, ..., e,).

1, := composantei-iéme du vecteur de torsion

Q' (ex A e) - e; associé au 2-planey, A e

Et par linéarité, on trouve immédiatement la torsion d'umpl&a quelconque
D ohe aflei A e, oUa € R.

Ainsi s’exprime donc la signification géométrique des Z¥fes)’ qui apparais-
saient dans les identités algébriques :

dw' — P AW =00 = AL - WF AW

87. LE Fernparallelismus D’EINSTEIN

7. Accéder aux spéculations A présent, comment Einstein introduisit-il ses équa-
tions de champ unifié ? Nous nous référerons a ses deux leEat&3Db] pro-
noncées a l'Institut Henri Poincaré les 8 et 12 novembre 1928tan, qui avait
déja consacré beaucoup d’énergie aux espaces a connexioanriennes en liai-
son avec la relativité générale ([Cal922, Cal923b, CalGa4925a, Cal925b,
Cal928]) mais qui n'était pas, jusqu’a présent, entré ertacormapproché avec
Iillustre physicien se devait naturellement d’assistak @onférences d’Einstein.
Des éléments précieux apparaissent dans leur correspon{laal979] éditée par
Robert Debever, car ils échangérent des spéculationsaatEgisur les systemes sur-
déterminés d’équations aux dérivées partielles qui saraigsceptibles, en premier
lieu, de posséder un sens physique, et qui seraient évienbeelt aptes, en second
lieu, & recevoir en leur sein I'unification des champs.
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7. Systéme absolu de repéresSur une variété€>° de dimensiom > 2, on se
donne un systéme dechamps de vecteurs

€1,€2,...,€n

qui sont linéairement indépendants en tout ppirt M. Les invariants de torsion
associés a une telle structure sont au fondement de laitentst théorie unitaire
d’Einstein.

P ue

mnFig. 8 : Representaﬂon intuitive d’un champ de repéres

A la fin des années 1920, Einstein appelait ce syst@¢Bein ce que I'on tradui-

sait a I'époque pan-pode et qu'aujourd’hui on appellédramedans la littérature
anglo-saxonne gepéreen frangais. Les considérations étant locales, on peut sup-
poser sans perte de généralité que= R™ est saisie dans un systéme de coor-
données curvilignegz!, 22, ..., 2"), appeléesoordonnées de Gaugsar Einstein
([Ei1930b]). En relativité générale et dans la théorie titgnagnétique, ces coor-
données sont au nombre de quatre :

(xl,xQ,xS,x4%
et I'on dispose gratuitement de quatre champs de vectewgaitement indépen-
dants naturellement associés :

0 0 0 0
oxl’ 0x?’ ox3’ oxt’
Pour saisir concrétement les quatre champs de vectgues, es, e4, on doit les
décomposer suivant la base dgs ce qui donne :

Y 2 0 3 0 4 0
= hyg 8x1+h 82+h 83+h pyt
1 < s < 4, au moyen de 1@nctions fondamentales hs” = h,”(z) des quatres
variablesz, lesquelles paramétrent visiblement I'ensemble de tosissystémes
possibles de repéres daRs.
Inversement, si on introduit la matrice inverse, de la matriceh,” (noter I'in-

version de hauteur que subissent les deux indices plagcés lla suite de I'autre),
ces deux matrices étant par définition liées entre ellesgsaelations :
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ou ¢! désigne le symbole de KronecR&ralors chaque cham@‘g—u s’exprime
comme suit en fonction des :
0
ox?
Tout champ de vecteurs quelcongese décompose alors de deux maniéres pos-
sibles :
0 0 0

A 0
A=A — 4+ A2 443 — 444 —
oxl + 0x? * ox3 * Ox?t
=Ale; +A%ey + Az + A'ey,
et la relation entre les deux systémes de coefficidritet A° pour le méme vecteur
A = A" 2 = A°e, s'obtient en insérant so#t, = h,” 52 dans la seconde
représentation, so'g% = h®, e; dans la premiére, ce qui nous donne :
AY = hg¥ A® et A% =h*, AV,
On peut définir une métrique riemanienne associée en datkgaiori que le

champ de repéere®, eo, e3, e4) est orthonorme,

= hty €t.

miges mnA

m ; mneq

d’'ou par la régle de Pythagore :
JA|? =3, A2 =3, h¥, h®, AF AV,

Ainsi, les coefficients de la métrique correspondafi& = g,,, dz* dz” sont don-
nés par :

Guv = h°, 1%y
En relativite générale, il y a exactemel@ potentiels de gravitation,,,, définis-
sant leds? pseudo-riemannient (< p < v < 4), en tenant compte de la symétrie
9w = guyu- ICi, il'y @ en toutl6 fonctionsh,”, ce qui ajoutes degrés de liberté sup-
plémentaires, lesquels pourraient éventuellement « géberles six composantes
du champ électromagnétique classique.

7. Connexion associée a un parallélisme absoll®Pour définir une connexion, dé-
clarons qu’'un vecteuA en un pointp estparallélea un autre vecteuA’ en un
autre pointp’ si A et A’ ontles mémes composanteans les repéres respectifs
(e1,...,e,) enpet(e],... e),) enp’. Aussi simple que dans le cas euclidien, le
parallélisme ainsi défini est doriatrinséqué®, et de plus, il ne dépend pas d’'un

chemin que I'on devrait éventuellement suffrpour aller dep enp’, autrement

34 _ane pas confondre avec I'opérateur infinitésimal(-) —, qui est égal a 1 lorsque ses
deux indices coincident, et qui est nul sinon.

35 parce que tout changement de coordonnées emporte avecsysteme de champs de
vecteurs, et parce que I'égalité des composantes de deteuvepar rapport a ce repere est préservée
par la transformation linéaire tangente —

% Dans la théorie générale des connexions, en présence drioue transport par parallélisme
ne peut étre défini que le long d’'une courbe tracée dans latéast il dépend fortement des courbes.
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dit : le parallélisme esabsoly exactement comme en géométrie élémentaire. En
Allemand, on I'appelle aussternparallelismugour signifier que la comparaison
entre vecteurs posséde un sens non seulement au niveatéginfiral, mais aussi

a distance finiment éloignée. De plus, le parallélisme resteéme si I'on fait un
changement de repere global a coefficients constéhts GL,,(R) indépendants
dep :le vecteurM A’ en un point arbitraire’ est en effet paralléle au vecteuf A

enp.

7. Résumé.Etant donné une varié@métrique M munie d’'un chamg> de re-
péres(ey, ey, ...,e,), on peut y définir une métrique riemannienne en déclarant
que les repéres en question sont orthonormeés. Réciproaquesida variété M

est munie & la fois d’'un champ de repéfe$, . .., e},) et d'une métrique rieman-
nienne, on peut orthonormaliser les repéres grace au pratédhonormalisation

de Gram-Schmidt.

Ce procédé classique consiste a prendre le veeteur €/ /|e] | de norme rie-
mannienne égale a 1 qui est colinéaike apuis a définir le vecteus,, := Hz%igll
de norme 1, ol désigne le produit scalaire entse etes, d’'ou €}, est orthogonal a
e}, et ainsi de suite.

7. Co-repére dual. La collection des: formes différentielles définies par
Wt = ht, da

estdualedu repéree,, au sens ot (e;) = ht, hs” = 6¢. En général, on dit qu’un
n-uplet (w!, ..., w") de formes différentielles linéairement indépendantesoah t
point z constitue un «o-repére», le préfixe « co- » référant a la dualité.

7. Formules analytiques définissant la connexionD’apres la théorie classique
(cf. Section 3 et [Ei1930b)), les coefficients de Christoffe], = Af,(z) d'une
connexion quelconque interviennent dans formule donmsshéplacement paralléle
infinitésimal d’'un vecteur* :

1 _AM _ I
A |x+d:c A ‘:c = 0dz A
= Al AP dx”.
Pour la connexion naturellement associée a un parallélesinselu défini par le

champ de reperes, = h,” 6.‘97, les A7, sont en fait uniquement déterminés par

des formules analytiques simples en fonction des 16 géarftindamentales,”,
et de leurs inverses’ .

En effet, rappelons que par définition deux vectedite et (AS + 6dx(AS))es
basés en et enz+dz sont paralléles si et seulement si ils or@mescomposantes,
a savoirdy, (A®) = 0 pour tout indices, ce que I'on exprime comme suit en revenant
aux composantes de Gauss :

0 = 64z (A%)
— 640 (h*, AP)

= 900 da¥ AP 4 ), 54, (AP).
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Multiplions a présent chacune de ces identités/pér ce qui introduit une som-
mation supplémentair® __, et ce, en tenant compte pour le deuxieme terme de
hs* h®, = ¢}, et factorisons le tout :

0= hyt P

«(A%)
:hﬁ“%ﬁdxiﬁk%Aﬁdeﬂ
:(m“?;-+A“)Aﬁm%

d’oll nous dedwsonAp,, = —h," 8h

Convention 7.. La différentiation ordinaire par rapport a une coordonnéésera
L ) : h®p _
désignée au moyen d’une virgulé-) ,, par exempleaﬁ =h’) ..

Pour obtenir une autre expression équivalenté\gg, différentions par rapport
az” lidentité 8, = h" h*),

O - hs'uﬂ, hsp + hs'u hsp,lh

et remplagons dans I'expression obtenue a I'instant :

— s __ 1S
Ay = =" W% = 0% bt

7. Transformations de (co)vecteurs et de (co)repéresA travers un changement
quelconque de coordonnées locates: Z(x) dont I'inverse sera simplement noté
x = z(Z), le transport des différentielles se calcule grace aux fitesautoma-
tiques de différentiation :

= 927 qz* et dz” = 9 dx”.

dx¥
Quant au transport de champ de vecteurs, il s'obtient evatérpar rapport a”
l'identité fonctionnellef (z) = f(z(x)) et en différentiant par rapport@ l'iden-
tité inversef (z) = f(z()), ce qui donne :

o _ 9z” 9
oxv — Ozv OzP

9 _
et 2 =

xr

Q

P 0

oxY OxP

A travers un tel changement de coordonnées, voici commérarssforme le champ
de repéreg;, ainsi que le champ dual’ de formes différentielles :

e; = hy” 5% w' = h', dz”

_ o] _pt OzP v
hp@xpﬁx _hp67 dz ’
— -t — .

_h 3—1/—987 :h,,dxyzwt

d’ou nous déduisons la régle de correspondance entre doisatoefficients :

-t
p OT t O
By = hyt & et R, = ht, 2
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7. Torsion, courbure et platitude. Par définition, dans la théorie classique (diffé-
rente de celle du repére mobile), le tenseur de torsion radsutéfaut de symétrie
des coefficients de Christoffel par rapport a leurs deuxcieslinférieurs :

AL, = AL, =AY,
=h", hs" , —h%, Rt .

On peut vérifier par un calcul direct que c’est bien un tenSeiie. que I'on a
A, = Z 9l dr L AL, pour tout changement de coordonnées= z(x).
Observons que notre tenseur de torsion ne contient que desetepremiéres des

composantes fondamentales’.

Classiquement, du point de vue des invariants de courbute terrsion, il existe
une certaine réciprocité-miroir entre les structures aamennes et les champs de
repéeres.

e Variétés (pseudo)riemanniennes Dans la théorie du parallélisme rieman-
nien due a Schouten et a Levi-Civita, la torsgannule identiquemenparce
que les coefficients de Chrlstoffélp,,, définis en fonction de la pseudo-

métriqueg,,, dz*dz” parll, = ;5 g““(a%)gay + a%ygap — &%gpy), sont
symétriques par rapport a leurs indices inférieurs,; = I}, ; cependant, le
tenseur de courbure riemannienne est en général non nuliepdint.

e Structures a parallélisme absolu Dans la théorie d’Einstein-Cartan, la cour-
bure pour la métrique pythagoricienne s’annule identigernparce que le
transport par parallélisme des vecteurs le long de paogit@mmes infinitési-

maux fixede factoleur orientation et leur direction ; cependant, le tenseur d
torsion est en général non nul en tout point.

Proposition 7. Un parallélisme absolu défini par un champ de repéres

(e1,e,...,€,) est équivalent, via une transformation locale— y = y(x), a
I'espace degy', 2, ..., y") muni des repéres triviaux associés
ayl 9 8y2 9 9 8y"

37 En effet, en appliquant les formules de transformation éniéotes en abrégeant dar -
différentiation par rapporta”, en développarﬁs”,i =h" A a_y pour passer a la deuxieme Ilgne

K’;u = Espﬁs#,v - ESV Esy 5

E” 9z
/\Bz aaz S , A TP

_ps  9z* B oz s dz™ B azH oz
=ha TP [h azﬁ} 8zl’ —ha ozv [hs azﬁ} TP

s x> T M
=h’a 5= hs

oxTP

_ 35 9z™ B8 ozt B _d8%z* o9z _ s B Bz“ B _a%z+ | 8z
=h & oz (hs A 9zP +hs dxzP oz ) oTV h (’BEV hs + hs dzP oz ) TP

_ 9z® 8z 9zt (s 8 s B B 8z oz _9*z* B 8z oz _9*z*
— 9zP 0xzY 9xP (h o hs AT h™x hs sa) t h’a hs dzP Oz’ 0zPox™ h’a hs dzv 0TP dxPox
_ 9z® 9z ozt Aﬁ z*  9%zH 9z% 9z _9%zH

dzP Dz OzP Ba:f’ f)z" 9z 9z>  0z¥ OTP 0z*dxT>
_ ozt 9xPl 9x¥1 Aﬂl
dxzH1 9TP OTV pP1VL"
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si et seulement $ous ses coefficients de torsion s’annulent identiquement.

Démonstration.Dans le cas (pseudo)riemannien, les espaces gitsts» qui ont
un tenseur de courbure identiquement nul sont localemarivaignts a I'espace
euclidien (minkowskien) : la dégénérescence complete mesiants raméne au
modele standard, « plat», sans aucune courbure.

Ici, les arguments sont plus expéditifs que dans le cas riaiga, ou la preuve
(cf. [Spi1970]) nécessite une préparation adaptée du théorenkeatbenius. Sup-
posons en effet que

0= Aﬁy - Affp
= _hsu (hsp7y - hsyvp)’

c'est-a-dire quer®, , = h®, , pour tous indicep, v, ets. A s fixé, chaque sys-
téme extrait de:? équations aux dérivées partielles s'intégre facilerifenpour
tout s fixé, il existe donc une fonctionh; = () telle queh®, = 9% — d'ou
trivialement0 = »°, , — h*, , — et il suffit alors d'introduire le changement de
coordonnées — ¢ (x) =: y — qui est automatiquement un difffomorphisme lo-
cal puisque par hypothese la matrice fiés = % estinversible — pour redresser

chaquee, = h" 52, enaiys :

o e 9 ., 8

Oys  Oxh Oxh =h * oxh

Réciproquement, le parallélisme-identité constasit = % posséde bien une tor-
sion nulle :Ap, = &5 (05),, = 0. O

7. Connexion de Levi-Civita de la métrique riemannienne asxiée.

7. Dérivée covariante de tenseursClassiquement, les coefficients de Christoffel
permettent de définir une notion intrinséque de dérivéer@mva des tenseurs, qui
produit & nouveau des tenseurs. Par exemple, pour un teAgeume fois contra-
variant et pour un tenseur, une fois covariant, on définit :

R (o4 . (67
Al =AM 5 — AY AR et Wy o 1= wmg—i—wQAW.

Enfin, la torsion intervient naturellement lorsqu’on mesia non-commutativité
des dérivées covariantes d’'un tens@ﬁtlllﬁ‘; quelconque :

T, - TA = Th )

cOp . e Qp . e “Qp .
P o, T P o, T P

Cette formule se vérifie aisément sur les tenseurs de petif &h se généralise
ensuite.

38 e rotationnel d’un champ de vecteurs s’annule si et seulésiee champ est localement égal
au gradient d’une fonction.
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88. TENSEUR DE TORSION ET EQUIVALENCE

8. Equivalences de co-repéresDés les années 1905-1910, en relation avec la
théorie des groupes de transformation en dimension infidéetan étudia le pro-
bléme abstrait d’équivalence pour les systéemes absolus-tlepéres, sans réfé-
rence a la notion de connexion.

[OL1995]
8. Théoreme fondamental de Cartan.Les composantds/,, de la torsion accom-
pagnées de toutes leurs dérivées covariantes par rappert e, ..., e, :
H H Iz
HP”%’Yl’HPW Yisv2r ’lefwuw; YR

constituent un systeme complet d’invariants différestikl parallélisme absolu au
sens suivant.

e Equivalence locale :Si I'on se place localement au voisinage d’un point ot I'ap-
plication de)M a valeurs danR>°

T — (Hgy(x),ﬂgy; (@) AL (T )

est de rang maximal localement constant, disons égalaecO < r < n), et si
I'on choisit une sous-collection dedérivées covariantes fondamentales de rang
par rapport a

(@) = Ty ) m ima @) smn @ E= Loy
alors par le théoréme du rang constant, touteslgses dérivées covariantes s’ex-
priment au moyen de certaines fonctions deldgs

[ = pH
osivescime = Povmion (I, ..., 10,

etchacune de ces fonction@ﬁm,,% est indépendante du systéme de coordon-
nées.Par conséquent, ces fonctions sont exactement les ménredqaousystémes
de repéres qui se déduisent I'un de I'autre par changemeraatdonnées.

e Résolution abstraite du probléme d’équivalence :Réciproquement, étant
donné deux parallélismes absoles es, ..., e, et e, e,,..., €, définis chacun
dans leur propre systéme de coordonnéesz?, ..., z") et (z%,22,...,2"), il
existe une transformation ponctuelle (un difffomorphisocal) x — 7 qui trans-
forme le premier champ de reperes en le second pourvu seni@uer = r et que
les dépendances fonctionnellést ® soient exactement les mémes.

89. HISTORIQUE INITIAL DE LA CORRESPONDANCE ENTRECARTAN ET
EINSTEIN

9. Deux conférences d’Einstein a I'Institut Henri Poincaré Le 9 novembre

1929, Einstein s’est déplacé a Paris pour recevoir le tirdattor honoris causa
de I'Université de Paris qui lui sera décerné dans le Grangtithéatre de la Sor-
bonne en compagnie d’autres éminents savants, devantrgeealssemblée réunis-
sant professeurs de droit, médecins, archéologues, ieis¢prhommes de lettres,
chimistes, physiciens et mathématiciens. A cette occaédhet le 12 novembre,
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Einstein est aussi invité a prononcer deux conférencesgtitlit Henri Poincaré,
nouvellement créé un an auparavant. C'est au texte [Eil93@iié dans le pre-
mier volume des Annales de I'Institut et rédigé en francais Alexandre Proca a
partir des deux lecons d’Einstein que nous allons nousagfgarce qu'il constitue
la synthése finale et détaillée de la tentative la plus codeubkéorie unitaire, avant
gqu’Einstein ne I'abandonne brusquement pour s’engageol&aboration avec Wal-
ther Mayer vers des théories unitaires a la Kaluza-Kleinieredsion> 5. Cette
synthése suit de trés prés l'article de revue [Ei1930a]issen aolt 1929, pu-
blié en décembre 1929 aprés un long délai éditorial et stians le méme volume,
d’une notice historique sur le parallélisme absolu que &arédigea en francais
sous I'expresse demande d’Einstein.

Tentative d’approche variationnelle. Dés Juin 1928, Einstein avait entrevu une
nouvelle possibilité géométrique pour élaborer une tleéarifiée de la gravita-
tion et de I'électricité®. A une semaine d'intervalle, il fit paraitre deux courtes
notes auxSitzungsberichtaede I’Académie prussienne, dans lesquelles il introdui-
sit lesn-Bein, la connexion associée et son tenseur de torsion @irsles équa-
tions d’'annulation de la courbure, afin de tenter de définitagmangien du type
H := det(hk) g Afjﬁ A%, dont dériveraient, par un principe variationnel de type
Euler-Lagrange, les équations recherchée pour un charfip.Ueu de temps apres,
ces deux publications déclenchérent une correspondaigestkin avec des phy-
siciens et des géomeétres contemporains, notamment avetaHeéviintz, Roland
Weitzenbock, Cornelius Lanczos, Elie Cartan et Walther défay

La structure mathématique des systémes absolus de repékesdoppée prin-
cipalement par Weitzenbtck, Schouten et Cartan en rapped ka théorie des
connexions et avec les groupes de Lie devait donner lieu lagdigts échanges
épistolaires concernant la priorité scientifique, et kengrandissait au moment de
la culmination « médiatique » ... ..

Aprés douze années de recherches accompagnées de multiples désap-
pointements, j'ai maintenant découvert une structure métrique continue
située entre les structures riemanniennes et la structure euclidienne, et
dont la mise au point conduit a une théorie véritablement unifiée des
champs *.

Correspondre pour signaler ses travaux.ll est généralement admis qu’Einstein
a retrouvé par lui-méme ce concept géométrique, inspirégtee par laNahegeo-
metrie de Weyl et par les diverses variations conceptuelles quregéut faire subir
aux notions physico-mathématiques qui sont susceptidiss leur étre propre,
d’'étre soumises a des déplacements infinitésimaux.

39 pour un historique détaillé de I'« orbite Einstein », fondé sne analyse scrupuleuse des ma-
nuscrits et des lettres d’Einstein, le lecteur est renvojexaellente étude [Sa2006].

* «Nach zwolf Jahren enttauschungsreichen Suchens ergdietkhun eine metrische Konti-
nuumstruktur, welche zwischen der Riemannschen und ddidisdhen liegt, und deren Ausarbei-
tung zu einer wirklich einheitlichen FeldTheorie fihrt»bé&f den gegenwartigen Stand der Feld-
Theorie, in : Fetschrift zum 70. Geburtstag von Prof. Dr. Aod®la Zirich, Orell Fussli Verlag,
1929, 126-132; p. 130.



152 JOEL MERKER

Toutefois, deux fait attestés historiquement retiendrmite attention. Dés 'été
1929, Einstein est confronté a deux éminents géométresz&kibiock et Cartan,
qui avaient déja développé en eux-mémes et pour eux-mémaspects purement
théoriques des structures a parallélisme absolu. Phéreod&r mode » traversant
les communautés scientifiqitet favorisant la publication de certaines thématiques
spécifiques, ou circulation inconsciente des idées queaich@é-)élabore dans son
propre langage théorique sans se ressouvenir des corgérgnc auraient posé a
'avance les jalons d’'une réminiscence ultérieure, gsetle’en soient la cause
réelle ou factuelle, nous savons, grace a la conservatideuwtecorrespondance,
comment Einstein et les deux géometres différentiels seesghiqués.

L'épisode Weitzenbock. Le 1°" aolt 1929, Einstein recoit une lettre de Roland
Weitzenbdck, alors professeur a I'Université d’Amsterdaui réclame la priorité
scientifique au sujet de la connexidy},, naturellement associée a un parallélisme
absolu, aujourd’hui appelémnnexion de Weitzenbdclelle apparaissait déja dans
un article de survol sur la théorie des invariants algélasget différentiels publié en
1921 dans Encyclopéadie der mathematischen Wissenschaften mitlitirsscihrer
Anwendungenet plus explicitement encore dans la monographie [Weill9R2&r
ailleurs, Weitzenbotck signale a Einstein I'existence dmimi@ux articles récents
consacrés aux champs deBein, notamment par Vitali, Bortolotti, et Einsenhart.
Plus spécialement, Weitzenbock signale le théoréme foedthde la théorie,
qui lui est dQ, d’apres lequel toute fonction des coeffidgdahdamentaux” et de
leurs dérivées successives” y,, hs" x apr -0 Ps” A1 2, 2, JUSQU'A UN OFdre
fixé x qui est invariante par changement arbitraire de coordasthéet par rotation
orthogonale globale a coefficients constasfs— M!e;, avecM! € O,(R),
s’écrit nécessairement comme fonction du déterminant |hs"|, du tenseur mé-
trique g, = h,ﬁ h,ﬁ, du tenseur de torsior\ﬁa, et de toutes ses dérivées cova-
rantesAy \ ATy A ai g, JUSQU'a Pordres — 1. Aussi Ein-
stein devrait-il rechercher I'expression d’un lagrangaféquat seulement comme
fonction de ces invariants fondamentaux. De plus, le lagieanque visait Einstein
devant étre d’ordre 1 en les dérivées dgs, Weitzenbdck montre qu'il n’existe

4 Ref. Cartier

41 Tras précisément, il s’agit par définition d’'une fonctidrdu «jet» d'ordre x deshs* défini
par :

3" hst = (hsﬂv hS#,/\17 hs#,kl,km S hs#,kl,k%m,)\,i)
qui satisfait
I(j"hs") =Z("hs")

lorsqu’on effectue un changement de coordonnées> T = Z(z) transformanth,” enh," =
hs? ‘g%‘;, puis transformant les dérivées d’ordret’ , en

T H P ozl 9TH p ozl 9%z
hs A1 hs »T1 ggA1 OxP + hs oz M OxPOxT1 )
et ainsi de suite, autrement dit, une fonctiomariante est une fonction qui a la propriété de rester la

méme lorsqu’on remplace les dérivées des

TR T s e ) = TP B B ).
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pas de fonction invariante qui est linéaire enAgs et que toute fonction invariante
quadratique en les’, est nécessairement combinaison linéaire

H=aZly+bly+ cl3
de trois invariants fondamentaux définis par :

Ty = g" Ny AT,

Ty = ¢ A, A

vo?
I3 = g"" g grp A, AL,

multipliée éventuellement par le seul invariant d'ordreoz§u’est le déterminant
h = |hs*|. Enfin, Weitzenbdck annonce son intention d’écrire une Aate sujet.
Le 3 aolt, Einstein lui répond avoir été incité par Planck Blipu de toute facon
dans une revue destinée a des physiciens, et se montrelfevarane présentation
des résultats de Weitzenbéck a I’Académie prussienne. béi presque par retour
de courrier, Weitzenbéck envoie son projet d’'article rédiyec célérité, projet qui
paraitra en novembre 1928. Leur correspondance sembkesior étre tenue a ce
point.

e Spéculation épistémologique Einstein croyait avoir trouvé par lui-méme l'idée
de parallélisme absolu a distance fini. Tout scientifiquet peaonsciemment ren-
contrer ou redécouvrir soudainement une idée qui a été déples années aupara-
vant dans son inconscient, et I'on peut croire qu’Einstéavait méme pas essayé
de suivre ce que Cartan avait essayé de lui expliquer. Maiseoh aussi penser
gu’Einstein était renseigné sur les travaux de Cartan dodéviait certainement
avoir recu des tirés a part, bien gu’il ne se sentit pas ollgééagir aux articles
purement mathématiques de Cartan, de Schouten, d’Eidestitier Weitzenbock.

e Eisenhart 1925 :Riemannian geometryrinceton University Press ; connexion
associée a un parallélisme absolu.

o Weitzenbock 1928 :Differentialinvarianten in der Einsteinschen Theorie des
Fernparallelismus Sitzungsber. Pruss. Akad. Wig6 (1928), 466-474.

e Réponse d’Einstein a Cartan :

Ich sehe in der That ein, dass die von mir benutzten Mannigfaltig-
keiten in den von lhnen studierten als Spezialfall enthalten sind.
Auch die Herren Eisenhart (Princeton) und Weitzenbdck (Saa-
ren) haben die mathematische Grundlagen meiner neuen Theo-
rie bereits teilweise vor mir dargelegt. Letzterer hat in einer zu
unserer Akademie Sitz. Ber. 1928, XXVI, gedruckten Abhand-
lung ein — wie es schien vollstandiges — Litteratur-Verzeichnis
der einschlagigen mathematischen Arbeiten angegeben; dabei
hat er aber auch lhre Arbeiten Ubersehddies muss nun wieder gut
gemacht werden. Ich bin aber ein bischen ratlos, wie ich es ma-
chen soll, um alle gerechten Anspruche zu befriedigen.

e Réaction dubitative de Cartan :
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Le silence de Weitzenbdck a mon égard est un peu curieux car il
indigue dans sa bibliographie une note de Bortolotti dans laquelle
il se référe plusieurs fois a mes travaux.

e Le 15 mai 1929, Einstein propose a Cartan d’écrire un arii@déorique sur la
notion de parallélisme absolu dazsitschrift fir Physikcomme complément a un
mémoire de survol d’Einstein.

e Une semaine plus tard (seulement!), le 24 mai 1929, Cartasieeson projet de
Notice historique sur le parallélisme absolu

e Trois mois plus tard, le 25 aolt 1929, s’excusant pour sog kilence causé
par de nouveaux doutes sur la la Iégitimité d’appliquerecttéorie a la physique,
Einstein propose de publier plutot dans Mathematische Annalen

weil einstweilen nur die mathematischen Zusammenhange unter-
sucht werden, nicht aber deren Anwendung auf die Physik.

e Einstein s’est toujours plaint de la lenteur (déja légeredan 1930) des publica-
tions dans les revues de mathématiques :

P.S. [10-1-30] Es ist merkwurdig, dass die Mathematische Annalen
eine so schreckliche Verstopfung haben, dass sie in so vielen
Monaten nicht ausscheinden, was sie zu sich genommen haben.

810. LES 22 EQUATIONS D'EINSTEIN

e Rappel : systéme de 4 champs de vecteurs linéairement indépendants
es = hy¥ 2 1<s<A4,

ox?
dont un systéeme complet d'invariants fondamentaux esttito@spar les com-
posantesAs, du tenseur de torsion ainsi que de toutes ses dérivées aotexi

B I3
Apviys Npvsyisyes -

e Comptage initial : Il y a en tout4 x 6 = 24 quantités\/,, tandis que leé,” sont
seulement au nombre dé. Avant méme de chercher a synthétiser des équations
unitaires, il faut donc comprendre les relations algélegyabstraites et générales
qui lient lesA,. C'est lepoint de vue du démiurge comme I'écrivit Cartan a
Einstein le 3 décembre 1912 : Einstein physicien revét teaigmment la robe al-
gébriste.

e Objectif principal : inventer un systéme covariant d’'équations aux dérivées par
tielles unifiant la fois la relativité générale et I'éleatmagnétisme.

e Sous-objectif : comprendre les identités algébriques que doivent satisfas
composantes de torsion.

e Paradoxe :la physique semble disparaitre, le probléme revenant a iom@es
question d’algébre différentielle ?
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e Einstein & I''HP en novembre 1929 :
Mon point de départ a été constitué par les identités auxquelles
satisfont les grandeurs Af,. D’une fagon générale, la recherche
de certaines identités peut étre d’'un grand secours pour le choix
des équations du champ, en nous suggérant des formes pos-
sibles pour les relations cherchées. L'étude de ces identités doit
donc logiguement précéder le choix du systéme d’équations.

e Comment Einstein dérive-t-il ses équations ?

e Le parallélisme étant absolu, la courbure riemanniennédestiquement nulle,
donc les coefficients de Christoff&l; \ de la connexion satisfont :

— L L L g L g
0= XA p Axu,A AT Axu + Aau XA

¢ Afin de faire intervenir le tenseur de torsion, on permutewdairement les indices
X, A, i, On somme et on fait apparaitre les dérivations covariantes

0= A;A;u + AS\M%X + A;x;k + (Agca gfu + Ao ﬁx + Aiwz ;A)

e Soulever (ou abaisser) les indices grace au tenseur mgtriqu
[ 2 We'% o _UT
AEZ T AUT gu g -

e Appliquer a ce tensedf := Ay, la formule de permutation des dérivées cova-
riantes : B
T’;V;oz - T’;a;u = _T’;UAgoz
(avec les mémes indiceset ) ce qui donne :
« _ «
A% —A =—A A7,

J 2 %Yo Qs o v p;o
Ensuite, grace a la formule de dérivation d’un prodifitS)., = 1:,-S.;+1-S. 4,
on réexprime le membre de droite :

= —(AZZ A‘,ja);o_ + AL A

vo; o

et on change les indices muetsa et v du premier de ces deux derniers termes en
a, o etr, ce quidonne :
= _(AZI A?'[O');a + AEQAZO/—O(;O"
On place les quatre termes dans le membre de gauche et on faetean la dérivée
covariante(-). o :
(AS,., — AZI A;’T);a — A% - Azz A =0.

psv P o v vos o

Les 22 Equations d’Einstein :
16 0=G" =A%, — A7 A% =0
6 0=F" .= A%

p; o
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satisfont lest identités :
0=GH,, —Fr., — Asz E,,

e Arguments (cuisine spéculative) d’Einstein Les équations les plus simples :
Ay, =0

sont trop restrictives : elles équivalent a dire que 'egpast euclidien, et de plus

elles ne contiennent que des dérivées premieres des

e Les mémes équations, dérivées une fois :
A%, =0

nv; o
sont presque équivalentes aux précédentes, et elles snggkainnuler toutes les
divergences possibles qu’on peut former a partingg , : soit

6 0=A%.4
soit
16 0=A%,,.

e Par un argument intuitif mystérieux (qui n'est pas souteauyme spéculation ri-
goureuse), Einstein est conduit a rejeter ces équationséeétionner leg2 équa-
tions écrites dans I'encadré, qui ne sont autres que cegt@iombinaisons linéaires
des6 + 16 équations obtenues ci-dessus.

e Du point de vue de l'analyse épistémologique, on assistecatemative d'imi-
tation de la stratégie gagnante qui avait conduit a I'élatbon des équations de la
relativité générale.

¢ Relations de compatibilité : Einstein considere que, a un changement de coor-
données pres, il y 86 — 4 = 12 quantités inconnuels,” indépendantes, parce que
I'on peut normaliser :

hia = hog = h3q = 0, hay = 1.
Or, pour étre compatibles, 1&2 équations satisfaites paP doivent étre liées par

22 — 12 = 10identités algébriques indépendantes, et comMraent déja connues,
il faut en trouver encoré.

e Rappel : En relativité générald,e. sur une variété a 4 dimensions munie d'un
ds”® pseudo-riemanien (minkowskien sur chaque espace tangent)0 fameuses
équations d’'ENSTEIN (1916) pour la gravitation générale s’écrivaient :

1 <i < k < 4, 00R¥ est le tenseur de Ricci gt le tenseur (pseudo)métrique,
tous deux écrits en composantes covariantes? est la courbure scalaire, et @ti*
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est le tenseur d’énergie-impulsion de la matiére. Le prem@mbreR** — % d* R,
appelémembre géométrique est purement mathématique.

e Ici, nous avonslO fonctions inconnueg,, (potentiels de gravitation) observe
Einstein, mais le systéme désoordonnéegz!, 22, 3, z*) permet d’en normaliser
4 parmi 10, par exemple

g1u =0, g2a=0, g34=0, guu=1,
et donc, heuristiquement parlant, il ne reste plus §uaconnuesprincipales, a
savoir les6 g, restantes qui doivent satisfaifd > 6 équations. Mais comme

on le sait, la loi de conservation infinitésimale de I'énergkige que la divergence
covariante dg"** s’annule, ce qui donne ldséquations de compatibilité suivantes :

0= (R*— %gikR);k
1 <7 < 4, qui rétablissent la cohérence du systéme d’Einstein.

e Dans la recherche d’'une théorie synthétisant gravitatiéteetromagnétisme, on

se concentre d’abord sur I'élaboration d’équations teees géométriques géne-
ralisant R** — %gik R = 0, et on est amené a discuter de la nature et du nombre des
équations a choisir, ainsi qu&péculer sur le nombre de relations de compatibi-

lité qui doivent nécessairement étre satisfaites par le sig&ne recherché

e Par ailleurs, on est tenté, afin de respecter un principe endiéisme physique
(au moins local), a privilégier seulement les systemegjigtdes données physiques
initiales sur une sous-variété a trois dimension déterntinaeiquement toutes les
guantités dans un voisinage. Autrement dit, les systemdsa#és doivent étre non
caractéristiques (au sens de la théorie Eieg).

e Avant de poursuivre, rappelons aussi que pour les équatiemdaxweLL (élec-
tromagnétisme) dans le vide

OE oH

1 1 _
rOtH—Ea—O rotE—I—EE—O,
divE =0, divH = 0,

sont au nombre d8 pour 6 inconnues mais il y a les2 = 8 — 6 équations de
compatibilité obtenues en prenant la divergence de la grentigne.

e Paradoxe métaphysique :les équations de la physique envisagées seulement
avec le regard d'un algébriste différentiel.

e Einstein en trouve 6 de plus, comme il le souhaitait.

| ? Contribution de Cartan ? |

Anticipation. Aprés une correspondance soutenue et concentrée dansplg, tem
Cartan en appliqguant sa théorie des systémes en involutmrirenqu’il fallait en
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vérité s'attendre > 10 identités algébriques indépendantes et fait découvrir &
Einstein les 2 identités supplémentaires.

‘ Théoréme de Cauchy—Kowalewsky{

e Systémes d'ordre 1 : existence et unicité

e Exemple : systemes d’équations différentielles ordinairésc: R variable temps
etu = (ul,...,u™) € R™inconnues :
8 .
S — Fonction(t, u)
u(0) = ug

e Deuxiéme exemple systémes d’'équations différentielles ordinaires avea-par
meétred = (A\,...,\) €R":

9u — Fonction (¢, u; \)

u(0) = uo(X)

e Cauchy-Kowalewsky :
[ variables indépendantegx!, ..., 2") € R" ety € R.
O variables dépendantesgu’, ..., u™) € R™.

ou

5, = Fonction analytique(z,y, u, uy)
u(z,0) = o(z)

‘ Théorie des systemes en involutioﬁ

e Article de synthese de Cartan Bull. Soc. Math. Francg9(1931), 88-118, paru
apres les échanges de lettres avec Einstein.

e Exposé de la théorie sans utiliser le langage des formexreliffielles.
[] Deux variables indépendantegr; y) € R2.

[0 m variables dépendantegu’, ..., u™) € R™.

¢ Notation abrégée :
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e Systéme de équations linéaires aux dérivées partielles d’ordre 1 :

0= Z apuf + Z biu5+cl

1<k<m 1<k<m
0= E ay uf + E qu];-i-cT
1<k<m 1<k<m

e Réécrire matriciellement :
O=au; +buy +c
e Cas particulier : maximalement résoluble par rapport au,, c’est-a-dire :
rang matricg(bj,) = r = nombre d’équations
e Renuméroter et découper les fonctions inconnues :
(u', u”) = (ul,...,ur, u ,um)
e Réécrire le systeme :
0=au, —i—b'u; —|—b”ug—i—c
e La matriceb’ devantu;, est inversible donc on peut résoudre par rapparj a

u; = F(a:, Y, Ug, ug)

= F(x,y,u;,ug,u;’)
e Pour pouvoir appliquer le théoréme de Cauchy-Kowalews$Kguidrait considé-
rer comme étant fonctions inconnues seulement celles gtiidsms le membre de
gauche, a savoir IesfonctionSu’y. Donc on oublie les, — r fonctions restantes”,
ou plutdt,on choisit arbitrairement ces fonctionsu” = v”(x, y) et ensuiteon les
oublie en considérant qu’elles sont incorporées dans les preiigmnentsz, y)
de la fonctionF, ce qui donne :

uy = G(z,y,u3),
et ainsi, le théoréme de Cauchy-Kowalewsky s’appliqué a
e Résumé :Si le rang de la matricgb;) est égal au nombre d'équations, la
solution générale du systeme dépend de :
r fonctions del variablep; (z), ..., o, (x);
n — r fonctions de2 variablesu™ ! (z,y),. .., u™(z,y).

e Cas général :
rang matricgb},) = r—ry < r = nombre d'équations

e Généricité : on demande que ce rang soit localement maximal, c’estea-dir
gu’on se place au voisinage d’'un point générique et on s@pQue ce rang reste
constant quand on fait agir des changements de coordorinéasés de la forme :
(@,y) — (z,y + Az).
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e Découpage de coordonnées :

e Forme du systéme aprés simplification :

] 0=X=u,+au) +azu) +R
r 'rl[OzY’::u;—i—O—l—bgug’—l—Ruac—i—R
r=2r [ 0=Y":=0+u, +c3uy +Ruy +R
e La généricité implique que les lignes de la matrice :
( 1 as as )
sont combinaisons linéaires des lignes de la matrice :
1 0 b3
( 0 1 c3 )
e Conditions de compatibilité nécessaires effectuer la différentiation croisée et

simplifier en utilisant les équation§’ = 0, Y’ = 0 etY” = 0 ainsi que les
équations2X” =0 :

_ax oy’

Oy Ox

_ [/ /) n
= @(:1:7 Y, ug;u uz ’ uy ) uzzﬂ uzz)

e Définition : Le systéme estn involution si lesr; expressions :
0xX! ov!/
0, = U
dy or
(1 < i < rp) réduites en tenant compte des équations du systeme, soritjide-

ment nulles quand on regarde les argument®dmmme des variables indépen-
dantes.

‘ Involution = systéme compatible‘
Théoreme.Si le systeme est en involution, il possede des solutionkytamnses
par application du théoréme de Cauchy-Kowalesky.

e Premier cas :m > r — ry : on fixe arbitrairemenent les, — r + r fonctionsu’”’
de2 variables, on résout d’'abord le sous-systéme formé desdkmieres familles
d'équationsu;, = - - -, uy = --- et ensuite, la premiere famille d’équatiohs= X’
est automatiquement satisfaite grace aux conditions deatiiité © = 0.

e Deuxieme cas :m = r — rq : il n'y a plus de fonctions,” arbitraires de deux
variables, et d'aprés Cauchy-Kowalewsky, les deux dezsiéaimilles d’équations
u, = --- déterminent complétement la solutiardes queu(z, 0) est choisi, mais
la premiere famille d’équations :

r "
U, = —Ga U, — R,
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restreinte & (x,0)} impose que seule les — r; fonctionsu! (z,0) de 1 variable
sont quelconques.

e Définition : Le systémalétermine les fonctions inconnues 8t = r — .
Résumé.Pour qu'un systeme a deux variables y) soit en involutionet qu'’il
détermine les fonctions inconnues, il faut :
° quke les équations du systeme soient résolubles par rapponthadérivées
G
e qu'il existe entre les dérivées des premiers membres exacte; = r — m
identités de compatibilité linéairement indépendantes.

‘ Passage a trois variables*

[ Trois variables indépendantesz, v, z) € R3.
[0 m variables dépendantegu’, ..., u™) € R™.

e Forme du systéme aprés simplification :

(0= X A 0 1R

0=V =l 0+ A 4 4 Ry + R
0=Y":=04u + Al + A" + Ruy + R

[ 0=Z2"=u, + 0+ 0+ u)" +Ruy + Ruy + R

r—ry| 0=2"=04+u;+0+Au" + Ruz +Ruy +R

[ 0=2":=04+0+u+ A"+ Rus + Ruy + R

r2—nm

| 4 variables physiques|

[ Trois variables indépendantesz, y, z, t) € R%.
[0 m variables dépendantegu’, ..., u™) € R™.

Le dernier entier non nul de cette suite décroissante dannerhbre de fonctions
arbitraires dek variables dont dépend la solution générale d’'un systémavetur
tion.

e Définition : Le systéme estéterminé si

m—r+r3=0.
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e Définition : Le systéme estn involution s'il y a
rL+re+ 13

conditions de compatibilité indépendantes entre les émnsat
Applications aux espaces a parallélisme absolp

e Premiére application du théoréme de Cartan :avant d'ajouter certaines équa-
tions physiques, il faut comprendre le systéme mathématitgDpP dont les solu-
tions sont les espaces a parallélisme abeglg h a% doués de torsion.

Le tenseur de torsion’, ; est défini par le24 équations :

(Hsa,@) 0= sa,ﬁ_hsﬁ,a_ ZIB
avecl < a< fg<4detl <s<4.

N

L'élimination des quantités fondamentalesonduit auxl6 identités de type Bian-
chi:

(Los) 0=A%4 .+ A5 0+ M s

avecl < a < f < vyetl < s < 4. Si, dans cette derniére équation, on réexprime
les dérivées d'ordre 1 des coefficients de torsion en fonat&sh,“, on obtient un
systeme de 16DP du second ordre en ldg“.

e QOublier le parallélisme absolu et envisager 2ds+ 16 equationsH . et L3s,
comme un systéeme d¥® epp d’ordre 1 en ledl6 + 24 fonctions inconnues “ et
AS.

e Ce systeme satisfait 1d$ + 4 = 20relations de compatibilité linéairement indé-
pendantes :

(+) 0= (Hsap),v + (Hspy),a + (Hsya), g + (Eiﬁ'y)
0= (L%3),6 — (Lags),y + (Loys5),8 — (Lirs),a

ous=1,2,3,4etl < a < @ <~ < 4dansles premiéres et ou, dans les secondes,
(o, 8,7, 0d) forment une permutation circulaire dé, 2, 3,4).

e Appliquer le théoréme de Cartan.
Anticipation : les solutions ne sont autres que E&fonctionsh,“ de 4 va-
riables.

e Question : quels sont les entiers

/ / / /
T, ?”3, To, ™
de ce systéme ?

e Observation : les équations sont résolubles pour les dérivées prisesipport a
r* des12 + 12 = 24fonctions suivantes :



SUR LES EQUATIONS DE LA GRAVITATION D’EINSTEIN (D’APRES ELE CARTAN) 163

Pso, 4 = ot o + Aoy s=1,2,3,4;a=1,2,3
3574 = —Afm,a _Aésla,ﬁ s=1,2,3,4;6=1,2,3
Il reste donc
ry =40 — 24
=16
équations. On continue et on trouve :
r =40
rz = 16
ro =4
ry =0

e Conclusion : Ainsi, la somme
ry+rh+r5=0+4+16
est précisément égale au nombre des relations de comppéikj| doncle systéme
est en involution et la solution générale dépend de
m—r'+ry =16

fonctions de4 variables.

e Seconde application du théoreme de Cartan Supposons qu’on ajoutenou-
velles équations physiques aux équations mathématiGues) et (L35, et dési-
gnons par

/ / /
r1 4+, 9 + T, T3+ 13

e Réduction du nombre d’'inconnues :en redressant le champ, = %, on

normalise
h14 =0, haa=0,  hya=0, fhgy=1,
ce qui réduit de 4 unités le nombre de fonctions inconnues.

e Ensuite, on redresse dans le pfart = 0}, ce qui donne, dangc* = 0} :
hi3 =0,  heg3=0,  hsgz=1 hy3=0,
donc on se raméne a
40 — 8 =32
fonctions inconnues.
Observation : Ici, je ne comprends pas tout.

Résultat. Pour qu'un systeme donné seit involution et qu'il détermine les
fonctions inconnues, il faut et il suffit :

e que lesr équations physiques ajoutées aux equatidng, ) et (£;,3,) soient
résolubles par rapport aux 12 dérivegs, ,, ce qui donne

r—ry=12;
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e qu'il existe entre les dérivées des premiers membres deqettiéns exacte-
ment

ritretryg=ri+re+r—12
relations de compabitibilité linéairement indépendantes

‘Application aux 22 équations d’Einstein‘

6 (.7'-&5) 0=A"

aB;p
16 (G)  0=A%,,+A%,Ap,

e Valeurs trouvées pourry, r9, 73 :
ri =0, ro = 2, rg =10
donc le systéme est en involution s'il existe
ry+re+r3 =12

identités de compatibilité. Cartan trouve ces 12 identjEastein n'en avait que
10).

e Cartan découvre un autre systeme de 22 équations en iruolddint la solution
générale dépend aussi de 12 fonctions arbitraires de Jlesia

e Il découvre aussi un systeme de 15 équations dont la solgépérale dépend de
18 fonctions de 3 variables.

Il est probable que les trois systémes trouvés sont les seuls sys-
témes en involution indépendants du choix des variables et du
choix des repéres rectangulaires, qui soient linéaires par rapport
aux dérivées covariantes des Alﬁ et quadratiques par rapport

aux Alﬁ, et qui déterminentles fonctions inconnues. Mais la dis-

cussion de cette question fait intervenir des problemes d’Algebre
tout a fait étrangers a I'objet de ce Mémoire.
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