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Convergence en loi, transformée de Fourier

Exercice 1 Convergence en loi de couples de variables aléatoires
Soient (X,,)n>0 €t (Yn)n>o deux suites de variables alétoires réelles convergeant en loi vers
des variables aléatoires X et Y.

1. (Lemme de Slutsky) On suppose qu’il existe ¢ € R tel que Y = ¢ p.s.
(a) Montrer que (Y,)n>0 converge en probabilité vers Y.
(b) Montrer que (X, Y, )n>0 converge en loi vers (X,Y).

2. Soit (Z,)nen une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de moyenne nulle et telles que
EZ? < +00. On pose Vn € N, M,, = %ZZZO Zp et X2 =23 Z¢. Montrer que

\/ﬁMn L

Exercice 2 Variation totale et couplages.
On définit la distance en variation totale de deux mesures de probabilité sur R? ainsi :

|l —vlry =2 sup |u(A) —v(A)|
AeB(R?)

1. On suppose que u,v sont & densités par rapport a une mesure m sur R?, de densités
respectives f, g. Montrer que

i = vy = [ 1) = g@@ldm(z) =2[1 = [ min(f(z),g(w)dm(x)].

2. Soit Z = (X,Y) une v.a. dans R? x R, telle que X ~ p et Y ~ v. Montrer que
= vllry < 2B(X £)

3. Montrer que 'on peut construire une variable aléatoire Z = (X,Y) dans R? x R? de lois
marginales p, v telle que 2P(X #Y) < || — v||7v.

4. En déduire que ||g —v|7vy = 2inf{P(X #Y) | (X,Y) v.a. dans R x R X ~ 1, Y ~ v}.

Exercice 3 Inégalité de Le Cam.

1. Montrer que pour des variables aléatoires dans Z, la convergence en loi est équivalente a
la convergence en variation totale.

2. Soit p € [0,1]. Montrer qu’il existe un couple de variables aléatoires (X,Y) tel que X
suit une loi de Bernoulli de parametre p et Y suit une loi de Poisson de parametre p et
P(X #Y) <p*

3. Inégalité de Le Cam. Soit (pi, ..., p,) une suite de réels de [0, 1]. Soit S,, la somme de n
variables aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli de parametres pq, ..., p,. On note
ty, 1la loi de S,,. On note p la loi de Poisson de parametre A ou A = Y7 | p;. Montrer que

| pn — el 7w < QZP?
i=1



4. En déduire une majoration de la vitesse de convergence (pour la distance de variation
totale) de Bin(n, A\/n) vers P(\).

Exercice 4 Transformées de Fourier
Dans cet exercice, si f : R — R est une fonction intégrable, sa transformée de Fourier est
définie par la formule

fiem /Rf(x)e_i’”gd:v.

Soit f, g : R — R deux fonctions intégrables. On suppose (lorsque c’est nécessaire) que f est
dérivable, et de dérivée intégrable. Soient a, b, &y € R, o,c > 0. Compléter le tableau suivant :

Fonction Transformée de Fourier

x> af(r)+ bg(r)

x> flax)

x— f(z+a)

x = f(x)el

z = (f *g)(x)

v f(z)g(x)

x> f'(x)

= xf(x)

T Lgg(x), a<b

x — exp(—cx)lg, ()

o () o (-55)

Exercice 5 Transformée de Fourier d’une fonction radiale
Soit f € L*(R?) une fonction radiale, au sens ot il existe une fonction mesurable g de R,
dans R telle que
Ve eRY f(w) = g(lz),

ou |x| désigne la norme euclidienne de z. Montrer que sa transformée de Fourier f est également
radiale.

Exercice 6 FEspace de Schwartz
L’espace de Schwartz en dimension d est défini par

S = {f € C*(R%), Vk € N, Va multi-indice, |2|*D, f(z) — 0},

|z|—o00

ou D, f désigne la dérivée partielle de f par rapport au multi-indice oe. Montrer que I’espace
de Schwartz est stable par la transformée de Fourier, au sens ou

S={f,feStcs.

Puis, montrer que S = 8.



