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L3 - Intégration et Probabilités

TD 1
Espaces de probabilité, probabilités discrétes.

Espaces de probabilité

Exercice 1 Une infinité de lancer de piéces biaisées

Construire un espace de probabilité qui modélise une infinité de lancer de piéces biaisées
(la probabilité d’obtenir pile vaut p € [0, 1], la probabilité d’obtenir face vaut 1 — p) avec la
propriété supplémentaire suivante : pour tout ey, ..., &, € {0, 1}, la probabilité de I’événement
« la premiére piéce tombe sur €7 et ... et la n® piéce tombe sur €, » est égale a

p#{i\%:l} (1 _ p)#{i\%‘:ﬂ}'

Exercice 2 Construction d’espaces de probabilité

1. Soit © = R et F l'ensemble des A € P(R) telles que A ou A est dénombrable. On pose
pour tout A € F, P(A) = 0 si A est dénombrable et P(A) = 1 si A° est dénombrable.
Montrer que (2, F,P) est un espace de probabilité.

2. Soit (22, F) = ([0, 1], B([0,1])). On pose, pour tout A € F, P(A) = 1 ¢'il existe £ > 0 tel
que lintervalle |1/2,1/2 + €] est inclus dans A, et P(A) = 0 sinon. Est-ce que P est une
mesure de probabilité ?

Exercice 3 Lemme de Borel-Cantelli
Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Soit (A4, ),>1 une suite d’événements de F telle que

ZIP’(An) < o0.
n>1
On note limsup,, A, 'ensemble {w € Q : w € A,, pour une infinité de n}.
L. Soit B, = U;s, Ak. Montrer que P(B,,) — 0.
2. En déduire que P(limsup,, 4,) = 0.
Exercice 4 FEspace de probabilité non-atomique
Un espace de probabilité (€2, F,P) est dit non-atomique si pour tout A € F avec P(A) > 0,
il existe B € F, B C A tel que 0 < P(B) < P(A).
1. Montrer que ([0, 1], B([0,1]), A) est non-atomique.
On fixe désormais (2, F,P) un espace de probabilité non-atomique.

2. Montrer que pour tout A € F tel que P(A) > 0 et pour tout € > 0, il existe B € F tel
que BC Aet 0 <P(B) <e.

3. Montrer que pour tout A € F et pour tout = € [0,[P(A)], il existe B € F tel que B C A
et P(B) = z.

4. En déduire que pour toute suite (p,),>1 de réels positifs telle que Y -, p, = 1, il existe
(Bn)n>1 une suite d’éléments de F telle que -

Q=||B, et ¥n>1, P(B,) =p,.

n>1

Exercice 5 FEnsemble a densité asymptotique

Un ensemble A C N* admet une densité asymptotique si la suite (|JAN{1,...,n}|/n),>1 est
convergente. Soit A I’ensemble des sous-ensembles de N* admettant une densité asymptotique.
Est-ce que A est une tribu?



Probabilités discrétes

Exercice 6 Le probléeme des chapeaux

1. Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et Ay,..., A, des événements. Montrer la formule
de Poincaré (ou "d’inclusion-exclusion") :

P(UA) =D (- 3 PA,Nn-nA)

i=1 k=1 1<j1<<gg<n

2. On considére un groupe de n personnes, chacun possédant un chapeau. On met tous les
chapeaux dans un vestiaire sombre, si bien que les personnes en partant viennent l'une
aprés 'autre prendre au hasard un chapeau (la i-iéme personne prend I'un des n — i + 1
chapeaux présents avec la méme probabilité).

(a) Modéliser ce probléme en termes probabilistes. Quelle est dans ce cadre la probabilité
pour qu'une personne au moins retrouve son chapeau? Calculer la limite de cette
probabilité quand n — oo.

(b) En reformulant ce probléme en terme de groupe symétrique Sym(n), calculer la
probabilité quune variable aléatoire X a valeurs dans Sym(n) uniforme (i.e. pour
tout o € Sym(n),P(X = o) = 1/n!) ne posséde pas de point fixe.

Exercice 7 Permutations dans un wagon
Dans une voiture de chemin de fer, les places sont numérotées de 1 a n.

1. Le premier passager ne connait pas son numéro de place (pour simplifier, on pourra suppo-
ser qu’il est censé s’asseoir a la place numéro 1). Il choisit alors une place uniformément
au hasard parmi les n places disponibles.

2. Supposons que k passagers soient déja installés (pour k € [1;n — 1])). Le k+1¢, qui connait
son numéro de place, arrive (pour simplifier, on pourra supposer qu’il est a la place numéro
k+1). Si sa place est libre, il s’y assied. Sinon, il choisit une place uniformément au hasard
parmi les n — k places restantes.

Modéliser en termes probabilistes le probléme ci-dessus. Quelle est la probabilité que le dernier
passager (le n°) s’asseye a sa place ?

Exercice 8 Paradoze de Bertrand

Soit C un cercle de rayon 1. On se propose, par trois méthodes différentes de calculer la
probabilité qu'une corde de C choisie « au hasard » soit plus longue que le c6té du triangle
équilatéral inscrit, c’est-a-dire v/3. On note € Iensemble des cordes de C

1. Extrémités aléatoires : Construire une variable aléatoire X a valeurs dans £ qui correspond
a tirer aléatoirement de facon uniforme et de facon indépendante chaque extrémité de la

corde X. Caculer P(long(X) > v/3).

2. Milieu aléatoire : Construire une variable aléatoire Y a valeurs dans £ qui correspond a
tirer le milieu de la corde X de facon uniforme. Calculer P(long(Y) > v/3).

3. Rayon aléatoire : Construire une variable aléatoire Z a valeurs dans £ qui correspond &
tirer un rayon de C aléatoirement de fagon uniforme, puis de choisir un point aéatoirement
de facon uniforme sur ce rayon, qui sera le milieu de la corde Z. Calculer P(long(Z) > /3).



