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VII. Applications méromorphes,
Résidus

Exercices

Exercice VII.1. 1. Soit Ω un ouvert de C. Soient f, g deux fonctions holomorphes
sur Ω, et z0 ∈ Ω tel que g(z0) = 0, g′(z0) 6= 0. Montrer que

Resz0(f/g) = f(z0)/g
′(z0).

2. Calculer les résidus de z 7→ 1/ sin(z) en chacun de ses pôles.

Exercice VII.2. Déterminer si les fonctions suivantes sont méromorphes. Si oui, calculer
leurs résidus.

z 7−→ exp(1/z), z 7−→ 1

sin(z)
−1

z
, z 7−→ 1

exp(z)− 1
−1

z
, z 7−→ sin

(
1

sin(1/z)

)
.

Exercice VII.3. À l’aide du théorème des résidus, calculer, pour a ∈ ]1,+∞[,

I =

∫ 2π

0

dθ

a+ sin(θ)
.

On pourra, pour cela, poser z = eiθ et exprimer sin(θ) en termes de z.

Exercice VII.4. Soit R = P/Q une fraction rationnelle avec degQ > degP + 2. Déter-
miner la valeur de ∑

a∈C

Resa(R).

Exercice VII.5 (Continuité des racines d’un polynôme). 1. Soit P ∈ C[X] un poly-
nôme de degré n. Soit a ∈ C, et r > 0 tel que P ne s’annule pas sur C(a, r).
Déterminer la valeur de

1

2iπ

∫
C(a,r)

P ′(z)

P (z)
dz.

2. Montrer que si (Pk)k>0 est une suite de polynômes complexes de degré n qui
tend vers P , en notant (ak1, . . . , a

k
n) les zéros de Pk comptés avec multiplicités, et

(b1, . . . , bn) les zéros de P comptés avec multiplicité, alors

min
σ∈Sn

n∑
`=1

|ak` − σ(b`)| −→
k→+∞

0.
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