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V. Quelques propriétés des

applications holomorphes

Exercices

Exercice V.1. Soit f une fonction entière non constante. Démontrer que f(C) est

dense dans C.

Exercice V.2. Rappelons que U désigne le cercle unité dans C.

1. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe Ω contenant le disque unité

fermé. On suppose que f(z) ∈ R si z ∈ U. Démontrer que f est constante. On

pourra considérer l'application exp(if).
2. Soient f et g des fonctions holomorphes ne s'annulant pas dans un ouvert con-

nexe Ω contenant le disque unité fermé. On suppose que |f(z)| = |g(z)| pour tout
z ∈ U. Démontrer qu'il existe un nombre complexe λ ∈ U tel que f = λg sur Ω.

Le résultat reste-t-il vrai si on ne suppose plus que f et g ne s'annulent pas?

Exercice V.3. Soient ω1, . . . , ωn des nombres complexes de module 1. Démontrer qu'il

existe un nombre complexe ω de module 1 tel que
n∏

k=1

|ω − ωk| = 1.

Exercice V.4 (Lemme de Schwarz-Pick). 1. Montrer que le groupe des automor-

phismes bianalytiques du disque unité agit transitivement sur le disque.

2. Soit f : D → D une application holomorphe. En utilisant le lemme de Schwarz,

montrer que pour tout x,y dans le disque unité on a∣∣∣∣∣ f(x)− f(y)

1− f(x)f(y)

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣ x− y1− xy

∣∣∣∣ ·
3. Soit z ∈ D. Démontrer que

|f ′(z)|
1− |f(z)|2

6
1

1− |z|2
.

Quand a-t-on égalité?

Exercice V.5. 1. Soit f : D→ C une fonction holomorphe et soit m un entier > 1.
On suppose que f(0) = f ′(0) = · · · = f (m−1)(0) = 0 et qu'il existe M > 0 tel que

|f(z)| 6M pour z ∈ D. Démontrer que l'application g : z 7→ f(z)z−m dé�nit une
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fonction holomorphe sur D et que |g(z)| 6 M pour tout z ∈ D. En déduire que

|f(z)| 6M |z|m pour tout z ∈ D.

2. Soit f : D→ D une fonction holomorphe, qui s'étend en fonction continue sur D.

Soient a1, . . . , an ∈ D et m1, . . . ,mn des entiers > 1. On suppose que vai(f) > mi.

Démontrer la majoration

|f(0)| 6
n∏

k=1

|ak|mk .

On pourra utiliser les biholomorphismes du disque Tω : D → D dé�nis pour

ω ∈ D par

Tω : z 7−→ ω − z
1− ωz

.

Exercice V.6. Soit f : D→ H une fonction holomorphe sur le disque unitéD à valeurs

dans le demi-plan de Poincaré H telle que f(0) = i. Démontrer que pour tout z ∈ D,

on a
1− |z|
1 + |z|

6 |f(z)| 6 1 + |z|
1− |z|

et que |f ′(0)| 6 2. On pourra utiliser l'application h : z 7→ z−i
z+i

holomorphe sur H.
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