Analyse complexe Révisions Exercices

XII. Révisions

Exercices

Exercice XIll.1. Soit U C C un ouvert simplement connexe.

1. Soit f : U — C une fonction holomorphe qui ne s’annule pas. Montrer qu’il existe
une fonction holomorphe g définie sur U pour laquelle f = exp og.

2. En déduire le théoréme de Thron (1956) : il n'existe pas de fonction entiére f
telle que f o f = exp.

Exercice XII.2 (Petit théoréme de Picard). On cherche & démontrer le petit théoréme
de Picard affirmant que toute fonction entiére non constante omet au plus une valeur.

1. Dans cette question on se donne un ouvert U C C simplement connexe et une
fonction f : U — C holomorphe telle que f(U) € C={—1,1}. On veut montrer
qu’il & existe une fonction ¢ : U — C holomorphe vérifiant f = cos(g).

(a) Montrer qu’il existe une détermination holomorphe de y/f? — 1 sur U.
(b) Montrer qu’il existe § — C holomorphe vérifiant exp(g) = f + /f? — 1.
(¢) Conclure.
2. Soit f : C — C holomorphe qui évite au moins deux valeurs. On cherche a
montrer que f est constante.
(a) Montrer qu’on peut supposer f(C)N{-1,1} = 0.
(b) Prouver qu'’il existe une fonction entiére h telle que f = cos(mcos(mwh)) et
cos(mh) ne rencontre pas Z.
(c) Soit n € N*. Trouver les solutions de I’équation

(1) cos(mz) = n.

(d) En déduire 'existence de R > 0 tel que pour tout disque de rayon R, il existe
un n > 0 pour lequel 'équation (1) admet une solution dans ce disque.

(e) ATlaide du théoréme de Bloch (prouvé en DM et rappelé ci-dessous), prouver
le petit théoréme de Picard.
Théoréme (de Bloch). Il existe C' > 0 tel que pour tout r > 0, a € C
et f: D(a,r) — C holomorphe, l’ensemble f(D(a,r)) contient un disque
ouvert de rayon C|f'(a)|r, qui est I'image biholomorphe d’un ouvert Q de
D(a,r).

Exercice XII.3 (Autour du théoréme de Rouché). 1. Soit D un disque complexe et
f,g: U — C méromorphes définies sur un ouvert U de C contenant D, et telles
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que f et g n’ont pas de poles sur dD. On suppose que pour tout z € 9D,

£ (2) = g(2)] <lg(2)].
Montrer que
Zy—Pyr=2,—-PF,
ou Z; et P, sont respectivement le nombre de zéros et de podles de h dans D
comptés avec multiplicité.
2. Soit n € N. Montrer que 1’équation d’inconnue z

n’a aucune solutions dans le disque A de centre 0 et de rayon 1 si |ale < 1, et en
a exactement n si e < |al.

3. Théoréme de Brouwer holomorphe : soit une fonction holomorphe F' définie sur
un ouvert contenant A. Montrer que F admet un point fixe dans A.
On pourra introduire les fonctions f(z) = z — F(z) et g(z) = 2z.
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