Analyse complexe Limites et intégrales

X. Limites et intégrales

Exercice X.1. Un produit de Blaschke.

Soit (o), une suite d’éléments non nuls du disque unité ouvert D telle que
(1= |am]) < +oo.
1. Montrer que 'expression

définit une fonction holomorphe bornee de D dont I’ensemble des zéros est con-
stitué de tous les «,,.
2. En déduire l'existence d’une fonction holomorphe bornée sur D qui n’admet
d’extension holomorphe a aucun ouvert rencontrant le bord de D.
Exercice X.2. Fonction Zeta de Riemann.

1. Montrer que ’expression

définit une fonction ¢ holomorphe sur 7, = {z € C|Re(z) > 1} dont on calculera
la dérivée.
2. On définit pour tout z € %y = {z € C|Re(z) > 0}

[T -t
G(z)—/1 P dt

ou |t| désigne la partie entiére de ¢t. Montrer que G est bien définie et holomorphe
sur %,.
3. On pose pour tout n > 1 et z € %,

n+1 dt

Montrer que pour tout z € Yy, n > 1,

tz+l

n+1
t] —t
/ L) dt =nl,(z+1) — I,(2).
4. En déduire que pour tout z € %,

((2) = 2G(2) + 1+

z—1
Ceci permet de prolonger la fonction ¢ en une fonction holomorphe de 9y =— {1}
ayant un pole simple en 1.
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Exercice X.3. Fonction p de Weierstrass (voir le partiel de 'année derniére)
Soit 7 un combre complexe de partie imaginaire strictement positive. Soit A 'ensemble
des nombres complexes qui peuvent s’écrire sous la forme m + nr avec m,n € Z.
1. (a) Montrer qu'’il existe ¢ > 0 tel que pour tout m,n € Z on a |m + nr| >
cmax(|m|, |n|).
(b) En déduire que la série 3, (o ﬁ converge pour tout ¢ > 2.
2. Soit K C C un compact contenu dans C—A. Soit R > 0 tel que K C B(0, %)
(a) Montrer qu’il existe ¢’ > 0 tel que pour tout A € A vérifiant |A| > R on a

/

1 1 c
K —_—— —_
Vz € Goa2  x < BE
(b) En déduire que la fonction
1 1 1
p:z— ? + Z m — ﬁ
AeA—{0}

est bien définie et holomorphe sur C=A, et calculer sa dérivée.
(c) Montrer que p admet des poles d’ordre 2 en chaque élément de A.
Le prolongement naturel de p en une fonction holomorphe C — CP!
s’appelle la fonction de Weierstrass.
3. (a) Montrer que p est A-périodique, c’est a dire que pour tout A € A et tout
z€Conap(z+A)=p2).
(b) Prouver que pour tout z € C on a p(—z) = p(z2).

Exercice X.4. Soit U C C un ouvert et (f,), une suite de fonctions holomorphes sur
U uniformément bornées, c’est a dire qu’il existe M > 0 vérifiant

VneN, VzeU |fn(2)| < M.

On suppose que (f,), converge simplement vers une fonction f continue sur U.
1. Montrer que f est holomorphe.

2. (a) Montrer que (f/), est localement uniformément bornée, c’est-a-dire que pour
tout 2o € U, il existe r > 0 et M’ > 0 vérifiant B(zp,r) C U et

Vn € N, Vz € B(z,r) |fa(z)] < M.

(b) En déduire que (f)), est uniformément bornée sur tout compact.
3. Montrer que (f,), converge uniformément vers f sur tout compact.
Etant donné € > 0, on pourra recouvrir un compact K donné par un nombre fini

_£_

de boules de rayon 35; et considérer les fonctions fy, — fm pour n,m € N.
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