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L3 - Analyse Complexe

DM 2

DM a rendre pour le vendredi 18 décembre. La section (3|) est facultative. I est attendu que les
réponses soient justifices avec le plus grand soin.

Dans ce qui suit, pour tout a € C et r > 0, on note D(a,r) le disque complexe ouvert de
centre a et de rayon r :

D(a,r)={z€C, |z —a| <r}.
On définit deux constantes qui seront utiles tout au long du probléme :

1
p=1——, 7=3-2V2
V2

L’objectif est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 1. [l existe une constante C > 0 telle que pour tous a € C,r > 0 et f: D(a,r) —
C fonction holomorphe, 'ensemble f(D(a,r)) contient un disque compleze ouvert de rayon
C|f'(a)|r, qui est l'image biholomorphe d’un ouvert Q de D(a,r) par f.
0. INTRODUCTION
(0) Pourquoi peut-on supposer sans perte de généralité que a = 0,7 = 1, f(0) = 0 et
f'(0) =17 Dans toute la suite, on supposera que ces égalités sont vérifiées.
1. Cas [f'] <2

Dans cette section seulement, on suppose que pour tout z € D(0,1), on a |f'(z)| < 2.

2|2|
1—|z]

(1) Montrer que pour tout z € D(0,1),|f'(z) — 1] < . En déduire 'inégalité
|2I*

1=z

vz e D(0,1), [f(2)] = [z -

(2) Démontrer que f posséde un unique zéro dans le disque D(0, p) et qu’il est simple.
(3) En étudiant la quantité
1 f'(z)
um C(0,p) f(Z) —w
pour w € D(0,7), démontrer que le disque complexe ouvert D(0,7) est inclus dans
f(D(0,p)), et qu’il est de plus I'image biholomorphe d’un ouvert 2 de D(0, p) par f.

dz,

2. CAS GENERAL
(4) On suppose dans cette question que f est holomorphe sur un voisinage ouvert du disque
ferme D(0,1).
(a) Montrer que la fonction g : D(0,1) — R définie par g(z) = |f'(2)|(1 — |z|) admet
un maximum en un point zy € D(0, 1), puis en déduire que pour tout z € D(0, 1),
G _ 1=zl
[f"(z0)] = 1—2]

(b) Posons 79 = (1 — |20])/2. En déduire que f(D(zo,70)) contient un disque de rayon
Trolf'(20)|, qui est I'image biholomorphe d’un ouvert de D(zg, 1) par f.

(5) Démontrer que 'on peut se ramener a I’hypothése faite a la question (4)) en considérant
z > f(rz)/r lorsque r — 1.



3. POUR ALLER PLUS LOIN (PARTIE FACULTATIVE)

A l'aide du théoréme , et du lemme suivant (que 'on pourra démontrer), on pourra donner
une démonstration du petit théoréme de Picard.

Lemme 2. Soit U un ouvert de C simplement conneze, et f : U — C holomorphe. Si f(U) C
C\ {—1,1}, alors il existe une fonction holomorphe g : U — C telle que f = cosog.

Théoréme 3 (Petit théoréme de Picard). Toute fonction entiére non constante omet au plus
une valeur.



	0. Introduction
	1. Cas 69640972 f'86418188 2
	2. Cas général
	3. Pour aller plus loin (Partie facultative)

