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Ce document est la premiére partie du cours de géométrie affine.

Dans cette partie on développe la théorie des espaces affines ak straits
(de dimension finie), qui permet notamment de traiter les probléemes
géomeétriques d’alignement, de concours et de parallélisme. Lin:érét
majeur de cette présentation de la géométrie réside dans I'utilisation
de I'outil simple et puissant que fourdialgebre linéaire. C’est le fil
conducteur qui guide ce texte. L'objectif est d’appliquer cette théorie
aux cas "concrets" du plan et de I'espace (les plus importants pcur le
CAPES). Aussi, en travaillant ce cours, il est essentiel d’illustrer les
définitions et théorémes dans le plan et I'espace :
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Dans tout le texteE est unR-espace vectoriel de dimension finie.

Un espace affine d’espace vectoriel sous-jacen‘:ﬁ consiste en la donnée
d’'un ensemble?’ non vide et d’'une applicatiof de £ x E dansE qui a un
couple(z, y) de E associe un vecteur noi& et qui vérifie

1)V(z,y,2) € E° iy + y% = 22 (relation de Chasles).

2) Pour tout point: de E, I'application®, définie deE dansE par

®,(z) = ®(a,v) = ax

est une bijection d& dansE.
Ladimensionde I'espace affiné’ est par définition celle de I'espace vec-

toriel sous-jacent.

En fait, cette définition est également valable pour un espace vectoriid dimension
guelconque (finie ou non), sur un corps quelconque.

Il y a deux types d’'objets en jeu : les élémentsiddappelés points

et notésa, b, x, y, ...) et ceux deE (appelés vecteurs et notés..). En
général, dans ce texte, on munit de fleches tout ce qui est vectoriel et
on réserve les majuscules aux partiesideu E. Vous verrez que c’est

une notation cohérente et commode. Cependant, comme ce n'est pas
la coutume de I'enseignement secondaire, il est peut-étre préféraole, a
I'oral du CAPES, d'utiliser des notations plus standard et de nbtét

. 3y . -
les points de I'espace affine 4B les vecteurs.
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On noteE I'ensemble degx, y, z) deR? tels quer+y+2 = 1
et E I'ensemble desz, y, z) deR3 tels quer + y + z = 0.
1) Vérifiez queﬁ est unR-espace vectorieE est-il un sous-espace vectoriel Hé ?
2) On définitd de E x E dansR3 par<I>((x, Y, 2), (2, Y, z’)) =@ —x,y —y,2' —2).
Montrez queP(E x E) estinclus dang et qued définit surE une structure d’espace affine
dont I'espace vectoriel sous-jacent &t

Tout au long de ce document de travail, vous pourrez tester votre as simi-
lation du cours par certains exercices ou I'espace ambiant sera toujours
le plan affineE ci-dessus. Ceci vous permettra d’avoir un exemple fa-
milier pour illustrer efficacement les définitions et les théorémes.

¢ En procédant de fagon analoguéexemple tesidéfinissez

SUrk,, = {(zo, 21, ,x,) € R" 2+ 21 +---+x, = 1} une structure d’espace affine
dont I'espace vectoriel sous-jacent 85t= {(xo, z1, - ,7,) € Rt xo+z1+- - +2, =
0}.

1.4.1. & Ecrivez la relation de Chasles pour obtenir :
Ve E,z2 =0 et VY(z,y) € E?,7y = —yz

1.4.2. & Montrer que, pour quatre poinisy, z’ ety’, les propriétégi) et (iz) sont équi-
valentes :

— —  —

() zy=2"y, (i1) =z’ =yy

—
Sil'une de ces propriétés est vérifiée et si les vecteyrst zz’ sont indépendants on dit que
zyy'x’ est unparallélogramme.
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1.4.3. © Lapplication® définit une relation d’équivalence shrx E :

= s
— (a,b) ~ (a',b) & ®(a,b)=d(d, V) & ab=d¥
UNIVERSITE . . o _
PARIS-SUD C'est la relation d’équipollence entre bipoints (i.e. couples de points).
Accueil 1.4.4. ) Montrer que, si la propriété (1) est vérifiée, la propriété (2) de la définition e

équivalente a: (2) il existe un poiat de E tel que®,,, est une bijection.

Page de Titre i =
On peut munir un espace vectorigld'une structure
_ d'espace affine, d’espace vectoriel sous-jaceniui-méme, ditestructure affine cano-
Sommaire nique : ® est I'application de&& x E dansFE définie parui = ®(u,v) = v — u.
« > 1.5.1. & Vérifier (1) et (2) pourd. Précisezb, et I'application réciproque dé,,.
_ Comme espace vectoriel, on peut prendre en particuﬁiet R2ouE = C, puis
< 3 E = R™, munis de leur structure canonique Besspace vectoriel (dariR™, I'addition et
la multiplication par un scalaire se font coordonnée par coordonnée).
Page 6 de 27
1.5.2. & LorsqueE = R?, calculer®((2,—1,0), (1,1, —-1)).
Retour a o o L
Nous verrons plus loin que tous les espaces affines de dimension 2
(resp.n) sont isomorphes BR? (resp.R™).
Plein écran

1.5.3. Commentaire et avertissemedci, il faut faire bien attention. Sur 'ensembR?,

on considéeraeux structures différentes : la structure (canonique) d’espace vectoriel et

structure (canonique) d’espace affine. Ainsi,&iémentde I'ensembleR? (c’est-a-dire un

Quitter couple(z,y) de nombres réels) peut étre considéré tantét comnwecteur, tantdt comme
un point : tout dépend de la structure qu’on veut considérer a ce moment la. Si on consic

Fermer
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C au lieu deR2, on a en plus une structure de corps : les éléments peuvent donc aussi

considérés comme desalaires

. Notez qu'on peut encore considérer beaucoup d’autres structuré®?soum C : par

UNIVERSITE exemple la structure d’espace topologique, la structure d’espace métrique (pour la dist:
euclidienne par exemple) ... La différence se verra surtout quand on introduira des appl
tions entre ces espaces. Par exemple une translation sera une application affine, c’est-:

Accueil une bonne application vis a vis de la structure d’espace affine, mais pas une applicatio
néaire, donc pas une bonne application pour la structure vectorielle.

Page de Titre
A I'école élémentaire, les enfants, avec leurs crayons, leurs régles et
Sommaire leurs compas, font de la géométrie sur un ghaysique concret: la
page du cahier et on se contente de leur faire constater empiriquement
« o certaines propriétés des figures. Plus tard, au collége, on commence a

donner des embryons de preuves de ces propriétés, mais en partant d'un
corpus d’axiomes encore mal définis.

< 4 A la fin du college et au lycée on introduit les coordonnées et les vec-
teurs. Sans le dire clairement, on fournit alors aux éléves un modéle
mathématique abstraitde la géométrie. Ce modele, c'ét muni de

Page Tde sa structure canonique d’espace affine (en fait, on ajoute la structure
euclidienne : le produit scalaire, ce qui permet de modéliser aussi les
Retour distances et les angles). Dans ce modeéle qui repose sur les axiomes des
espaces vectoriels (et, plus en amont, des ensembles), toutes les notions
Plein écran (points, droites) sont bien définies, tous les théorémes, tous les fostu-
lats, plus ou moins admis au college, peuvent étre démontrés rigoureu-
— sement.

Quitter
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En fait, on peut aussi donner une présentation axiomatique directe de la
géomeétrie a partir des notions de points, droites, etc, a la maniére (I'Eu-
= ) clide ou, plus récemment, de Hilbert, mais c’est nettement plus com-
UNIVERSITE pliqué, comme on s’en convaincra en allant regarder le livre de David
Hilbert, Les fondements de la géométrie, Dunod, 1971.

Accueil
Nous avons vu ef.5 que tout es-
pace vectoriel donne naissance a un espace affine. Mais cet espace posséde un point p;
lier : le vecteur0. Au contraire, dans un espace affine génétalucun point n'est privilégié
par rapport aux autres : on pourrait dire que la géométrie affine est de la géométrie vector
Sommaire sans origine a priori

Cependant on peut quand méme selon les besoins de la cause choisir ungqminne
« Y origine de E. Cela permet deectorialiser £ en w, c'est -a-dire d’identifier le point de
E avec le vecteuid de E, la bijection réciproque associant au vectgue pointw + @ (la
bijectivité vient de 'axiome 2) des espaces affines).

Page de Titre

< >
Vectorialiser un espace affirie en une origine convenablement choisie
Page 8 de 27 S 0 s N z n
permet de ramener un probleme affine a un probléme équivalent dans
E, ou I'on dispose de tous les outils de I'algébre linéaire : c'est une
Retour méthode trés fréquemment utilisée.
Plein écran
Fermer 1.7.1. & SoientE I'espace des fonctions d&dansR, polynomiales de degré inférieur ou
égal an, F; I'ensemble des fonctiong de F telles quefo1 f(t)dt =1 et Ey 'ensemble des
Quitter fonctionsyf de F telles quefo1 f()dt = 0.

Montrer queFE et E, sont desR-espaces vectoriels de dimension finie. L'ensenible
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en est-ilun?
Soientf, g dansE;.

Les élémenty + g, f — g, f+g sont-ils dangv;, dansEg ?

Montrer queFE; peut-étre muni d’une structure d'espace affine d’espace vectoriel sol
jacentEy.

1.7.2.  Voir aussi, er3.8, I'exemple (fondamental) de 'ensemble des solutions d’'un sys
téeme d’équations linéaires et 8 le cas d'une équation différentielle linéaire.

D’aprés la propriété (2) de la structure d’'espace affine, pour tout poilg £ et tout
vecteurs de E, il existe un unique poink de £ tel queﬁa = ¢. Onnote a + ¥ ce pointd,
c’est-a-dire qu'on a:

b=a+v < ab=7.

On peut donc écrirea + ab = b,

A Attention! On a défini la somme d’un point et d’'un vecteur comme

un certain point : let, ici, n’est pas le+ de I'espace vectoriel (un
probleme analogue se pose dans les espaces vectoriels, ou il y a une
multiplication interne des scalaires entre eux et une multiplication ex-
terne des scalaires par les vecteurs : les deux opérations sont notéz2s “.").
Heureusement, il n'y a pas de confusion possible, en effet :

2.1.1. & Donnerunsensa— v.


http://www.math.u-psud.fr

Accueil

Page de Titre

Sommaire
44 42
4 >

Page 10 de 27

Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

2.1.2. & SiE estun espace vectoriel muni de sa structure d’espace affine canonique
somme d’un point; et d’'un vecteuw est le pointw tel quev = ww = w — u, c’est donc le
pointw = u + v égal & la somme, dans I'espace vectoriel, des deux vecteurs correspond:
au point et au vecteur dont on fait la somme (la notatioest cohérente).

o= 3 — =
2.1.3. & Montrez:b=a+7 <& VceFEcb=ca+7.

Cette caractérisation de la somme d’un point et d’'un vecteur est inpor-
tante, elle signifie que I'égalité entre points= a + " se transforme
en une égalité vectorielle apres le choix d'une origine

Montrez, pour tous, b € E et tousu, v € E les formules :
—_>

(@+@)+T=a+@+7) et (at@)b+d)=7+ab—4.

2.1.4. & "X Les éléments dB? sont des couples de réels, on considére un point
a = (a1, as) duplan affine R? et un vecteu = (vy,v9) du plan vectoriel R?, écrivez le
pointa—+% comme un couple de réels en utilisant la définition de la structure affine canoniq

Soit £ un espace affine d’espace vectoriel sous-ja&et U un vecteur
deE ; on appelle translation de vectetifapplicationt; de E dansE définie
partz(a) = a+ .

On noteT'(E) I'ensemble des translations deet 7" I'application deE
dansT'(E) qui au vecteu’ associe la translatiof.
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Si on posé = t;(a) pour un pointz donné, cela revient a dire qu'on a
iy

ab = ¥, le vecteur d’une translation est donc uniquement détermine: par
l'image d’un point particulier, ceci implique quE est une bijection.

2.2.1. & Soienta etb deux points d&v, t une translation et’, 'image dea part ; exprimez
t(b) en fonction des, b eta’.

2.2.2. & On reprend’exemple test Soit o' un vecteur deR?® et T la translation deR3
correspondantel§(#) = @ + ¥ pour touti deRR?).

Sip estun point de?, montrez T5(p) € E < # € E.

Lorsquev € E, il existe une translation; de E dansE définie comme er2.2 par la
structure d'espace affine silit (d’espace vectoriel sous—jaceﬁt). Vérifiez quet; est la
restriction del’; a E.

L'ensembleT’(E) des translations d& muni de la loic de composition
des applications est un groupe commutatifsomorphe au groupe additif
(£, +).

Démonstration Nous allons commencer par calcutgro ¢; pouri et dansE. Soita un
pointdeFE, on pose u = tz(a) eta = tz(a ). Par définition, on a:

1(G, o) est un groupe si :

i) o est une loi de composition interne sur 'ensemBléa, b € G = aob € G)

i) o estassociative(g o b) o c = a o (b o c) pour tousa, b, c de G)

iii) o admet un élément neutes(e o a = a o e = a pour touta de G)

iv) tout élémentz de G a un symétrique’ dansG (a o a’ = a’ o a = e).

Le groupe est commutatif si la loi est commutatiweo(b = b o a pour tousa, b de G)
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—

d’oul on tire, grace a la relation de Chasles’ = @ + ¥, c’est-a-dire :

—

tyotg(a) =a+ (€ +7)

Cette relation, vraie pour tout pointde E, signifie quet; o ¢ est la translation de vecteur
i+ ¥, c'est-a-dire T'(¥) o T'(@) = T'(@ + v). L'applicationT de (E, +) dans(T'(E), o) est
donc un isomorphisme de groupe, on en déduit(U&), o) est un groupe commutatif]

2.3.1. & Quel est son élément neutre ? Quel est l'inverse;de

Nous cherchons & caractériser maintenant les sous-ensémidds qui sont munis
d’'une structure d’espace affine par la restrictiorbdeévidemment une condition nécessaire

est que pour tout deV, le sous-ensemblig, (V) de E soitun sous-espace vectoriel e
On rappelle la définition :

®,(V)={az, x €V}
Nous allons voir qu'il suffit que cette condition soit réalisée pour un poirit deourtant en
général, siV est un sous-ensemble dk &, (V') dépend de.

3.1.1. & Soient deux points etb d’'un espace affiné’. Comparer®, (V') et®,(V') dans
les cas suivants :

1.V ={a,b}

-
2.V =la,b] ={a+tab,t €[0,1]}
3.V =[a,b] = {a+tab,t € R}
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SoientE un espace affine d’espace vectoriel sous-jaEéetV un sous-
ensemble de&v vérifiant : il existe un point. de V' tel que I'image directe
®,(V) soit un sous-espace vectoriel He

Alors pour touth deV, &,(1') est le méme sous-espace vectoriektgue
O, (V).

Démonstration : .
Le sous-espace vectorieb, (V) contient le vecteurab et donc I'ensemble
—
{at — ab | x € V }, c'est-a-dired, (V).
Montrons maintenant I'autre inclusion. Soit un élémeiitde ®, (V) (z est un point

deV), posonsy = ®, !(az), nous avons donby = az. Alors le vecteurzz: appartient a
®, (V) si et seulement gj est un point dd” c’est-a-dire si et seulement &j appartient a
o, (V). Commed, (V') est un sous-espace vectoriel, ce résultat est obtenu grace a la rela
de Chasles : BN

ay = ab + by = ab + az.

O

Soit £ un espace affine d’espace vectoriel sous-jagblhin sous-ensemble
non videV de E est appelé usous-espace affing’il existe un point appar-
tenant & tel qued, (V') soit un sous-espace vectoriel HeOn dit alors que
V est le sous-espace affine passantgpde directionV = {at | z €V}
(17 ne dépend pas ded’aprés la proposition précédente).

Par définition deV/, onaV = {a +7 | @ € V }; on notera donc
V=a+V.
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3.3.1. & Montrer que I'espac& del'exemple tesest un sous-espace affine@eé.

3.4.1. Pourtouss ety dansV, le vecteurzy appartient &, en effet il est égal &y — az.
(Ceci pourrait étre la base d’'une définition alternative des sous-espaces affines.)

3.4.2. Q. Justification de I'appellation “sous-espace affineSoit £ un espace affine de
direction E' et VV un sous-espace affine dede directionV'. Montrez que I'applicatiorby

(restriction de® 4V x V) deV x V dansE qui a(a, b) associeb a pour imagé/ et munit
V d’une structure d’espace affine d’espace vectoriel sous-jaéent

3.4.3. © Siaestun point d'un sous-espace affiiede directionV/, I'applicationp — ap
est une bijection d& surV'.

3.4.4. O Sip € E, I’apglicationV — p+ V fournit une bijection de 'ensemble des
sous-espaces vectoriels Hesur I'ensemble des sous-espaces affineg gassant pap.

Par définition, ladimensionde V' est celle del/. On dit queV est
unedroite affine sidimV = 1, un plan affine si dimV = 2, un hyperplan affine si
dimV =dim E — 1. -

Un vecteur directeur d’'une droite affine D est un vecteur non nul dB.
3.5.1. & Quels sont les sous-espaces affines de dimension 0 ?

3.5.2. & I L'ensemble des vecteurs directeurs d’une draitest

{ab | (a,b) € D2,a # b}.
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3.5.3. & Soit, dansk?, le sous-ensemblg,, 5 d’équationaz? + y + 3z = 3 — 1. Pour
quelles valeurs de et 3, le sous-ensemblg, 3 est-il

— un plan vectoriel d&®3 ?

— un plan affine d&? ?

— une droite affine d&3 ?

3.5.4. Définition.

On dit que des points soatignés?, resp.coplanairess’ils appartiennent
a une méme droite affine, resp. un méme plan affine.

Des droites sont ditesoplanairessi elles sont contenues dans un mém
plan affine.

3.5.5. & SoientV, W deux sous-espaces affines d’un espace affingi I est contenu
dansWW, leurs dimensions soient égales si et seulemevitediil’ coincident. Quels sont les
sous-espaces affines d’'une droite affine ? d’'un plan affine ?

3.5.6. & Dans les exemples2et1.3donnez la dimension d& et E,,.

3.6.1. Comment démontrer qu'un sous-ensemblele £/ est un sous-espace affine ? On
peut par exemple montrer que pourun paibien choisi dan¥’, I'ensemble]az | xeV}
est un sous-espace vectoriel Heou bien on peut écrir® sous la forme: + F ou F est
un sous-espace vectoriel déja connu. Nous verrons plus loin une autre méthode utilisa

2alignement de trois points, b, ¢ peut étre défini dans un autre cadre que celui de la géométrie affine. Il s’ag
de la définition par les distances,;b, c sont alignés si et seulement si la plus grande des trois distahces, bc
est la somme des deux autres.

Selon le contexte, il ne faut pas hésiter a choisir I'une ou I'autre de ces définitions.
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barycentre.

3.6.2. & SoitEun espace vectoriel muni de sa structure canonique d’espace affine. M
trez que les sous-espaces vectoriel&dwnt des sous-espaces affines (passarit)par

3.6.3. © Plus généralement, sdit une partie det (espace vectoriel muni de sa structure
canonique d’espace affine) contenant un veciedfontrer quel” est un sous-espace affine
de E si et seulement s'il existe un sous- espace vectdriele E tel queV = tz(V ) (ce
résultat est illustré dans certains des exemples suivants).

3.7.1. & DansR?, soit D I'ensemble des couplés;, y) qui vérifient2z + 3y = 0 (on dit
que2zx + 3y = 0 est une équation dB).

Montrez queD est une droite vectorielle de I'espace vectoReélet une droite affine de
I'espace affinék? vérifiant D = D.

Donnez un point du sous-ensemblg’ d’équation2z + 3y = 2. Montrez que, si les
pointsb et ¢ sont dansF' alors le vecteunc appartient aD. Montrez queF' est le sous-
espace affine + D deR?, image deD par une translation. Déterminez les vecteurs de deu
translations qui conviennent.

3.7.2. & Soit f une forme linéaire non nulle sur B-espace vectoriék™ (on rappelle que
cela signifie quef s'écrit f(z1, - ,z,) = Mz1 + -+ + Az, OU les); sont des réels
non tous nuls ; quelle est la matrice fi®@ Que représentent les ?). SoitH I'hyperplan de
R™ d’équationf(xz) = 0 (c'est-a-dire 'ensemble des vecteurs= (z1,...,x,) vérifiant
f(z) = 0). Soitw un vecteur d&R™ qui n'appartient pas & . On considére maintenaRt
muni de sa structure affine canonique et on plise= t;(H).

Montrez queH; est un sous-espace affine Ré passant pafi, mais n’est pas un sous-
espace vectoriel. Quelle est sa direction ? Donner une équation cartésieAhe@est-a-
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dire une relation sur les coordonnées caractérisant les poitis)de

3.7.3. & Soitg une application linéaire d'un espace vectofiebians un espace vectoriel
F'etv un vecteur ddm g. Montrez que l'image réciproque parde ¢ est un sous-espace
affine deFE. Précisez sa direction.

3.7.4. & Soit E I'espace affine des fonctionsde R dansR, polynomiales de degré in-
férieur ou égal at, telles quefo1 f(t)dt = 1. Montrez que la parti®” de E formée des
polyndmes divisibles pa: — %)2 estun plan de&®.

D'aprés3.7.3, si f : R* — RP est une application linéaire et 8i = (y1,--- ,¥p),
limage réciproquel’ = f~1(%) est un sous-espace affine B&. Soientfi,--- , f, lesp
fonctions coordonnées dg: alors, par définition de I'image réciproquié, est I'ensemble
des(zy,--- ,xy) tels quefi(z1, - ,2n) = y1,- -+, fplx1, -+, Tn) = yp. Autrement dit,
V est I'ensemble des solutions du systéeme linéaire suivanggquations aux inconnues
Ty, , Ty -

fl(l'la"' ,l'n) =M
(S) f2(1'17"'a$n)2112

fp(xla"' 7-7;71) =Yp

On dit que(S) est unsystéeme d'équations cartésiennede V. Un point deV” est une so-
lution particuliére dg.S), la direction deV est le sous-espace vectorkel f deR”, c’est
'ensemble des solutions d&)), le systéme homogéne associgsa. Le sous-espace affine
V est donc la somme d’une solution particuliere(dg et du sous-espace vectoriel des so-
lutions de(.Sy). On rappelle que la dimension déest égale & — r ol r est le rang du
systemg.S).
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3.8.1. Tout sous-espace affinédeR" est I'ensemble des solutions d'un systéme linéaire
. = a . =2 Y . .
an inconnues. En effet, diV est un supplémentaire deé, considérons la projectiop de

- = il 37

R™ sur W parallelement & (V' est donc le noyau dg). Par le choix d'une basé}’ est
isomorphe &R* etp s'écritp = (p1,--- ,px) oU lesp; sont des formes linéaires. Sait=
(a1,aq,...ay,) un pointdeV ; V est alors 'ensemble des solutions du systéme :

P1($1»"' :xn):pl(alaabuwan)
p2($17"' ,J}n) :p2(a17a27~-'7a’n)
pe(21, - 2n) = prlal, az, ... ay)

3.8.2. Equations d'une droite affineDansR™, si(S) est un systéme d’équations linéaires
définissant une droite affine, son rangérifien — r = 1, donc le systéme doit comporter au
moinsr = n — 1 équations. Une droite affine daR$ est définie par au moins une équation,
dansR?, il en faut au moins deux.

3.8.3. Remarque.Un sous-espace affine a toujours une infinité de systemes d’'équatic
cartésiennes. Par exemple, on ne peut parleiédpiation d’une droite d®R? : si D =
{(z,y),22+3y = 2}, onaaussibie® = {(x,y),4z+6y =4}, D = {(z,y),6x+9y = 6}

Soientag, ---, a,, bdes fonctions conti-
nues deR dansR, a,, ne s’annulant jamais. Alors I'ensemble des fonctigrae classe™
solutions de I'équation différentielle IinéaiEng ar(t).y™®) (t) = b(t) est un sous-espace
affine (non vide) de I'espace des fonctions continueR dansR dont le sous-espace vecto-
riel sous-jacent est I'ensemble des solutions de I'équation linéaire homogéne associée.
solution particuliére de I'équation est un point de ce sous-espace affine.
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3.10.1. & X Montrer que les loisb et e définies ci-dessous permettent de mu#(R),
I'ensemble des suites de réels d’une structur@®edsspace vectoriel. Pour tout entigron
notew,, le terme de rang de la suiteu.

(uBV)p = Uy + Uy (ue S(R), veSM))
Aew), = Au, (A eR, veSR))

3.10.2. & Soienta unréel e (a) 'ensemble des suites géométriques de raisdiontrer
queg(a) est un sous-espace vectoriel§IR). Quelle est sa dimension ?

3.10.3. & Soientb un réel etH(b) 'ensemble des suites arithmétiques de raisoBi
u appartient &H(b), exprimeru,, en fonction deu, et deb. En déduire qué+(b) est un
sous-espace affine d§R). Quelle est sa direction ?

3.10.4. & Pour deux réels etb, on pose :
C(a,b) = {u € S(R), upnt1 = auy, + b,¥n € N}

En utilisant la définition, montrer qu&(a, b) est un sous-espace affine 8€R). Quelle est
sa direction ?

3.10.5. Recherche d’un point particulier d&a, b) quanda est différent dé. Premiere mé-
thode : & Chercher une suite constantdansC(a, b). Siu appartient &(a, b), déterminer
le terme général de — ¢ puis celui deu.

3.10.6. Recherche d’'un point particulier d&(a, b) quanda est différent de. Deuxiéme
méthode :& Soitw un élément d€(a, b), on définit la suitez par : (@), = u,+1 pour tout
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entiern. Montrer queuz appartient & (a, b) , v = u © u appartient &(a) et calculeru,, en
fonction deug eta. Ecrirew, comme somme d’une suite fixée @&, b) et d’'un élément de
G(a) dépendant deg.

3.10.7. Recherche d’un point particulier dé(a, b) quanda est différent del. Troisiéme
méthode :& Soitu un élément d€(a, b), on définit la suite\ = (\,,)nen Paru, = Apan,.
Déterminer le terme général depuis celui deu.

4.1.1. Proposition.
Une intersection quelconque de sous-espaces affings € /), est ou
bien vide ou un sous-espace affine dont la direction est 'intersection des

rections :

e —

Nv=N7%

iel iel
Démonstration Si 'intersection n’est pas vide, on choisit un pointlans l'intersection et
on peut écrire :

O, (Vi) = {az,z € (Vi} = (Vi
el i€l el

Donc l'intersection de¥’, (i € I) est un sous-espace affine de direcfign ; V.
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4.1.2. &= Une condition nécessaire pour que l'intersection des sous-espaces aAféhes
B soit réduite a un point est que les sous-espaces vectdriel$s soient en somme directe.
& Cette condition est-elle suffisante ?

4.1.3. & Deux plans distincts et non disjoints de I'espace de dimerssimmt pour inter-
section une droite.

4.1.4. & Dans I'espace affinR?, on donne trois plans affingg , P, et P; par leurs équa-
tions cartésiennes et on ndideur intersection. Préciser pour quelles valeurs des parametre
F estvide. Dans les autres cas, déterminer sa dimension, donnez-en un systéme d’équs
cartésiennes les moins nombreuses possibles puis un systeme d’équations paramétriqu
1. & Soienta, 3, a,betc des réels.
P, a pour équatior + 2y + Gz = a,
P, a pour équatioRz + 4y = b,
P5 a pour équatiomx + (o + 1)y = c.
(Utiliser la méthode de Gaugs.
2. "4 & Soientb eta des réels.
Py a pour équatioRx + Ty + z = 3,
P, a pour équation: + 2y + 3z = b,
P; a pour équation-3z + 9y — (a + 3)z = 2.
(Utiliser les déterminant}.

4.1.5. Proposition.
SiV et W sont deux sous-espaces affines d’'un espace dffiteds que

V@ W = E, alorsV N W est réduit & un point.

DémonstrationComme les direction¥ etW/ sont en somme directe, I'intersection deet
W est vide ou réduite a un point.
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Montrons gu’elle est non vide. Soiemtin point deV” etb un point delv, le vecteumb se
décompose comme somme d’un vectgdeV et d'un vecteurs de V. Le pointc = a+ v
est un point dé or deat = # etab = &+, on tirew = cb, donce = b+ (—w) est aussi
un point delv’.

O

4.1.6. SiV estune droite etV un hyperplan et que la direction dén’est pas contenue
dans celle déV, leurs directions sont supplémentaires, donc leur intersection est réduit
un point.

4.1.7. Soit f : R™ — RP une application linéaire, et= (y,- - - ,y,) un vecteur d&?.
Onnotef, - - - , f, les formes linéaires coordonnéesfdet on suppose queé = f~1(v) est
non vide. AlorsH; = fi_l(yi) est I'hyperplan affine d&™ d'équationf;(x1, o, ..., x,) =
y; etV est l'intersection deél;.

Corollaire et définition :Si A est une partie non vide deil existe un plus
petit sous-espace affine contenantCe sous-espace est appsttis-espace
affine engendrépar A et il est notéAff A.

Démonstration :On obtientAff A comme l'intersection de tous les sous-espaces affine
contenant4 (il y a au moinsE tout entier).[]

4.2.1. Remarque.Pour détermineAff A, on choisit un candidat’, sous-espace affine
contenantA et pas trop gros et on conclut avec un argument de dimension. Voici de
exemples :
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4.2.2. & Soienta, b et c trois points distincts de I'espace affifie®. DéterminerAff A
quand
) A={a,b}
i) A={a,b,c}eta,betcsontalignés
i) A={a,b,c} eta,betcne sont pas alignés.
Conclusion : Par deux pointsetb distincts passe une et une seule droite que I'on noter
(ab). Par trois points non alignés passe un et un seul plan.

4.2.3. & X Dansl'exemple testmontrez quef est le sous-espace affine Bé engendré
pari = (1,0,0),5 = (0,1,0),k = (0,0,1).

4.3.1. Proposition.
Avec les notations précédentes on a; s A,

Aff A=a+ Vect{am | me A}

Autrement dit, la direction dAff A estle sous-espace vectoriel engendré pe
les vecteursi olia etm sont des points dd.

Démonstration :

PosondV = a + Vect{am | m € A }. C'est un sous-espace affine qui contidnten
vertu de la relationn = a + am). W contient donc aussiff A car Aff A est le plus petit
sous-espace affine contenahtOn a montré I'inclusiomdff A c W.

Réciproquement, commgff A est un sous-espace affine, on peut I'écrire sous la form
AfA=a+ VetV est, par définition, un sous-espace vectoriel qui contient au moins to
les vecteursim ol a et m sont des points de, il contient donc le sous-espace vectoriel

. oy .
engendré par ces vecteurs, c'est-a-dire le sous-espace vettoeel est contenu dans
Aff A. O
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4.3.2. & Vous avez di montrer eéh2.2que le sous-espace affine engendré par deux poin
a etb est la droite affine passant paetb, retrouvez ce résultat en utilisant la description de
Aff A de ce paragraphe.

4.3.3. & Suite det.2.3 Al'aide de ce qui précéde, retrouvez le fait qie= Vect(i_f, ﬁc)).

SoientV” et W deux sous-espaces affines @eOn dit quel” et I/ sont

paralléless'ils ont méme direction, i.e., si onla = 7. On notel/ || W (on
dit parfois quel” et W sont strictement paralléles).

On dit queV’ estfaiblement parallélea W siV est contenu danis’.

5.1.1. A La relation de parallélisme est une relation d’équivalence, mais pas celle de
rallélisme faible (elle n’est pas symétrique).

&. Dans votre espace vital familier, avec deux stylos et deux feuilles de papier, simu
deux droites paralléles, deux plans paralléles, une droite faiblement paralléle a un pla
envisagez les résultats de la proposition suivante.

i) Si V etV sont parallelesy” etI/ sont confondus ou bien leur intersec-
tion est vide.

i) Si V' est faiblement parallele &8, V' est contenu dans” ou V' ne
rencontre pasV.

Démonstrationi) Si V N W n’est pas vide, il contient un point On peut écrird” = a + vV
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etW =a+ V_[} donc, puisqué7 = W‘ V etW sont égaux.
—=
i) Si V. N W n'est pas vide, il contient un point. On peut écrirel = a + V et
- — -
W = a+ W, donc, puisqué” C W, V est contenu dang’. O

5.3.1. & \ous pouvez maintenant démontrer ces affirmations qui ont bercé votre enfan
(1) Par tout point d'un plan, il passe une et une seule droite paralléle & une droite don
(postulat d’Euclide).
(i) Deux droites paralléles a une méme troisieme sont paralleéles entre elles.
(iil) Deux droites paralléles d’un plan ne se coupent pas ou sont confondues.
(iv) Deux droites disjointes d’un plan sont paralléles.

5.3.2. /A Deux droites disjointes dans I'espace ne sont pas nécessairement paralléles.

5.3.3. & X Deux droites sont paralleles si et seulement si elles ont mémes vecteurs dil
teurs ou encore si et seulement si elles ont un vecteur directeur commun.

5.3.4. & Dans I'espace affin®3, trouvez une équation du plan affine passant par le poir
(1,2, 3) et paralléle au plan d’équation+ y + z = —1. Donnez un systeme d’'équations
d’'une droite affine passant par le poift 2, 3) et faiblement paralléle au plan d’équation
r+y+z=-1

5.3.5. O SoientE un espace affine de directidhetV un sous-espace vectoriel @ On
définit surFE la relationy :

V(a,b) € B2 avbeabeV

Montrer quer est une relation d’équivalence. Quelles sont les classes d’équivalence ?
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Pour étudier le parallélisme ou l'intersection de deux sous-espaces
fines, on commence par traiter le probléme vectoriel analogue (c’est un principe généra
géomeétrie affine de commencer par I'aspect vectoriel), puis on regarde si I'espace consi
est vide ou pas.

a) Dans I'espace vectorigl/,,(R) des matrices x n surR, on considére le sous-
ensemble :

V={A=(aij) e My(R) | ¥i=1,...,n Y a;; =0, Vi=1,...,n Y a;; =0}
j=1 i=1

Montrer queV est un sous-espace vectoriel #ig, (R) (pour éviter de répéter les mémes
calculs, on pourra utiliser la forme linéaitg; qui a la matrice(a; ;) associe son coefficient
ax,). Quelle est la dimension dé ?

b) On munitM,,(R) de sa structure canonique d’espace affine. Posons

F={A=(ai;) € MyR) | Vi=1,...,n Y a;j;=1, Vj=1,....n Y a;;=1}
j=1 =1

Montrer queF’ est un sous-espace affine #g,(R) dont on précisera la direction.

SoientV, W deux sous-espaces affinesileMontrer qu’on av @ W= Esiet
seulement sV N W est un singleton eAff(V U W) = E.

Soienta, b, a’, b’ des points d’un espace affifi® On sup-
—
pose que, a’, b sont affinement indépendants (c’est-a-dire|Icf3.2, que les vecteursa’ et
— ., . R z A q z .
ab sont linéairement indépendants). Montrer que les conditions suivantes sont équivalen
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i) abb’a’ est un parallelogrammeeé onaab = a't/ ouad’ = bb’)

ii) ab = ab + aa

i) Les droites(ab) et (a’'b") ainsi que(aa’) et (bb') sont paralléles.
Exprimer les propriétés caractéristiques du parallélogramme dans le langage de la géon
(faire un dessin).

Déterminer, dan®3, I'intersection d’'un planP et d'une droiteD.
Déterminer, dan®&?, I'intersection de deux plans.

Déterminer le sous-espace affine engendré par deux droites affines dans un es
affine de dimension finie.

O SoientV et W deux sous-espaces affines d'un espace affin

E etT le sous-espace affine engendré par leur réunion.

a) Soients € V etb € . Montrer I'égalité T =V+W+ Vect{ﬂ)}.

b) Soienta € V etb € W. Montrer queV N W est non vide si et seulement si le vecteur
ab appartient & + W

¢) En déduire que I'on a I'égalité

o dimT = dim(V + W) + 1 dans le ca¥’ N W = 0

o dimT = dim(V + W) dans le ca§’ N W # 0
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