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Dans cette troisiéme partie, nous étudions la notion de convexité. Il
s’agit d’'une notion trés intuitive, intimement li€e a celle de barycer tre,
Page 1 de 11 que 'on rencontre (au moins implicitement) dés le collége dans les
guestions qui touchent aux cas de figures. Attention, les démonstrations
Retour des propriétés de convexité, méme lorsqu’elles semblent évidentes, ne
sont pas toujours faciles.
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Une partieX de E est dite convexesi pour tous points etb de X, le
segmentab] est contenu dank'.
Démontrez les affirmations suivantes méme si elles vous semblent évidentes.

1.2.1. & Pour tous points etb de E, le segmentad] est convexe. lihtérieur du segment
[ab] (noté]ab[) est le segment privé de ses extrémités. Montrez que c’est un convexe.

1.2.2. & Un sous-espace affine deest convexe.
1.2.3. & DansR, les partiega, +oo| et]a, +oo[ sont convexes.

1.2.4. & Dans un plan affine, un demi-plan (ouvert ou fermé) est convexe |(v8ir.2et
11.4.3).

1.3.1. &. Jonction de deux convexé&oientA et B deux convexes non vides de. On
appelle “jonction” de deux convexeset B I'ensembleJ (A, B) défini par :

JA,B)={2€ E |3z e A JyeB, z < [zy]}.

Montrer queC est convexe. Que peut-on dire quatiah’est pas convexe ?

1.3.2. © Montrez qu’une union croissante de convexes indexésNpast convexe. Plus
généralement, siC;);c; est une famille de convexes telle que pour taysil existe k avec
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C; U C; C Cy, alors l'union deg”; est convexe.

I) Si une partie est stable par barycentration a masses positives, elle

convexe.
ii) SoientX un convexe dé7, r un entier naturel non nul €ta;, A1), (az, \2),
..., (ar, A\r) } une famille de points pondérés dede masse totale non nulle.
Siles masses; sont toutes positives ou nulles alors le barycentre de la famil
appartient aX. iii) L'intersection d’'une famille de convexes est un convexe

Démonstration :

i) résulte de la définition.

i) Nous allons démontrer ce résultat par récurrence-sur

a) La propriété est vraie pour= 1 etr = 2 par définition.

b) SoientA, = {(a1, A1), (a2, A2), ... (ar, A)} une famille de points pondérés dede
masse totale non nulle gtson barycentre. Si 'une des masses est nulle, le baryceuee
A, estle méme que celui d’'une famille de- 1 points donc si le barycentre ae- 1 points
affectés de masses positives est dinselui de A, I'est aussi. Sinon),. n'est pas nul et la
famille A,_1 = {(a1,\1), (a2, A2),...(ar—1,\-—1)} est de masse totale non nulle. ®i
vérifie la propriété pour — 1 points affectés de masses positives, le barycefitde A, _;
est dansX. Alors, par I'associativité des barycentresppartient au segmefit, a,.| et donc
ax.

On a donc montré que sY contient le barycentre de — 1 de ses points affectés de
masses positives, il contient le barycentrerdie ses points affectés de masses positives, c
X contient tout segment dont il contient les extrémités, par récurrence on a donc obten
propriété (ii).

i) Soit (C;);c; une famille quelconque de convexegeleur intersection. Si et sont
deux points d&”, cela signifie que etb sont dans chacun dé§. Par hypothése, chaqdg
est convexe ; donc pour tote I on afab] C C;. Linclusion ayant lieu pour tout € I on a
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en fait[ab] C C. Ainsi C est bien convexe.

Ainsi, une partie est convexe si et seulement si elle est stable per ba-
rycentration a masses positives. On notera I'analogie avec les sous-
espaces affines.

Soit X une partie de. Lintersection des convexes contenantest un
convexe et c’est le plus petit convexe contendgnOn I'appelle l'enveloppe
convexede X et on le noteConv X.

2.2.1. Notez I'analogie avec le sous-espace affine engendré, le sous-espace vectorie
gendré, mais aussi avec le sous-groupe engendré, I'adhérence (i.e. le fermé engendr
tribu engendrée ...

2.2.2.  Pour déterminer I'enveloppe convexe &e on choisit un convexe pas trop gras
qui contientX et on essaye de montrer qu’il est contenu dans tout convexe confgnaat
démonstration de la proposition suivante donne un exemple de ce procédé.

L'enveloppe convexe d& est 'ensemble des barycentres des famille
finies de points d&X affectés de masses positives.
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DémonstrationOn noteX I'ensemble des barycentres des familles finies de points ¢
X affectés de masses positives. D'aprés la propriét€ii) des convexesX est contenu
dansConv X. EvidemmentX contient bienX (les singletons étant des parties finies parti-
culieres).

Pour conclure, il reste & montrer giXeest convexe . Soientetb deux points deX : il
existe donc deux suites finies de poiags- - - , a, etbg, - - - , by, ainsi que deux suites finies
de réels (strictement) positifs, - - - , s,, €tto, - ,t,, (QvECE os; = X t; = 1) tels que
a = X7 ys;a; €tb = X t;b;. Un pointp du segmenfab] est de la forme = Aa+(1—\)b
avec\ € [0;1]. Nous pouvons appliquer ici le théoréme de double associativité pour |
barycentres : nous obtenons quest le barycentre de la famillew, - - - , an, b0, - ,bm)
affectée des coefficients\.sg, - , A.sn, (1 — A).to, -+, (1 — A).t,,). En particulierp est
barycentre d’une famille finie de points dé affectée de coefficients strictement positifs.
Doncp € X.

2.4.1. Définition.

Soienta, b et ¢ trois points affinement indépendants d’'un plan affine. L
triangle (plein) abc est 'enveloppe convexe des pointd etc. Lessommets
du triangle abc sont les points, b et c. Lescotésde abe sont les segments
[ab], [ac] et [bc].

2.4.2. Corollaire. _
~ Le triangleabc est I'ensemble des points dont les coordonnées barycen-
triques dans le repéfe, b, ¢) sont positives ou nulles.

Démonstration Résulte de la proposition 2.3 et de la définition des coordonnées baryc
triques.

O
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% 2.5.1. & Montrer, par 'exemple du triangle plein, qu’en général I'enveloppe convexe d’ur
UNIVERSITE partie X n'est pas I'union des segments d’extrémités appartenant a

On a cependant :

AstiEl 2.5.2. & Montrez que, siA et B sont convexes,J(A, B) (voir 1.3.1) est I'enveloppe
convexe ded U B.

Page de Titre
2.5.3. & Montrer que siA est convexe e un point deE, Conv(A U {b}) est la réunion
des segmentab] ou a est dansA.

Sommaire
44 >
2.6.1. & DéterminerConv(A) si A estla réunion de la droit§(z, y)/y = 0} et du point
< > (0,1) dansR?. L'enveloppe convexe d’une partie ferméeRfeest-elle toujours fermée ?
bace & de 11 2.6.2. & Soient A et B deux parties deFE. Etudier les inclusions entre
g Conv(A N B), Conv(A) N Conv(B) et Conv(Conv(A) N Conv(B)).
Retour 2.6.3. & Siune partieA finie est contenue dans une droie montrer que Con\A) est
I'union des segments d’extrémités appartenant a
Plein écran Montrer que le résultat reste valable avécon nécessairement finie (écrifecomme
I'union de ses parties finies).
Fermer

2.6.4. & Suite etfindeél.4.5
e) Montrer quéel” est contenu dans I'enveloppe convéxees pointsiy, as, by, ba, ¢1, co.
Quitter f) Montrer queF’ est convexe et conclure.
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La topologie et la théorie des convexes sont souvent étroitement iées.
La raison principale de ce fait est que la topologieRfeest définie a

I'aide des boules associées a une norme, or celles-ci sont des convexes.
Nous rappelons ci-dessous quelgues faits importants.

&. Rappelez les axiomes définissant une noffmg surR™.

On montre que toutes les normes Riirsont équivalentes (rappelez ce que cela signifie)
Cela implique que les ouverts (i.e. réunions de boules ouvertes) pour ces normes sor
mémes.

3.1.1. & Soit|| - || une norme sulR™. Montrez que les boules (ouvertes et fermées) dt
(R™, ]| - ||) sont convexes.

3.1.2. & Montrez que I'enveloppe convexe d’'une partie borné®deest bornée. (Ecrire
la définition d’'une partie bornée d@™ en terme de boules.)

3.2.1. Proposition : Lintérieur (topologique) du trianglebc est I'ensemble
des pointsm de R? dont les coordonnées barycentrigues,~) dans le
repére(a, b, ¢) sont strictement positives.

Démonstration Soit P, (resp.P,, P.) le demi-plan ferm&m € R?,«a > 0} (resp.3 > 0,
~v > 0). Le triangleabc est l'intersection des trois demi-plans d, P, et P. donc son
intérieur (topologique) est I'intersection des trois demi-plans ouverts, intérieuPs,dg et
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P., c’est-a-dire I'ensemble des pointsdeR? dont les coordonnées barycentriqiess, )
dans le repéréu, b, ¢) sont strictement positives.

O
3.2.2. & Lintérieur deabc est encore convexe.

3.2.3. & Siun pointm est situé sur un segmelaip[, avecp €)bc|, alorsm est dans l'inté-
rieur deabc. Réciproque ?

3.3.1. & Montrer que I'adhérence d’un convexe est convexe.

3.3.2. & Montrer que l'intérieur d’un convexe est convexe. (Sest convexe, que ety
appartiennent & son intérieur 2au segmentzy|, on utilisera I’hnomothétie de centgequi
envoiez surz.)

3.3.3. & Soit(a,b, c) un repére d’un plan affin&€. On note(a,, 8,, v,) les coordonnées
barycentriques d’'un point de E dans ce repére.

On considére trois nombres réels positifs 5y, 7o et leur sommery. On pose alors
T(ao, Bo,v0) =1{p € E,ap > o, By > Bo,Vp = Y0}

a) ldentifierT’(0,0,0) etT'(1,0,0).

b) Montrer quel’(«v, o, 7o) €St convexe et qu'il est non vide si et seulement,sK 1.
Que dire lorsquey =17

¢) Montrer que sy < 1 alorsT (ao, 5o, 70) €st le trianglengr (avecs, = Bo, vp = Yo,
g = 0, Yq = Y0, 0 = o €t G, = [p). Comparer les directions des cotésadle et pgr.
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3.3.4. O Siun convexe&” deR? est d’intérieur non vide, alors il est contenu dans I'adhé-
rence de son intérieur. Cas 6liest fermé ?

3.3.5. © Siune partieF’ deR? est fermée et stable par milieuixg pourp, ¢ dansF, le
milieu de[pg| est aussi dang’), alorsF’ est convexe.

3.3.6. O Montrer que I'enveloppe convexe d'une partie finieRlg& est compacte (on peut
par exemple procéder par récurrence sur le cardinal de la partie finie et @iisgr Ainsi
un triangle, un tétraedre ou un cube (pleins) sont compacts.
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