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Dans cette deuxieme partie nous étudions la notion de barycentre qui
est la traduction en affine du concept de combinaison linéaire dans un
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% On appellepoint pondéré un couple(a, A) ou a est un

ER%ES SSHE point deE et A un réel. Le nombre est appelé Ipoids ou lamassedea.
Accuel A Lintuition de points affectés de masses est excellente, mais atterition,
contrairement a ce qui se passe en physique, ici les masses peuvent étre
négatives.
Page de Titre
_ LeréelA = "', \; estditmasse totalede la famille de
Sommaire . s -
points pondéré$(ay, A1), (az, A2), ... (ar, A}
“«  » _ _ &fi Soit { (a1, A1), (a2, A2), . .. (ar, A;) } une fa-
mille de points pondérés arasse totale non nullell existe un unique point
< > g de E qui vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :
. 7 N —
) > ioAiga; = 0, -~
Page 4 de 25 i) Voo e R* > aNga; = 0,
“l) Ja€e E (ZZ:() )\z)a_f} = ZZ:() /\im-/
Retour : 7 R 7 v
|V) Vbe E (Zi:O )\L)bg = Zi:O Aiba;.
ElEn GaEn 1Chacune de ces conditions doit étre sue et utilisée selon le contexte, il est maladroit de se contenter
apprendre une et de redémontrer les autres quand celles-ci donnent le résultat directement. Chacune corres
un choix particulier d’origine dans (iv).
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Le pointg est appeldarycentre des pointsa,; affectés des masses ou
barycentre de la famille { (a1, A1), (a2, A2), ..., (ar, Ar) }.

Démonstration Montrons d’abord que les conditions sont équivalentes. Il est clair que i) !
i) sont équivalentes et que iv) implique iii). Pour voir que i) implique iv) on écrit la relatior
de Chasles avec un poihvjuelconque :

T =S A7 = S M@ + B = (Wb + 3 Aibe,
i=0 i=0 i=0 i=0

d’'ou le résultat. La démonstration du fait que iii) implique i) s’obtient en lisant le calct
précédent a I'envers.
L'existence et 'unicité du poiny sont clalres avec iii) : si on choisit € F quelconque

et'sion pose\ = > 0>\1,onagfa+Z—aaZ O

1.3.1. & Soienta, b etc trois points non alignés d’'un plan affine. Soient g le barycentre d
{(a,6), (b,—2)} etw le barycentre dé(a,2), (b, —1/2), (¢, —1/2)}. Sur une figure, placer
les pointsa, b, ¢, g etw.

1.3.2. & Montrer que les trianglegbc eta’b’c¢’ ont méme isobarycentre si et seulement si
— — — =
aa’ + bb + e = 0.

1.4.1. Le barycentre est une “moyenne” des points pondérés : la “barycentration” est a
logue a une intégration et s’utilise souvent de maniére analogue.

1.4.2. Le barycentre ne dépend pas de I'ordre des points pondérés.
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1.4.3. On ne demande pas que les pomtsoient deux a deux distincts.

1.4.4. & Existe-t-il dans le plan affine quatre pointsh, c etm tels quem soit barycentre
du systeme(a, 1), (b,1), (¢, 1)} et barycentre du systeméa, 2), (b,0), (c,2)} ?

1.4.5. Si\, estnulle, alors le barycentre de la fami{léz1, A1), (a2, A2), ..., (a@n, A\n)}
est le barycentre de la famillga, A1), (a2, A2), ..., (@n—1,An—1)}

1.4.6. Tres importantGrace a (ii), on voit qu'on ne change pas le barycentre quand c
multiplie chaque massg; par un méme nombre non nul. On peut donc supposer que la
masse totald = Z?:o A; de la famille estl en prenantx = %

1.4.7. Notation Lorsque)_" , A; = 1, on notera parfois le barycentpe’" , \;.a;. Cela
revient a considérer les points comme des vecteurs en vectorialisargartir d'un quel-
congue de ses points. (C'est la formule (iv)).

1.4.8. & Soit{(a1,\1), (a2, A2), ... (a, \.)} une famille de points pondérés &8 ou a;
est le coupldx;, y;) et ol la masse totale = >~"" ; \; n’est pas nulle. Alors le barycentre
de la famille{(a1, A1), (a2, A2), ..., (ar, A;)} estle point(z, y) tel qu'on ait

Dio Ni-Ti Dico Ni-Yi

=SSN y=TNy

1.4.9. & Généralisez ce dernier résultaRd, R™.

1.4.10. & Dans lI'espace affine de I'exemplé .2, déterminer le pointn barycentre des
pointsi = (1,0,0), 7 = (0,1,0) etk = (0,0, 1) affectés des coefficients b, c aveca + b +
c=1.
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1.4.11. © Les fonctions scalaires (c’est-a-dire — ", \;ma;?) et vectorielle (c’est-
a-direm — Y1, \ima;) de Leibniz, que vous avez rencontrées dans le secondaire et
se calculent a I'aide de barycentres, sont au programme du CAPES (et notamment de I'o
Vous devrez donc les avoir revues pour le concours.

Grace aux barycentres, on peut définir la notion de segment donc dont
un sens précis a I'expressiom; est entrez etb.

Définition : Soienta etb deux points de&. Le segment|ab] est 'ensemble
des barycentres des pointet b affectés de masses positives. Les poings
b sont appelés les extrémités du segnjehit

1.5.1. & Montrez que le pointn appartient é[ab] si et seulement si il existe un réelde
[0, 1] tel quem soit le barycentre dé(a, «), (b, o)} MK

1.5.2. & On dit parfois qudab] est le segmerfermé d’extrémitésa et b. Définir les no-
tions de segments (ou intervalles) ouverts et semi-ouvérts.

Définition : Sitoutes les masses des points pondérés considérés sont égal
non nulles, le barycentre est app&ébarycentre L'isobarycentre de deux
pointsa etb distincts est appeléilieu 2 du segmentab).

1.6.1. & Le milieum d'un segmeniab] appartient au segme[atb] et il est caractérisé par
173
la relationam = —ab ou par la relation équivalentsr = mb.

20n notera que cette notion de milieu est purement affine : elle peut se définir indépendamment de I'existt
d’'une distance sur I'espace affine considéré. Dans un probleme de géométrie purement affine (sans introdt
d’une distance), on ne peut pas caractériser le milieu par les relatiors mb = % ab: celan'aaucun sens. Bien
entendu, en géométrie euclidienne, cette caractérisation est trés importante.
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1.6.2. & Donnez les coordonnées du milieu de deux poin®RYepuis de l'isobarycentre
den points deR?. Déterminer l'isobarycentre des poiritg, k de1.4.1Q

1.7.1. & Montrez queaba’d’ est un parallélogramme (df6.4) si et seulement si les seg-
ments[aa’] et[bb’] ont méme milieu.

1.7.2. & Soient trois points non alignésb etc et un pointd dansfbc]. Construire un point
m sur la droite (ab) tel que le miliew de [¢m] soit sur la droitgad).

Le résultat suivant permet de remplacer dans la recherche d'un Jary-
centre un groupe de points pondérés par leur barycentre, affecté de la
somme de leurs masses (si elle n’est pas nulle).

Proposition : Soit/ = {0, 1,--- ,n}. Supposons qu’on ait une partition fle
soit] = JyU- - -UJ, (lesJ, étant disjoints). Soienty, - - - , a,, des points (o[- )
eth, -, A\, des scalalres de somme non nulle. Pour chague), 1,--- ,r

on suppose que. = ZIG] A; est non nul et on notg, le barycentre de la

famille {(a;, \;),7 € Ji}. Alors >, _, w est non nul et le barycentfedes
pointsby, affectés des masses (K = 0,...,r) est aussi le barycentre de la
famille {(a;, \;), i € I}.

DémonstrationOn ad ;o ik = Y g2 ics, Ni = 2o A\i €t cette quantité est non
nulle par hypothése.
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Lo 7 — — . . —
Par définition du barycentre orda,_, uibb, = 0, soitencore ;. _, {Zieh )\ibbk} =

= 0 . En appliquant la relation de Chaslds; = ba; + a;b; pouri € J; on obtient
UNIVERSITE
PARIS-SUD
LRSS IYTES 3 RES HYTES B ptors
Al k=0i€Jy k=01ieJy k=0i€J}y

Commeb,, est le barycentre de la familfga;, \i),i € Ji}, onaj ., /\im — i pour

[ de Tit P . N z
age fe Te toutk. On en dedwgfzo )\,»bE)- = 5), d’ou le résultat.
Sommaire O
« Y Cette proposition a de trées nombreuses applications : outre les récur-
rences qu’elle permet, elle entraine I'identité d’un grand nombre de: ba-
rycentres (autant qu’il y a de partitiods= JyU- - -U.J,. comme dans le
< > proposition). Les applications directes suivantes doivent étre conniies.
Page 9 de 25 1.8.1. &. Isobarycentre de trois pointSoienta, b, ¢ trois points non alignés d’un plan af-
fine, g I'isobarycentre deu, b, c eta’, V', ¢’ les milieux de[bc], [ca], [ab]. Montrer queg est
Retour le point d'intersection demed|anes[aa} [bb'], [ec'] et qu'il est situé au tiers de chacune
d’elles : par exemple Oncdg = —a a.
Plein écran

1.8.2. &. Construire un triangle a partir de ses médianEtant donné trois droites concou-
Former rantes construire un triangle admettant ces droites comme médianes (Litilider

1.8.3. &. Centre de gravité d'un tétraedreSoienta, b, c etd quatre points non coplanaires
Quitter de E' (ces points déterminent uétraédre leur enveloppe convexe (dfl. 2.1) dont ils sont
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les sommets) ef leur isobarycentre. On notej, k, ¢/, j, k' les milieux des segmenfsb],

i [ac], [ad], [cd], [bd] et[bc].
. Montrer que les droiteg€ii’), (j5') et (kk’) sont concourantes en
UNIVERSITE Que dire des droites joignant un sommet du tétraedre au centre de gravité de la
PARIS-SUD opposée & ce sommet ?
Que dire de$ plansAff{abi'}, Aff{acj'}, Aff{adk'}, Aff{cdi}, Af{bdj}, Af{bck}?
Accueil Donner des constructions géométriques du centre de gravité d’un tétraédre.
Page deTite Proposition : Soientay, - - - , a,, €tby, - - - , b, deux familles de points d&.
omma Pourtoutj = 0, - - - ,r, on suppose qug est barycentre des pointsaffectés
ommaire

des masses;; avec) " \;; = 1 pour toutj. Soitg le barycentre des points
b; affectés des massgs avecZ;:0 w; = 1. Alors g est barycentre des points

wi» a; affectés des masses= ) '_ j1;\i; (Supposées non nulles).
p R DémonstrationNotons déja qu'on a :
n n T T n T
D=2 mhg =D mi ) Ay =D =1
Page 10 de 25 =0 =0 =0 =0 0 =0
On a aussi les relations :
Retour
n n T T n
. ZW@ZZ( Nj)\ij)g_a;:ZNj<Z)\ijg_a;>~
Plein écran : : - X :
=0 1=0 7=0 7=0 =0
o Commeb; est le barycentre des;, \;;) onad_ )\ijg—a; = g_b; en vertu del.3iii). Mais,
commey est le barycentre dés;, 11,), on en déduit que le vectedr;"  v; ga, estnul, d’ol
p— la conclusion patf..3i).

O
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1.9.1. & Soit g l'isobarycentre d'un trianglebc. Ecrire le milieu defag] comme bary-
centre des points, b etc.

1.9.2. & En utilisant1.3.20u la double associativité du barycentre, montrer que les tr
anglesabc eta’b’ ¢’ ont méme isobarycentre i (resp.b/, ¢’) est le milieu ddbc] (resp.[cal,
[ad]).

L’'exercice suivant sera repris tout au long de ce chapitre :

1.9.3. & Soientabc un triangle,a’ un point du segmeribc], b’ un point du segmerjt.c| et
¢’ un point du segmentb]. On veut déterminer I'ensemble des isobarycentres des points
a', b etc.

a) Ecrire ces hypothéses commelef: o’ un point du segmenibc] i.e a’ est barycentre
de (b, a), (¢,1 — ) ...

b) Ecrire I'isobarycentre de&', b’ etc¢’ comme un barycentre deb etc. (a suivre ent.5)

Proposition : Soit V' un sous-espace affine d& Alors I est stable par ba-
rycentration (.e. le barycentre de toute famille finie de pointsideondérée
de fagon quelconque est encore dansRéciproquement, $i est une partie
(non vide) deE stable par barycentration, alovsest un sous-espace affine
deF.

Démonstration 1) Supposond’” affine de directiont’ . Soientay, - - - , a,, des points dé&/
et soitg le barycentre de la famillés;, \;), avecy " | A\; = 1. Soita un point deV. On a
—
doncag = "', \; aa;. Commeu et lesa; sont dand/, les vecteuraa; sont dansl’, donc
aussi leur combinaison linéaitg. Commeq est dand/, il en résulte que est dand/.
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2) Réciproguement, supposoVisstable par barycentration. Soientr y des points de
V et \ un scalaire. Définissons les pointtt de E par les formules @z = az + ay et
al = \az. Par définition d’un sous- espace affine, il s’agit de montrerzqaét sont dans
V. Mais, en utilisant la relation de Chasles, on obtient les formul@s+ zz + zy = 0 et
(1- A)E{ t Mz =0 gui montrent que ett sont des barycentres des poinats:, y, donc
sontdand/. O

Ainsi, les sous-espaces affines sont exactement les parties stables par
barycentration. Cela fournit une nouvelle méthode pour montrer qu'une
partie est un sous-espace affine.

2.1.1. & SoitV une partie non vide d&, telle que pour tous, b distincts dand’, la droite
(ab) est contenue darid. Montrer quel” est un sous-espace affing.

Les barycentres permettent une nouvelle des
cription du sous-espace engendré par un nombre fini de points :

Proposition : Soientay, -+ ,a, € E. L'ensemble des barycentres des
(avec toutes les masses possibles de soi)rast égal au sous-espace affine
Aft{ag,--- ,a,} engendré par les;.
Démonstration :

1) Sig est le barycentre des affectés des masses (de somme) on écrit :

T
9=ao+acg =ao+ Y _ \iaoa;
i=1

de sorte queg est bien dans le sous-espace engendré par.les
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2) Réciproquement g est dans le sous-espace engendré par;les écrit :

T T
— — —
g=ao+ Y Naom & ad=» Nidoa
il i=1

—

et en décomposant chaque vect@gir, enagg + ga, on obtient

<
3

et doncy est le barycentre des affectés des massés— >, Xi), A1, -+, A O

2.2.1. & Interpréter la proposition précédente dans le cak @3t I'espace affine del.2
et ou les points; sont les points, 7, k de1.4.1Q

2.2.2. © Soit A une partie quelconque d&. Montrer queAff A est 'ensembleX des
barycentres des familles finies de pointsdlaffectés de masses quelconqugs.

En particulier, sk eth sont deux points distincts dg, la droite(ab) est
'ensemble de tous les barycentresalet b. Ainsi, trois droites(ab),

(a't’), (a”b") sont concourantes en un poinsi et seulement gj est
barycentre de: etb, dea’ etd’, dea” et ded” : il n’est pas étonnan:

que la propriété d'associativité du barycentre entraine des résultats de
concourance.
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Proposition : Soientk + 1 pointsag, a1, - - - , ax de E. Le sous-espace affine
Aff{ag, a1, - ,ax} est de dimension au plus

Démonstration :

Par définition, la dimension d&ff{ag, a1, -- ,ax} est celle de sa direction. D'aprés
|.4.3, la direction deAff{ag, a1, - - , a;} est le sous-espace vectori@ict(agay, - - - , apaz)
qui admet donc un systéme générateukdecteurs {agas, - - - ,apay }, sa dimension est
alors au plug. O

3.1.1. RemarqueOn notera la différence avec les espaces vectoriels : ilffauptl points
pour engendrer un sous-espace affine de dimerisi@est normal, il faut une origine en

plus).

Définition : Soientag, ay, - - - , a;, des points d&7. On dit queag, ay, - - - , az
sontaffinement indépendantssi le sous-espace affine engendré pau)est
de dimensiork.

3.2.1. RemarqueOn notera que cette notion est indépendante de I'ordre.des

3.2.2. Exemples

i) Deux points distincts sont affinement indépendants.

i) Trois points non alignés sont affinement indépendants.
&. Démontrez (i) et (ii).
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Proposition : Les assertions suivantes sont équivalentes

i) Les pointsag, ay, - - - , a; sont affinement indépendants.

i) Vi =0,--- k, a; ¢ Aff{ag,--- ,a;, - ,a;} (OU la notationa; si-
gnifie qu’on omet le point;).

iibis) Vi =0,--- , k,a; nestpas barycentre des poiitg, - - - , a;, -+, ax},

iii) Les pointsag, a1, - - - , ax_1 sont affinement indépendantsagtn’ap-
partient pas &ff{ao, - -- ,ar_1} (i.e. n’est pas barycentre des poifis, - - - , aj-

iv) Pourtouti € {0,--- ,k}, lesvecteursoa;, aia;, -« ,a;_1a;, Gir1G;, - - -

sont linéairement indépendants.

v) llexistei € {0, - , k} tel que les vecteuiga;, ara;, - - -, a;_1a;, Giq1a;, - -

soient linéairement indépendants.

Démonstrationl’équivalence dei) etii bis) résulte de2.2
Montronsi) = 4i). On a vu erB.1ci-dessus que le sous-espace

Xi:AH{GO;"' 70//\757"' aa/k}v

engendré pak points, est de dimensiod k£ — 1. Si a; est aussi dan¥;, le sous espace
engendré pady, - - - , ai est égal aX; donc de dimensior k& — 1 ce qui contredit).

iti) = i) Comme les points, - - - , a1 sont affinement indépendants, 'espaGe=
Aff{ag,- - ,ar—1} estde dimensioh—1. Mais alors, comme,, n'est pas danX, 'espace
X engendré pady, - - - , aj est strictement plus grand qui&, donc de dimensiok &, donc
égale & en vertu de3.1 et on a prouveé que les points sont affinement indépendants.

1i) = 1) On raisonne par récurrence surPourk = 1 la propriété est évidente grace
a3.2.2i). Passons dé — 1 & k. Pouri > 0, le pointa; n'est pas dans le sous-espace affine
engendré pa#iq,--- ,a;,- - ,ax. Par I'hypothése de récurrence les poimts: - - , aj, sont
donc affinement indépendants. L'implicatién) —> ¢) permet alors de conclure.
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En vertu de4.30n a, pour tout,
(+) X = Aft{ag, -+ ,ax} = a; + Vect(@za,,j # i) = a; + V,.

Cela montre aussité) —> iv). L'implication iv) = v) est évidente. Enfin, si ona)
avec l'indicei on applique la formuléx). L'espace vectorieﬁ est de dimensiok et on en
déduit queX est un sous-espace affine de dimengiae qui montre).

Les propriétégv) ou v) montrent que si les points), - - - , a; sont affinement indépen-
dants il en est de méme de toute sous-famille de points. Combiné)aves ii) cela achéve
de montrer) = 4ii). O

3.3.1. & Expliciter les conditions dans le cas de quatre points.
3.3.2. Remarquel’assertion i € {0,--- ,k} a; ¢ Aff{ag,---,a;, - ,ax}” n'impli-
gue pas l'indépendance affine des- 1 points.
&. Donnez un exemple

_ Soient £ un espace affine de dimensienet V' un sous-
espace affine de dimensién Un repere affinede V' consiste en la donnée
d'unesuitedek + 1 pointsay, - - - , a; affinement indépendants de

3.4.1. & Montrez qu’'alors le sous-espace affibé{ag,-- ,a;} est égal &’.

3.4.2. & Vérifiez que les points, j, k forment un repére affine dé (cf. 1.1.2et1.4.10.

Comme dans les espaces vectoriels un repére est donc “libre et giénéra-
teur”, mais attention, il faut un point de plus.
Attention, un repere affine est une suite ordonnée de points.
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3.4.3. & Montrez qu’un repére affine d’'une droite est un couple de points distincts de
droite, un repére affine d'un plan un triplet de points non alignés du plan, un repére affine
I'espace de dimensiohun quadruplet de points non coplanaires de cet espace.

SoientV un espace affine de dimensiéretag, - - - , a;
des points dé’. Les assertions suivantes sont équivalentes :
) ag, - - - , a; forment un repére affine dé,
i) agas, - , agay, forment une base de,
iif) Pour touti = 0, - - - | k le pointa; n"appartient pas Aff{ao, - - - ,a@;, - - - ax}
(n’est pas barycentre des poidis, - - - , a;, - -+ ,ax})

Démonstration Cela résulte immédiatement 8e3. [

351 & SoitV = Aff{ao, - ,ar}. Montrez qu'on peut extraire dgug, - - ,ar} un
repére dé/. Montrez que tout espace affine admet (au moins) un repére affine.

Dans ce paragraphe on utilise un repere affine, - - - , a,, de E mais on fait jouer un
réle particulier au point, : c’estl’origine du repere.

Définition : Soitm € E. On a I'égalité :m = ag + agm, puis, comme les
—> o 2 ii——> n —

apa; forment une base dg, on écritagm = >, M;aga;. Les\; sont appe-
léescoordonnées (cartésiennesju pointm dans le reperéag, aq, - - - , a,),
d’'origine ag, de E.
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Choisir un repére dans un espace affihnde dimensiom permet d'as-
socier a chaque poimt sesn coordonnées cartésiennes dans le repére,
et ainsi d’identifierE’ avecR™.

L'emploi des coordonnées cartésiennes permet toutes les opérations u-
suelles de la géométrie analytique. Son intérét est de ramener un pro-
bléme de géométrie a un calcul. C’est une méthode trés puissante qu’on
doit toujours penser a employer si on ne voit pas de solution géomé-
trique plus rapide. On se reportera aux exercices pour voir comiment
écrire en termes de coordonnées des équations de droites, plans, etc.
Cependant les coordonnées cartésiennes font jouer un réle particulier a
I'origine : cette dissymétrie peut compliquer inutilement une démons-
tration. Pour traiter analytiquement un probléme ou tous les points
jouent le méme role, il vaut mieux utiliser les coordonnées bary:en-
triques que nous introduisons ci-dessous.

Proposition et définition : Soientay, - - - , a, des points deZ affinement
indépendants de sorte que, - - - , a, st un repére du sous-espace affin
engendréV = Aff{a,---,a,}. Alors tout pointm deV s’écrit, de ma-

niere unique, comme barycentre des pointaffectés de masses verifiant
Y i_oNi = L. Lesréels\; s'appellent legoordonnées barycentriqueslem
sur le repéreu, - - - ,a, deV.

Démonstrationli reste & prouver I'unicité de I'écriture de comme barycentre. D’aprés la
définition (iv) du barycentre, supposons qu’on ait & la fois :

T T T T

— — — — N

apgm = E Ni.apa; €t agm = E Ki-apa; OU E A = E pi =1
=1 g=il =0 =0
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Alors, commenyg, - - - , a, €st un repére, les vecteurga; sont linéairement indépendants, de
sorte que I'on a; = u; pouri = 1,--- ,r. Enfin on en déduify = o grace a la relation

Z;:O Ai = Z;:O wi=1.0

3.7.1. & \oici le genre de manipulations qu’il faut savoir effectuer :

Dans le plarR?, on considére les trois points= (3,1), b = (—1,2) ete = (0, —1).
Montrez que(a, b, ¢) est un repeére affine de?.

Déterminez les pointp et ¢ de R? dont les coordonnées barycentriques dans, c)
sont respectivemertt, 1, 3) et(3, 1, 3)-

Quelles sont les coordonnées barycentriques dayis c) du pointr de R? dont les
coordonnées cartésiennes d&n&ﬁ;, ac) sont(2,1)?

Enfin, donnez les coordonnées barycentriques daris ¢) du pointg, barycentre de

{(p.1),(q,2), (r,5)}.

3.7.2. Lethéoreme de double associativité sur les barycentrek. @¢fe traduit en termes
de coordonnées barycentriques sous la forme suivante :
Proposition : Soit(ay, - - - ,a,) un repere affine d& et soienby, - - - , b, des
points de£. On suppose qui; a pour coordonnées barycentriques i =
0,---,n surle reperday, - - - ,a,). Soitg le barycentre des; affectes des
coefficientsy, avecZ;:0 p; = 1. Alors les coordqnnées barycentriquegyde
sur I_e repéréay, - - - , a,) sont I_es nombres; = Z;:O _uj)\ij (%). _

Si, de plus, on a = n et si(by,--- ,b,) est aussi un repere affine de
(de sorte que leg; sont les coordonnées barycentriquesydur le repere

(bo,- -, by)), la formule (x) décrit comment varient les coordonnées bary
centriques de dans le changement de repere.
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3.7.3. & SoitFE le plan deR? d’équationr+y+2z = 1, cf.1.1.2et1.4.1Q Sim = (x,y, 2)
est un point de, quelles sont ses coordonnées barycentriques(@dafs) ?

3.7.4. Coordonnées barycentriques et triangfe.

On noteq, 3, v les coordonnées barycentriques d’un peindu plan sur le repére, b, c.

a) On suppose que n’est pas situé sur les droitéls:), (ca), (ab). Traduire cette condi-
tion sura, 3, .

b) On suppose les droitéam), (bm), (cm) respectivement non paralléles@), (ca),
(ab). Traduire cette condition sur, 3, 7.

¢) Sous les hypothéses précédentes, on désigmé par’ les intersections d@m), (bm), (¢
avec (be), (ca), (ab). Calculer les coordonnées barycentriqguesaté’, ¢’ sur a, b, ¢, puis
celles den sura,a’; b,V ; c,c.

3.7.5. &. Théoreme de Cév&Soienta, b et ¢ trois points affinement indépendants d’'un
plan affineE (i.e. tels quelim (Aff{a, b, c}) = 2, cf. 3.2). On considére trois points, b’ et
¢’ sur les droitegbc), (ac) et (ab) ; on suppose

a & {bct, b &{ac} et ¢ ¢{a,b}

Montrer que les droitegua’), (bd') et (cc’) sont concourantes ou paralléles si et seulemer
— — —
. La'b v ¢ -
si le produltaj X jc X 2 vaut —1. (cf. I\V.4.1 pour la définition du rapport de deux
ba b

vecteurs)
Lorsque chaque rapport vectoriel vatit, on retrouve un résultat connu. Lequel ?

3Les techniques de ce paragraphe sont trés utiles pour résoudre de nombreux problémes de concours de c
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Contrairement au théoreme de Thalés, le résultat précédent n’est pas
explicitement au programme du CAPES. Il apparait cependant trés
fréquemment dans les épreuves écrites (sous une forme plus ou moins
dissimulée).

3.7.6. &. Application. Soit (a, b, ¢) un repére du plan affine. On considére les paoifts’
etc’ de coordonnées barycentriques respectioeg/3,1/3), (3/4,0,1/4) et(3/5,2/5,0).
Les droites(aa’), (bb') et (cc’) sont-elles concourantes? Si oui, donner les coordonné
barycentriques du point de concours.

3.7.7. &. Théoreme de GergonnMéme situation que Céva, on suppdse’), (bd’'), (cc’)
concourantes em. Montrer que l'on a :

— — —
am bm Jdm
aa b'b e

SoientE un plan affine efa, b, ¢)
un repére dev. On appeller ety les coordonnées cartésiennes d’un peintle £ dans ce

repére {m = wab + yac) et (o, B3,7) les coordonnées barycentriquesrdesur ce repére
(o + 8+ v = 1). On considére trois point&1, m2, m3 du plan. Posons

Ty T2 I3 a; G2 Qg

D=ly1 vy y3| et A=|81 [z f3
11 1 oY 3


http://www.math.u-psud.fr

UNIVERSITE
S-SsubD

PARI

Accueil

Page de Titre

Sommaire

<44 44

Page 22 de 25

Retour

Plein écran

Fermer

Quitter

Montrer que les trois points:;, mo, ms sont alignés si et seulementi8iou A est nul.

En déduire que I'équation barycentrique d’'une droite (c’est-a-dire la relation qui lie |
coordonnées barycentriques de ses points) est de la fatme S + vy = 0 avec, u, v
non tous égaux.

Beaucoup de figures géométriques (comme la droite, cf. ci-dessus) sont
définies par une (ou plusieurs) relation(s) portant sur les coordor nées
cartésiennes. En passant aux coordonnées barycentriques, on voit qu’on
peut aussi définir la figure par une (ou plusieurs) relation(s) sur les ¢oor-
données barycentriques. Pour certains problémes le systeme de re ations
ainsi obtenu est plus simple en barycentrique qu’en cartésien.

4.1.1. & On reprend les notations de7.4 Donner I'équation barycentrique de la droite
(aa’) puis de la droite paralléle @&c) passant pat.

4.1.2. & On appelleD,, Dy, D, respectivement les droites passant paF, ¢ et paral-
l&les a(be), (ca), (ab). Caractériser sur leurs coordonnées barycentriques les points de
ces droites.

Soita’ le point d’'intersection dé), et D, et, de méme}’, ¢’. Calculer les coordonnées
barycentriques de’, b’, ¢’ sur(a,b, c). Déterminer le milieu déb’'c’] et I'isobarycentre de
a b, c.

Interpréter ces résultats et les comparer dvéc

4.1.3. &. Utiliser un déterminant pour donner une démonstration du Théoréme de Mél
laus (1V.7.7.9.

Définition : Soienta et b deux points distincts dé. La demi-droite[ab)
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est 'ensemble des poinisde (ab) tels que le segment semi-ouvénp| (=
[bp] — {p}) ne contienne pas.

&. Soitm un point de(ab). On a donam = \.ab avec) réel.
a) Montrez quéabd) est I'ensemble des points de (ab) tels quei soit positif ou nul (on
—_—

note\ = @, cf. 1V.4.1).

b) MorClLtrez qu€ab) est 'ensemble des points deb) dont la coordonnée barycentrique
surb dans le repéréu, b) est positive.

¢) Montrez enfin que sfa, b, ¢) est un repére affine d’'un plan affidg, alors|[ab) est
'ensemble des points: dont les coordonnées barycentriques sont de la fdmmé, 0),
avecs > 0.

Définition : Soienta, b et ¢ trois points non alignés d’un plan affirne. Le
demi-plan (fermé) délimité pdbc) et contenant (noté E+ dans la suite) est
I'ensemble des points: de E tels que(bc) ne coupe pasum| (i.e. (be) N
lam[= 0).

4.3.1. & Faites un dessin pour vous convaincre que cette définition correspond bien g
métriqguement a l'intuition d’'un demi-plan. Qu’obtiendrait-on si dans la définition on ren
placait “ne coupe paam/[” par “ne coupe pafm]” ? Remarquez que appartient &+.

Notre but est maintenant de transformer cette définition géométrique en
une définition analytique ; nous nous donnons un repeére &fing, ¢’)

de E' oua’ est choisi comme origine. Nous allons caractériser les points
de E+, d’abord par leurs coordonnées cartésiennes, puis par leurs coor-
données barycentriques dans le regéfel’, ¢).
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4.3.2. & Dans le repére affiné’, ', ¢'), on suppose que I'équation de la drojte) est
donnée par la forme affing(cf. 1.2.6.5 :

m € (bc) < f(m) =0
et quef(a) est positif. On veut montrer :
méeET & f(m)>0
Soientm un point deF et ¢,,, la fonction deR dansR définie par :
Om(t) = f(a + tam).

(i) Montrez queg,, est une fonction polynéme de degré au plu®our quels points:
est-elle constante ? En déduire qu'une équation de la dfojpassant pan et paralléle a
(be) estf(m) = f(a).

(ii) Soit m tel queg,, n'est pas constante, quang, s’annule-t-elle ? Etudier son signe.
En déduire que sin n'appartient pas &, la droite(am) rencontre(bc) en un point unique
p etqueET estI'ensemble des points qui vérifient f(m) > 0. Explicitez cette écriture en
coordonnées cartésiennes.

(iii) Montrez, a I'aide des définitions géométriques, quensi'est pas sur\, on a I'équi-
valence :

m € Et < m € [pa).

On cherche maintenant une condition nécessaire et suffisante sur les coordonnées t
centriqgues«, 3,v) dem dans le repéréa, b, c) pour quem appartienne a£+.

e) Appliquer les résultats précédents au cas ou le repére chaigi €st) : déterminerf
et f(a).

f) Caractériser les points d& et deE™ par leurs coordonnées barycentrigues.

g) Décrire 'ensemble des points vérifiant= %
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Soit un trianglezbc dans un plan affiné. Soit
m un point du plan. Une badg de P étant donnée, on appebére algébrique du triangle
construite sur les vecteuisa etmb dans cet ordre le nombre réellet(ma, n?;) que l'on
noteraAalg (mab). On pose :

ag = Aalg(mbe) |, [y = Aalg(mea) et -~y = .Aalg(mab).
4.4.1.  Montrer quem est barycentre dé, ), (b, 5o) et(c,o)-

4.4.2. On se place maintenant dans le plan affine euclidien et on suppose gsiedans
l'intérieur du triangle. Pour retrouver le résultat précédent :
— Utiliser le produit vectoriel en Terminale.
— Utiliser la définition de I'aire géométrique d’un triangle a 'aide de la hauteur au co
lége. (On pourra commencer par le caggst sur un coté du triangle.)

4.4.3. Application. Montrer que les médianes et les c6tés d’'un triangle définissent six pet
triangles de méme aire.

Suite del.9.3 Pourk égal a 1 ou 2, on pose :

ay :b—&—ﬁb_c), by :c—i—ﬁai, Ck :a—l—ﬁﬁ)
3 3 3
¢) Montrer queF’ contient les pointg, as, by, b, c1, ca.
d) Donner un encadrement des coordonnées d’'un poite ' dans le repére affine
(a,b,c). Montrez queF’ est contenu dans un hexagone (intersection de 6 demi-plans) o
I'on dessinera. (A suivre einl.2.6.4)
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