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Ce texte vise a fournir une rédaction des résultats annoncés par Ofer Gabber dans [5]
concernant les complexes dualisants dans le contexte étale sur les schémas noethériens
excellents.

On fixe un entier naturel n > 2, on note A = Z/nZ : ce sera notre anneau de coefficients.
Si X est un Z [1]-schéma noethérien, on note DY (X, A) la sous-catégorie de DP(Xe, A)
formée des complexes ayant des faisceaux de cohomologie constructibles et D2 ( Xy, A) la
sous-catégorie pleine de DP( X, A) formée des complexes de tor-dimension finie.

Définition 0.1. — Soit X un Z [%]—Schéma noethérien. Un complexe dualisant sur X
est un objet K € DP(Xg, A) tel que le foncteur de dualité Dg = R Hom(—, K) préserve
DP(X4, A) et que pour tout L € D?(Xg, A), le morphisme de bidualité L — Dy Dg L soit
un isomorphisme.

Cette définition differe de celle de SGA 51 1.7 dans la mesure ou on ne demande pas a
un complexe dualisant d’étre de dimension quasi-injective finie.

Le théoreme suivant récapitule ’essentiel des résultats de Gabber que nous allons établir
dans ces notes :

Théoréme 0.2 (Gabber). — Soit X un Z [ﬂ -schéma noethérien excellent muni d’une
fonction de dimension (cf. définition 2.1). Alors, X admet un complexe dualisant K, unique
a produit tensoriel avec un objet inversible pres (cf. proposition B.2). Ce compleze dualisant
K appartient a D2;(X g, A) ; il est de dimension quasi-injective finie (autrement dit est un
complexe dualisant au sens de SGA 51 1.7) si et seulement si X est de dimension de Krull
finie.
Par ailleurs, on a les résultats suivants :
— si X est régulier, le faisceau constant A est un complexe dualisant ;
-si f:Y — X est un morphisme plat et a fibres géométriquement réguliéres avec Y
noethérien excellent, alors f'K est un complexe dualisant;
~si f: Y — X est un morphisme de type fini compactifiable, alors f'K est un complexe
dualisant.

La démonstration s’appuie sur la notion de complexe dualisant potentiel (définition 2.2)
sur un Z [ﬂ—sehéma noethérien excellent X muni d’une fonction de dimension ¢ : il s’agit
de la donnée d’un complexe K € DT (X, A) muni d’isomorphismes (appelés épinglages)
RT,(K) ~ A(d(z))[20(x)] pour tout point = € X, qui soient compatibles aux morphismes
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de transition associés aux spécialisations immédiates de points géométriques de X (cf.
section 1). Gabber montre dans [4, lemma 8.1] que si un Z [ﬂ-schéma noethérien excellent
admet un complexe dualisant, alors il admet aussi une fonction de dimension globale ; cette
hypothese du théoreme 0.2 est donc bien nécessaire.

Dans la section 2, nous verrons notamment que sur un 7 [ﬂ -schéma noethérien régulier,
le faisceau constant A est un complexe dualisant potentiel pour la fonction de dimension
—codim (cf. proposition 2.14). Pour ce faire, nous utiliserons de maniére essentielle le
théoreme de pureté cohomologique absolue démontré par Gabber, ainsi que les propriétés
des morphismes de Gysin établies dans I'exposé sur la pureté.

Dans la section 3, nous construirons un isomorphisme A = H24(X, A(d)) ot X est
un 7Z [%]—sehéma noethérien excellent local strictement hensélien normal de dimension d
et de point fermé x, vérifierons que cet isomorphisme est compatible aux spécialisations
immédiates et nous servirons de ce résultat pour construire des morphismes de transi-
tion HA(X,K) — HI¢(X, K(c)) pour une spécialisation § — T de codimension ¢ ar-
bitraire entre points géométriques d'un Z [ﬂ—schéma noethérien excellent X, pour tout
K € Dt (Xg,A). On utilisera notamment la résolution des singularités pour les schémas
noethériens excellents de dimension 2.
d’un complexe dualisant potentiel sur un Z [ﬂ—schéma noethérien excellent muni d’une
fonction de dimension. Dans le cas d’un schéma normal, nous nous appuierons sur les
résultats de la section 3 et sur les résultats généraux de Gabber sur l'existence de t-
structures définies par des fonctions de perversité. Nous montrerons aussi que les complexes
dualisants potentiels vérifient de bonnes propriétés de stabilité par rapport aux morphismes
plats et a fibres géométriquement régulieres et aux morphismes de type fini.

Dans la section 5, nous montrerons qu'un complexe dualisant potentiel est un complexe
dualisant. Une fois les propriétés de finitude établies, nous procéderons par récurrence sur
la dimension, en utilisant d’une part une généralisation d’un argument de SGA 4% [Th. fi-
nitude| et d’autre part le théoreme de Gabber sur les fibrations dans le cas complet.

Dans la section 6, nous montrons qu’a partir d’'un complexe dualisant a coefficients A, on
peut construire des complexes dualisants pour des anneaux de coefficients plus généraux.
Ces résultats sont essentiellement indépendants des sections précédentes. Cependant, ce
n’est qu’en combinant les résultats des sections précédentes sur les complexes dualisants
potentiels avec le résultat d’unicité des complexes dualisants de la proposition 6.26 que
I’on peut déduire le théoreme 0.2. En vertu de ce théoreme 0.2, les constructions de cette
section donnent en particulier des complexes dualisants pour des anneaux de coefficients
généraux sur les schémas noethériens excellents munis de fonctions de dimension. Il semble
tres probable qu’il soit possible d’étendre les résultats d’Ofer Gabber a des énoncés de
dualité avec des coefficients f-adiques. Toutefois, le rédacteur a renoncé a les rédiger.

Enfin, quelques résultats nécessaires a ce qui précede ont été rejetés en appendice. On
y décrit notamment une construction du produit tensoriel dérivé sur la catégorie dérivée
toute entiere des faisceaux de Modules sur un topos annelé (commutatif).
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1. Le morphisme de transition en codimension 1

Définition 1.1. — Soit X un Z [%]—sehéma, soit z € X, soit X € DT (X, A). On pose
RI.(K) = i!mK|X(I) € D (wg, A) ott 4, est 'inclusion du point fermé du localisé X, ORS
7 est un point géométrique de X au-dessus de x 2, on note R['z(K) = RT,(K)z € D*(A);
cet objet s’identifie a la cohomologie a supports dans le point fermé de la restriction de K
a I'hensélisé strict X(z). Les objets de cohomologie de RI'z(K) seront notés HL(K) pour
tout 7 € Z.

Définition 1.2 (SGA 4 VIII 7.2). — Si § et T sont deux points géométriques d'un
schéma X, une spécialisation J — 7 est un X-morphisme X — X(z) entre les localisés
stricts correspondants, ce qui revient a la donnée d'un X-morphisme 7 — Xz). On définit
la codimension d’une spécialisation comme étant la dimension de I'adhérence du point de

X(z) en-dessous de 7. On dit qu’une spécialisation est immédiate si elle est de codimension
1.

On se propose ici de définir un morphisme de transition spy_;: RI'y(K) — RI'(K)(1)[2]
dans DT (A) pour toute spécialisation immédiate 7 — 7 de points géométriques sur un
Z [%]—sehéma excellent X, quel que soit K € DT (Xg, A).

1.1. Cas d’un trait strictement hensélien. — Soit X un trait strictement hensélien
de point générique n et de point fermé s. Soit 7 un point géométrique au-dessus de 7. On
va définir le morphisme de transition

RIG(K) — RI(K)(1)[2]

pour tout K € DF (X4, A).
On note p 'exposant caractéristique du corps résiduel de X, que 'on suppose inversible
dans A. On dispose d’une suite exacte canonique de groupes profinis :

1—8—Gal/n) -G—1,

ou G est le groupe d’inertie modérée, canoniquement isomorphe a 7/ (1) et ou S, le groupe
de ramification sauvage, est un pro-p-groupe (cf. [3, proposition 6.2.12]). Remarquons que
I'ordre de G est multiple de (#A)> : ce fait sera utile au lecteur scrupuleux qui voudrait
vérifier en exercice les détails passés sous silence dans cette sous-section.

1.1.1. Algébre du groupe 2’(1). —

Définition 1.3. — L’algebre de groupe A[[G]] est 'anneau des endomorphismes du fonc-
teur d’oubli de la catégorie des A-modules discrets munis d’une action continue de G vers
celle des A-modules. Cette algebre est naturellement topologisée : elle est munie de la to-
pologie la moins fine qui soit telle que pour tout A-module discret M muni d’une action

(1 On obtiendrait une définition équivalente en remplacant le schéma local X (z) Par son hensélis¢.
(2)Dans la suite, pour ne pas alourdir inutilement le texte, si on fixe un point # d’un schéma X, Z désignera
un point géométrique au-dessus de x et inversement, si on fixe un point géométrique T — X, on notera x
le point de I'espace topologique sous-jacent a X au-dessus duquel T se trouve.
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continue de G et tout élément m € M, l'application A[[G]] — M qui a a € A[[G]] associe
le résultat a.m de son action sur m soit continue.

On a un isomorphisme canonique d’anneaux topologiques
Al[G]] = lim A[G/H] ,

ou H parcourt I'ensemble ordonné des sous-groupes ouverts distingués de G et on A[G/H]
est l'algebre de groupe usuelle (discrete) du groupe fini G/H. On peut identifier les A-
modules discrets munis d’une action continue de G aux A[[G]]-modules discrets.

L’action naturelle de A[[G]] sur A muni de I'action triviale de G' définit un morphisme
continu d’augmentation : A[[G]] — A. On note I le noyau de ¢ : c’est I'idéal d’augmen-
tation.

Proposition 1.4. — Le A[[G]]-module I est libre de rang 1, engendré par 1 — o si o est
un générateur topologique de G.

La démonstration de cette proposition est laissée en exercice au lecteur.

1.1.2. Description de la cohomologie a supports. — 1l est clair que la catégorie des fais-
ceaux (d’ensembles) sur Xg est naturellement équivalente a la catégorie des fleches de
Gal(77/n)-ensembles (discrets) My — M; telles que l'action de Gal(7j/n) sur M, soit
triviale.
Pour tout faisceau de A-modules M sur X4, on note F'(M) le complexe évident de
A-modules :
MS — Mg — HOHIA[[G”([G,Mg)

ou M est placé en degré 0. Le foncteur qui a M associe F'(M) étant additif, en utilisant
la construction du complexe simple associé a un complexe double, on peut naturellement
définir un complexe de A-modules F'(K) pour tout complexe K de faisceaux de A-modules
sur X¢. En observant en outre que le foncteur qui & M associe F'(M) est exact, on voit
que le foncteur F' défini au niveau des complexes préserve les quasi-isomorphismes. On a
ainsi obtenu un foncteur F': DT (X4, A) — DT (A).

Proposition 1.5. — Pour tout K € D" (Xg, A), le morphisme évident
RI, (X, K) — F(K)
est un isomorphisme dans DT (A).

On se ramene au cas ou K se réduit a un faisceau injectif M placé en degré 0. Il est
évident que le noyau de M2 — Homy ey (I, M2) s'identifie & I'(n, M). On a donc bien un
isomorphisme H?(X, M) = H°(F(M)). Il reste & montrer que H!(F(M)) est nul. Cela
revient a dire qu’apres application du foncteur Homjey(—, M‘ﬁg), I'inclusion de l'idéal 14
dans A[[G]] induit une surjection. Pour cela, il suffit de montrer que le A[[G]]-module discret
M% est injectif : par restriction a un ouvert, M|, est un faisceau injectif de A-modules sur
Net €t M% est obtenu a partir de M, par application du foncteur image directe associé au
morphisme de topos évident ng — BG (cf. SGA 4 IV 4.5.2).
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1.1.3. Définition du morphisme de transition. — Soit o un générateur topologique de G.
Soit M un A[[G]]-module discret. On observe que l'on a un isomorphisme canonique de
groupes abéliens M (—1) ~ Hom(G, M). On définit un morphisme de groupes abéliens
M(—1) — Homye(Ie, M) via les isomorphismes suivants :

M (—1) === Hom(G, M) =2~ M <= Homy i) (I, M) .

Si M est un faisceau de A-modules sur X, en composant 'application ci-dessus dans
le cas de M = M% et le projecteur canonique My — /\/l% (S étant un pro-p-groupe et
p inversible dans A), on définit un morphisme Mz(—1) — Homy (I, M5) et donc un
morphisme de complexes s,: Mz(—1) — F(M)[2], fonctoriel en M.

Définition 1.6. — On note sp; ,: RI'%(K) — RI,(K)(1)[2] le morphisme dans D¥(A)
défini par s, fonctoriellement pour tout objet K € DT (X, A). D’apres le lemme suivant, ce
morphisme Sp%(_w est indépendant du générateur o de GG : c’est le morphisme de transition
associé a la spécialisation 7 — s de points géométriques de X.

Lemme 1.7. — Si o et o' sont deux générateurs topologiques de G, il existe une unique
homotopie fonctorielle en M entre s, et s,.

On voit aussitot qu’on peut se limiter aux M tels que M, = 0 et que S agisse trivialement
sur Mz. On peut identifier cette catégorie de faisceaux a celle des A[[G]]-modules discrets.

Soit M un A[[G]]-module. Notons M le faisceau sur X correspondant. On note F,(M)
le complexe

concentré en les degrés 1 et 2. On note ¥, : F(M) = F,(M) I'isomorphisme de complexes
défini de facon évidente a partir de o :

My —= Homy ey (I, My) —= 0 —— -

T

M M 0

Notons ¢, : Mz(—1) = M Pisomorphisme défini par I'évaluation en o via I'isomorphisme
canonique Mz(—1) ~ Hom(G, My). Notons t,: M — F,(M)[2] le morphisme de complexe
représenté par les fleches verticales ci-dessous :

OSO=<=—0O
-~
—
-~
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On dispose ainsi d'un carré commutatif de complexes, fonctoriel en M :

s

My(=1) —= F(M)[2]

— Fo(M)[2]

Posons f, o = W, 08, 0 ;1. Les fleches verticales étant des isomorphismes de complexes,
montrer que les morphismes s,, So 1 Mz(—1) — F(M)[2] sont (fonctoriellement) homo-
topes revient a vérifier que les deux morphismes t,, fy,: M — F,(M)[2] le sont.

On peut ainsi représenter la situation de facon plus concrete :

0——M

[
i id{ |9
oy

l1-0o
M—M
ou g est la transformation naturelle induite par f, .

Comme A[[G]] désigne précisément 1’anneau des transformations naturelles M — M, on
peut identifier id et g a des éléments 1 et g de A[[G]] respectivement. Montrer I'existence
et I'unicité de I’homotopie fonctorielle entre s, et s, se ramene donc a montrer 1’existence
et 'unicité de h € A[[G]] tel que (1 —0)-h =1—g. D’apres la proposition 1.4, cela revient
a montrer que £(g) = 1. Si on note u 'unité de A[[G]] telle que (1 —0') =u- (1 —0) et
qu’on note « 1’élément de 7' tel que ¢’ = o, alors on a la relation u- g = a. On est donc
ramené a montrer que £(u) = (). Pour cela, on utilise la formule suivante :

Cette formule est évidemment juste pour § € N; on peut lui donner un sens pour tout
B € Z en prolongeant chacun des membres par continuité. En appliquant cette formule
avec 3 = «, on obtient le résultat voulu :

ce qui acheve la démonstration du lemme.

1.2. Cas d’un schéma local strictement hensélien integre excellent de dimen-
sion 1. — Soit X un Z [%]—sehéma local strictement hensélien integre excellent de di-
mension 1. Soit n le point générique de X. Soit 7 un point géométrique au-dessus de 7.
Soit s le point fermé de X. Soit X L, X la normalisation de X. Le schéma X est un
trait strictement hensélien (de point fermé 3) et f est un homéomorphisme universel (en
particulier, §/s est une extension purement inséparable), donc le foncteur image inverse f*
induit une équivalence entre la catégorie des faisceaux sur Xy et sur Xét.
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Définition 1.8. — Via les identifications ci-dessus, le morphisme de transition sp%&s est

induit par Lsp%(_}g (cf. définition 1.6).

[8:5]
1.3. Cas général. —

Définition 1.9. — Soit X un Z [%}—schéma excellent. Soit ¥ — 7 une spécialisa-
tion immédiate de points géométriques de X. Pour définir le morphisme de transition
sps 1 RIG(K) — RI%(K)(1)[2] pour tout K € D (X, A), quitte & remplacer K par son
image inverse via le morphisme canonique Xz — X, on peut supposer que X est local
strictement hensélien (excellent) de point fermé Z. On note alors Z 'adhérence du point
de X en-dessous de i et i: Z — X son immersion dans X. Ce Z [%]—sehéma Z est local
strictement hensélien integre excellent de dimension 1, le morphisme de transition Spg_)f a
été introduit dans la définition 1.8. Pour tout K € DT (Xg, A), on définit le morphisme de
transition spé&j de facon a faire commuter le diagramme suivant ou les fleches verticales
sont les isomorphismes évidents :

X
SPy—z

(K) — RI%(K)(1)[2]

F

y—T

R, (i'K) % RI4(i'K)(1)[2]

RI

Remarque 1.10. — Pour toute spécialisation ¥ — T de codimension 0 entre points
géométriques de X (essentiellement, un élément du groupoide de Galois absolu du corps
résiduel d'un des points de X), on a un isomorphisme évident RI'z(K) = RI'%(K), que
I’on note sp%(,_@. Il est évident que si Z — 7 et ¥ — T sont des spécialisations composables
telles que la codimension ¢ de Z — T soit 0 ou 1, on a une égalité de morphismes

Sp?—»f = Spgaf © Spg(ag: RFE(‘[{) - RPE(K> (C) [26} .
Ainsi, les morphismes de transition associés aux spécialisations se composent bien dans
I’étendue ou ces constructions ont été faites jusqu’a présent. Nous définirons plus tard

des morphismes de transition en codimension arbitraire et ce de facon compatible a la
composition, mais seulement au niveau des groupes de cohomologie (cf. théoréme 3.2).

2. Complexes dualisants putatifs et potentiels

2.1. Définition des complexes dualisants putatifs et potentiels. —

Définition 2.1. — Une fonction de dimension sur un schéma localement noethérien X
est une fonction §: X — Z telle que pour toute spécialisation immédiate ¥ — T de points
géométriques de X, on ait d(y) = 6(z) + 1.

Localement pour la topologie de Zariski, un schéma excellent admet une fonction de
dimension.
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Définition 2.2. — Soit X un Z [%]—schéma noethérien excellent muni d’une fonction de
dimension 0. Un complexe dualisant putatif consiste en la donnée de K € DT (X, A) et
pour tout x € X d’un isomorphisme (appelé épinglage en z) RT,(K) = A(§(x))[20(x)]
dans D (x4, A). Un complexe dualisant putatif est un complexe dualisant potentiel si pour
toute spécialisation immédiate 7 — 7, le diagramme suivant est commutatif :

X
SPy—z

REy(K) 222 R (K)(1)[2)

A(0(y))[26(y)]

Autrement dit, les épinglages sont compatibles aux morphismes de transition associés aux
spécialisations immeédiates.

Les notions de complexes dualisants putatifs et potentiels (& coefficients A) ne sont défi-
nis que pour les Z [%]—sehémas noethériens excellents munis d’une fonction de dimension.
Certains des énoncés a venir contiendront donc implicitement ces hypotheses sur les sché-
mas. La fonction de dimension ne sera pas non plus systématiquement mentionnée dans
les énoncés.

Remarque 2.3. — Si X est connexe et que K € DT (X, A) est muni de deux structures
de complexe dualisant potentiel, pour vérifier que les épinglages sont les mémes en tous les
points de X, il suffit de le faire en un seul point.

L’objectif de cette section est de montrer que sur un schéma régulier excellent muni de
la fonction de dimension — codim, le faisceau constant A est naturellement muni d’une
structure de complexe dualisant potentiel.

2.2. Fonctorialité par rapport aux morphismes étales. — Des propriétés de sta-
bilité importantes des complexes dualisants potentiels par rapport a certaines classes de
morphismes seront obtenues dans la sous-section 4.1. Pour le moment, mentionnons sim-
plement la compatibilité suivante pour les morphismes étales :

Proposition 2.4. — Soit f:Y — X un morphisme étale entre Z [%] -schémas noethé-
riens excellents. On suppose que X est muni d’une fonction de dimension 6x. On définit
une fonction de dimension dy sur'Y en posant dy (y) = dx(f(y)) pour tout y € Y. Soit K
un complexe dualisant putatif sur X. Alors, f*K est naturellement muni d’une structure
de complexe dualisant putatif et c’est un complexe dualisant potentiel si K en est un.

Si y est un point de Y, que x = f(y) et que I'on note ¢g: y — x le morphisme induit par
f, on a un isomorphisme canonique ¢*RI',(K) ~ RT,(f*K). Ceci permet de définir les
épinglages sur f*K. On vérifie aussitot que si K est un complexe dualisant potentiel, alors
frK aussi.
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La construction de cette proposition passe évidemment a la limite : le résultat vaut aussi
pour des localisations X(,;) — X, X (hm) — X ou Xz — X. Nous utiliserons librement ces
observations simples dans la suite.

2.3. Compléments sur les spécialisations. —

Définition 2.5. — Soit X’ — X un morphisme de schémas. Soit i/ — 2/ et § — T des
spécialisations de points géométriques de X’ et X respectivement. Si 'on se donne des
X-morphismes ¥/ — 7 et 2/ — 7 tels que le diagramme évident ci-dessous commute, alors
on dit que v/ — 2’ est au-dessus de § — 7.

? —
Yy —
Proposition 2.6. — Soit X' — X un morphisme de schémas. Soit v — x' une spécia-

lisation de points géométriques de X'. Alors, a des isomorphismes uniques prés, il existe
une unique spécialisation y — T de points géométriques de X en-dessous de y' — x'.

!
X(EI)

X(@)

C’est évident.

Proposition 2.7. — Soit X' — X un morphisme fini et § — T une spécialisation de
points géométriques de X. Soit y — X' un point géométrique de X' au-dessus de y (i.e.
on s’est donné un X -morphisme y' — 7). Alors, d des isomorphismes uniques prés, il existe
une unique spécialisation de points géométriques de X' au-dessus de § — T de la forme
y — .

On peut supposer que X est local strictement hensélien de point fermé Z. Le schéma X’
étant fini sur X, c¢’est une réunion disjointe finie de schémas locaux strictement henséliens.
Quitte & remplacer X’ par la composante connexe contenant 3/, on peut supposer que X'
est lui-aussi local strictement hensélien. Il n’y a alors manifestement plus d’alternative : z’
est le point fermé de X’.

2.4. Construction d’'un complexe dualisant potentiel dans le cas régulier. —

2.4.1. Un compleze dualisant putatif. —

Proposition 2.8. — Soit X un Z [%] -schéma noethérien régulier excellent muni de la
fonction de dimension — codim. Alors A est naturellement muni d’une structure de com-
plexe dualisant putatif.

Soit # € X. Pour définir I’épinglage en z, on peut supposer que X est local de
point fermé z. On note 7: x — X linclusion de ce point fermé. Le morphisme de
Gysin Cl;: A(6(2))[26(z)] — 4'A est un isomorphisme d’aprés le théoréme de pureté
cohomologique absolue. L’épinglage en x est I'isomorphisme inverse.
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2.4.2. Cas d’un trait. —

Proposition 2.9. — Soit X un trait excellent, muni de la fonction de dimension 6 =
— codim. On suppose que X est un Z [ﬂ -schéma.

(a) Le complexe dualisant putatif A de la proposition 2.8 est un complexe dualisant po-
tentiel.

(b) Si K est un complexe dualisant putatif, il existe un unique morphisme A — K com-
patible aux épinglages au point générique.

(c) Si K est un complexe dualisant potentiel, le morphisme A — K défini ci-dessus est
un isomorphisme (compatible auzx épinglages).

La compatiblité (a) est facile (au moins au signe prés). Etablissons (b). Soit K un
complexe dualisant putatif. Notons 2: s — X l'inclusion du point fermé sde X et j: n — X
I'inclusion de son point générique n. On a un triangle distingué canonique, que 1’on peut
récrire en présence d’épinglages :

i K K Rjj*K —i,i'K[1]
ok N,
i A(=1)[-2] K Rj, A — i, A(—1)[—1]

En appliquant le foncteur i-éme faisceau de cohomologie H?, on obtient I’annulation de H*K
pour i < 0 et un isomorphisme canonique H°K ~ A. En vertu des propriétés élémentaires
de la t-structure canonique sur D¥(Xg, A), on obtient un unique morphisme A ~ H°K —
K compatible a I’épinglage au point générique.

Pour obtenir (c), supposons que K soit un complexe dualisant potentiel. On considere le
diagramme commutatif induit par le morphisme canonique A — K de (b) et la fonctorialité
du morphisme de spécialisation associé a un choix de spécialisation 7 — s au-dessus des
points 7 et s :

RI%(A) RI%(K)
RI5(A)(1)[2] — RIG(K)(1)[2]

Comme A et K sont des complexes dualisants potentiels, les fleches verticales sont des iso-
morphismes. Par construction, le morphisme du haut est un isomorphisme. Il en résulte que
le morphisme du bas aussi. Par conséquent le morphisme A — K induit un isomorphisme
apres application de j* et de @' : ¢’est un isomorphisme.

2.4.3. Fonctorialité par rapport aux morphismes quasi-finis. —

Proposition 2.10. — Soit f: Y — X un morphisme quasi-fini. Soit K un complexe
dualisant putatif sur X pour une certaine fonction de dimension 6x sur X. Alors f'K
est naturellement muni d’une structure de complexe dualisant putatif pour la fonction de
dimension &y sur'Y définie par dy (y) = dx(f(y)) pour tout y € Y.
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Soit y € Y. Notons x = f(y) et m: y — z le morphisme fini induit par f. On a un
isomorphisme canonique dans DT (ye, A) :

RT,(f'K) ~ 'R, (K) .

L’épinglage en z donne un isomorphisme RI,(K) ~ A(dx(x))[20x(x)]. Pour obtenir
I'isomorphisme voulu RT,(f'K) ~ A(dy(y))[20y (v)], il suffit de définir un isomorphisme
A = 7'A : on utilise le morphisme de Gysin Cl,.

Remarque 2.11. — Soit g: Z — Y un autre morphisme quasi-fini. Via 'isomorphisme
de transitivité ¢' f' ~ (fog)', la structure de complexe dualisant putatif sur ¢'( f'K) obtenue
en appliquant cette construction a f puis a g est la méme que celle obtenue en appliquant
directement la construction a f o g : cela résulte aussitot des propriétés de composition des
morphismes de Gysin.

Proposition 2.12. — Soit f: Y — X un morphisme fini et surjectif et K un complexe
dualisant putatif sur X. Alors K est un complexe dualisant potentiel si et seulement si le
complexe dualisant putatif f'K de la proposition 2.10 est un complexe dualisant potentiel.

En vertu des propositions 2.6 et 2.7, on peut supposer que X et Y sont des schémas
locaux strictement henséliens integres de dimension 1 et que les fonctions de dimension
prennent les valeurs 0 et —1. Compte tenu de la remarque 2.11, il vient alors qu’il suffit de
traiter deux cas :

(1) Y est le normalisé de X ;
(2) X et Y sont des traits.

On obtient la conclusion dans le cas (1) en utilisant le fait que le morphisme de transition
pour X et K est défini & partir de celui pour Y et f*K (cf. définition 1.8) et que si M /L est
une extension finie purement inséparable de corps, le morphisme de Gysin Cl,: A — 7'A
associé au morphisme 7: Spec M — Spec L s’identifie a la multiplication par le degré de
M /L via les isomorphismes tautologiques m'A ~ A ~ A.

La démonstration dans le cas (2) va utiliser le lemme général suivant :

Lemme 2.13. — Soit f: Y — X un morphisme quasi-fini entre Z [%} -schémas noethé-
riens excellents réguliers de dimension relative virtuelle —c. On munit X de la fonction de
dimension 0x = — codim et Y de la fonction de dimension &y définie par composition avec
f comme dans la proposition 2.10. Compte tenu de la relation dy(y) = — codimy (y) — ¢
pour touty € Y, la proposition 2.8 munit A(—c)[—2c| d’une structure de complexe dualisant
putatif pour la fonction de dimension 6y sur Y. La proposition 2.8 donne une structure
de complexe dualisant putatif sur A sur X, dont on déduit, par la proposition 2.10, une
structure de complexe dualisant putatif sur f'A sur'Y pour la fonction de dimension &y .
Alors, lisomorphisme de pureté Cly: A(—c)[—2c] = f'A est compatible auz épinglages de
ces deux complexes dualisants putatifs.

Etudions les épinglages en un point y € Y. Notons z = f (y). On peut supposer que
X et Y sont locaux (strictement henséliens) de points fermés respectifs = et y. On a un
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diagramme commutatif :

gl \h\ f
Les schémas apparaissant sur ce diagramme sont affines et réguliers et les morphismes
entre eux sont de type fini. Ces morphismes sont donc localement d’intersection complete
(lissifiables), on peut leur appliquer la théorie des morphismes de Gysin. Le résultat du

lemme découle alors aussitot de leur compatibilité a la composition, puisqu’elle donne un
diagramme commutatif dans D% (ye, A), ott 'on a noté ¢’ la codimension de y dans Y :

Cly
A g'A

lCIj lgl(Cli)

¥ 3'(Cly)
JA() 2] —= W A(c+ )][2¢ + 2]

Revenons a la démonstration de la proposition 2.12. Supposons que K soit un complexe
dualisant potentiel. D’apres la proposition 2.9 appliquée a X, K est canoniquement iso-
morphe a A (avec les épinglages de la proposition 2.8). On suppose donc K = A. On a
un isomorphisme de pureté Cly: A = f'A. D’apres le lemme 2.13, cet isomorphisme est
compatible avec les épinglages de la proposition 2.8 pour A et ceux de la proposition 2.10
pour f'A. D’apres la proposition 2.9 appliquée a Y, il vient que f'A est bien un complexe
dualisant potentiel.

Inversement, supposons que f'K soit un complexe dualisant potentiel. La proposition 2.9
pour X donne un morphisme canonique A — K compatible aux épinglages au point
générique de X. Le morphisme f'A — f'K qui s’en déduit est un morphisme entre deux
complexes dualisants potentiels compatible aux épinglages au point générique de Y. D’apres
la proposition 2.9, f'A — f'K est un isomorphisme. Le foncteur f' étant conservatif, il en
résulte que le morphisme canonique A — K est un isomorphisme. On peut donc supposer
que K = A (de fagon compatible aux épinglages au point générique). L’épinglage de K au
point fermé z ne peut quétre de la forme A - C1! . : RT,(A) = A(—1)[—2] pour A € A*.
Compte tenu de ce qui précede, il vient aussitot que le complexe dualisant putatif f'K
sur Y s’identifie a A, épinglé trivialement au point générique et par A - Cl;cly au point
fermé y de Y. Compte tenu de la proposition 2.9, ce complexe dualisant putatif sur ¥ ne
peut évidemment étre un complexe dualisant potentiel que si A = 1. Ainsi, K est bien
un complexe dualisant potentiel sur X, puisqu’il s’identifie & A de fagon compatible aux
épinglages.

2.4.4. Un complexe dualisant potentiel. —

Proposition 2.14. — Soit X un schéma régulier excellent, muni de la fonction de di-
mension — codim. Le complexe dualisant putatif A de la proposition 2.8 est un complexe
dualisant potentiel.
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Soit ¥ — T une spécialisation immédiate de points géométriques de X. On veut montrer
que les épinglages sur A sont compatibles au morphisme de transition spg_@. Pour cela,
on peut supposer que X est local strictement hensélien de point fermé z. Soit C' ’adhé-
rence de I'image de § dans X. Notons i: C' — X l'immersion fermée de C' dans X. Soit
n: C' — C le normalisé de C'. Montrer la compatibilité des épinglages avec le morphisme
de transition associé & J — T revient & montrer que le complexe dualisant putatif i'A de
la proposition 2.10 est un complexe dualisant potentiel, ce qui, d’apres la proposition 2.12,
revient encore a dire que n'i'A en est un. D’apres le lemme 2.13, le complexe dualisant
putatif n'i'A s’identifie au complexe dualisant putatif A(—c)[—2c| obtenu par torsion et
décalage a partir de A sur le trait C. En vertu de la proposition 2.9, il s’agit bien d’un
complexe dualisant potentiel, ce qui achéve la démonstration.

3. Morphismes de transition généraux et classe de cohomologie en degré
maximal

3.1. Enoncés des théoremes principaux. —

Théoréme 3.1. — Soit X un Z [ﬂ -schéma local normal strictement hensélien excellent
de dimension d et de point fermé x. Alors, HY(X,A(d)) = 0 pour ¢ > 2d et on a un
isomorphisme [z]: A = H24(X,A(d)) compatible aux morphismes de transition associés
aux spécialisations immeédiates.

Théoréme 3.2. — Soit X un Z [ﬂ -schéma noethérien excellent. Pour toute spécialisa-
tion y — T de points géométriques de X de codimension c, on peut définir, pour tout
K € D* (X, A) et i € Z, un morphisme de transition spy_: Hi(K) — H:2¢(K(c)),
compatible a la composition des spécialisations et induit par les définitions de la section 1
pour ¢ < 1. Par ailleurs, ces morphismes de transition généralisés vérifient une compatibi-
lité avec les morphismes finis, énoncée dans la proposition 3.19.

Remarque 3.3. — Localement pour la topologie étale, un schéma quasi-excellent est
excellent. Il est donc évident que dans I’énoncé du théoreme 3.2, on peut remplacer 1’hy-
pothese « excellent » par « quasi-excellent ».

3.2. Dimension cohomologique. — On énonce ici deux résultats de dimension coho-
mologique qui se déduisent du théoreme de Lefschetz affine de Gabber.

Proposition 3.4. — Soit { un nombre premier. Soit X un Z [%] -schéma local strictement
hensélien excellent de point fermé x. On note U = X — x. Soit M un faisceau de Z/VZ-
modules sur U. Soit d € N. On suppose que siu € U est tel que My # 0, alors la dimension
de ladhérence de u dans X est < d. Alors H1(U, M) = 0 pour q > 2d.

En particulier, si d =dim X, on acdy,U <2d —1 et c¢d,I', < 2d.

Par passage a la limite inductive filtrante sur les sous-faisceaux constructibles de M,
on peut supposer que M est constructible. Quitte a remplacer X par I’adhérence dans X
du support de M, on peut supposer que d = dim X. On est alors ramené a montrer que
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cde U < 2d — 1. Comme le schéma (séparé) U peut étre recouvert par d ouverts affines (cf.
[16, §B.3, Chapitre II1]), et qu'un ouvert affine de X est de dimension cohomologique au
plus d, en utilisant convenablement les suites exactes de Mayer-Vietories, on obtient bien
que cd, U < 2d — 1.

Proposition 3.5. — Soit { un nombre premier. Soit X un Z [%] -schéma local strictement

hensélien intégre excellent de dimension d, de point générique n. Alors cdyn < d.

Le point générique 7 s’identifie a limite projective du systeme projectif formé par les
ouverts affines non vides de X. Comme chacun de ces ouverts affines est de ¢-dimension
cohomologique au plus d, il en va de méme pour 7.

3.3. Morphismes finis. —

Proposition 3.6. — Soit f: X' — X un morphisme fini entre Z [%] -schémas noethé-
riens excellents. Soit y — x' une spécialisation immédiate de points géométriques de X'
au-dessus d’une spécialisation immédiate § — T de points géométriques de X (cf. défini-
tion 2.5). Pour tout K € DT(Xg, A) et i € Z, le diagramme suivant commute :

’
spé —

HL(f'K) 222 B2 K (1))

~ T ClI/HI
X
SPy—=z

() 5 2 (1))

On peut supposer que f est un morphisme dominant entre schémas locaux strictement
henséliens integres de dimension 1. Comme dans la démonstration de la proposition 2.12,
il y a deux cas a traiter :

(1) X’ est le normalisé de X ;
(2) X et X’ sont des traits.

Le cas (1) étant trivial, on se concentre sur le cas ou X et X’ sont des traits. Pour vérifier
la compatibilité, on peut évidemment supposer que i = 0. Pour tout K € DT (X, A),
comme les fleches verticales sont des isomorphismes, on peut noter o : Hy(K) — HZ(K (1))
la différence des fleches obtenues en suivant les deux chemins possibles. 1l s’agit de monter
que pour tout K € DT (Xg,A), on a dx = 0.

Les résultats de la section 2 montrent que 6, = 0. La suite de la démonstration va
consister a se ramener a ce cas-la.

Comme 7 est au-dessus du point générique de X, Hg s’identifie a la fibre en 7 du faisceau
de cohomologie de K en degré 0. Si on note 7<o/{ — K le morphisme canonique déduit de
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la t-structure canonique sur D*(Xg, A) ®), on obtient un carré commutatif :

5TSOK

HgO(TSOK) — H%(TSOK(U)

| |

HO(K) —~ H2(K(1))

Il résulte de ce diagramme que si d,_,x = 0, alors dx = 0.

Notons HYK le faisceau de cohomologie de K en degré zéro. Pour des raisons de dimen-
sion cohomologique, le morphisme canonique H° K — 7<oK induit un isomorphisme aprés
application du foncteur HZ(—(1)) (et aussi du foncteur Hy). Par conséquent, en considé-
rant un carré commutatif du type précédent, on obtient cette fois-ci que dyox = 0 équivaut
a b, x =0.

Il résulte de ces remarques que pour montrer que §x = 0 pour tout K € D¥ (X, A), on
peut supposer que K est concentré en degré 0.

On suppose maintenant que K = M ou M est un faisceau de A-modules sur X. Notons
j:y — X linclusion du point générique de X. En utilisant la description du foncteur
H2 de la proposition 1.5, on obtient que le morphisme canonique j;7*M — M induit un
isomorphisme apres application de Hyo et HZ(—(1)) : dx = 0 équivaut & d,,;+x = 0. La
propriété, pour un faisceau K sur X, d’étre tel que dx = 0 ne dépend donc que de sa
restriction au point générique y.

Pour tout faisceau de A-modules £ sur y, on note d; = d;,.. Il s’agit de montrer que
0 = 0 pour tout faisceau de A-modules sur y. Notons £ — Lconstant 1€ plus grand quotient
constant de L : formellement, le foncteur £ —— L onstant €St le foncteur adjoint a gauche du
foncteur d’inclusion de la catégorie des faisceaux constants de A-modules dans la catégorie
des faisceaux de A-modules sur y. En utilisant la proposition 1.5, on montre facilement
que le morphisme canonique £ — Leonstant induit un isomorphisme apres application de
HZ(51(1)) (et une surjection aprés application de HY). D’out §; = 0 si et seulement si

Looneane = 0. I1 en résulte que I'on peut supposer que £ est un faisceau constant de A-
modules. Par ailleurs, on peut évidemment supposer que L est constructible. Si £ — L’
est un épimorphisme de faisceaux constants constructibles de A-modules, il vient aussitot
que 0, = 0 implique d,» = 0. Il en résulte que 'on peut supposer que £ = A" pour un
certain r € N, puis, par additivité, que r = 1. Bref, on s’est bien ramené au cas du faisceau
constant A, ce qui achéve la démonstration de cette proposition.

3.4. Le cas de la dimension 2. — Compte tenu des résultats établis jusqu’a présent,
les théoremes 3.1 et 3.2 peuvent étre considérés comme ayant été établis en dimension 0 et
1. Cette sous-section se concentre sur le cas de la dimension 2 qui est I’étape cruciale pour
passer au cas général.

()L’auteur pense qu'il efit été plus cohérent de noter cette troncature 7=9 pour respecter la convention qui
veut que les degrés cohomologiques soient indiqués en exposant, mais la tradition ayant consacré I'usage
inverse, il 8’y plie avec répugnance.
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On fixe un Z [%]—sehéma local strictement hensélien excellent normal X de dimension 2.
On note x le point fermé de X et on pose U = X — z. En s’aidant d’'une résolution des
singularités X’ — X, nous allons définir au paragraphe 3.4.1 une classe dans H2(X, A(2)),
puis nous démontrerons au paragraphe 3.4.2 qu’elle est indépendante de la résolution.
Enfin, nous établirons au paragraphe 3.4.3 une compatibilité entre cette classe, les classes
définies pour les localisés stricts en X en les points de codimension 1 et les morphismes de
transition associés aux spécialisations immeédiates correspondantes.

3.4.1. Construction d’une classe. — D’apres le résultat principal de [14], il existe un
morphisme birationnel p: X’ — X avec X’ régulier. Le morphisme p induit alors au-
tomatiquement un isomorphisme p~'(U) = U. On peut supposer de plus que p~1(x).eq
est un diviseur & croisements normaux stricts (dont on note Dy, ..., D, les composantes
irréductibles).

En effet, on peut dans un premier temps supposer que les composantes irréductibles
D+, ..., D, sont de dimension 1 : si ce n’est pas le cas, on peut éclater le point fermé corres-
pondant (ceci ne se peut produire que si X est déja régulier et que p est un isomorphisme).
Dans un deuxieme temps, on peut s’arranger pour que les composantes irréductibles de
p~1()req soient régulieres en itérant le processus consistant a éclater les points singuliers
(cf. [17, page 38]). Dans un dernier temps, on peut contraindre les croisements a deve-
nir normaux en éclatant les points fermés récalcitrants ; comme des invariants numériques
décroissent strictement dans cette opération (cf. [17, page 21]), ce processus termine.

Proposition 3.7. — (a) Le morphisme de bord H1™'(U,A(2)) — HI(X,A(2)) est un

isomorphisme pour q > 2 et ces groupes sont nuls pour q > 5;

(b) Le morphisme évident H1(X', A(2)) — HI(p~'(x), A(2)) est un isomorphisme pour
tout q € Z et ces groupes sont nuls pour q > 3 ;

(c) Le morphisme de bord H1™ (U, A(2)) — Hg,l(x)(X/,A(Q)) est un isomorphisme pour
q=4;

(d) Le morphisme évident Hi(X,A(2)) — Hg,l(x)(X’,A@)) est un isomorphisme pour
q > 4 et ces groupes sont nuls pour g > 5.

(a) s’obtient en utilisant la suite exacte canonique :
HH(X,A(2)) — HTH(U,A(2)) — HI(X,A(2) = HY(X,A(2)) .

En effet, X étant local strictement hensélien, on a H*(X, A(2)) pour i > 0. On conclut en
utilisant le fait que c¢d, U < 3 (cf. proposition 3.4).

(b) résulte du théoréme de changement de base pour un morphisme propre et du fait
que p~*(x) soit une courbe propre et donc de dimension cohomologique 2.

(c) se déduit aussitot de (b).
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(d) résulte de (a), (c) et de la commutativité du diagramme évident suivant :

HT™YU,A(2)) HI(X,A(2))

|

HI YU, A(2)) — Hy 1, (X' A(2))

Proposition 3.8. — On a une suite exacte
P Hbnp, (X' A2) = @ HB (X', A(2)) = Hpi (X, A(2) = 0,
i<j i

ou les fleches sont induites par des morphismes d’agrandissement du support, et leurs
différences.

Pour tout fermé F de X', on note Ar le faisceau iz, A o ir est 'immersion de F' dans
X’. On a une suite exacte courte évidente de faisceaux de A-modules sur X' :

0_>®ADOD —>€BAD — Np1(z) — 0.
1<J

En appliquant R Hom(—, A(2)) au triangle distingué de Dt (X', A) associé a cette suite
exacte courte, on peut obtenir la suite exacte voulue, pourvu que 'on sache montrer que
H}, p, (X", A(2)) est nul pour i < j. D’aprés le théoréme de pureté absolue, ce groupe
s'identifie & H'(D; N D;, A) qui est bien nul puisque D; N D; est une union disjointe finie
de spectres de corps séparablement clos.

Proposition 3.9. — La suite exacte de la proposition 3.8 se récrit sous la forme :
O An
1<J yGDiﬁD]‘

Si on note (Xy)i<jyep,np, la base canonique du groupe de gauche et xp,,...,Xp, celle de
A", la différentielle & vérifie la formule

5(Xy) = [y : ZE] ’ (XDi - XDJ’) ’
En outre, €(XD )€ H4 1@y (X', A(2)) est obtenu par agrandissement du support @ partir de
la classe ¢ ]Clyﬂx € H4(X’ A(2)) pour tout point fermé y d’un D;.

Le théoreme de pureté cohomologique absolue donne des isomorphismes
Clp,ap,—x: H(D; N Dj, A) = Hp, op (X', A(2))

ce qui permet de décrire le groupe de gauche dans la suite exacte de la proposition 3.8. Le
méme théoréme donne aussi des isomorphismes

Clp,—x: H*(D;, A(1)) & H}, (X', A(2)) .
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En outre, on dispose du morphisme trace (relativement & z) Tr: H?(D;, A(1)) = A. Celui-
ci est caractérisé par le fait que pour tout point fermé y de D;, I'image de Cl,_.p, €
H?(D;, A(1)) par le morphisme composé

Tr
H}(D;, A(1)) — H*(D;, A(1)) = A
soit [y : x]. La description des morphismes ¢ et ¢ donnée dans I’énoncé s’obtient alors

aussitot a partir des propriétés de composition des morphismes de Gysin.

Proposition 3.10. — La suite suivante est exacte :

D P r>Par>a—o,

1<j yeD;ND; A
ot X est défini par X(xp,) = 1 pour tout i.

Tout d’abord, a partir de la formule donnée pour § dans la proposition 3.9, il est clair
que X o ¢ = 0. ¥ induit donc un morphisme coker§ — A. Comme les degrés [y : x] qui
interviennent sont inversibles dans A, on voit que si ¢ et j sont tels que D; N D; soit non
vide, alors xp, et xp, ont la méme classe dans cokerd. La fibre p () étant connexe
(Main Theorem), on en déduit que tous les éléments xp, ont la méme classe dans coker d.
L’inclusion entre I'image de ¢ et le noyau de > est donc une égalité.

Corollaire 3.11. — Les suites exactes des propositions 3.9 et 3.10 donnent naissance a
un isomorphisme A = H;l,l(g&) (X' A(2)).

Corollaire 3.12. — Via l'isomorphisme canonique H}(X,A(2)) = H;f,l(m) (X', A(2)) de
la proposition 3.7 (d), isomorphisme du corollaire précédent donne un isomorphisme A =
H;(X,A(2)).

Définition 3.18. — Onnote [x]x € H}(X, A(2)) le générateur défini par 'isomorphisme
du corollaire précédent.

3.4.2. Indépendance en la résolution. — Dans ce paragraphe, nous allons montrer que
si ¢: X” — X est une autre résolution du type envisagé dans le paragraphe 3.4.1, alors
[z]x: = [x]x». Quitte a introduire une désingularisation de la composante irréductible

dominant X du produit fibré de X” de X’ au-dessus de X, on peut supposer qu'une des
deux désingularisations X’ et X" considérées coiffe I'autre. On suppose donc par exemple
qu’il existe un (unique) X-morphisme 7: X” — X’. Le morphisme 7 est projectif et
birationnel entre deux schémas réguliers de dimension 2, il induit donc un isomorphisme
au-dessus d’'un ouvert U’ de X’ tel que le fermé X' — U’ soit de dimension 0. Il existe donc
certainement un point fermé ¢’ de p~() tel que le morphisme induit soit un isomorphisme
7 1(y") — . On note y” l'unique point fermé de 7~!(3). La compatibilité des classes de
Gysin au changement de base implique que la classe Cl,_ x est envoyée sur Cl,»_ x» par
le morphisme de restriction 7*: Hy, (X', A(2)) — H,,(X",A(2)). Cette compatibilité vaut
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encore apres élargissement du support & p~!(x) et & ¢~ !(z). En considérant la composition
suivante :

Hy (X, A(2)) = Hyor (X', A(2)) = Hyoay (X7, A(2))
[y

on obtient aussitdt que [y : z] - [x] x = [y : x| - [x]xr, ce qui permet de conclure que
] xr =[x
Remarque 3.14. — On peut montrer que si p: X’ — X est un morphisme projectif

birationnel avec X’ régulier, alors, méme sans supposer que p~!(z),4q soit un diviseur a
croisements normaux strict, 'application H2(X, A(2)) — H)_ 4 e )(X ', A(2)) est un isomor-

phisme et la classe [z] s’envoie bien sur I’élément induit par w7 ——Cl_ x/ pour tout point

x’ z

fermé ' de p~*(x).

3.4.3. Compatibilité aur morphismes de transition. — Soit ¥ — X un point géométrique
au-dessus d’un point y de codimension 1. Autrement dit, on a une spécialisation immédiate
y — x de points géométriques de X . Nous allons montrer que si 7 — ¥ est une spécialisation
immédiate, alors on a 1’égalité
(] = spg. (sp7-=(1))

dans H}(X, A(2)), ce qui achévera la démonstration du théoréme 3.1 jusqu’en dimension 2.

On note C l'adhérence de y dans X. Il existe une désingularisation X’ — X du type
envisagé dans le paragraphe 3.4.1 telle que I'adhérence C” de y dans X’ soit un trait. Plus
précisément, le morphisme évident C" — C' identifie C' au normalisé de C. Le morphisme
¢’ — C étant un homéomorphisme universel, on peut noter z’ le point fermé de C” (celui

de C est bien entendu x) et U’ = X’ — 2’. On dispose d’immersions fermées évidentes
1:C—-X,i":C->X kiy—Uetk:y—U.

Lemme 3.15. — Avec les notations ci-dessus, le diagramme évident qui suit est commu-
tatif (les fleches marquées comme étant des isomorphismes devant étre considérées comme
bidirectionnelles) :

H(X,A(2)) == H;(C,i'A(2))

T T

H (X A(2)) H3(y, K'A(2))
H} (X!, A(2)) == HL(C",i"A(2))
Ceci équivaut a la commutativité du diagramme évident :

H(U,A(2)) —— H}(X, A(2)) = H(C,i'A(2)) =—— H*(y, k'A(2))

-

H3(U', A(2)) —= Hy (X', A(2)) == H},(C',i"A(2)) =— H*(y, k"A(2))
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On peut identifier le carré externe de ce diagramme-ci au suivant, ou les fleches horizon-
tales sont les fleches d’oubli du support :

H*(U,A(2)) < H, (U, A(2))

-

H3(U, A(2)) ~— H(U',A(2))

Ce diagramme-la est bien évidemment commutatif, ce qui acheve la démonstration du
lemme 3.15.

On peut prolonger sur la droite le diagramme commutatif du lemme :

C

HA(C,i'A(2) = H2(C,i'A(1))

NT [x:x] x

SPy—g

H(y, k'A(2)) (H*EA(1))g < A

i <’ /
HA4(C'A(2)) <— H2(C",i"A(1))
Du groupe (H2k'A(1))y partent deux isomorphismes canoniques vers des groupes de coho-
mologie & supports de C' et de C”; ici, on les a multipliés respectivement par [2' : x| et 1
de fagon a rendre le diagramme commutatif (cf. définition 1.8).

On peut partir de I’élément 1 dans le groupe A tout a droite et considérer son image dans
le groupe H(X,A(2)) figurant sur le diagramme du lemme. En suivant le chemin du bas,
on obtient [z : z]-[z]xs. En suivant le chemin du haut, on obtient [z’ : 2] -spy . (spy_5(1))-
On peut ainsi conclure que 'on a bien I'egalité

[]x = spy_, (spp_y(1))

dans H2(X,A(2)).

3.5. Morphismes de transition en codimension arbitraire. — Nous allons mainte-
nant démontrer le théoreme 3.2 en nous appuyant sur le théoréme 3.1 établi pour le moment
jusqu’en dimension 2. Ce résultat nous permettra ensuite d’établir le théoreme 3.1 en toute
généralité.

Définition 3.16. — Soit X un Z [%]—sehéma noethérien excellent. Soit y =795 — -+ —
T, = T une suite de spécialisations de points géométriques de X telle que pour tout
0 <1 < n, la spécialisation T; — ¥;, soit de codimension 0 ou 1. On note ¢ la codimension
de la spécialisation § — Z. Pour tout K € D¥(Xg, A), on note spx ., : HY(K) —
HEZ***(K (c)) le morphisme de transition obtenu par la composition spX  __ o---osps __ .
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Définition 3.17. — Soit X un Z [ﬂ—schéma noethérien excellent. Soit 7 — T une spé-
cialisation de points géométriques de X de codimension c. Soit K € DT (X, A). On dit
que la propriété (C);_; - est satisfaite si le morphisme SP g HI(K) — HZ(K(c))
ne dépend pas du choix de la factorisation de y — T en Tg — -+ — T,,.

Deﬁnfl,tzon 3.18. — On dira que la propriété (C)SC est satisfaite si toutes les propriétés
(C)s T—TK envisagés dans la définition 3.17 le sont pour ¢’ < ¢. On dira que la propriété

(C)=¢ est vérifide si les propriétés (C)%;x 5 sont vérifiées dans la situation, dite locale, ol
le schéma X est supposé local strictement hensélien integre de dimension < ¢ de point
fermé x et ou B est au-dessus du point générique de X. Enfin, on dira que la propriété

(C)<C t satisfaite si on suppose de plus que X est normal et que K = A.

loc.,normal,A €s

Il s’agit donc d’établir la propriété (C )SC pour tout ¢ > 0. D’apres la remarque 1.10, on
peut considérer que la propriété (C)*1 est connue. En outre, notons que le théoreme 3.2
affirme en particulier (C)ii normal s Pour tout ¢ > 0. Les résultats de la sous-section 3.4

<2 . .
montrent que (C)i2 ... €st satisfaite.

Proposition 3.19. — Soit f: X' — X un morphisme fini entre Z [ﬂ -schémas noethé-
riens excellents. Soit y' — x' une spécialisation de points géométriques de X' de codimen-
ston ¢ au-dessus d’une specmlzsatwn y— T de : points géométriques de X (cf. définition 2.5).
Pour toute factorisation ¥l — ...x!, dey’ — ' en une suite de spécialisations de codimen-
sion 0 ou 1, si on note Ty — ... 7%, la factorisation de y — T en-dessous de la précédente,
pour tout K € DT (X g, A) et i € Z, le diagramme suivant commute :

spill e
HE(fK) 2 (£ K (o)
Cl, ., TN ~ T Cly .,
. pT—»---—»Tn i c
Hi(K) — HE(K ()

En outre, on a léquivalence (C);_; <= (C)y 7 px-

La commutativité du diagramme se déduit aussitot de la proposition 3.6. L’équivalence
annoncée résulte de la commutativité du diagramme et du fait qu’il est essentiellement
équivalent de se donner une factorisation de la spécialisation y' — 2’ ou de s’en donner
une de ¥ — T (cf. propositions 2.6 et 2.7).

<c
loc.”

<c

Lemme 3.20. — Pour tout entier ¢ > 0, on a l’équivalence (C)=° <= (C)

Supposons (C)=¢ et montrons (C)=°. 1l suffit évidemment de montrer (C);ﬁf’ 5 pour

tout K € DT (Xg,A), avec X un schéma local strictement hensélien de point fermé T
et une spécialisation 7 — T de codimension ¢ < e¢. Il s’agit de vérifier que 'on peut
supposer que X est integre et que i est au-dessus du point générique. Pour cela, on introduit

I'immersion fermée i: Z — X ou Z = {y}. La proposition 3.19 montre que (C);_}M;K



24 JOEL RIOU

/ /

implique (C) Pour conclure, il suffit d’observer que (C);_ ;i est un cas particuler

y—z,K*
de (C)loC
Lemme 3.21. — Soit X unZ [ﬂ -schéma noethérien excellent local strictement hensélien
integre de dimension c, de point fermé x et de point générique n. Soit ) un point géométrique
au-dessus de n. Soit K € DT (Xg, A).

(a) (C)%—MC,TS()K = (C)%—m,K ’

(0) (C)gsreor == (Ohiaron i

(c) Soit j: U — X Uinclusion d’un ouvert dense et M et N deux faisceaux de A-modules
sur X tels que j*M =~ j*N, alors (C);_, vy == (C);_, A

L’implication (a) résulte du fait que le morphisme canonique 7<oK — K induise un
isomorphisme Hp(7<oK) = HY(K).

On considere ensuite le morphisme canonique 7<oK — H°K. Il induit évidemment un
isomorphisme aprées application de Hg, mais aussi apres celle de H2¢, pour des raisons de
dimension cohomologique (cf. proposition 3.4). L’équivalence (b) en résulte aussitot.

Pour montrer (c), on peut supposer que N' = j5*M. On a alors un monomorphisme
canonique j1j*M — M, dont le conoyau est i,i* M, ou ¢: Z — X désigne une immersion
fermée complémentaire. La proposition 3.4 montre alors que H%(X — x, (i,i*M)|x_5) = 0
pour q > 2¢ — 2. Ainsi, le morphisme j7*M — M induit un isomorphisme non seulement
apres application de Hg, mais aussi celle de H¢, ce qui permet de conclure.

<c
loc.*

Lemme 3.22. — Pour tout entier ¢ > 0, on a l'implication (C)ii.,normalf\ — (C)

Soit X un Z [ﬂ—schéma noethérien excellent local strictement hensélien integre de di-
mension ¢ < ¢, de point fermé x et de point générique 7. Soit 77 un point géométrique
au-dessus de 7. D’apres le lemme 3.21, pour montrer (C);_, ;- pour tout K € D*(Xe;, A),

il suffit de montrer (C)%/_m m pour tout faisceau de A-modules M sur X. On peut évi-
demment supposer que M est constructible. Mais alors, il existe un ouvert dense de X
au-dessus duquel M soit localement constant. Il existe évidemment un morphisme fini
surjectif f: X - X, avec X normal integre, et un ouvert dense U de X tel que f in-

duise un revétement fini étale U = f~1(U) — U et que ( f*M) 7 soit isomorphe a un

faisceau constant de valeur un certain A-module N. Choisissons une spécialisation 7 — &
_ cs s <ec . c . .

au-dessus de 7 — x. La propriété (C)ioc ,omars contient (C)z_; , comme cas particulier.

Cette derniere propriété implique a son tour la propriété (C)Ef On observe que 'on a

n—z,N"*
un isomorphisme canonique (f'M); ~ N. L’assertion (c) du lemme 3.21 permet d’obtenir
(f'm): € les assertions (a) et (b) d’en déduire (C)%;:E’f,M. Enfin, la

la propriété (C)%;iﬂo

proposition 3.19 permet de vérifier (C)f/ ce qui acheve la démonstration du lemme.

n—x,M>

<c
loc.,normal,A *

Lemme 3.23. — Pour tout entier ¢ > 3, on a Uimplication (C)~" = (C)
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Soit X = Spec A un schéma noethérien excellent local strictement hensélien normal de
dimension ¢, de point fermé z et de point générique n. On choisit un point géométrique
7 au-dessus de 7. On note s: 7 — x la spécialiation canonique. Nous allons montrer la
propriété (C); ,.

Soit Z — X un point géométrique tel que z # = et z # 1. On a une spécialisation
canonique t: Z — x. On peut choisir une spécialisation u: 7 — Z. On obtient peut-étre
pas ainsi une factorisation de la spécialisation 7 — x fixée plus haut, mais il existe certai-
nement o € Gal(7j/n) faisant commuter le diagramme suivant de spécialisations de points
géométriques de X :

%
n—s7z

Les spécialisations o, u et t sont de codimension < ¢ — 1, les morphismes de transitions
associés sont donc bien définis. On peut considérer 'image de 1 € Hﬁo(X , \) par le composé
de ces morphismes de transition :

Yout = (5D; ospi ospa)(1) € HX(X,A(c)) .

Bien entendu, on a sp2 (1) = 1. On note donc simplement 7, ; 1’élément v,,; = (sp;: o
spa )(1). Jaffirme que cette classe 7, ne dépend que du point z de X en-dessous duquel
Z se trouve. En effet, soit 2/ un autre point géométrique au-dessus de z, et t': 2/ — z la
spécialisation canoniquement associée. On choisit une spécialisation u’: 7 — 2’. On peut
choisir un z-isomorphisme ¢’: Z = z’. Le schéma X étant géométriquement unibranche, on
peut montrer facilement qu’il existe un n-isomorphisme ¢”: 77 — 77 induisant un diagramme
commutatif de spécialisations de points géométriques de X :

En utilisant cette fois-ci que ¢” agit trivialement sur 1 € H%(X ,\), on montre que 7, ; =
Y v~ On peut donc noter simplement ~, cette classe.

Il s’agit de montrer que la classe 7, est indépendante de z € X —{n, z}. Par construction,
si 2 € X — {n,x} est tel qu'il existe une spécialisation (Zariski) z — 2/, on a v, = ..

Comme A est local normal excellent de dimension > 3, d’apres SGA 2 XIII 2.1, si
f € A—{0}, le schéma Spec A/(f) — {x} est connexe. Il en résulte aussitdt que les classes
7. pour z € Spec A/(f) — {z} sont égales. Maintenant, si z et 2z’ sont deux éléments
de X — {n,z}, il existe bien évidemment f € A — {0} tel que z et 2’ appartiennent &
I’hypersurface définie par f. On obtient donc bien ~y, = ./, ce qui acheve la démonstration
du lemme.
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme 3.2. Il s’agit d’établir la
propriété (C)Sc pour tout ¢ > 0. Elle équivaut a la propriété (C)SC d’apres le lemme 3.20.

loc.
D’apres le lemme 3.22, elle équivaut encore a la propriété (C)iz sormal A - Compte tenu de ces

, . <c—1 . . <
équivalences, le lemme 3.23 montre que pour ¢ > 3, (C);c . implique (C)25 o0y
. , . ’ is <2 ’
Un raisonnement par récurrence permet donc de conclure puisque la propriété (C)

E)C.,normal,/\
a été établie plus haut.

3.6. Fin de la démonstration. —

Proposition 3.24. — Soit X un Z [ﬂ -schéma noethérien excellent local hensélien nor-
mal de dimension d, de point fermé x et de point générique n. Soit T un point géométrique
au-dessus de x. Soit 7 un point géométrique au-dessus de n. Soit 7 — T une spécialisation.
Alors, Uimage de 1 par le morphisme de transition spy 5 : HI(X,\) — H2/(X,A(d)) est
invariante par Gal(T/x), et indépendante de la spécialisation choisie 7 — T, on la note [x].
On obtient ainsi un morphisme A[—2d] — 7524RT';(A(d)) dans D(xg, A).

Ceci résulte aussitot du théoreme 3.2 et du fait que 1 € HJ(X, A) est fixé par Gal(7j/n).

Par construction, les classes [z] sont compatibles aux morphismes de transition. Pour
finir de démontrer le théoreme 3.1, il reste & montrer que dans la situation de la proposition
précédente, le morphisme A[—2d] — 75>24RT';(A(d)) est un isomorphisme, ou encore, dans
la situation ott X est strictement hensélien, que le morphisme A — H2¥(X, A(d)) induit
par [z] est un isomorphisme. En effet, des considérations de dimension cohomologique (cf.
proposition 3.4) expliquent I'annulation de HI(X, A(d)) pour q > 2d.

Lemme 3.25. — Soit d > 3. On suppose le résultat du théoreme 3.1 connu jusqu’en
dimension d — 1. Alors, pour tout Z [ﬂ -schéma noethérien excellent X local strictement
hensélien normal de dimension d, de point fermé x, le morphisme A — H?*4(X, A(d)) induit
par [z] est surjectif.

On utilise la suite spectrale de coniveau calculant la cohomologie de 'ouvert U = X —x
a coefficients dans A(d) :

Er = @) HI (X, Ad) = H*(U,A(d)),
yelur
ou U? désigne I'ensemble des points de codimension p de U. La topologie étale étant plus
fine que la topologie de Nisnevich, dans I'expression du terme Ej, on peut remplacer les
localisés X(,) par leurs hensélisés X(hy) pour tout y € UP avec 0 < p < d — 1. On obtient

ainsi un isomorphisme canonique :
RTy (X (), A(d)) ~ RI(y, RLy (A(p))(d — p)) -

La structure de 7>9,RT, (A(p)) est connue par notre connaissance limitée du théoreme 3.1
puisque p < d — 1. D’apres la proposition 3.5, on a une majoration de la ¢-dimension
cohomologique de y pour tout nombre premier ¢ divisant n : cdyy < d—p. En appliquant la
suite spectrale de composition des foncteurs dérivés au calcul de RI', (X, A(d)), on obtient
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d’une part que Hé(X(y),A(d)) = 0 pour i > d + p, c'est-a-dire que H?*4(X(,),A(d)) = 0
pour ¢ > d, et d’autre part que H?*¥(X(,), A(d)) ~ H*P(y, A(d — p)).

On a donc montré que E{" = 0 pour ¢ > d + 1, et par ailleurs, il est évident que
EP? = 0 si p > d. On en déduit aussitot que I'on a des isomorphismes canoniques
coker(E{™*% — BV 5 g1y, A(d)) S H2Y(X, A(d)). En particulier, le morphisme
canonique EY % — H2(X, A(d)) est surjectif. D’aprés le calcul ci-dessus, on connait la
structure de B4

EiTM~ @ H'(y.A) .

yeUdfl

Pour tout y € U4, on a un isomorphisme évident H'(y, A(1)) ~ A (induit par une
spécialisation immédiate § — z de points géométriques de X). Il n’est pas difficile de
vérifier que 'image du morphisme canonique A ~ H'(y, A(1)) € EF " — H2(X, A(d)) est
le sous-groupe engendré par [z]. Par conséquent, I'image du morphisme surjectif Ef —ld
H2(X, A(d)) est le sous-groupe engendré par [x], ce qui achéve la démonstration du lemme.

Lemme 3.26. — Soit d > 3. On suppose le résultat du théoreme 3.1 connu jusqu’en
dimension d — 1. Alors, pour tout Z [ﬂ -schéma noethérien excellent X local strictement
hensélien normal de dimension d, de point fermé x, le morphisme A — H2%(X,A(d))
induit par [x] est un isomorphisme, autrement dit, ’énoncé du théoréme 3.1 vaut jusqu’en
dimension d.

En vertu du lemme précédent, il ne s’agit plus que de déterminer la structure du A-
module H2¢(X,A(d)). Compte tenu du théoréme de changement de base formel (cf. [2,
corollary 6.6.4]), on peut supposer que X est complet. Les théoremes de structure des
anneaux locaux noethériens complets (cf. EGA IV, 19.8.8) montrent que X est alors iso-
morphe a un sous-schéma fermé d’un schéma régulier. Pour la fonction de dimension § sur
X telle que 6(n) = 0 ot 7 est le point générique de X, compte tenu de ce qu’on sait déja sur
les complexes dualisants potentiels (cf. proposition 2.14), il existe un complexe dualisant
potentiel K pour (X, d). Nous allons utiliser le lemme général suivant :

Lemme 3.27 — Soit X un Z [ﬂ -schéma noethérien excellent normal integre de point
générique n. On suppose X muni de la fonction de dimension § telle que 6(n) = 0. Soit K
un complexe dualisant potentiel pour (X, 0). Alors, les faisceaux de cohomologie H1K sont
nuls pour g < 0 et I’épinglage en n s’étend en un isomorphisme H'K ~ A. Autrement dit,
on a un isomorphisme canonique A = T<o kK.

Pour obtenir le résultat pour X, il suffit de ’avoir pour ses hensélisés stricts. On peut
donc supposer que X est strictement hensélien de dimension d et de point fermé x. On
procede par récurrence sur d. Si d = 0, le résultat est évident. On suppose donc que d > 1
et que le résultat est connu pour 'ouvert U = X — x. Notons j: U — X et i: v — X les
immersions évidentes. On a un triangle distingué dans DT (X, A) :

ii'K — K — Rj,j*K — i,i'K[1] .



28 JOEL RIOU

Grace a Iépinglage en z, il vient que H9%'K = 0 pour ¢ < 1. L’hypotheése sur U montre
que A = 7<07*K. On en déduit que HIK = 0 pour ¢ < 0 et que H°K ~ j,A. Comme
X est normal, le morphisme canonique A — j,A est un isomorphisme, ce qui acheve la
démonstration du lemme.

Revenons a la démonstration du lemme 3.26, on considere le morphisme canonique A —
K déduit du lemme ci-dessus. Soit 77 un point géométrique au-dessus de 7. Choisissons
une spécialisation 7 — x. On considere le diagramme commutatif suivant, ou les fleches
verticales sont induites par A — K et les fleches horizontales par les morphismes de
transition associés a la spécialisation 7 — x :

HY(A) —> H2(X, A(d))

| |

HY(K) —> H¥(X, K(d))

n

Le morphisme de gauche est évidemment un isomorphisme. Celui du bas aussi puisque K
est un complexe dualisant potentiel. Le morphisme du haut est donc injectif, mais on sait
déja qu’il est surjectif. Le A-module H2¢(X, A(d)) est donc isomorphe & A, ce qui permet
de conclure.

4. Existence et unicité des complexes dualisants potentiels

L’objectif de cette section est d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. — Soit X un Z [ﬂ—schéma excellent muni d’une fonction de dimen-
sion §. Alors (X,0) admet un complexe dualisant potentiel K, unique a isomorphisme
unique pres, et le morphisme évident A — 7<«o)R Hom(Kx, Kx) est un isomorphisme dans
D(Xg, A). De plus, Kx € Perv™ (X, A) (cf. sous-section 4.2).

4.1. Compléments sur les complexes dualisants potentiels. —

4.1.1. Enoncés. — Nous poursuivons ici I'étude de certaines propriétés des complexes dua-
lisants potentiels. Le résultat principal de la section 2 était la construction d’'un complexe
dualisant potentiel sur les schémas réguliers (cf. proposition 2.8). Les deux propositions
suivantes établissent des propriétés de stabilité des complexes dualisants potentiels par
rapport aux morphismes de type fini et aux morphismes réguliers (EGA IV 6.8.1).

Proposition 4.2. — Soit f:Y — X un morphisme régulier entre Z [%] -schémas noe-
thériens excellents. On suppose X muni d’une fonction de dimension dx. On munit Y de
la fonction de dimension dy définie par Uégalité oy (y) = dx(f(y)) — codimp-1(fy)) (y) pour
touty €Y.

Si K un complexe dualisant putatif sur X, alors f*K est naturellement muni d’une
structure de complexe dualisant putatif sur'Y , et c’est un complexe dualisant potentiel si
K en est un.
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Proposition 4.3. — Soit f: Y — X un morphisme de type fini compactifiable entre
Z [%] -schémas noethériens excellents. On suppose X muni d’une fonction de dimension
dx. On munit Y de la fonction de dimension dy définie par l’égalité oy (y) = dx(f(y)) +
deg.tr.(y/f(y)) pour tout y € Y.

Si K un complexe dualisant putatif sur X, alors f'K est naturellement muni d’une
structure de complexe dualisant putatif sur'Y , et c’est un complexe dualisant potentiel si
K en est un.

Remarque 4.4. — Au cours des démonstrations, on observera que les constructions des
propositions 4.2 et 4.3 sont compatibles a la composition des morphismes : si g: Z — Y
est un autre morphisme du type envisagé et K un complexe dualisant putatif sur X,
I'isomorphisme de transitivité ¢* f*K ~ (fog)*K (resp. ¢'f'K ~ (f og)'K) est compatible
aux épinglages. La proposition 4.2 généralise la construction de la proposition 2.4 (cas ou
f est étale).

4.1.2. Morphismes régquliers. — Nous allons commencer par établir la proposition 4.2.
Nous verrons dans le paragraphe 4.1.3 que la proposition 4.3 en est une conséquence facile.

4.1.2.1. Changement de base et conséquences. — Dans ce numéro, on étudie une généra-
lisation du théoreme de changement de base par un morphisme lisse au cas du changement
de base par un morphisme régulier. La démonstration utilise le théoreme de Popescu. On
examine ensuite quelques conséquences de ce résultat.

Proposition 4.5. — Soit f:' Y — X un morphisme régulier entre Z [ﬂ-schémas loca-
lement noethériens. Soit g: X' — X un morphisme quasi-compact et quasi-séparé. On
constitue le carré cartésien de schémas :

YILXI

b

Y —X

Alors, pour tout K € DT(X'g, A), le morphisme de changement de base [*Rg, K —
Ry, [ K est un isomorphisme dans DV (Y, A).

Les arguments habituels montrent que I’on peut supposer que X, Y, puis X', et donc Y”,
sont affines. D’apres le théoreme de Popescu, on peut écrire Y comme la limite projective

d’un systeéme projectif filtrant (Y, Iy x )o de X-schémas affines lisses (voir EGA IV 8).
Le théoreme de changement de base par un morphisme lisse SGA 4 XVI 1.2 montre que
les morphismes de changement de base f*Rg,K — Ryg.,, f'~ K sont des isomorphismes. Ce
résultat pour les morphismes f, s’étend au morphisme f grace a la technique de passage
a la limite de SGA 4 VII 5.8, ce qui permet de conclure.

Proposition 4.6. — Soit f:Y — X un morphisme régulier entre Z [%] -schémas noe-
thériens. Soit K € D>(Xg, A). Soit L € DT (Xg, A). Alors, le morphisme évident est un
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isomorphisme dans DT (Yg, A) :
fRHom(K,L) > RHom(f*K, f*L) .
Avant de la démontrer, signalons un corollaire de cette proposition :

Corollaire 4.7. — Soit f: Y — X un morphisme réqulier entre Z [%] -schémas noe-
thériens. Soit i: Z — X wune immersion fermée. Notons i': f~Y(Z) — Y limmersion
fermée déduite par changement de base, et f': f~Y(Z) — Z la projection. Alors, pour
tout K € DY (Xg, N), le morphisme évident fi'K — i’!f*K est un isomorphisme dans
D (f~H(Z) ¢, A).

Pour démontrer la proposition 4.6, commencons par constater que ce corollaire est un
cas particulier de la proposition 4.5 (I’appliquer avec pour g I'immersion ouverte complé-
mentaire de 7).

Lemme 4.8. — Soit f: Y — X un morphisme régqulier entre Z, [ﬂ -schémas noethériens.
Soit i: Z — X une immersion fermée. On constitue le carré cartésien suivant :

7 =y

o

Z—=X
Soit K € DP(Zg4,A). On suppose que pour tout L € DT(Zg4, N), le morphisme cano-
nique f"RHom(K,L) — RHom(f”K, f”"L) est un isomorphisme. Alors, pour tout

L € DY (X4, A), le morphisme canonique f*RHom(i, K, L) — RHom(f*i, K, f*L) est
un isomorphisme.

Ce lemme-ci résulte aussitot du corollaire 4.7.

Lemme 4.9. — Soit f: Y — X un morphisme régulier entre Z [%} -schémas noethériens.
Soit 7: U — X une immersion ouverte. On constitue le carré cartésien suivant :

Uy

Il

U—>x
Soit K € DP(Ug, A). On suppose que pour tout L € DT (Ug, A), le morphisme cano-
nique f"RHom(K,L) — RHom(f”K, f”"L) est un isomorphisme. Alors, pour tout

L € D" (Xg,A), le morphisme canonique f*RHom(j K, L) — RHom(f*) K, f*L) est
un isomorphisme.

Ce lemme-la résulte de I'isomorphisme f*Rj, ~ Rj. f™* qui est un cas particulier de la
proposition 4.5.
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Démontrons la proposition 4.6. Les lemmes 4.8 et 4.9 permettent de supposer que K
est un faisceau localement constant constructible de A-modules sur X. En utilisant que le
résultat est trivial si f est étale, on se ramene finalement au cas facile ou K est un faisceau
constant.

4.1.2.2. Structure de complexe dualisant putatif sur f*K. —

Lemme 4.10. — Dans la situation de la proposition 4.2, si K est un complexe dualisant
putatif sur X, on peut munir f*K d’une structure de complexe dualisant putatif sur'Y .

Soit K un complexe dualisant putatif sur X. Soit z € X. Introduisons le localisé
X' = X de X enzet Y =Y xx X' Notons i: f~'(z) — Y’ 'immersion de la
fibre au-dessus de z, g: f~'(z) — z la projection et j: Y’ — Y le morphisme canonique.
D’apres le corollaire 4.7, on a un isomorphisme canonique ¢*RI',(K) ~ i'j* f*K. Définir
des épinglages sur f*K en les points de f~1(x) revient a définir une structure de complexe
dualisant putatif sur i'j* f*K pour la fonction de dimension dy|f-1(z)- On vient de voir que
cet objet s’identifie & ¢g*RI,(K) qui s’identifie lui-méme a A(dx(x))[20x(x)] en vertu de
I'épinglage donné de K en x. La fibre f~!(z) étant réguliere, le faisceau constant A est
naturellement muni d’une structure de complexe dualisant potentiel pour la fonction de
dimension — codim (cf. proposition 2.8). Vu la définition de dy, on en déduit aussitét une
structure de complexe dualisant potentiel sur A(dx(x))[20x(z)] € DT(f~(z)4, A) pour la
fonction de dimension dy|s-1(;). On a ainsi obtenu des ¢pinglages pour f*K en tous les
points de f~'(z). Grace a cette construction fibre & fibre, on a défini une structure de
complexe dualisant putatif sur f*K.

Lemme 4.11. — Soit f:' Y — X un morphisme régulier entre Z [%]-schémas noethé-
riens excellents régquliers. On munit X et Y des fonctions de dimension dx = — codim
et 0y = —codim. On munit les faisceauxr constants A sur X et'Y des structures de com-

plexes dualisants putatifs définies dans la proposition 2.8 ; le lemme 4.10 munit f*A d’une
structure de complexe dualisant putatif sur Y pour la fonction de dimension dy. Alors,
l’isomorphisme canonique A ~ f*A surY est compatible aux épinglages.

Vérifions la compatibilité de I'isomorphisme canonique A ~ f*A aux épinglages en un
point y de Y. Quitte a localiser, on peut supposer que X est local de point fermé z =
f(y) et que y est un point fermé dans la fibre F = f~!(y). Notons ¢ = codimy = et
d = codimp y. L’épinglage de f*A en y est donné par le produit des classes f*(Cl,_x) €
HE(Y,A(c)) et Cl,_p € H2*(F,A(d)), ce produit trouvant demeure dans H2t*4(Y, A(c +
d)). La compatibilité des classes de Gysin au changement de base implique que f*(Cl,_x)
est la classe de Gysin Clp_y € H2(Y,A(c)). En utilisant la compatibilité des classes de
Gysin a la composition, le produit considéré plus haut est Cl,_y, qui est précisément la
classe qui définit I’épinglage de A en y.

Remarque 4.12. — Supposons que l'on dispose de deux morphismes réguliers compo-

sables Z %V 4 X entre Z [%]—Schémas noethériens excellents. Si K est un complexe
dualisant putatif sur X, alors appliquer la construction du lemme 4.10 a f, puis a g, revient
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a lappliquer directement a f o g, autrement dit I'isomorphisme évident ¢* f*K ~ (fog)*K
dans DT (Zg, A) est compatible aux épinglages. En effet, les constructions s’effectuant fibre
a fibre, on peut supposer que X est le spectre d’un corps et, quitte & modifier la fonction
de dimension, que K = A ; en particulier, X, Y et Z sont réguliers, les faisceaux constants
A sur X, Y et Z sont naturellement munis de structures de complexes dualisants putatifs
(et méme potentiels, cf. proposition 2.14) pour les fonctions de dimension considérées, la
compatibilité requise est obtenue en appliquant le lemme 4.11 aux morphismes f, g et fog.

4.1.2.3. Compatibilité aux spécialisations. — Supposons maintenant que K soit un com-
plexe dualisant potentiel. Par définition des complexes dualisants potentiels, il s’agit main-
tenant de montrer que les épinglages sur f*K sont compatibles aux morphismes de tran-
sition associés aux spécialisations immédiates. D’apres le théoreme 3.2, on peut donner un
sens & cette compatiblité pour toute spécialisation i’ — 7 de points géométriques de Y,
quelle que soit sa codimension.

Lemme 4.13. — Placons nous dans la situation de la proposition 4.2. Soit K un com-
plexe dualisant potentiel sur X. Soit y' — § une spécialisation de points géométriques de
Y au-dessus d’une spécialisation ¥’ — T de points géométriques de X. Si x' — T est
de codimension 0 ou 1, alors les épinglages sur f*K sont compatibles a la spécialisation
Yy —7.

Etant entendu que la construction de la structure de complexe dualisant putatif sur f*K
a été réalisée fibre a fibre, on peut supposer que X est local strictement hensélien integre,
de point générique z’ et de point fermé z. On peut supposer que dx(z’) = 0. Le schéma
X étant de dimension < 1, si on note n: X — X la normalisation de X, le schéma X est
régulier. On constitue le carré cartésien suivant :

.

Les morphismes n et n’ sont finis surjectifs radiciels. Pour eux, on dispose des constructions
n' et n' sur les complexes dualisants putatif (Cf proposition 2.10). Pour les morphismes
réguliers f et f, on a les constructlons f* et f*. On peut donc considérer les complexes
dualisants putatifs f*n Ketn f*K D’apres le lemme 4 14 & suivre, on a un isomorphisme
canonique de complexes dualisant putatifs f*n'K ~ n’' f*K. En outre, la proposition 2.12
montre que pour montrer que f*K est un complexe dualisant potentiel, il suffit de montrer
que n'" f*K en est un. Comme il s'identifie f*n'K et que la proposition 2.12 nous dit aussi
que n'K est un complexe dualisant potentiel, on peut finalement remplacer f par f et
supposer que X est régulier de dimension < 1. On peut alors supposer que K = A, épinglé
comme il convient de le faire. Le complexe f*A s’identifie & A dont on sait qu’il peut-étre
muni d’une structure de complexe dualisant potentiel (cf. proposition 2.14). Il s’agit de
montrer que les épinglages sur f*A et sur A sont compatibles : c’est le sens du lemme 4.11.
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Lemme 4.14. — Placons nous dans la situation de la proposition 4.2. Soit g: X' — X
un morphisme fini surjectif radiciel. On constitue le carré cartésien :

v Ly

N
x 2 x

Soit K un compleze dualisant putatif sur X. Alors, Uisomorphisme évident f*¢'K ~
¢" K dans DY (Y' 4, A) est compatible auz épinglages.

Les constructions envisagées se réalisant fibre a fibre, on peut supposer que X et X’ sont
les spectres de corps notés respectivement E et E’. Les morphismes f et f’ étant plats et a
fibres géométriquement régulieres, les schémas Y et Y’ sont réguliers. Dans cette situation,
compte tenu de la proposition 2.12 et de la construction du lemme 4.10, il est manifeste que
les complexes dualisants putatifs f*¢'K et ¢’ ! f*K sont des complexes dualisant potentiels.
Pour montrer que I'isomorphisme évident f*¢'K ~ ¢’ ! f*K est compatible aux épinglages,
il suffit donc de le faire aux points maximaux de Y. Bref, on peut supposer que Y est lui
aussi le spectre d’un corps F'. Comme Y est régulier et homéomorphe & Y, le schéma Y est
a son tour le spectre d'un corps F’. Compte tenu de la construction de la proposition 2.10
faisant intervenir les morphismes de Gysin associés aux morphismes d’intersection complete
Y' — Y et X' — X, la comparaison des deux structures de complexes dualisants putatifs
envisagées sur Y’ se ramene a I'égalité des degrés [F' : F] = [E' : E], qui résulte aussitdt
de la définition de Y’ : F' = E' ®@p F.

Pour finir la démonstration de la proposition 4.2, il nous reste a établir des compatibilités
entre les épinglages sur f*K et les spécialisations de points géométriques de Y. Les lemmes
suivants sur les spécialisations nous seront utiles.

Lemme 4.15. — Soit f: Y — X un morphisme régulier entre schémas noethériens. On
suppose que f est un morphisme local entre schémas locaux strictements henséliens. Soit
T — X un point géométrique de X. Alors, f~H(T) = Yz =Y Xx T est un schéma intégre.

La fibre Y, est géométriquement réguliere et géométriquement connexe d’apres la pro-
position 4.5 appliquée a un faisceau constant. Le schéma Yz est donc integre.

Lemme 4.16. — Soit f:' Y — X un morphisme régulier entre schémas noethériens ex-
cellents. Soit ©’ — T une spécialisation de points géométriques de X. Soit 7 un point
géométrique de X au-dessus de T tel que n soit de codimension 0 dans sa fibre pour f.
Alors, a un isomorphisme non nécessairement unique pres, il existe une unique spéciali-
sation 1 — 7 au-dessus de ' — T telle que n' soit de codimension 0 dans sa fibre. La
codimension de ' — 7 est la méme que celle de ' — T.

On peut supposer que f est un morphisme local entre schémas locaux strictement hensé-
liens Y et X de points fermés respectifs 77 et T. Etablir le lemme dans ce cas précis revient a
montrer qu’a isomorphisme pres, la fibre géométrique Yz n’a qu’un seul point géométrique
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au-dessus d'un point maximal de Yz, ce qui résulte du lemme 4.15. Les formules liant les
fonctions de dimension sur X et Y montrent que la codimension de la spécialisation de
7' — 7 est la méme que celle de 2" — 7.

Lemme 4.17 — Soit f: Y — X un morphisme régqulier entre schémas noethériens ex-
cellents. Soit ' — 1 une spécialisation de points géométriques de Y au-dessus d’une spécia-
lisation «’ — T. On suppose que n et 1’ sont de codimension 0 dans leur fibre pour f. Soit
Ty — - — T, une factorisation de la spécialisation ' — T en une suite de spécialisations
immédiates. Alors, on peut décomposer n — T en une suite de spécialisations immédiates
Ng — -+ — Ny au-dessus de Tg — --- — T,, chacun des points n; étant de codimension 0
dans sa fibre pour f.

Ceci résulte aussitot du lemme 4.16, propriété d'unicité comprise.

Lemme 4.18. — Soit f:' Y — X un morphisme régulier entre schémas noethériens ex-
cellents. Soit y — Yy une spécialisation de points géométriques de Y au-dessus de ' — .
Alors, il existe un diagramme commutatif de spécialisations de points géométriques de Y :

W —
y —
o les points géométriques 1/ et 7 sont respectivement au-dessus de z' et de T, et ou 1’ et
1 sont de codimension 0 dans leur fibre pour f.

< <— 3

On peut supposer que X et Y sont locaux strictement henséliens de points fermés res-
pectifs ¥ et . On choisit une spécialisation 7 — 7 de points géométriques de la fibre Yz
avec 1 de codimension 0 dans cette fibre. D’apres le lemme 4.16, il existe une spécialisation
1’ — 7 de points géométriques de Y au-dessus de 2/ — 7, avec 1/ de codimension 0 dans
sa fibre pour f. Par ailleurs, la fibre géométrique Y,; étant intégre, on peut en choisir un
point géométrique 7" au-dessus du point générique. Le point géométrique 3’ de Y étant
au-dessus de 2/, il définit un point géométrique de Y=r; on dispose donc d'une spécialisation
7" — y' de points géométriques au-dessus de z’. La fibre géométrique Y=; étant integre, il
existe un isomorphisme 7/ ~ 1, ce qui donne le diagramme commutatif souhaité.

Finissons la démonstration de la proposition 4.2, il s’agit de montrer que pour tout
complexe dualisant potentiel K sur X, les épinglages sur le complexe dualisant putatif
f*K sont compatibles aux spécialisations de points géométriques de Y. Soit 3/ — ¥ une
telle spécialisation. Le lemme 4.18 s’applique et on obtient un diagramme commutatif
de spécialisations comme ci-dessus. Pour montrer la compatibilité pour la spécialisation
y — 7, il suffit de 'obtenir pour les trois autres spécialisations qui interviennent dans
le carré commutatif. Pour les spécialisations 1 — 3’ et 7 — 7, cela résulte aussitdt des
faits observés dans la construction méme du lemme 4.10, a savoir que chaque fibre de f est
munie d'un complexe dualisant potentiel. On peut appliquer le lemme 4.17 pour obtenir une
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factorisation de i/ — 7 en une suite de spécialisations immédiates 7y — - - - — 7, au-dessus
d’une composition de spécialisations immédiates Tog — --- — 7, de points géométriques
de X. On peut appliquer le lemme 4.13 aux spécialisations 7; — 7;77 pour obtenir la
compatibilité souhaitée pour 17 — 7, ce qui achéve la démonstration de la proposition 4.2.

4.1.3. Morphismes de type fini. —

Lemme 4.19. — Dans la situation de la proposition 4.3, si K est un complexe dualisant
putatif sur X, on peut munir f'K d’une structure de compleze dualisant putatif sur'Y .

Définir la structure de complexe dualisant putatif sur 'K peut se faire fibre & fibre. On
suppose donc que X = x est le spectre d'un corps. Soit y € Y. Soit U un ouvert non vide
de régularité de 'adhérence (réduite) {y}. On note j: U — Y Pimmersion de U dans Y et
m: U — x la projection. On a des isomorphisme canoniques induits par le morphisme de
Gysin Cl; et I'épinglage de K en x :

A(dy (y))[20y (y)] = T A(0x (2))[20x ()] < 7RI (K) ~ 7' f'K .

En passant au point générique de U, on obtient l'isomorphisme voulu : RT,(f'K) ~
A(0y (y))[20y (y)]. Il ne dépend évidemment pas de l'ouvert U, ce qui permet de définir
I’épinglage souhaité de f'K en y.

On peut vérifier que la construction de cette structure de complexe dualisant putatif sur
f'K est compatible & la composition des morphismes de type fini (pour le sens de cette
affirmation, cf. remarque 4.4). Par ailleurs, il est évident que dans le cas ou f est quasi-fini,
les épinglages définis ici sont les mémes que ceux de la proposition 2.10. Enfin, dans le cas
ol f est lisse de dimension relative d, via I'isomorphisme canonique f*K ~ f'K(d)[2d],
les épinglages sont compatibles avec ceux de la proposition 4.2, compte tenu du décalage
entre les deux fonctions de dimension envisagées sur Y.

Montrons la proposition 4.3. La question étant de nature locale, on peut supposer que
f: X — Y est un morphisme de type fini entre schémas affines. Il existe donc une factori-
sation f = poi avec ¢ une immersion fermée et p un morphisme lisse. Soit K un complexe
dualisant potentiel sur X. Les remarques précédentes montrent que p'K, puis i'p' K sont
des complexes dualisants potentiels et que ce dernier s’identifie & f'K. Par conséquent,
'K est un complexe dualisant potentiel, ce qui achéve la démonstration.

4.2. Préliminaires sur les faisceaux pervers. — Si X est un schéma noethérien et
p: X — ZU{+0o0} une fonction de perversité (c’est-a-dire que pour toute spécialisation g —
T de points géométriques de X, on a p(x) > p(y)), Gabber a défini dans [4] une t-structure
(D=P(X¢i, A), DZP(Xg, A)) sur DT (X, A) de sorte que pour tout K € DF(Xg, A), on ait :

K € D(Xe, A) <= Va € X, K|, € D) (4, A) |

K € D> (Xq, A) <= Vo € X, RT,(K) € D@ (14, A)

ou 'on a muni chacune des catégories Dt (x4, A) de sa t-structure canonique.
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On note Perv? (X, A) C DT (X, A) le coeur de cette t-structure, les foncteurs de tronca-
tures étant notés 7<, et 7>,.

Définition 4.20. — Soit f: Y — X un morphisme de schémas. On dit que f est une
pseudo-immersion ouverte si f induit un homéomorphisme sur son image et que le mor-
phisme induit f~'Ox — Oy est un isomorphisme.

Cette classe de morphismes est stable par composition; elle contient les immersions
ouvertes et les localisations.

Proposition 4.21. — Soitp: X — ZU{+o0} une fonction de perversité. Soit f: Y — X
une pseudo-immersion ouverte.

(a) La fonction po f:Y — Z U {400} est une fonction de perversité (encore notée p)
et pour les t-structures définies par p, f*: DT (Xg4, A) — DT(Yy, A) est t-exact et
Rf,: DT (Yy,A) — DT (Xg, A) t-exact a gauche ;

(b) Le foncteur f* induit un foncteur exact f*: PervP(X,A) — PervP’(Y,A) qui admet
un adjoint a droite fP: PervP(Y,A) — PervP(X,A) défini par la formule fPK =
Tngf*K ;

(c) Le morphisme d’adjonction f*fP — idper(yv,a) est un isomorphisme et le foncteur
fP: PervP(Y,A) — Perv?(X, A) est pleinement fidéle.

(d) Sig: Z — Y est une pseudo-immersion ouverte composable avec f, on dispose d’un
isomorphisme de transitivité fP o gP ~ (f o g)?.

La t-exactitude de f* est triviale. En particulier, f* est t-exact a droite ; par adjonction,
R, est t-exact a gauche. (b) résulte aussitot de (a). (¢) en résulte aussi compte tenu du fait
que le morphisme d’adjonction f*Rf, — idperve(y,a) est un isomorphisme. L’isomorphisme
du (d) se déduit par adjonction de 'isomorphisme de transitivité des foncteurs images
inverses.

4.3. Cas d’un schéma normal. —

Proposition 4.22. — L’énoncé du théoréeme 4.1 est vrai si on suppose de plus que le
schéma X est normal. Plus précisément, soit X un Z [ﬂ -schéma noethérien excellent
irréductible normal de point générique m, muni d’une fonction de dimension 0 telle que
d(n) = 0. On note j: n — X linclusion du point générique et on pose T = jPA ou
p: X — N est la fonction de perversitée définie par l’égalité :

o(x) = max(0,2dim Ox , — 2)

pour tout x € X.

(a) Le morphisme d’adjonction A — j95*A\ définit un morphisme évident A — T tel que
pour tout point géométrique T — X, l'application induite

H:25(x) (A) N H:25(a:) (T)

T T
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soit un isomorphisme et que HL(T) =0 si g # —26(x). Le théoréme 3.1 donne alors
un épinglage de T en x. Avec ces épinglages, T est un complexe dualisant potentiel
pour (X, 0).

(b) Si K est un compleze dualisant potentiel pour (X, 0), alors K appartient a Perv¥ (X, A)
(et 6 Perv 2 (X, A)) et le morphisme K — T qui s’en déduit aussitot est un isomor-
phisme compatible aux épinglages.

(¢) Si K est un compleze dualisant potentiel sur X, alors le morphisme évident A —
T<oRHom(K, K) est un isomorphisme.

Etablissons (a). Le point essentiel est de montrer que pour tout z € X, le morphisme
évident Hf_%(x) (A) — Hf_%(x) (T) est un isomorphisme et que HZ(T') est nul si ¢ # —20(x).
Le fait que T soit un complexe dualisant potentiel résultera alors aussitot du théoreme 3.1.
Pour établir le résultat voulu, on peut supposer que X est local strictement hensélien de
point fermé x. Par récurrence sur d = dim X, on peut supposer (a) connu sur 'ouvert
U=X—xz Sid=0, le résultat est évident. On suppose donc d > 1, de sorte que U
contienne le point générique de X. Posons L = Tjy. D’apres la proposition 4.21, si on note
g: U — X l'immersion ouverte évidente, on a un isomorphisme canonique 7" = g#L. On
en déduit aussitot un isomorphisme canonique T' = 7<) Rg, L.

Sid=1, ¢(n) =0, donc T' = g,A = A. La proposition 2.9 permet de conclure que 1" est
bien un complexe dualisant potentiel avec les épinglages envisagés ici. On suppose donc
que d > 2. Dans ce cas, on a p(z) =2d — 2 et T' = 7<9q_2Rg, L.

D’apres le lemme 3.27, la structure des objets de cohomologie HYL pour ¢ < 0 est
connue. Notons ¢7: £ — X I'immersion du point fermé de X. Utilisons le triangle distingué
canonique :

ii'T — T — Rg, L — i,i'T[1] .
Il en résulte une suite exacte longue :

- — H"YU,L) — HY(X,T) — (H'T), — HY(U,L) — ...

Par construction, (HIT), — HY(U, L) siq < 2d—2 et (HYT), = 0si ¢ > 2d—1. Il en résulte
que HI(X,T) = 0si ¢ <2d — 1 et que I'on a des isomorphismes H4 (U, L) = HI(X,T)
pour q > 2d. Il vient aussi que H9T = 0 si ¢ < 0 et que I'on a un isomorphisme canonique
A = HOT'. Ainsi, on a un morphisme canonique A — 7' induisant un isomorphisme A =
T<0T.

Lemme 4.23. — Soit U le complémentaire du point fermé dans un schéma local stricte-
ment hensélien excellent normal X de dimension d > 2. Soit M € D=?(Ug, A). On suppose
qu’il existe un isomorphisme A = T<oM. Alors, pour tout ¢ > 2d, le morphisme évident
est un isomorphisme :

HT™YU,A) = HYU, M) .

On note M*™ un cone du morphisme évident A — M. Il suffit de montrer que
HY(U, M*) =0 pour ¢ > 2d — 2. Les hypothéeses impliquent que les objets de cohomologie
de M™ sont nuls en dehors de Uintervalle [1,2d — 4]. On peut aussi observer que pour
tout 1 < i < d—2, siy € U est tel que (H* *M™"); ou (H*M™); soit non nul, alors



38 JOEL RIOU

I'adhérence (dans X) de y est de dimension < d — ¢ — 1. D’apres la proposition 3.4 et la
suite spectrale d’hypercohomologie, on obtient bien que H9(U, M™) =0 si ¢ > 2d — 2.

On peut appliquer le lemme 4.23 avec M = L. Il résulte alors de ce qui précede et
du théoréme 3.1 que HI(X,T) = 0 si ¢ # 2d, que 'on a un isomorphisme canonique
H?2(X,A(d)) = H?(X,T(d)), et que 'on peut ainsi définir des épinglages sur T qui en
font un complexe dualisant potentiel sur X.

Montrons maintenant (b). Soit K un complexe dualisant potentiel sur X. Il est
évident que K € DZ72(X, A) C D2?(Xg,A). Pour montrer que K € DS?(Xg, A) C
D="29(X¢,A), on peut supposer que X est local strictement hensélien de dimension
d. On note 2: x — X linclusion du point fermé et g: U — X l’inclusion de l'ouvert
complémentaire X — z. Le cas ou d = 0 étant trivial et celui ou d = 1 ayant été traité dans
la proposition 2.9, on peut supposer que d > 2. Par récurrence sur d, on peut supposer (b)
connu pour I'ouvert U. On note L = K|y € D=¢(Ug, A).

Comme K est un complexe dualisant potentiel, la structure des faisceaux de cohomologie
H1K pour g < 0 est connue (cf. lemme 3.27). On peut donc appliquer le lemme 4.23 avec
M = L. Ainsi, le morphisme évident est un isomorphisme H?¢~1(U, A) = H?*¥~Y(U, L), et
HYU, L) =0 pour q > 2d.

De méme que pour établir (a), on utilise le triangle distingué canonique :

ii'T — T — Rg, L — i,4'T[1]
et la suite exacte longue qui s’en déduit :
-— H"YU,L) —» HY(X,K) — (H'K), — HY(U,L) — ...
La structure de H(X, K) étant connue pour tout ¢ € Z, il vient aussitot que (H?K), =0
pour ¢ > 2d + 1 et que 'on a une suite exacte
0— (H*'K), — H* (U, L) - HX(X,K) = (H*K), — 0.

Pour montrer que K € DS?(Xg, A), il reste donc & montrer que le morphisme canonique
H?*~Y(U, L) — H?(X, K) est un isomorphisme. Choisissons une spécialisation 77 — z. On
peut considérer le diagramme commutatif suivant, ou les fleches verticales sont induites

par le morphisme canonique A — K :

X
SPh—x

Hy(X, A) —— H}(X, A(d)) =<—— H*7}(U, A(d))

P )

HY(X, K) "2 H24(X, K (d)) ~— H*"(U, L(d))

Les fleches de la colonne de gauche vers celle du milieu sont les morphismes de transition
introduits au théoreme 3.2. Ici, ce sont des isomorphismes : pour la fleche du haut, cela
résulte du théoreme 3.1 et pour la fleche du bas, du fait que K soit un complexe dualisant
potentiel. On en déduit que le morphisme du milieu H24(X, A(d)) — H?4(X, K(d)) est un
isomorphisme. Compte tenu des autres isomorphismes connus, il vient que le morphisme
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évident H*~1(U, L(d)) — H?%(X, K(d)) est un isomorphisme, ce qui achéve de montrer
que K € Perv?(X, A).

On a alors un morphisme d’adjonction K — j#j*K = T dans Perv¥ (X, A). Pour montrer
que c’est un isomorphisme, on peut se placer dans la situation locale précédente, et faire
une récurrence sur la dimension pour pouvoir supposer que le morphisme induit Ky — Tjy
est un isomorphisme. Choisissons une spécialisation 7 — z. On en déduit un diagramme
commutatif :

X
Spﬁaz

HY(X, K) 22 524X, K (d))

.

P,
La fleche de gauche est évidemment un isomorphisme. Les fleches horizontales aussi puisque
K et T sont des complexes dualisants potentiels. Il vient donc que le morphisme induit
i'K — i'T est un isomorphisme. Il en découle que K — T est un isomorphisme (com-
patible aux épinglages au point générique, donc a tous les épinglages), ce qui acheve la
démonstration de (b).

Montrons (c). Soit K un complexe dualisant potentiel sur X. Pour montrer que le mor-
phisme canonique A — 7<)R Hom(K, K) est un isomorphisme, quitte a remplacer X par
des schémas connexes étales sur lui, il suffit de montrer que A = Homp+(x,, ) (), K) et que
Homp+(x,,,4) (K, K[g]) = 0 pour ¢ < 0. L’annulation de Homp+ (x,, 4)(X, K[q]) pour ¢ < 0
résulte aussitot du fait que K appartienne au cceur de la t-structure définie par ¢. D’apres
(b), on a un isomorphisme canonique K = j#A. L’isomorphisme A = Homp+(x,, 4) (K, K)
résulte alors de ce que j¥: Perv?(n, A) — Perv?(X, A) soit pleinement fidele (cf. proposi-
tion 4.21).

4.4. Un résultat de recollement. — La proposition suivante est un résultat de recol-
lement qui nous permettra de passer du cas normal au cas général :

Proposition 4.24. — Soit X un Z [ﬂ -schéma noethérien excellent muni d’une fonction
de dimension §. On suppose donné un carré cartésien

YIAIX/

b

Y ——>X
ot i est une immersion fermée d’ouvert complémentaire U et ou p est un morphisme fini
induisant un isomorphisme p~(U) = U. On note ¢ = poi'. On suppose que I’énoncé du
théoréme 4.1 est connu pour X', Y etY’ (relativement aux fonctions de dimensions déduites
de celle sur X par le procédé de la proposition 2.10). Alors, cet énoncé est également vrai

pour X, et si on note Kx, Kx/, Ky et Ky les complexes dualisants potentiels de X, X',
Y et Y’ respectivement, on a un triangle distingué canonique dans DT ( Xy, A) :

&Ky — i, Ky @ p.Kx — Kx — ¢. Ky /[1] .
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Dans un premier temps, supposons que X admette un complexe dualisant potentiel K x
et montrons que 'on peut définir un triangle distingué canonique de la forme souhaitée.
Pour cela, considérons la suite exacte courte évidente de faisceaux sur X :

0— A (—E;) i A D p A (+—7;) @A — 0.

En appliquant R Hom(—, Kx) au triangle distingué correspondant, on obtient un triangle
distingué :

wd Kx 5 i Ky o pp Ky T Ky — q.d Kx[1],
qui, compte tenu de la proposition 4.3 et de la vertu d’'unicité des complexes dualisants
potentiels sur X', Y et Y, se récrit sous la forme :

(

+,-) . 4
G Ky (—>) 1Ky @ pKxr —>) Kx — ¢.Ky/[1] .

Revenant aux hypotheses de la proposition, nous allons montrer qu’inversement, si on
définit K x de fagon a avoir un tel triangle distingué (mais a priori pas de fagon canonique),
on obtient bien un complexe dualisant potentiel sur X. On suppose donc le théoreme 4.1
connu seulement pour X', Y et Y’ et on note Kx/, Ky et Ky les complexes dualisants
potentiels correspondants. La propriété d’unicité pour les complexes dualisants potentiels
sur Y’/ donne des isomorphismes canoniques Ky ~ p’ 'Ky et Ky ~ 'Ky Par adjonction,
on en déduit des morphismes canoniques p) Ky — Ky et i’ Ky» — Kx/, puis en appli-
quant respectivement i, et p,, on obtient des morphismes canoniques ¢, Ky — i, Ky et
¢« Ky — p, Kx:. On peut considérer leur différence et constituer un triangle distingué dans
DT (X, A) :

g Ky ) WKy ® pKx — Kx — ¢.Ky/[1] .

On obtient ainsi un objet Kx € DT (X, A) et deux morphismes privilégiés i, Ky — Ky
et p, Ky — Kx.

Notons j: U — X et j': U — X' les immersions ouvertes évidentes. En appliquant j*
au triangle distingué ci-dessus, on peut commencer par observer que le morphisme évident
J"Kx ~ 7*p.Kx — j*Kx est un isomorphisme. Par conséquent, on peut munir Ky
d’épinglages en les points de I'ouvert U de fagon compatible avec la structure de complexe
dualisant potentiel obtenue sur j* K x.

Considérons le morphisme canonique ¢, Ky — p,Kx:. Jaffirme qu’il induit un isomor-
phisme apres application du foncteur i'. En effet, on a des isomorphismes évidents de
foncteurs 7' q,i’ b i'i,pli"™ ~ pli'"™ ~ i'p, et, compte tenu de l'isomorphisme canonique
Ky ~7¢ 'K , on obtient bien que le morphisme évident i'q, Ky — i'p, K x/ est un isomor-
phisme. En appliquant i' au triangle distingué de définition de Ky, il vient alors que le
morphisme canonique i, Ky — Kx induit un isomorphisme Ky = i'Kx apres application
de '. Ceci permet de définir des épinglages pour Kx en tous les points de Y.

Finalement, on a obtenu une structure de complexe dualisant putatif sur Kx. D’apres
la proposition 2.12, pour montrer que Kx est un complexe dualisant potentiel, il suffit
de montrer que p'Kx en est un. Nous allons bien évidemment le comparer a Ky . Par
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construction de Kx, on a un diagramme commutatif :
i*KY

N

@Ky Kx

~ 7

p*KX’
Par adjonction, on obtient que deux définitions concurrentes d’un morphisme Ky — ¢'Kx
coincident :
P Ky —p'i'Kx

/N

.! gl
i KX’ — p'KX

On a déja montré que le morphisme canonique Ky — i'Kx était un isomorphisme. Par
conséquent, sur le diagramme ci-dessus, toutes les fleches sont des isomorphismes. Ainsi, le
morphisme évident Ky — p'Kx induit un isomorphisme non seulement aprés application
de j*, mais aussi aprés celle de 4. Il en résulte que ce morphisme Ky — p'Ky est un
isomorphisme. En outre, sur le diagramme ci-dessus, tous les objets sont naturellement
munis d’une structure de complexe dualisant putatif et tous les isomorphismes, sauf peut-
étre celui du bas, sont compatibles aux épinglages. Cet isomorphisme &’ Ky — 7 !p!K x est
donc lui aussi compatible aux épinglages. Par conséquent, I’isomorphisme Ky — p'Kx est
compatible aux épinglages non seulement sur U mais aussi sur Y. Il en résulte que p'Ky
est un complexe dualisant potentiel, et on a vu que 'on pouvait en conclure que Kx en
était un aussi.

En outre, il résulte aussitot de la construction que ’hypothese selon laquelle les complexes
dualisants potentiels sur X', Y et Y’ sont pervers pour la fonction de perversité —20 que
K x est aussi pervers pour —20.

Pour conclure, il s’agit de montrer que si K et L deux complexes dualisants potentiels
sur X, on a un isomorphisme privilégié A = 7<oRHom(K, L) qui donne naissance a
un morphisme v: K — L qui soit un isomorphisme de complexes dualisants potentiels.
En effet, cela montrera que si ¢: K — L est un autre isomorphisme, alors ¢ = A\ - 1
ou A\: X — A est une fonction localement constante. Demander que ¢ soit compatible
aux épinglages impliquant que A = 1, on aura bien un unique isomorphisme K = L de
complexes dualisants potentiels.

D’apres la propriété d’unicité des complexes dualisants potentiels sur X', Y et Y, on
a des isomorphismes de complexes dualisants potentiels p' X' = p'L et #' K = 'L indui-
sant le méme isomorphisme ¢'K = ¢'Ly. On a construit plus haut un triangle distingué
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canonique :
wq'K 50K @ pp' K K S g KL
En lui appliquant R Hom(—, L), on obtient un autre triangle distingué :

R Hom(K, L) ™ i, RHom(i'K,i'L) @ p,R Hom(p'K, p'L) 5 ¢, R Hom(¢' K, ¢'L)
L’énoncé du théoréeme 4.1 pour X', Y et Y’ implique aussitdt que les objets de cohomologie
H'RHom(K, L) sont nuls pour ¢ < 0, et, compte tenu de la suite exacte canonique de
faisceaux :

0= AT iAepr ) A0,

que I'on a un isomorphisme privilégié¢ A = H°R Hom(K, L). Le morphisme K — L corres-
pondant induit bien entendu les uniques isomorphismes de complexes dualisants potentiels
i'K 5 'L et p K = p'L. Ce morphisme K — L est donc compatible aux épinglages sur
Y et sur U : c’est un isomorphisme de complexes dualisants potentiels. Ceci acheve la
démonstration de la proposition 4.24.

4.5. Cas général. — Montrons le théoreme 4.1 dans le cas général. Pour le montrer
pour tous les Z [%]—sehémas noethériens excellents munis d’une fonction de dimension, par
récurrence noethérienne, on peut supposer le résultat connu pour les schémas finis sur un
fermé d’intérieur vide de X. On peut supposer que X est réduit. Notons p: X' — X la
normalisation de X. Le morphisme p est fini surjectif et induit un isomorphisme au-dessus
de I'ouvert dense de normalité U du schéma excellent X. Posons Y = (X —U),¢q et formons
le carré cartésien suivant :

Y/#X/

b
Y ——>X
Comme X' est normal, la proposition 4.22 montre que I’énoncé du théoréme 4.1 est connu

pour X'. L’hypothése de récurrence noethérienne montre que c’est aussi le cas pour Y et
Y’. La proposition 4.24 donne la conclusion souhaitée pour X.

5. Le théoréme de dualité locale

Théoréme 5.1. — Soit X un Z [ﬂ -schéma noethérien excellent muni d’une fonction de
dimension §. Soit K le complexe dualisant potentiel de (X,0). Alors
- Ke Dgtf(Xéth) ’
— K est de dimension quasi-injective finie si et seulement si X est de dimension de Krull
finie;
~ le foncteur Dg = RHom(—, K) préserve D2(X g, A) ;
— pour tout M € D*(Xg, \), le morphisme de bidualité M — Dy D M est un isomor-
phisme.
En particulier, si X est de dimension de Krull finie, K est un complexe dualisant au sens

de SGA 5 L
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5.1. Constructibilité, tor-dimension, dimension quasi-injective. —

5.1.1. Changement de coefficients. —

Proposition 5.2. — Soit A = Z/nZ. Soit m un diviseur de n. Soit N' = Z/mZ. L’an-
neau N est une A-algébre. Soit K € D(Xg4, A) un complexe dualisant potentiel sur X
relativement & l'anneau de coefficients A. Alors K' = RHomy (A, K) € DT(Xg, A') est
naturellement muni d’une structure de complexe dualisant potentiel relativement a [’an-
neau de coefficients N'. De plus, si M € DT (Xg, A'), on a un isomorphisme canonique
dans D (Xg, A) :

RHomy (M, K) ~ RHomy/ (M, K') .

Ceci résulte facilement de la commutation des foncteurs de cohomologie a supports avec
le foncteur R Homy (A, —).

5.1.2. Constructibilité, tor-finitude. —

Proposition 5.3. — Soit K un compleze dualisant potentiel sur un Z [%]-schéma noe-
thérien excellent muni d’une fonction de dimension 6. Alors K € D?(Xg, A).

On va utiliser le lemme suivant :

Lemme 5.4. — Soit X unZ [ﬂ -schéma noethérien excellent. Soiti: Z — X une immer-
sion fermée. Soit j: U — X Uimmersion ouverte complémentaire. Soit K € DT (X4, A).
Les conditions suitvantes sont équivalentes :

- K € DX(Xg, A);

- 7K € DX(Ug, A) et i' K € DP(Zg, A).

Ce lemme résulte aussitot du fait non trivial que le foncteur Rj, envoie D?(Ug, A) dans
DP(Xe, A).

Démontrons la proposition. On peut supposer X réduit. Comme X est excellent, X
admet un ouvert dense régulier. Notons Z le sous-schéma fermé (X —U)4q €t i: Z — X son
immersion fermée dans X. Par récurrence noethérienne, on peut supposer que le complexe
dualisant potentiel i'K de Z est dans D2(Zg, A). En vertu du lemme, on est ramené a
montrer que j*K € DP(Ug, A). Autrement dit, on peut supposer que X est régulier. On
peut supposer de plus que X est connexe. Notons 7 le point générique de X. D’apres la
proposition 2.14 et le théoréme 4.1, on a un isomorphisme canonique K ~ A(d(n))[20(n)].
Ainsi, K appartient bien a D(X, A), ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Proposition 5.5. — Soit X un schéma noethérien excellent muni d’une fonction de di-
mension 8. Le complere dualisant potentiel de (X,d) appartient ¢ D2 (X, A).

On sait déja que le complexe dualisant potentiel K de (X, ) appartient & DP( Xy, A).
Il s’agit donc d’obtenir un résultat de tor-finitude pour K. Pour cela, on peut suppo-
ser que A = Z/{*Z ou ¢ est un nombre premier et ¥ > 1. D’apres la proposition 5.2,
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RHom\(Z/(Z, K) est un complexe dualisant potentiel relativement a I'anneau de coeffi-
cients Z/(Z ; d’apres la proposition 5.3, cet objet appartient & DP(Xe, Z/¢Z), le critére du
lemme suivant permet de conclure que K appartient a D5 (X, A).

Lemme 5.6. — Soit X un schéma noethérien. Soit £ un nombre premier. Soit v > 1. On
pose A = Z/("Z. Soit K € DP(X, A). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) I € D(Xa. A)

(ii) K ®% Z/lZ € D*(X 4, Z/(Z) ;

(iii) RHomy(Z/l(Z, K) € D*(X ¢, Z/(Z).
Dans ce cas, on a un isomorphisme canonique R Homy(Z/{Z,K) ~ K ®% Z/(Z dans
D" (X, Z/(Z).

L’équivalence entre (i) et (ii) est simplement indiquée pour mémoire. Il s’agit ici de
montrer que les conditions (ii) et (iii) sont équivalentes. On représente K par un complexe
borné. On peut considérer le complexe complexe double dont les colonnes sont représentées
ci-dessous (les degrés horizontaux étant indiqués en exposant) :

On note C le complexe simple de faisceaux de A-modules sur X associé a ce complexe
double ¥, De facon évidente, on a un triangle distingué dans D(Xg, A) :

C L K@YZ/0Z — RHom,(Z/(Z,K) > C[1] .

On remarque que :

— HC ~ HI"2C pour tout q € Z;

— p induit un isomorphisme sur les objets de cohomologie H? pour ¢ suffisamment petit ;

— ¢ induit un isomorphisme sur les objets de cohomologie H? pour ¢ suffisamment grand.

Comme K ®% Z/(Z € D™ (Xe,Z/(Z) et RHomy(Z/(Z,K) € D (X, Z/lZ), il en
résulte aussitot que les conditions suivantes sont équivalentes :

- C~0;

~ RHomy(Z/lZ, K) € D*(X4, A);

~ K @Y Z/IZ € D°(X¢, A).

Si on suppose que K € DP(Xg, A), pour obtenir 'isomorphisme R Homy (Z/(Z, K) ~
K @% Z/(Z dans DP(Xg,Z/lZ), on peut représenter K par un complexe borné de A-
modules plats. On peut conclure en utilisant I'isomorphisme évident K/¢K — ,K induit
par la multiplication par #*~1, ou (K désigne le noyau de la multiplication par ¢ sur K. En

effet, on montre facilement que pour tout complexe borné de A-modules plats le morphisme
évident ;K — RHomy(Z/lZ, K) est un isomorphisme dans D(X¢, Z/(Z).

() Ce complexe étant concentré sur un nombre fini de lignes, il n’y a pas lieu de préciser si 'on définit le
complexe simple en termes de sommes ou de produits.
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5.1.3. Préservation de DX(Xg, A). —

Proposition 5.7. — Soit X un Z [ﬂ -schéma noethérien excellent muni d’une fonction

de dimension 6. Notons Kx le complexe dualisant potentiel de (X,0). Alors, le foncteur
Dx = RHom(—, Kx) préserve D2(Xg, A).

Gréce a la proposition 5.2, on peut supposer que 'anneau de coefficients est Z/{Z, avec ¢
un nombre premier. Il s’agit de montrer que pour tout faisceau constructible de A-modules
M sur X, Dx M € DP(X¢, A). D’apreés la proposition 5.3, si M est constant, on a bien
Dx M € D2(Xg,A). Sip: Y — X est un morphisme étale, on a un isomorphisme évident
p*Dx M ~ Dy p*M pour tout faisceau constructible M sur X. Si M est localement
constant, en choisissant pour p un morphisme étale surjectif tel que p* M soit constant, on
obtient que Dx M € DP(X¢, A) si M est localement constant.

On raisonne alors par récurrence noethérienne. Pour tout faisceau constructible M, il
existe un ouvert dense U de X sur lequel M est localement constant. On note j: U — X
I'immersion ouverte correspondante et i: Z — X une immersion fermée complémentaire.
D’aprés ce qui préceéde, on a j* Dy M = Dy M|y € D (Ug, A). Par ailleurs, i'Dx M ~
Dy i* M. Par hypothese de récurrence noethérienne, on obtient que i' Dx M appartient a
DP(Zg, A). Le lemme 5.4 permet de conclure que Dx M appartient & DP(Xg, A).

La stabilité de DP(Xe;, A) par Dx permet d’énoncer le résultat important suivant :

Proposition 5.8. — Soitp: X' — X un morphisme régulier entre Z [ﬂ -schémas noethé-
riens excellents. On suppose X muni d’une fonction de dimension dx et on munit X' de la
fonction de dimension dx: définie dans la proposition 4.2. Alors, pour tout L € D?(X 4, A),
on a un isomorphisme canonique p* Dx L = Dx/ p*L et le morphisme de bidualité p*L —
D%, p*L s’identifie a limage par p* du morphisme de bidualité L — D_ZX L.

Cela résulte aussitét des propositions 4.2, 4.6 et 5.7.
5.1.4. Dimension quasi-injective. —

Proposition 5.9. — Soit X un Z [ﬂ -schéma noethérien excellent muni d’une fonction
de dimension §. Notons Kx le complexe dualisant potentiel de (X,0). La dimension quasi-
injective de Kx est —2inf,cx d(x). En particulier, elle est finie si et seulement si X est
de dimension de Krull finie.

Commengons par minorer la dimension quasi-injective de Ky. Soit x € X. On note
1: Z — X linclusion du sous-schéma integre de X de point générique z. On a un isomor-
phisme canonique i'Kx ~ i*RHom(Az, Ky). Le complexe K, = i'Kx est un complexe
dualisant potentiel pour (Z,|;). Par conséquent (K )z ~ A(d(x))[26(x)]. Il en résulte que
la dimension quasi-injective de Kx est au moins —26(x). On obtient ainsi la minoration

—2 inf (x) < dim. q.inj. Ky .
reX

Montrons que cette inégalité est en fait une égalité si X est de dimension de Krull finie.
On peut procéder par récurrence sur la dimension de X. On peut en outre supposer que X
est local strictement hensélien (réduit) de point fermé z. Soit M un faisceau constructible
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de A-modules sur X. Il s’agit de montrer que Dx M € D=2()( X, A). Il existe un ouvert
affine dense U sur lequel M est localement constant. Le schéma X étant réduit et excellent,
quitte a rétrécir X, on peut supposer que U est régulier. Notons j: U — X l'immersion de
U. Notons Uy, ..., U, les composantes connexes de U, et ny,...,n, les points génériques de
ces composantes. Le schéma U étant régulier, on connait la structure du complexe dualisant
potentiel Ky : pour tout 1 < ¢ < n, on a un isomorphisme canonique Ky, ~ A(d(n;))[26(n;)]-
En particulier, Kp: € DS=200) (U, A). Le faisceau My, étant localement constant, on
obtient que Dy, My, € DS=20)(U; A). D’apres le théoréme de Lefschetz affine appliqué
aux immersions ouverts affines j;: U; — X, il vient alors que Rj;, Dy, M|y, appartient a
D=dim {:}=2000) (X A). Comme on a dim {7;} —25(n;) < —25(x), il vient que Rj, Dy My
appartient & DS72@) (X4, A).

Notons i: Z — X une immersion fermée complémentaire a j. Grace a la récurrence
sur la dimension, on sait que Dz *M € D==2@)(Z, A). En utilisant le triangle distingué
canonique

ixDzi"M — Dx M — Rj,. Dy My,

on obtient bien que Dx M € D=~2®@) (X, A), ce qui achéve la démonstration de la pro-
position.

5.2. Le théoreme en degré négatif ou nul. —

Proposition 5.10. — Soit X un Z [%] -schéma noethérien excellent muni d’une fonction
de dimension 6. Soit M un faisceau constructible de A-modules sur X . Alors, le morphisme
canonique est un isomorphisme dans D?(Xg, ).

M;TSOD)(D)(M.

Au cours de cette démonstration, on dira qu’un faisceau constructible de A-modules
M sur X est faiblement réflexif si le morphisme canonique M — 7<¢Dx Dx M de la
proposition est un isomorphisme.

D’apres le théoreme 4.1, on sait que A est faiblement réflexif. Si g: Z — X est une
immersion fermée et N un faisceau constructible de A-modules sur 7, il est clair que N est
faiblement réflexif sur Z si et seulement si g, /N est faiblement réflexif sur X. Plus générale-
ment, si f: Y — X est un morphisme fini et A/ un faisceau constructible de A-modules sur
Y, alors N est faiblement réflexif si et seulement si f,N' I'est (voir SGA 51 1.13). Notons
aussi qu'une utilisation appropriée du lemme des cing montre que si on a une suite exacte
courte 0 - M' — M — M” — 0 de faisceaux constructibles de A-modules, et que M”
est faiblement réflexif, alors M est faiblement réflexif si et seulement si M’ est faiblement
réflexif.

Grace a la stabilité par extension énoncée plus haut et a la proposition 5.2, on peut
supposer que A = Z/¢Z ou ¢ est un nombre premier. Des remarques précédentes, il résulte
que si f: Y — X est fini et que U est un ouvert de Y, alors f,Ay est faiblement réflexif.
La classe des faisceaux constructibles de A-modules faiblement réflexifs sur X étant stable

par facteurs directs et extensions, on peut conclure en utilisant le dévissage des faisceaux
constructibles de SGA 4 IX 5.8.
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5.3. L’argument de SGA 41 [Th. finitude]. —

Définition 5.11. — Soit X un Z [ﬂ—schéma noethérien excellent muni d’une fonction
de dimension §. Soit M un faisceau constructible de A-modules sur X. On dit que M est
réflexif si le morphisme de bidualité M — Dx Dx M est un isomorphisme. On dira que
le morphisme de bidualité est un isomorphisme pour X si tout faisceau constructible de
A-modules sur X est réflexif.

Proposition 5.12. — Soit d > 0. Si le morphisme de bidualité est un isomorphisme
pour les Z [ﬂ—schémas excellents noethériens de dimension < d, alors il l’est aussi pour
les schémas de type fini sur de tels schémas.

Remarque 5.13. — Dans SGA 4% [Th. finitude| 4.3, un tel isomorphisme de bidualité

est construit pour les schémas de type fini sur un Z [%]—sehéma régulier de dimension au
plus un (mais non nécessairement excellent). Aux hypotheses d’excellence et de régula-
rité du schéma de base pres, il s’agit essentiellement du cas d = 1 de la proposition. La
démonstration qui suit reprend et généralise celle de SGA 41 [Th. finitude] 4.3.

Par récurrence sur d, on peut supposer que l'isomorphisme de bidualité est un isomor-
phisme pour les schémas de type fini (et leurs hensélisés stricts) sur des Z [%]—schémas
noethériens excellents de dimension < d. Pour montrer que l'isomorphisme de bidualité est
un isomorphisme pour tout schéma Y de type fini sur X, il suffit évidemment de le faire
pour Y = (P!)" x X pour tout n € N.

Montrons par récurrence sur n que pour tout Z [%]—schéma noethérien excellent X de
dimension au plus d (muni d’une fonction de dimension §), le morphisme de bidualité
est un isomorphisme pour (P!)" x X. L’hypothese de la proposition régle le cas n =
0. Supposons la propriété établie jusqu’au cran n — 1, avec n > 1. Soit X un schéma
noethérien excellent de dimension d muni d’une fonction de dimension 6. Montrons que
le morphisme de bidualité est un isomorphisme pour (P!)" x X. On peut supposer que
X est local strictement hensélien, de point fermé x. Soit M un faisceau constructible sur
(P)" x X. Notons C' un cone du morphisme de bidualit¢ M — DD M. On sait déja
que C € DP((PY)™ x X, A) (cf. proposition 5.7). Nous allons dans un premier temps
montrer que les faisceaux de cohomologie de C' sont en gratte-ciel, c¢’est-a-dire supportés
par des points fermés. L’hypothese de récurrence sur d montre que le support de C' est
contenu dans le fermé (P')" x z. Posons Y = (P! x X)(,) ol y est le point générique
de P! x z € P! x X. On considére les n projections canoniques (P!)" x X — P! x X
et leur changement de base (P')"™! x Y — Y au-dessus de Y. Le schéma Y étant de
dimension d et la proposition 5.8 montrant en particulier que « la dualité commute aux
localisations », 'hypothése de récurrence pour n — 1 implique que si z € (P1)" x X est tel
que Cs # 0, alors les images de z par les n projections canoniques (P1)” x X — P! x X
sont des points fermés (puisqu’elles sont au-dessus de = et différentes du point générique
y de P! x z). Par conséquent, un tel point z est un point fermé de (P')" x x. Bref, les
faisceaux de cohomologie de C' sont supportés par des points fermés. Il en résulte que si on
note 7: (P1)” x X — X le morphisme canonique, alors pour montrer que C' =~ 0, il suffit
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de montrer que R, C' ~ 0. D’aprés SGA 41 [Th. finitude] 4.4, R, C s’identifie au cone du
morphisme de bidualité Rm,M — Dx Dx Rm, M, qui est un isomorphisme par hypothese.
Par conséquent, C' ~ 0, ce qui acheve la démonstration de la proposition.

5.4. Fin de la démonstration. — Démontrons le théoreme 5.1. Compte tenu des ré-
sultats antérieurs, il ne reste plus qu’a montrer que le morphisme de bidualité est un
isomorphisme pour tout Z [%]—sehéma noethérien excellent X muni d’une fonction de di-
mension 0. Comme il suffit d’obtenir la conclusion pour les hensélisés stricts de X, on peut
supposer que X est de dimension de Krull finie d. On va raisonner par récurrence sur d.

Définition 5.14. — Soit M un faisceau constructible de A-modules sur un Z [ﬂ—schéma
noethérien excellent X muni d’une fonction de dimension §. Pour tout ¢ > 1, on dit que
M vérifie la propriété (D), si le faisceau de cohomologie HI(D3 M) est nul.

D’apres la proposition 5.10, M est réflexif si et seulement s’il vérifie la propriété (D)q
pour tout g > 1.

La fonction de dimension § sert a formuler la propriété (D) .- Pourtant, elle n’en dépend
pas. En effet, si 0 et ¢’ sont deux fonctions de dimension sur X (connexe), il existe un entier
relatif k tel que ' = d+ k. Le complexe dualisant potentiel Kx 5 s’identifie canoniquement
a Kxs(k)[2k] : les foncteurs de bidualité D% ; et D% 5 sont canoniquement isomorphes. 11
n’y a donc pas lieu de mentionner la fonction de dimension dans la notation D?X, et les
propriétés (D) , définies relativement & ¢ et 0" sont équivalentes.

En outre, les propriétés (D) , sont clairement locales pour la topologie ¢tale. Comme les
schémas noethériens excellents admettent localement pour la topologie étale des fonctions
de dimension, on peut leur donner un sens méme en 1’absence d’une fonction de dimension
globale. Par recollement, on peut méme donner un sens aux faisceaux de cohomologie
HI(D M).

Soit d > 0. On suppose que 'isomorphisme de bidualité est un isomorphisme pour tout
Z [%]—sehéma noethérien excellent de dimension au plus d — 1 muni d’une fonction de
dimension.

Nous allons montrer par récurrence sur ¢ > 1 que tout faisceau constructible de A-
modules M sur un schéma noethérien excellent X de dimension < d vérifie la propriété
(D),

Soit ¢ > 1. On suppose que pour tout 1 < ¢’ < ¢, tout faisceau de A-modules sur un
schéma noethérien excellent X de dimension < d vérifie la propriété (D).

Lemme 5.15. — Les entiers d et q ayant été firés comme ci-dessus, la propriété (D)q
pour les faisceaux constructibles de A-modules sur les schémas noethériens excellents de
dimension au plus d est stable par extensions et sous-objets.

En effet, si on une suite exacte courte 0 — M’ — M — M"” — 0 de faisceaux construc-
tibles de A-modules sur un tel schéma X, I’hypothese de récurrence si ¢ > 2 ou la propo-
sition 5.10 si ¢ = 1 implique que I'on a une suite exacte de faisceaux :

0 — HY(D3% M') — HI(D%* M) — HYD3* M")
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La propriété (D) , st donc stable par extensions et sous-objets.

Lemme 5.16. — Soitp: Y — X un morphisme fini entre schémas noethériens excellents.
Soit M un faisceau constructible de A-modules sur'Y . Alors, M vérifie la propriété (D)
si et seulement st p, M la vérifie.

q

Ceci résulte aussitét de 1'isomorphisme canonique p,H?(D3 M) ~ H(D3 p,M) (voir
SGA 511.12 (a)) et de la conservativité du foncteur p;.

Lemme 5.17. — Soit X un schéma noethérien excellent. Soit C une sous-catégorie stric-
tement pleine de la catégorie Cons(X,A) des faisceauzr constructibles de A-modules sur
X, stable par facteurs directs et extensions. On suppose que pour tout morphisme fini
p: Y — X, toute immersion ouverte j: U — Y avec Y mormal integre et tout nombre
premier { divisant n, on a p,hZ/lZ € C. Alors, C = Cons(X, A).

Il s’agit d'une variante facile de SGA 4 IX 5.8.

Lemme 5.18. — Les entiers d et q ayant été fizés comme ci-dessus, si la propriété (D)q
est satisfaite par le faisceau constant A sur les schémas noethériens excellents normaux
(strictement henséliens) de dimension au plus d, alors la propriété (D), est satisfaite par
tout faisceau constructible de A-modules sur un schéma noethérien excellent de dimension
au plus d.

D’apres le lemme 5.17, il suffit d’établir la propriété (D) , bour un faisceau de la forme
P Z/UZ avec ¢ un diviseur premier de n, p un morphisme fini et j une immersion ouverte
entre schémas normaux integres. D’apres le lemme 5.16, il suffit d’établir la propriété (D) q
pour Z/lZ avec j: U — Y une immersion ouverte, avec Y normal integre. D’apres la
stabilité par sous-objet et extensions de la propriété (D), (cf. lemme 5.15), il suffit de
traiter le cas du faisceau j)A, qui est lui-méme un sous-faisceau du faisceau constant A sur
le schéma normal Y, ce qui acheve la démonstration du lemme.

On est ainsi ramené a montrer la propriété (D) , bour le faisceau constant A sur les
schémas noethériens excellents normaux X de dimension d. On peut supposer X local
strictement hensélien de point fermé x et de point générique 7. Si d < 1, X est régulier,
et alors, si on choisit la fonction de dimension § sur X telle que d(n) = 0, le complexe
dualisant potentiel associé Kx sur X est le faisceau constant A, et alors il est évident que
A vérifie la propriété (D), puisque I'on a tautologiquement Dx Dx A ~ A. On peut donc

supposer que d > 2. En appliquant le lemme suivant a la complétion X - X , on voit
qu’on peut supposer que X est complet :

Lemme 5.19. — Soitq > 1. Soit p: X' — X un morphisme régulier entre Z [ﬂ -schémas
noethériens excellents. Soit M un faisceau constructible de A-modules sur X. On suppose
que p est surjectif. Alors, le faisceau M vérifie la propriété (D)q st et seulement si p*M la
vérifie.
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Ceci résulte aussitot de la proposition 5.8.

Il nous reste a montrer que si X est un schéma local strictement hensélien noethérien
normal complet de dimension d > 2, alors le faisceau constant A sur X vérifie la propriété
(D) .- D’apres le théoreme d’algébrisation partielle, il existe un morphisme p: X" — X fini
schématiquement dominant tel que

— le schéma X' soit normal ;

— il existe un schéma local noethérien (régulier) complet Y de dimension d — 1, un
morphlsine de type fini Z — Y, un point géométrique Z — Z et un isomorphisme
X'~ Z(g).

Le schéma Y est noethérien excellent et de dimension d — 1. L’hypothese de récurrence
sur d et la proposition 5.12 impliquent que le morphisme de bidualité est un isomorphisme
pour Z. En particulier, le faisceau constant A sur Z(z) est réflexif. Appliqué au morphisme
de complétion X’ — Zz), la proposition 5.8 montre que le faisceau constant A sur X' est
réflexif. En particulier, le faisceau constant A sur X' satisfait la propriété (D) .- D’apres
le lemme 5.16, on peut en déduire que le faisceau p,A sur X vérifie la propriété (D) . Le
morphisme fini p étant surjectif, le morphisme canonique A — p, A est un monomorphisme
de faisceaux. La propriété (D), étant stable par sous-objets (cf. lemme 5.15), le faisceau
constant A sur X vérifie bien la propriété (D) . €€ qui acheve la démonstration du théoreme
de dualité locale.

6. Anneaux de coefficients généraux

6.1. Enoncés. —

Définition 6.1. — Soit X un schéma noethérien. Soit A un anneau noethérien. On ap-
pelle complexe dualisant sur DP(Xe;, A) (resp. DE; (X, A)) un objet K € DP(Xg, A) tel
que le foncteur Dy = RHom(K, —) préserve DP(Xg, A) (resp. DP(Xg, A)) et que pour
tout M € DP(X4, A) (resp. M € DP;(Xg, A)), le morphisme de bidualité M — D3 M soit
un isomorphisme.

Cette section vise & établir les deux théorémes suivants :

Théoréme 6.2. — Soit A une A-algébre noethérienne. Soit X un schéma noethérien. S’il
en existe, les complexes dualisants sur DP(X4, A) sont uniques au produit tensoriel prés
avec des objets inversibles. Soit R € D(A) un complexe ponctuellement dualisant fort au

L
sens de [1, page 120] ©). Soit K un complexe dualisant sur D?(X 4, A). Alors, R @5 K est
un complexe dualisant sur D?(X g, A).

(5)On rappelle que cela signifie ici que R appartient a D?(A) et que pour tout = € Spec A, Ry € D(A(y)) est
un complexe dualisant pour A,y au sens de [11, page 258], ce qui signifie que R, est de dimension injective
finie et que le foncteur RHom(—, R(,)) induit une involution de D(A(,)). D’apres, [1, lemma 3.1.5], il
revient au méme de demander que le foncteur R Hom 4 (—, R) induise une involution de DP(A).
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Théoréme 6.3. — Soit A une A-algébre noethérienne. Soit X un schéma noethérien. S’il
en existe, les complexes dualisants sur D2 (X g, A) sont uniques au produit tensoriel prés

L
avec des objets inversibles. Soit K un complere dualisant sur D2(Xg, A). Alors, A @y K
est un compleze dualisant sur D5 (Xg, A).

6.2. Systémes locaux. —

Définition 6.4. — Soit X un schéma noethérien. On appelle systéme local (d’ensembles)
sur X un faisceau d’ensembles sur X isomorphe a une limite inductive filtrante de fais-
ceaux représentés par des revétements étales finis de X. Un systeme local fini est un systeme
local représenté par un revétement étale fini.

Proposition 6.5. — Soit X un schéma noethérien. La catégorie des systémes locauzr sur
X est équivalente a la catégorie Ind(Rev(X)) des ind-objets dans la catégorie Rev(X) des
revétements étales finis de X.

Le foncteur qui a un revétement étale fini Y — X associe le faisceau d’ensembles sur Xy
représenté par Y est pleinement fidele. En utilisant SGA 1 V 8.7.5 a), on en déduit, par
passage a la limite inductive, un foncteur pleinement fideéle de la catégorie Ind(Rev(X))
vers celle des faisceaux d’ensembles sur Xg;. Par définition, I'image essentielle de ce foncteur
est la catégorie des systemes locaux.

Proposition 6.6. — Soit X un schéma noethérien connexe. Soit T un point géométrique
de X. Le foncteur qui a un systeme local F associe la fibre Fz est naturellement muni d une
action de m (X, T) et définit une équivalence entre la catégorie des systémes locaux sur X
et la catégorie m(X,T) — Ens des ensembles sur lesquels le groupe profini m(X,T) agit
contintiment. Autrement dit, la catégorie des systemes locaux d’ensembles sur X s’identifie
a la catégorie des faisceaux d’ensembles sur le topos classifiant du groupe profini m (X, T).

Notons Ensf la catégorie des ensembles finis. D’apres SGA 1 V 7, le foncteur Rev(X) —
Ensf qui a Y associe I’ensemble sous-jacent au schéma Yz s’enrichit d’une action du groupe
71 (X, T) pour définir une équivalence de catégories Rev(X) = (X, Z)—Ensf ot m (X, 7)—
Ensf est la catégorie des ensembles finis (discrets) munis d’une action continue du groupe
profini m1(X,Z). En passant cette équivalence aux ind-objets, on obtient une équivalence
Ind(Rev(X)) = m(X,T) — Ens, ce qui permet de conclure d’aprés la proposition 6.5.

A partir de la définition des systémes locaux d’ensembles, on peut définir les systémes
locaux de groupes abéliens, de groupes abéliens de torsion, de modules, etc.

Proposition 6.7. — Pour tout schéma noethérien X, la catégorie des systémes locaux
d’ensembles (resp. de groupes abéliens) sur X admet des limites inductives et des limites
projectives finies et le foncteur d’inclusion de la catégorie des systéemes locaux d’ensembles
(resp. de groupes abéliens) sur X dans la catégorie des faisceauzr d’ensembles (resp. de
groupes abéliens) sur X4 y commute.
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Soit p: Y — X un morphisme entre schémas noethériens. Si F est un systéme local sur
X, alors p*F est un systeme local sur'Y ; la réciproque est vraie si p est un revétement
étale fini surjectif.

Si G est un systéme local sur'Y et p un revétement étale fini, alors p,G est un systéme
local sur X.

Le seul fait non trivial a montrer ici est que si p est un revétement étale fini surjectif
et F un faisceau d’ensembles sur X tel que p*F soit un systeme local, alors F est un
systeme local. On a un isomorphisme évident entre F et I’égalisateur des deux morphismes
évidents p,p*F — p,p*pp*F déduits du couple de foncteurs adjoints (p*, p,). D’apres les
autres propriétés triviales de stabilité des systemes locaux, p,p*F et p,p*p.p*F sont des
systemes locaux ; 1’égalisateur de deux morphismes entre systémes locaux est encore un
systeme local.

Proposition 6.8. — Soit X un schéma noethérien. La catégorie abélienne des systémes
locauz de groupes abéliens de torsion sur X est stable par extension dans la catégorie des
faisceauz de groupes abéliens sur X¢. Plus précisément, si0 — F' — F — F" — 0 est une
suite exacte de faisceaux de groupes abéliens sur X telle que F' et F" soient des systémes
locauz et que F' soit de torsion, alors F est un systéme local de groupes abéliens.

Cette proposition résulte aussitot du lemme suivant :

Lemme 6.9. — Soit X un schéma noethérien. Soit G un faisceau de groupes abéliens
de torsion agissant librement sur un faisceau d’ensembles T. On note p: T — T/G le
morphisme quotient. Si G et T /G sont des systémes locauz, alors T aussi.

On peut supposer que X est connexe. Notons Y = 7 /G. On peut écrire ) comme réunion
de sous-systémes locaux finis ). Pour chacun de ces ), on peut considérer p=*()) : il
s’agit d’un faisceau d’ensembles sur X sur lequel G agit librement avec )’ pour quotient.
Le faisceau 7 étant réunion des sous-faisceaux p~'()’) associés, pour montrer que 7 est
un systéme local, il suffit de montrer que pour tout sous-systéme local fini )’ de Y, p~ ()
est un systeéme local. Bref, on peut supposer que ) est un systeme local fini.

On suppose ainsi que ) est représenté par un revétement étale fini ¢: Y — X. On peut
identifier le faisceau 7" sur X muni du morphisme p: 7 — ) a un faisceau étale 7 sur
Y wia un isomorphisme canonique 7 ~ ¢7. L’action libre de G sur 7 correspond a une
action libre du systeme local ¢*G sur 7. D’aprés la proposition 6.7, pour montrer que 7" est
un systeme local, il suffit de montrer que 7 en est un. Bref, on peut supposer que Y = X.

On s’est ramené a la situation ou 7 /G est 'objet final de la catégorie des faisceaux sur
X, c’est-a-dire que 7 est un torseur sous G. Si G est un systeme local fini, alors 7 est
représentable par un revétement étale fini et est donc un systeme local ; nous allons nous
ramener a ce cas-la.

La classe d’isomorphisme du G-torseur 7 est définie par un élément dans ’ensemble
H'(X¢,G). Comme H'(Xg,—) commute aux limites inductives filtrantes, il existe un
sous-systeme local de groupes abéliens finis G’ de G (supposé de torsion), un G’-torseur
T’ et un G-isomorphisme 7 ~ G ®g 7' ou l'on a noté ® le foncteur d’extension du
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groupe structural (cf. [7, proposition 1.3.6, Chapitre III]). L’extension du groupe structural
commutant aux limites inductives filtrantes, 7 s’identifie a la limite inductive des G" ®g 7’
pour G” parcourant I’ensemble ordonné des sous-systeémes locaux de groupes abéliens finis
de G contenant G'. D’apres ce qui précede, G” ®g: 7' est un systéme local d’ensembles sur
X. Par passage a la limite inductive, 7 est bien un systéme local.

Le résultat de I'exercice suivant montre que I’hypothése « de torsion » est bien nécessaire
dans la proposition 6.8, et que par ailleurs, un faisceau qui est un systeme local localement
pour la topologie étale n’est pas forcément un systeme local.

Ezxercice 6.10. — Soit A le sous-anneau de C[t] formé des polynomes f tels que f(0) =
f(1) : le schéma C = Spec A correspondant est obtenu en identifiant 0 et 1 dans la droite
affine complere A.
~ Montrer que C est isomorphe d la cubique plane d’équation 3 — y* + 2y = 0 dans
le plan affine complexe Spec Clz,y| (envoyer x et y respectivement sur t(t — 1) et
t2(t —1)).
— Montrer que C' admet un unique point singulier O.
~ Montrer que le morphisme évident p: A — C est le normalisé de C et que le sous-
schéma fermé (réduit) p='(O) de A& est {0,1}.
— Construire un isomorphisme H(C,Z) ~ Z.
— Montrer qu’il existe un faisceau de groupes abéliens sur Cg tel que :
(i) F soit extension de deux systémes locauz, et s’insére plus précisément dans une
suite exacte courte 0 - 24 — F — 72 — 0
(i) Localement pour la topologie étale, F soit un systéme local ;
(ii) F ne soit pas un systéme local.

6.3. Partitions galoisiennes. —

Définition 6.11. — Une partition galoisienne d’un schéma noethérien X consiste en
la donnée d’'une partition finie de X par des sous-schémas (localement fermés) réduits
connexes (5;);er et d'un revétement étale galoisien S, — S; pour tout i € 1.

Définition 6.12. — Soit p: ¥ — X un revétement fini étale galoisien entre schémas
noethériens. Soit A une A-algebre. On dit qu'un systeme local de A-modules F sur X
est rendu ind-unipotent par Y, si pour un point géométrique 7 de Y (et donc pour tous)
au-dessus d'un point géométrique T de X, le (X, Z)-module discret Fz est ind-unipotent
pour le sous-groupe distingué m (Y, ) (cf. sous-section D.3), autrement dit que F est limite
inductive filtrante de faisceaux localements constants extensions successives de faisceaux
dont I'image inverse par p soit un faisceau constant.

Définition 6.13. — Soit X un schéma noethérien muni d’une partition galoisienne P =
(S! — Si)ier. Soit A une A-algebre. On dit d’un faisceau de A-modules sur X qu'il est
faiblement constructible par rapport a P si pour tout ¢ € I, sa restriction a 5; est un systeme
local rendu ind-unipotent par S/. On note FCons” (X, A) la sous-catégorie pleine de la
catégorie des faisceaux de A-modules sur X formée des faisceaux faiblement constructibles
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pour P. Si P’ est une deuxiéme partition galoisienne, on dit que P’ raffine P si on a
Pinclusion FCons” (X, A) € FCons” (X, A) (et donc aussi FCons” (X, A) ¢ FCons” (X, A)
pour toute A-algebre A).

Proposition 6.14. — Soit X un schéma noethérien muni d’une partition galoisienne.
Soit A une A-algébre. La catégorie FCons” (X, A) est abélienne ; son foncteur d’inclusion
dans la catégorie des faisceaur de A-modules sur X est exact et commute auz limites
inductives. FCons” (X, A) est stable par extensions dans la catégorie des faisceauz de A-
modules sur X.

Ceci résulte aussitot des propriétés des modules ind-unipotents pour un sous-groupe
(cf. proposition D.8) et des propriétés générales des systemes locaux (cf. sous-section 6.2).

Définition 6.15. — On dit d’une partition galoisienne P = (S, — S;);er sur un schéma
noethérien X qu’elle est dirigée si on a muni I d’un ordre total tel que, soit I est vide, soit,
si on note 4 le plus petit élément de I, S;, est ouvert et, récursivement, (S; — S;)icr—{io}
est une partition galoisienne dirigée du fermé réduit X — 5;,. On dit qu'une partition
galoisienne est dirigeable s’il existe un ordre total sur I’ensemble d’indices qui en fasse une
partition galoisienne dirigée.

Proposition 6.16. — Toute partition galoisienne d’un schéma noethérien est raffinée par
une partition galoisienne dirigeable.

Lemme 6.17. — Soit X' — X un revétement étale galoisien. Soit (S; — X )ieq une parti-
tion de X par un nombre fini de sous-schémas réduits connezes. On note S; une composante
conneze du produit fibré S; x x X'. Alors, (S; — S;)icr est une partition galoisienne de X
qui raffine la partition galoisienne (X' — X).

Cela résulte aussitot de la théorie de Galois.

Montrons la proposition par récurrence noethérienne sur X. Soit P = (S! — S;)ier une
partition galoisienne d’un schéma noethérien non vide X. Tout d’abord, montrons que,
quitte a raffiner P, on peut supposer qu’il existe un indice iy € I tel que .S;, soit un
ouvert. En effet, si on choisit un ¢y € I tel que S;, contienne un point maximal de X,
S;, contient un ouvert non vide U de S;,. Notons Vi,...,V,, les composantes connexes du
fermé réduit S;, —U de S;,. D’apres le lemme, il existe une partition galoisienne Q = (U" —
UV — W,...,V;, — V) de S;, qui raffine la partition galoisienne (S; — Sj,) de Sj.
Quitte a remplacer la partition galoisienne initiale de X par son raffinement Q@ U P’ avec
P’ = (S; = Si)icr—{io}, on peut effectivement supposer que S;, est ouvert.

On peut appliquer I’hypothese de récurrence noethérienne a la partition galoisienne P’
de X — S, pour en obtenir un raffinement P” indexé par un certain ensemble totalement
ordonné J qui fasse de P” une partition galoisienne dirigée de X — .S;,. La partition galoi-
sienne (S5, — S;,) U P" raffine P, et si on étend I'ordre sur J en un ordre sur la réunion
disjointe {ip} LI J de facon a faire de iy le plus petit élément, on a obtenu une partition
dirigée.
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Ezxercice 6.18. — Montrer que si P et P’ sont deux partitions galoisiennes d’un schéma
noethérien X, il existe une partition galoisienne (dirigeable) raffinant a la fois P et P'.

6.4. Dévissages. — Le but de cette sous-section est d’établir le résultat suivant :

Proposition 6.19. — Soit A une A-algebre noethérienne. Soit X un schéma noethérien.
Soit T une sous-catégorie triangulée strictement pleine de D2(X g, A) stable par facteurs
directs. On suppose que pour tout nombre premier ¢ divisant n et tout A/CA-module N,

L
le foncteur N @gzyz —: D2(X a4, Z/UZ) — DE(Xe, A) prend ses valeurs dans T. Alors,
T - D?(Xéh A)

La démonstration de cette proposition est repoussée a la fin de cette sous-section.

Proposition 6.20. — Soit A une A-algébre. Soit P = (S, — S;)ier avec [ ={1,...,N}
une partition galoisienne dirigée d’un schéma noethérien X. Notons k;: S; — X l'immer-
sion canonique pour tout i € I. Pour tout i € I, le foncteur k; : FCons(Sz{_’Si)(Si,A) —
FCons” (X, A) est pleinement fidéle. Tout objet F de FCons” (X, A) admet une filtration
croissante (fonctorielle) (Fil,, F)nez telle que le Fil_y F =0, Fily F = F et que pour tout
1 <1 < n, le quotient Fil; F/ Fil;_1 F soit dans k; FConsSZI'HSi(SZ», A).

C’est trivial.

Proposition 6.21. — Soit A une A-algébre. Soit P = (S — S;)icr une partition galoi-
sienne dirigeable d’un schéma noethérien X. Notons k;: S; — X limmersion canonique
pour touti € 1. Si A est noethérien, alors FCons” (X, A) est une catégorie abélienne locale-
ment noethérienne (cf. [6, pages 325-326)). Si A est artinien, FCons” (X, A) est localement
finie et admet un nombre fini d’objets simples; plus précisément, si on note k;: S; — X les
inclusions canoniques, W; un ensemble (fini) représentatif des objets simples de la catégorie
des Gal(S!/S;)-modules (via le choiz d’un point géométrique de S., on identifie ces objets
a des systémes locaux sur S; trivialisés par S.), alors les objets kyJF pouri € I et F € W
forment un ensemble représentatif des objets simples de FCons” (X, A).

Supposons A noethérien. Montrons que FCons” (X, A) est localement noethérienne. On
sait déja que cette catégorie abélienne admet des limites inductives filtrantes et que celles-
ci sont exactes. Il s’agit de montrer que tout objet de FCons” (X, A) est limite inductive
d’objets noethériens (ou plus précisément, mais cela revient au méme, « réunion » de ses
sous-objets noethériens). Si I'ensemble d’indice I de P est vide, c’est trivial. Sinon, on
peut choisir un ordre total sur I qui fasse de P une partition galoisienne dirigée, et noter
ip le plus petit élément de I. Notons j: S;; — X l'immersion (ouverte) correspondante
et k: X —5;,, — X l'immersion du fermé réduit complémentaire. Pour tout objet F €
FCons” (X, A), on a une suite exacte courte :

0— jj*F - F 5 kkF—0.

En raisonnant par récurrence sur le cardinal de I, on peut supposer que £*F est « réunion »
de ses sous-objets noethériens dans FCons” (X — S, A) avec P' = P — (S} — S,,). Bien



56 JOEL RIOU

entendu, un objet R € FCons” (X — Siy, A) est noethérien si et seulement si kR 'est dans
FCons” (X, A). On dispose donc d'un systéme inductif (H,).ea indexé par un ensemble
ordonné filtrant A de sous-objets noethériens de k,k*F tel que F soit la réunion des sous-
objets 7' (H,) de F pour a € A. Si chacun des 7~!(H,) est réunion de ses sous-objets
noethériens, alors F aussi. Ceci permet de supposer que k*F est noethérien. Concernant
J*F, en utilisant que la catégorie des A[G]-modules discrets (avec G groupe profini) est
localement noethérienne, on obtient que Pobjet 5*F de FCons®o %0 (S, = A) est réunion de
ses sous-objets noethériens; on en déduit aussitot que jjj*F est aussi réunion de ses sous-
objets noethériens dans FCons” (X, A). Pour conclure que F est réunion de ses sous-objets
noethériens, on utilise le lemme suivant :

Lemme 6.22. — Soit A une A-algébre noethérienne. Soit P une partition galoisienne
dirigeable d’un schéma noethérien X. Soit 0 — H — F — G — 0 une suite exacte courte
dans FCons” (X, A). On suppose que G est un objet noethérien de FCons” (X, A) et que H
est réunion de ses sous-objets noethériens. Alors, F est aussi réunion de ses sous-objets
noethériens.

Il est évident que G est un faisceau de A-modules constructible sur X. D’apres
SGA 4 IX 2.7.3, le foncteur Ext'(G, —) de la catégorie des faisceaux de A-modules sur
X vers celle des A-modules commute aux limites inductives filtrantes. La suite exacte
donnée définissant un élément dans Ext' (G, H) et H s’écrivant comme une limite inductive
filtrante de ses sous-objets noethériens, il existe un sous-objet noethérien H’' de H, une
suite exacte courte 0 — H' — F' — G — 0 et un diagramme commutatif de la forme
suivante, ou le carré de gauche est cocartésien :

0 H F g 0

e

0 H F g 0,

A vrai dire, on peut remplacer H’ par tout sous-objet (noethérien) H” de H contenant
H', et F s’identifie a la réunion des sous-objets F” ainsi définis. Pour conclure, il suffit de
montrer qu’un tel F” est un objet noethérien de FCons” (X, A), ce qui est évident puisqu’il
est extension de deux objets noethériens H” et G.

Supposons A artinien. Il s’agit de trouver un ensemble fini d’objets simples a partir
desquels tous les objets noethériens s’obtiennent par extensions successives. Compte tenu
du dévissage de la proposition 6.20, on peut supposer que P est constitué d’'un unique
revétement galoisien X’ — X. Choisissons un point géométrique 7’ de X' au-dessus d’un
point géométrique T de X. Notons G = 71 (X, x) et H = m (X', x). Le groupe profini H
s’identifie & un sous-groupe distingué fermé de G. Notons K = G/ H le groupe fini quotient.
L’anneau A[K] est évidemment artinien & gauche, on peut en noter W un ensemble repré-
sentatif fini d’objets simples ; considérés comme des A[G]-modules discrets, les éléments de
W sont encore simples.
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La catégorie FConsP(X ,A) s’identifie a la catégorie des G-modules discrets ind-
unipotents pour H. Tout objet de cette catégorie s’écrit comme une réunion de sous-objets
de type fini unipotents pour H, et de tels sous-objets se dévissent eux-mémes en exten-
sions successives d’objets sur lesquels H agit trivialement, ces derniers s’identifiant a des
A[K]-modules de type fini, ils se dévissent en extensions successives d’éléments de W.

Définition 6.23. — Soit A une A-algebre noethérienne. Soit X un schéma noethé-
rien. Soit P une partition galoisienne. On note Cons” (X, A) la sous-catégorie pleine de
FCons” (X, A) formée des faisceaux de A-modules constructibles (ce qui revient ici & dire
que les fibres sont des A-modules de type fini). Il s’agit bien entendu de la sous-catégorie
abélienne des objets noethériens dans FCons” (X, A).

Proposition 6.24. — Soit A une A-algébre noethérienne. Soit X un schéma noethérien.
Soit P une partition galoisienne dirigeable de X . Soit F un objet de Cons” (X, A). Il existe
une filtration finie de F dans Cons” (X, A) dont les quotients successifs soient des facteurs
directs d’objets de la forme M ®z/z Fo ou £ est un nombre premier divisant n, M un

A/LA-module de type fini et Fy un objet de Cons” (X, Z/(Z).

D’apres la proposition 6.20, on peut supposer que P est constituée d’un unique revéte-
ment galoisien X’ — X. En reprenant les notations utilisées dans la démonstration du cas
artinien de la proposition 6.21, on peut identifier F & un A[G]-module discret unipotent
pour le sous-groupe distingué fermé H. Cette propriété d’unipotence permet de suppo-
ser que H agit trivialement, de sorte qu'on se retrouve avec une action du groupe fini
K =G/H = Gal(X'/X) (bref, on peut supposer que F est un systéme local de A-modules
trivialisé par X'). Le lemme suivant appliqué a I'algebre de groupe B = A[K] permet de
conclure.

Lemme 6.25. — Soit A une A-algébre noethérienne. Soit B une A-algébre finie non né-
cessairement commutative. Tout AQx B-module (a gauche) de type fini admet une filtration
finie dont les quotients successifs soient des facteurs directs de A®x B-modules de la forme
N ®p, L ot £ est un nombre premier divisant n, N un A/lA-module de type fini et L un
B/tB-module simple.

En premier lieu, comme A ®, B est évidemment noethérien a gauche, on peut procéder
a une récurrence noethérienne ; il suffit donc de montrer que tout A ® B-module non nul
admet un sous-module non nul facteur direct d’'un module de la forme N ®g, L avec N un
A/lA-module de type fini, L un B/¢B-module simple et ¢ un nombre premier divisant n.
Ceci permet de supposer que B est un anneau semi-simple. En effet, pour tout B-module
non nul M, 'annulateur du radical de Jacobson N de B dans M est un sous- B-module non
nul de M (cf. [12, §4]); si M est un A ®, B-module non nul, 'annulateur de N dans M
s'identifie donc & un A ®, (B/N)-module non nul et anneau B/N est bien semi-simple.

En deuxieme lieu, I’énoncé du lemme est vrai pour un produit B = B; X --- X By
d’anneaux si et seulement s’il est vrai pour chacun des B; et ’énoncé est aussi invariant
par équivalence de Morita (cf. [13, §18]) puisqu’on peut le formuler intrinsequement en
termes de la catégories des B-modules. Compte tenu du théoreme d’Artin-Wedderburn de
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structure des anneaux semi-simples (cf. [12, 3.5]), on peut donc supposer que B est un
corps fini, a priori non commutatif, mais effectivement commutatif en vertu du théoréme
de Wedderburn (cf. [12, 13.1]).

En troisieme lieu, I’énoncé est vrai dans le cas particulier auquel on s’est ramené ci-dessus.
Soit B = L une extension finie de F,, pour un certain nombre premier ¢ divisant n. On peut
supposer que ¢ annule A. Soit M un A ®g, L-module. L’extension L/F, est galoisienne,
notons G son groupe de Galois. On considere le A ®g, L-module M’ = G,cqo*M ot o* M
est le A ®p, L-module obtenu par image inverse par 'automorphisme de Spec(A ®g, L)
induit par c7': L — L (on peut identifier c*M au A-module sur M sur lequel on ferait
agir A € L par la multiplication d’origine par o())). Le A®y, L-module M est évidemment
un facteur direct de M’. On va montrer que M’ est de la forme N ®p, L ou N est un
A-module. On observe que pour tout o € G, on dispose d'un isomorphisme évident de
A ®p, L-modules M’ ~ ¢*M’. Ces isomorphismes vérifient tautologiquement les relations
de cocycles qui permettent de munir le A ®g, L-module M’ d’une donnée de descente
relative au morphisme de schémas Spec(A ®g, L) — Spec A (qui est un revétement étale
surjectif). Par descente fidelement plate (cf. SGA 1 VIII 1.1), il existe un A-module N
tel que N ®p, L s’identifie a M’ de fagon compatible avec les isomorphismes M’ ~ o* M.
En particulier, on a un isomorphisme de la forme voulue entre les A ®g, L-modules M’ et
N ®g, L, ce qui permet de conclure.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 6.19. Soit 7 une telle
sous-catégorie triangulée de DP(Xg, A). Soit F un faisceau constructible de A-modules
sur X. Il s’agit de montrer que F appartient a 7. Il existe évidemment une partition
galoisienne P telle que F appartienne & Cons” (X, A). D’apres la proposition 6.16, on peut
supposer que P est dirigeable. On peut alors appliquer la proposition 6.24 pour conclure
que F appartient a 7.

6.5. Complexes dualisants sur DP(Xg, A). —
6.5.1. Unicité. —

Proposition 6.26. — Soit X un schéma noethérien. Soit A un anneau noethérien. Si K
et K' sont deuz complexes dualisants sur D2(X g, A) (resp. D2 (X g, A)), alors il existe un
objet inversible L € D(Xg, A) (cf. proposition B.2 pour plus de précisions) tel que K’ soit
isomorphe a L @% K.

Lemme 6.27 — Soit X un schéma noethérien. Soit A un anneau noethérien. On suppose
que K € D>(X ¢, A) est dualisant. Pour tout F' € D7 (X, A), si D F' € D?(X4, A), alors
F e DP(X g, A).

Commencgons par montrer que l'on peut supposer que D F' = 0. Pour tout F €
D(Xg, A), notons ep: F' — D Dk F' le morphisme de bidualité. Le morphisme composé

Dk (er)

€Dy F
Dx F—=DgDgDg F——Dg F
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est l'identité de Dy F'. Comme Dg F' est dans DE(Xét,A), le fait que K soit dualisant
implique que ep, p est un isomorphisme. Par conséquent, Dy (er) est un isomorphisme.
Quitte a remplacer F' par un cone de €p, on peut supposer que Dy F' = 0.

Par ’absurde, supposons que F' soit non nul. Il existe un morphisme non nul p: F' — F’
avec I’ € DP(X, A) (par exemple, le morphisme canonique F — 75, F pour un entier n
bien choisi). Considérons le carré commutatif :

F F’

isp ep/lw
D% (p)
D3 F —— D3 F'

D’un coté, D% F est nul, donc e o p = 0, mais de I'autre, ez est un isomorphisme, d’oti
p = 0, ce qui conduit a une contradiction.

Etablissons la proposition 6.26 dans le cas des complexes dualisants sur DE(Xg, A), la
démonstration qui suit vaudra aussi pour D5 (X, A) (& ceci prés qu'il ne sera plus alors
nécessaire de recourir au lemme ci-dessus). On pose Y = D K’ € DE(Xét, A). Comme K
est dualisant, on a aussi un isomorphisme privilégié K’ = Dg Y. Pour tout Z € DP(Xy, A),

L
on a un isomorphisme fonctoriel Dgr Z ~ D (Z ®4 Y') dans D(Xg, A). Grace au lemme,
L
on en déduit que pour tout Z € DP(X¢, A), on a Z @4 Y € DP(Xg, A). On a ainsi un

triangle commutatif de catégories et de foncteurs (a isomorphismes pres de foncteurs) :

L
—®aAY

D2 (Xer, A) D (Xer, A)

Dk
D/ l

(D2(Xer, A))oPP

L
Comme Dg et D/ sont des équivalences, le foncteur — ®4 Y aussi. En particulier, Y
est un complexe inversible. Notons Y’ I'inverse de Y. On a un isomorphisme de foncteurs

L

RHom(Y, —) >~ Y’ ®4 — (si un foncteur est une équivalence, son adjoint a droite est un
L

quasi-inverse). Comme K’ = Dy Y, on peut en déduire que K/ ~Y' ®4 K.

6.5.2. Réduction au cas N = Z/VZ. —

Proposition 6.28. — Soit A un anneau noethérien. Soit R € D(A) un complexe
ponctuellement dualisant fort. Soit J un idéal de A. On pose A" = AJJ et R =
R Homa (A, R) € D(A"). Alors, R’ est un compleze ponctuellement dualisant fort. Si on
note D (resp. D) le foncteur RHomy(—, R) (resp. RHoma/(—, R')) sur D(A) (resp.
D(A")) et oub: D(A") — D(A) le foncteur de « restriction des scalaires », on a un
isomorphisme canonique :

oubo D’ ~ Dooub .
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Cest, essentiellement trivial.

Proposition 6.29. — Soit X un schéma noethérien. Soit K € DP;(Xg, A). Soit A une
A-algébre noethérienne. Soit J un idéal de A. Soit R € D(A) un complexe ponctuellement

L
dualisant fort. On pose A" = AJ/J et R = RHomu (A, R) € D(A’). On note K = K ®x

L
ReDP(Xy,A) et Kpp = K @) R € DP(Xg, A'). On note oub: D2(X ¢, A') — DP(X g, A)
le foncteur conservatif évident. Alors, pour tout M € D(Xg, A'), on a un isomorphisme
canonique dans D(Xg, A) :

oub(RHomy/ (M, Kr')) ~ RHom(oubM, Kg) .

De plus, si Kr est un complere dualisant sur D®(Xg, A), alors Kp en est un sur
DP(X ¢, A') et la réciproque est vraie si J est nilpotent.

Les autres assertions en étant des conséquences faciles, il s’agit de montrer que ’'on a un
isomorphisme canonique R Hom (A4’ K) ~ oub(Kx/) dans DP(X¢, A), ce qui résulte de
la proposition C.2.

Corollaire 6.30. — Pour démontrer le théoréme 6.2, on peut supposer que A = Z/VZ
ou U est un nombre premier.

Etant entendu que la propriété d’unicité des complexes dualisants a déja été obtenu, il est
évident que pour démontrer le théoreme 6.2, on peut supposer que A = Z/(*Z ou ¢ est un
nombre premier et v > 1. Posons A’ = A/¢A. Notons R € D(A) un complexe ponctuelle-
ment dualisant fort. D’apres la proposition 6.28, le complexe R = R Hom(A’, R) € D(A’)
en est un pour A’. Appliquant dans un premier temps la proposition 6.29 au cas ou A — A
est A — Z/{Z, nous obtenons que K"’ = RHomy(Z/(Z, K) est un complexe dualisant

L
sur DP(Xg, Z/¢Z). D’apres le lemme 5.6, on a aussi un isomorphisme K" ~ K @ Z/(Z
dans DP(Xg, Z/(Z). Appliquons le théoréme 6.2 dans le cas de la Z/{Z-algébre A’ : on

L L
obtient que K" ®z/iz R’ est un complexe dualisant sur DP(X¢;, A’). Cet objet K” ®z/0z R’

L L
s’identifie aussi & K @ R’ = Kg. D’apres la proposition 6.29, il vient que K @, R = Kp
est un complexe dualisant sur D2(Xy, A), ce qui achéve la démonstration de ce corolllaire.

6.5.3. Démonstration du théoreme 6.2. — L’énoncé d’'unicité des complexes dualisants
sur DP(X¢;, A) a déja été obtenu, cf. proposition 6.26. Pour I’énoncé d’existence, d’apres le
corollaire 6.30, on peut supposer que A = Z/¢Z avec ¢ un nombre premier. On se donne
K un complexe dualisant sur DP(Xg, Z/¢Z). Soit A une Z/(Z-algébre noethérienne et
R € D(A) un complexe ponctuellement dualisant fort. Notons Dx = RHomy(—, K) le
foncteur de dualité sur D?( X, A) induit par K et D4 celui induit par R sur D?(A). Notons

L
Dx 4 le foncteur RHomu(—, Kg) sur D(Xg, A) ou Kp = K ®4 R. La proposition C.3
(A est un corps) montre que I'on a un isomorphisme canonique, pour tout N € DP(A) et
F € DP(Xu, Z/VZ) :

L L
Dx a(N ®zjz F) ~ (DaN) ®z/0z (Dx F) .



DUALITE 61

Par hypothese, D4 N € D2(A) et Dx F € DP(Xg,Z/lZ), ce qui permet de déduire que

L
Dx a(N ®z/ez F) appartient a DP(Xe, A), puis que Dx 4 préserve DP(Xy, A) grace au
dévissage de la proposition 6.19. Avec les mémes notations, les morphismes de bidualité

L
N — D?4 NetF — D?X JF sont des isomorphismes, le morphisme de bidualité N ®z ez F —

L
D%C A(N ®z/0z F) en est donc un aussi; le méme dévissage permet de conclure que Dx 4
définit une involution de DP(Xg, A), c’est-a-dire que Kp est un complexe dualisant sur
DP(X, A), ce qui achéve la démonstration du théoréme 6.2.

6.6. Complexes dualisants sur DP,(Xg, A). — L’assertion d’unicité des complexes
dualisants sur D2 (X4, A) a déja été énoncée dans la proposition 6.26. L’essentiel de cette
sous-section vise a établir le théoréme suivant, dont on va déduire dans quelques lignes le
théoreme 6.3 :

Théoréeme 6.31. — Soit X un schéma noethérien. On suppose qu’il existe un complexe
dualisant sur D2(X g, A). Soit A une A-algébre noethérienne. Pour tous K et L objets de
Db (X, A), Uobjet RHomyu (K, L) appartient a D2 (X, A) et pour tout M € DT (A), le
morphisme canonique est un isomorphisme :

L ~ L
M®A RHOIIIA(K,L) — RHOIIIA(K,M®A L) .

Si A’ est une A-algébre, que K et L sont des objets de D2 (Xu, A), alors on a un isomor-
phisme canonique dans DP(Xg, A')

L ~ L L
A/ XA RHOIHA(K, L) — RHOIHA/(A/ XA K, A/ Xa L) .

Montrons que ’on peut déduire le théoreme 6.3 de ce théoreme 6.31 et du théoreme 6.2
qui a déja été établi. Commengons par un lemme :

Lemme 6.32. — Soit A un anneau noethérien. Soit K € D_(A). Alors K est nul si et

L
seulement si pour tout idéal mazimal m de A, l'objet A/m @4 K est nul.

On suppose que K n’est pas nul. On veut montrer qu’il existe un idéal maximal m de

L
A tel que A/m ®4 K ne soit pas nul. Soit ¢ le plus grand entier tel que H?(K) soit non
nul. On peut supposer que K est un complexe formé de A-modules projectifs de type fini
et nuls en degrés strictement plus grands que ¢. Par construction du produit tensoriel

dérivé, on a une surjection H4(A/m Q%A K) — HY(K)/mHIK) pour tout idéal maximal
m de A. Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’il existe un idéal maximal m tel que
HY(K) # mH?(K) ou encore, d’apres le lemme de Nakayama, que HY(K) ®4 An # 0. Le
support de H?(K) est un fermé non vide de Spec A (cf. EGA Iy 1.7), il contient un point
fermé que I'on identifie a un idéal maximal m de A, et cet idéal maximal vérifie la condition
voulue.



62 JOEL RIOU

Soit K un complexe dualisant sur DP(Xg, A) et A une A-algébre noethérienne. Grace

au lemme 5.6, il vient que K appartient & DP(Xe, A) et donc que K4 = A <}I§A K appar-
tient & D2 (Xe, A). D’apres le théoreme 6.31, le foncteur D4 = R Homu(—, K4) préserve
Db (Xg, A). 1l reste & montrer que le morphisme de bidualité L — D% L est un isomor-
phisme pour tout L € DP; (X, A). D’aprés le lemme, il suffit de montrer qu’apres produit
tensoriel dérivé avec A/m, le morphisme L — D? L induit un isomorphisme. D’aprés le
théoreme 6.31, le foncteur de dualité considéré commute au changement d’anneau, ainsi,

L
apres produit tensoriel avec A/m, on obtient le morphisme de bidualité pour A/m ®4 L
dans DP;(X¢, A/m). Bref, on peut supposer que 'anneau A est un corps. Dans ce cas, on
peut conclure en utilisant le théoréme 6.2.

Proposition 6.33. — Soit X un schéma noethérien. On suppose qu’il existe un complexe
dualisant sur D?(X 4, A). Alors, pour toute immersion j d’un ouwvert U de X, le foncteur

Ry, envoie D?(Ug, A) dans D2(X g, A).

Soit K un complexe dualisant sur D?(X¢, A). Pour des raisons évidentes, j*K est un
complexe dualisant sur D?(Ug, A). On note Dx (resp. Dy) les dualités induites par K et
J*K sur les catégories triangulées DP (X, A) (resp. DP(Ug, A)). On a un isomorphisme
canonique Dx oj; ~ Rj, Dy. On en déduit que pour tout M € DP(Ug,A), RjM =~
Dx 51 Dy M, ce qui permet de conclure que Rj, M appartient & DP(Xe, A).

Définition 6.34. — Si X est un schéma noethérien, A une A-algebre noethérienne et P

une partition galoisienne dirigeable de X, on note D(Xg, A)P la sous-catégorie triangulée
de D(X, A) dont les objets de cohomologie sont dans FCons” (X, A). On définit de méme

les variantes DP (X, A)P, DP( Xy, A)P, etc.

Proposition 6.35. — Soit j: U — X une immersion ouverte entre schémas noethériens.
On suppose que Ry, applique D2 (Ug, A) dans D2(X g, A). Pour toute partition galoisienne
dirigeable P de U, il existe une partition galoisienne P’ de X et un entier c tel que Rj,
envoie DP(Ug;, A)P dans D" (X 4, A)Pl et que pour tout ¢ > ¢ et F € FCons” (U, A), on ait
R, F = 0.

On sait que la catégorie FCons” (U, A) est localement finie et admet méme un nombre
fini d’objets simples (et ceux-ci sont des faisceaux constructibles). Comme Ry, applique
DP(Ugi, A) dans DP(Xg, A), on peut choisir un entier ¢ et une partition galoisienne P’ de
X tels que pour tout objet simple F de FCons” (U, A), Rj,F appartienne & Db(Xét,A)P/
et ait des objets de cohomologie nuls en les degrés strictement supérieurs a c. Ce résultat
s’étend par dévissage aux objets noethériens de FCons” (U, A) puis & cette catégorie toute
entiere du fait de la commutation des foncteurs R?7, aux limites inductives filtrantes.

Corollaire 6.36. — Soit i: Z — X une immersion ouverte entre schémas noethériens.
On suppose que i* applique D>(X g, A) dans DP(Zg, A). Pour toute partition galoisienne
dirigeable P sur X, il existe une partition galoisienne P’ sur Z et un entier c tel que i’
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envoie D (X4, A)P )PI

HI(i'F) = 0.

dans D*(Zg, N) et que pour tout ¢ > ¢ et F € FCons” (X, A), on ait

Si on note j: U — X l'immersion ouverte complémentaire, 'hypothése sur i' énoncée
ici équivaut a celle exigée sur Rj, dans la proposition 6.35. Quitte a raffiner P, on peut
supposer que les constituants de P sont soit au-dessus de U, soit au-dessus de Z. On
peut ainsi écrire P = Py U Pz ou Py et Py sont des partitions galoisiennes de U et Z
respectivement. On applique la proposition 6.35 a Py. On obtient une partition galoisienne
P” de X telle que Rj, applique DP(Ug, A)PU dans DP(Xg, A)PN et un entier naturel ¢ tel
que pour tout F € FCons"V (U, A), on ait R9j,F = 0 pour ¢ > ¢. Quitte & raffiner P”, on
peut supposer que P” = P, UP[; comme ci-dessus. Quitte a raffiner P, on peut supposer
que cette partition galoisienne de Z raffine P;. En utilisant le triangle distingué

'K ="K — i"Rj,j* K &

pour tout K € DT (X, A), on obtient aussitot que P’ = P% et ¢ = ¢ + 1 conviennent.

Proposition 6.37. — Soit j: U — X une immersion ouverte entre schémas noethériens.
On suppose que Rj, envoie D2(Ug, A) dans D?(X g, A). Alors, pour toute A-algébre noethé-
rienne A, Rj, envoie D2(Ug, A) (resp. D2 (Ug, A)) dans D2(X 4, A) (resp. DPy(X g, A) ).

L
En outre, pour tout Y € DP (Ugy, A) et M € DT(A), le morphisme canonique M ® 4

L
RjY — Rj,(M®4Y) est un isomorphisme. Par ailleurs, sii: Z — X est une immersion
fermée complémentaire d j, alors i' envoie D2(Xg, A) (resp. DEy(Xe, A)) dans D2(Zg, A)
(resp. D2 (Za, A)), et pour tout M € DT(A) et Y € D2(X 4, A), le morphisme canonique

L L
M @41Y — (M ®4Y) est un isomorphisme.

L’énoncé sur i' se déduit aussitot de celui sur Rj,, on se concentre donc sur celui-1a. Pour
montrer que Ryj, envoie DP(Ug, A) dans DP(Xg, A), on peut supposer par un dévissage
évident que A = Z/{Z, ou ¢ est un nombre premier. Par conséquent, pour tout A-module

L L
N et tout objet Y € DP(Ug,A), on a un isomorphisme Rj, (N ®5 Y) ~ N @) RjY
(cf. proposition C.4). Si N a une structure de A-module de type fini, comme on sait

que Rj,Y appartient & D?(Xg, A), on peut en déduire que Rj, (N <}I§JA Y') appartient a
DP(X4, A). D’aprés le dévissage de la proposition 6.19, il vient que Ry, envoie DP(Uy, A)
dans DP(Xg, A).

Montrons maintenant que Rj, envoie DY, (Us, A) dans D (Xe, A). Compte tenu du
résultat précédent, il suffit de montrer que si F est un faisceau de A-modules plat et

constructible sur U, alors Rj,F € DP(Xg, A), c’est-d-dire que M (}Ié A RjF est borné
indépendamment du A-module M. D’apres la proposition C.4, il suffit de montrer que
Rj,(F®4 M) est borné indépendamment du A-module M, et si tel est le cas, la formule des
coefficients universels énoncée ici sera satisfaite. Il existe une partition galoisienne dirigeable
P de U tel que F appartienne & FCons” (U, A). Pour tout A-module M, F ® 4 M est un
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objet de FConsP(U, A), ainsi, il suffit de montrer qu’il existe un entier ¢ tel que pour tout
objet G de FCons” (U, A), on ait R%j,G = 0 pour q > ¢, ce qui résulte de la proposition 6.35.

Définition 6.38. — Soit X un schéma noethérien. Soit A une A-algebre noethérienne.
Soit K € DP;(Xg, A). On dira que K vérifie la condition (B) si pour toute partition
galoisienne P de X, il existe un entier ¢ et une partition galoisienne P’ de X tels que pour
tout L € DP(Xg, A)P, RHom, (K, L) appartienne & DP( Xy, A)P/, que si on suppose que
HL = 0 pour ¢ > 0, alors H'RHom 4 (K, L) = 0 pour ¢ > ¢ et enfin, que si L appartient
a Db (X, A)P, alors RHom (K, L) appartient & DP( Xy, A)P/.

Proposition 6.39. — Soit X un schéma noethérien tel qu’il existe un complexe dualisant
sur D2(X g, A). Alors, tout objet K € DP;(X g, A) vérifie la condition (B).

Lemme 6.40. — Soit X un schéma noethérien tel qu’il existe un complexe dualisant sur
DP(X ¢, A). Soit i: Z — X une immersion fermée. Soit j: U — X limmersion ouverte
complémentaire. Soit K € D2 (X4, A). On suppose que i*K et j*K satisfont la condition

(B). Alors, K satisfait la condition (B).
Pour tout L € D(Xg, A), on a un triangle distingué dans D(X, A) :
i,RHom(i*K,i'L) - RHom, (K, L) — Rj,RHomy(j*K, j*L) 5

Grace au résultat de Iexercice 6.18, on peut combiner d'une part le résultat sur i' du
corollaire 6.36 et la condition (B) pour i*K et d’autre part la proposition 6.35 concernant
Rj, et la condition (B) pour j*K pour obtenir que K vérifie la condition (B).

Démontrons la proposition 6.39. La condition (B) définit une sous-catégorie triangulée
de DP;(X¢, A). Pour montrer la proposition, il suffit de montrer que si K est un faisceau
de A-modules plat et constructibles, alors K satisfait la condition (B). L’existence d’un
complexe dualisant étant une condition préservée par passage a un sous-schéma, le lemme
précédent fournit un moyen de dévisser la situation pour se ramener au cas ou K est
localement constant. On est ramené au lemme suivant :

Lemme 6.41. — Soit X un schéma noethérien. Soit F wun faisceau de A-modules
constructible, plat et localement constant. Alors, F satisfait la propriété (B).

Tout d’abord, pour tout L € DP(Xg, A), si HIL = 0 pour g > 0, alors pour tout g > 0,
HY (R Homy(F, L)) = 0, et si L € D2(Xg, A), alors RHomy (K, L) € D?(Xg, A). 11
reste donc a montrer que si P est une partition galoisienne de X, il existe une partition
galoisienne P’ de X telle que pour tout L € DP(Xy, A)P, alors R Hom 4 (F, L) appartient

a L € DP(Xg, A)Pl. On peut supposer que P est constitué d’un unique revétement étale
galoisien X’ — X. On choisit un revétement étale galoisien X” — X tel que I'image inverse
de F sur X” soit un faisceau constant, puis un revétement galoisien X" — X coiffant X’
et X”. On voit aussitot que la partition galoisienne P’ = (X" — X) de X convient.
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Démontrons le théoreme 6.31. Soit K € D (X¢, A). D’apreés la proposition 6.39, K
vérifie la condition (B). Soit L € D2 (X, A). 1l existe une partition galoisienne P de X

L
telle que L appartienne & DP( Xy, A)P. Pour tout A-module M, 'objet M ® 4 L appartient
encore a cette catégorie (et est borné indépendamment de M). Il résulte de la condition (B)
de K que RHomy (K, L) appartient & DP(Xg, A) et qu’il existe une partition galoisienne

L ,
P’ telle que RHom (K, M ®4 L) soit un objet de DP( Xy, A)73 borné indépendamment
du A-module M. La proposition C.1 permet de déduire que RHom (K, L) appartient a

L
Db (X, A) et que pour tout M € DF(A), le morphisme canonique M ® 4R Hom (K, L) —

L
RHomy (K, M ®4 L) est un isomorphisme. On déduit aussitot de cette formule la com-
patibilité au changement d’anneau A — A’ pour toute A-algebre A’.

6.7. Elimination d’hypothéses noethériennes sur A. —

Définition 6.42. — Soit A un anneau commutatif. Soit X un schéma noethérien. On
dit d’un complexe K € D(Xg, A) qu’il est c-parfait s’il existe une partition finie (U;);es
de X par des sous-schémas (réduits) telle que pour tout i € I, K|y, € D(Uig, A) soit un
complexe parfait (cf. SGA 6 1 4.8). On note DP(X, A)c_part la sous-catégorie triangulée
de D(Xg, A) formée des complexes c-parfaits.

L
Bien entendu, pour tout morphisme d’anneaux A — A’, le foncteur A’®@4—: D(Xg, A) —
D(X¢, 4’) induit un foncteur D*(Xee, A)e—part — D”(Xat, A')e—part- En outre, si A est un
anneau noethérien, D (Xg, A)c_part = D2 (Xai, A).

Théoréme 6.43. — Soit A une A-algébre commutative. Soit X un schéma noethérien.
S’il en existe, les complexes dualisants sur Db(Xét, A)c—part SOt uniques au produit tensoriel

L
prés avec des objets inversibles. Soit K un complexe dualisant sur D2(X g, A). Alors, AQy K
est un complexe dualisant sur Db(Xét, A)c_part- En outre, le bifoncteur RHomy préserve
DP(X 1, A)e_part €t commute a tout changement d’anneau A — A’.

Le théoreme 6.31 énonce que si B est une A-algebre noethérienne, que K et L sont deux
objets de DP( X, B)c—part, alors pour toute B-algebre A, on a un isomorphisme canonique

L L L
RHomA(A XpB K,A Xp L) ~ A@B RHOI’I’IB(K, L) .

Comme l'objet de droite appartient a Db(Xét, A)c—part, il s’agit d’un isomorphisme dans
DP(Xet, A)e_part- Bref, compte tenu du théoréme 6.31 et du théoréme 6.3 (dont I’énoncé
d’unicité des complexes dualisants vaut aussi pour DP(X¢;, A)e_parr avec la méme démons-
tration), le théoreme ci-dessus est ramené au lemme suivant :

Lemme 6.44. — Soit A un anneau commutatif. Soit X un schéma noethérien. Pour tout
objet K de D*(X g, A)e_part, il existe un sous-anneau noethérien (et méme de type fini sur

L
Z) B de A et K' € D*(Xg, B)c—part tel que les objets K et A®@p K' de D*(X g, A)e—part
soient isomorphes.
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Comme il nécessite un examen plus attentif de la notion de c-perfection, on repousse la
démonstration de ce lemme a la fin de cette sous-section.

Lemme 6.45. — Soit A un anneau commutatif. Soit F un faisceau de A-modules sur
Xg. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Il eziste une partition (U;)icr de X par des sous-schémas réduits tels que pour tout
i € I, Fy, soit localement constant et que pour tout point géométrique T de X, le
A-module F5 soit projectif de type fini;
(ii) Le faisceau de A-modules F est constructible ®) et pour tout point géométrique T de
X, le A-module F5 est projectif de type fini;
(iii) Le faisceau de A-modules F est plat et constructible.

Par définition des faisceaux constructibles, on a évidemment I’équivalence (i) <= (ii).
Si F est constructible, les fibres F% sont des A-modules de présentation finie, il est alors
équivalent d’exiger que ces modules soient plats ou projectifs de type fini, ce qui montre
I'équivalence (ii) <= (iii).

On note C la catégorie fibrée au-dessus du site Xg qui a U € Xy fait correspondre
la catégorie des faisceaux de A-modules sur Ug et C. la sous-Xg-catégorie de C formée
des faisceaux de A-modules plats et constructibles. Nous allons utiliser la terminologie de
SGA 61 1.2. Il est évident qu’un objet de C qui est localement dans C. est dans C. et que
C. est stable par noyau d’épimorphisme. D’apres SGA 4 IX 2.7, un faisceau de A-modules
sur X est constructible si et seulement s’il est isomorphe au conoyau d’un morphisme
Ay — Ay pour U et V deux X-schémas étales et de présentation finie. Les faisceaux Ay
pour U étale et de présentation finis sur X sont donc évidemments plats et constructibles.
Il résulte de ces résultats qu'un objet de Cx est de C.-type fini si et seulement s’il est
engendré par un nombre fini de sections (ce qui revient a demander qu’il soit de Cyx-type
fini) et qu’un objet de Cx est de C.-présentation finie si et seulement s’il est constructible
(ce qui revient encore a demander qu’il soit de Cyx-présentation finie). Il est par ailleurs
évident que C. est quasi-relevable dans C et méme que Cyx est quasi-relevable dans Cx.
Les catégories C. et C vérifient donc les hypotheses de SGA 6 I 2.0 et de SGA 6 II 1.1
(mais en général pas de SGA 6 1 4.0). On dispose donc d’une notion de complexe pseudo-
cohérent (relativement a C.) et celle-ci peut-étre définie de fagon globale (ce qui est le but
de SGA 6 1II) :

Définition 6.46. — Soit A un anneau. Soit X un schéma noethérien. Soit K €
C(Xet, A). On dit que K est strictement c-pseudo-cohérent (resp. strictement c-parfait) si
K est un complexe borné supérieurement (resp. borné) formé de faisceaux de A-modules
plats et constructibles.

Définition 6.47. — Soit A un anneau. Soit X un schéma noethérien. Soit K €
D(Xg, A). On dit que K est c-pseudo-cohérent s’il est isomorphe & I'image dans D (X, A)

(6)On utilise la définition donnée dans SGA 4 IX 2.3 méme si A n’est pas noethérien, et non pas la définition
suggérée en note a cet endroit; un faisceau constructible pour cette autre définition est ce que pourrions
appeler un faisceau c-pseudo-cohérent.
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d’'un complexe strictement c-pseudo-cohérent (7. Les objets c-pseudo-cohérents forment
une sous-catégorie triangulée anonyme de D(Xe;, A).

Remarque 6.48. — La Xg-catégorie C contient aussi la X¢-catégorie Cy des faisceaux de
A-modules facteurs directs de faisceaux libres de A-modules. Bien entendu, Cy est contenue
dans C.. Ainsi, les notions de stricte pseudo-cohérence (resp. stricte perfection) définies
relativement a Cy impliquent les notions correspondantes relativement a C..

Proposition 6.49. — Soit A un anneau. Soit X un schéma noethérien. Soit K €
D(Xg, A). Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) K est c-parfait;

(i) K est c-pseudo-cohérent et de tor-dimension finie;

(7ii) K est isomorphe a l'image dans D(X g, A) d’un complexe strictement c-parfait.

Lemme 6.50. — Soit A un anneau. Soit X un schéma noethérien. Soit (U;);cr une par-
tition finie de X par des sous-schémas réduits. Soit K € D(Xg, A). On suppose que pour
tout i € I, la restriction de K a U; est c-pseudo-cohérente. Alors, K est c-pseudo-cohérent.

Par les arguments habituels, on se rameéne au cas ou la partition de X est constituée d’un
ouvert U et d'un fermé Z. Onnotei: Z — X et j: U — X les immersions correspondantes.
On dispose d'un triangle distingué dans D(Xg, A) :

GiK > K — i, K 5

On sait que j*K et ¢*K sont c-pseudo-cohérents. Il est évident que j, et ¢, préservent la
notion de faisceau plat et constructible ; au niveau des catégories triangulées, ces foncteurs
préservent donc évidemment la notion de c-pseudo-cohérence. Les objets 717*K et 1,0* K
sont c-pseudo-cohérent ; il en résulte que K aussi est c-pseudo-cohérent.

Lemme 6.51. — Soit A un anneau. Soit X un schéma noethérien. Soit K € D(Xg, A).
Si K est c-parfait, alors K est c-pseudo-cohérent.

D’apres le lemme précédent, quitte a passer a un recouvrement fini par des localements
fermés convenables, on peut supposer que K est parfait. Par conséquent, K est pseudo-
cohérent (sous-entendu relativement a la Xg-catégorie Cy); a fortiori, K est c-pseudo-
cohérent.

Démontrons la proposition 6.49. L’implication (iii) = (i) est évidente. L’implication
(i) = (ii) résulte essentiellement du lemme précédent; il reste cependant a vérifier que
si K est c-parfait, alors il est de tor-dimension finie. Supposons donc que K est c-parfait.
Il existe un recouvrement fini (U;);c; de X par des localement fermés tels que K|y, soit
parfait pour tout i € I. Pour obtenir (ii) pour K, il suffit de montrer que le complexe parfait
K|y, est de tor-dimension finie, ce qui résulte aussitot de SGA 6 I 5.8.1. Il reste a établir
I'implication (ii) == (iii), la plus intéressante pour nous. Soit K € D(Xg, A) un complexe

(T En raison de 'existence de « résolutions globales », la définition globale donnée ici équivaut & la définition
locale de SGA 6 1 2.3.
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c-pseudo-cohérent et de tor-dimension finie. Par définition de la c-pseudo-cohérence, on
peut remplacer si besoin est K par un complexe borné supérieurement formé de faisceaux
de A-modules plats et constructibles. Pour tout n € Z, on peut considérer la troncature
canonique 7<, K de K, si on note Z" le noyau de K™ — K™™' il s’agit du sous-complexe
suivant de K :

s K2 S Kt 2 50— L

Comme K est de tor-dimension finie, il existe un entier a € Z tel que pour tout A-module
M, 7<,(K ®4 M) soit acyclique. En appliquant ceci avec M = A, on obtient une résolution
plate de Z¢ :

e Ka—S N Ka—Z N Ka—l 7% 50,

Ensuite, on obtient aussitot que pour un A-module M quelconque, cette suite reste exacte
aprés passage au produit tensoriel avec M. Par suite, pour tout i > 0, Tor: (Z% M) =
0 pour tout A-module M, ce qui implique que Z% est un faisceau de A-modules plat.
Par ailleurs, Z% est le conoyau du morphisme K% 2 — K%' donc Z% est un faisceau
constructible. Ainsi, Z* est plat et constructible. Le complexe K est quasi-isomorphe au
complexe strictement c-parfait

50— 7% 5 K* — Kot —

ainsi K vérifie la condition (iii).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme 6.44. Compte tenu de la
proposition 6.49, il s’agit de montrer que si K € C(Xg, A) est un complexe strictement
c-parfait, alors A contient un sous-anneau A’ de type fini sur Z tel qu’il existe un complexe
strictement c-parfait K’ € C(X.t, A") et un isomorphisme K ~ A ®4 K'. Ceci résulte
aussitot du lemme suivant :

Lemme 6.52. — Soit (Ay)acr un systéeme inductif d’anneaux commutatifs indexé par un
ensemble ordonné filtrant I. On en note A la limite inductive. Soit X un schéma noethérien.
Alors, la donnée d’un faisceau de A-modules constructible (resp. plat et constructible) sur X
équivaut a la donnée d’un faisceau de An-modules constructible (resp. plat et constructible)
sur X pour « assez grand.

Conformément aux grands principes de EGA IV 8, ceci signifie d’'une part que si F' est
un faisceau de A-modules constructible sur X, il existe o € I et F, un faisceau de A,-
modules constructible sur X tel que F' soit isomorphe & A ®4, F,, et d’autre part que si
a € [ et que I, et G, sont deux faisceaux de A,-modules constructibles sur X, si on note
Fg=A3®4, Fyet Gg=A3R4, G, pour tout > aet FF=ARy, Fpet G=A®4, G,
alors I'application canonique

colim Hom, (F3, G3) — Homyu(F, G)
B>a
est un isomorphisme. En outre, si a € I et que F,, est un faisceau de A,-modules construc-

tible sur X, alors F' = A ®,4, F, est plat si et seulement si pour § > « assez grand,
Fs = Ag®a, F, est plat.
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L’énoncé dans le cas non respé résulte de la description des faisceaux de B-modules
constructibles (pour tout anneau commutatif B) comme conoyau d’une fleche By — By
ot U et V sont étales et de présentation finie sur X, et du fait que le foncteur H°(V, —)
de la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur Xy vers celle des groupes abéliens
commute aux limites inductives filtrantes (SGA 4 VII 3.3).

Il reste & montrer que si F, est un faisceau de A,-modules constructible tel que, avec
les notations ci-dessus, F soit A-plat, alors pour 3 > «a assez grand, Fj3 est Ag-plat. En
utilisant une décomposition de X en réunion de localement fermés connexes au-dessus
desquels F}, soit localement constant trivialisé par un revétement étale, on peut supposer
que X est connexe et que F, est localement constant et trivialisé par un revétement étale
Y — X. Pour vérifier la platitude de Fj, il suffit de 'obtenir pour une fibre (Fj)z; on est
ainsi ramené au lemme suivant :

Lemme 6.53. — Soit (Ay)acr un systéme inductif d’anneaur commutatifs indexé par un
ensemble ordonné filtrant I. On en note A la limite inductive. Soit X un schéma noethérien.
Soit o € 1, soit M, un A,-module de présentation finie. On suppose que M = A ®4,, M,
est A-plat. Alors, il existe B > « tel que Mg = Ag ®a, M, soit A,-plat.

Les modules considérés étant de présentation finie, le module M (resp. M) est plat si
et seulement s’il est facteur direct d’'un module libre de type fini. On peut conclure en
utilisant convenablement EGA IV 8.5.2.

Appendice A

Produits tensoriels de complexes non bornés

A.1. K-platitude. —

Définition A.1. — Soit (7,.A) un topos annelé en anneaux commutatifs. On note
C(T,A) (resp. K(T,A), D(T,A)) la catégorie des complexes de A-Modules (resp. la
catégorie homotopique correspondance, la catégorie dérivée associée). On dispose d’un
bifoncteur ®4 sur C(7,.A) induisant un bifoncteur sur K (7,.A) ®). Soit K € C(7T,A).
On dit que K est K-plat si le foncteur triangulé K ® 4 —: K(7,A) — K(7,.A) préserve
les quasi-isomorphismes, autrement dit que pour tout complexe acyclique L de C(7,.A),
le complexe K ®4 L est acyclique (cf. [18, definition 5.1]).

La sous-catégorie pleine de C(7, A) formée des complexes K-plats est stable par limites
inductives filtrantes, sommes directes et facteurs directs. En outre, la sous-catégorie pleine
de K(7,.A) correspondante est une sous-catégorie triangulée de K(7,.A).

(8)Plus précisément, si K et L sont deux complexes de A-Modules, on peut définir un bicomplexe dont la
composante de bidegré (p,q) est KP ® 4 L9 et alors K ® 4 L est le complexe simple (défini en termes de
sommes) associé & ce bicomplexe. Nous n’imposerons pas ici de convention de signes au lecteur.
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Proposition A.2. — Soit (T, A) un topos annelé en anneauxr commutatifs. Soit K un
complexe borné supérieurement formé de A-modules plats (cf. SGA 4 V 1). Alors, K est
K-plat.

En utilisant les foncteurs de troncature béte et la stabilité par limites inductives filtrantes
de la K-platitude, on se ramene au cas ou K est borné. Comme la K-platitude définit une
sous-catégorie triangulée de K (7 ,.A), on peut procéder a un dévissage utilisant encore les
troncatures bétes pour se ramener au cas ou K9 = 0 pour ¢ # 0. On est alors ramené
a montrer que si F' est un A-Module plat et L € C(7,.A) un complexe acyclique, alors
F ®4 L est acyclique, ce qui résulte aussitot de la définition de la platitude.

A.2. Résolutions K-plates. —

Théoréme A.3. — Soit (T, A) un topos annelé en anneaur commutatifs. Il existe un
foncteur p: C(T,A) — C(T,A) et une transformation naturelle pK — K pour K €
C(T, A) telle que :

— pour tout K € C(T,A), pK soit K-plat;

— pour tout K € C(7,.A), le morphisme pK — K soit un quasi-isomorphisme ;

— le foncteur p commute aux limites inductives filtrantes.

Ce théoreme sera démontré plus bas. Déduisons-en aussitot la proposition triviale sui-
vante, qui constitue notre définition du produit tensoriel sur D(7, .A) :

Proposition A.4. — Soit (T,.A) un topos annelé en anneaux commutatifs. Le foncteur
dérivé total a gauche de @ 4: C(T,A)xC(T,A) — C(T,.A) existe. Plus précisément, pour

L
tous K et L dans C(T,A), on note K @4 L = (pK) @4 (pL) € C(T,A); ce bifoncteur

L
®4 commute aux limites inductives filtrantes en chaque argument et, préservant les quasi-
isomorphismes, il induit un bifoncteur du méme nom D(7,A) x D(T,A) — D(7,A); la

L L
transformation naturelle évidente @ 4 — ® 4 fait de @4 le foncteur dérivé total a gauche
de @4 (cf. [8, remark 7.4, Chapter II] pour une définition des foncteurs dérivés totauz en
termes d’extensions de Kan). En outre, si K et L sont deux objets de C(7,.A) dont l'un au

L
moins est K-plat, alors le morphisme canonique K @ 4 L — K ® 4 L est un isomorphisme
dans D(T, A).

A.2.1. Modules sur un anneau. — On se place ici dans le cas particulier ou le topos 7 est
ponctuel. On peut identifier les faisceaux de A-modules a des A-modules pour un anneau
A. Le lemme suivant démontre le théoréeme A.3 dans ce cas particulier.

Lemme A.5. — Pour tout anneau commutatif A, on peut définir un foncteur ps et une
transformation naturelle py — id de foncteurs de la catégorie C(A) des complexes de A-
modules dans elle-méme telle que pay commute auz limites inductives filtrantes, préserve
les monomorphismes, que pour tout K € C(A), le morphisme de complexes ps(K) — K
soit un quasi-isomorphisme, que pour tout entier relatif n, pa(K)™ soit un A-module libre,
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et que pa(K) soit la limite inductive filtrante de ses sous-complexes bornés formés de A-
modules libres (en particulier, pa(K) est K-plat).

On peut définir de telles résolutions K -plates pa pour tout anneau commutatif A de sorte
que si A — A’ est un morphisme d’anneauz, on ait un morphisme fonctoriel pa(K) —
pa(K) dans C(A) pour K € C(A’), ce morphisme vérifiant une compatibilité évidente a
la composition des morphismes d’anneauz.

On note G le foncteur adjoint a gauche du foncteur d’oubli oub de la catégorie des A-
modules vers celle des ensembles pointés. On pose F' = Gooub. Si M est un A-module, F'M
est le quotient du A-module libre de base ’ensemble M par le sous-module libre de rang 1
engendré par le zéro de M. Le morphisme d’adjonction F'M — M est un épimorphisme.
Pour tout A-module M, on note Z; le noyau de cet épimorphisme FM — M et on
pose (F'M)y = FM. Ensuite, de fagon évidente, pour tout entier naturel n > 1, on
peut définir par récurrence un objet (F'M), = FZ, 1, un morphisme d,: (F'M), —
(F'M),_1 et le noyau Z,, = kerd,. Il est évident que 1'on définit ainsi un complexe F’M
concentré en degrés négatifs ou nuls, muni d’une augmentation F’M — M qui soit un
quasi-isomorphisme. Comme F' préserve les monomorphismes, on voit que F’ préserve
aussi les monomorphismes.

Soit K € C(A). Le foncteur F’ défini ci-dessus n’est pas additif (& moins que A = 0),
mais il est tel que F’'(0) = 0. Ainsi, si on applique terme a terme le foncteur F’ aux objets
K,, pour tout n € Z, on obtient un complexe double dans la catégorie des A-modules.
On note p4(K) le complexe simple associé (défini en termes de sommes). On dispose bien
entendu d’un morphisme d’augmentation ps(K) — K. Il est évident que p4 commute
aux limites inductives filtrantes, préserve les monomorphismes et que pour tout entier n,
pa(K)™ soit une A-module libre. Si K est borné supérieurement, le fait que pour tout
n € Z, le morphisme p4(K™) — K™ soit un quasi-isomorphisme implique, par passage
au complexe simple, que pa(K) — K est un quasi-isomorphisme. Comme tout complexe
de A-module peut s’écrire comme une limite inductive filtrante de sous-complexes bornés
supérieurement, il vient que pour tout K € C'(A), le morphisme p4(K) — K est un quasi-
isomorphisme. Comme p4 préserve les monomorphismes et commute aux limites inductives
filtrantes, pour montrer que p4(K) est une limite inductive filtrante de ses sous-complexes
bornés formés de A-modules libres, on peut supposer que K est borné supérieurement : le
résultat est alors trivial puisque, dans ce cas, p4(K) est un complexe borné supérieurement
formé de A-modules libres.

La derniere assertion concernant le changement d’anneau étant évidente, on peut consi-
dérer que le lemme a été démontré.

A.2.2. Préfaisceaur de Modules. — On suppose maintenant que 7 est le topos des pré-
faisceaux sur une petite catégorie C. Le faisceau d’anneaux A est un préfaisceau d’anneaux
commutatifs sur C.

Soit K € C(7,A). Pour tout objet U de C, K(U) s’identifie a un objet de
C(A(U)). On applique la construction du lemme A.5 a l'anneau A(U). On pose
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(pPK)(U) = pan(KU)) € C(AU)). Si V. — U est un morphisme dans C, on défi-
nit un A(U)-morphisme (pK)(U) — (pK)(V) de la fagon suivante :

paw)(K(U)) = paw)(K(V)) = paa)(K(V))

ol le morphisme de gauche est induit par la structure de complexes de préfaisceaux de A-
modules sur K et la fleche de droite par la compatibilité de la construction du lemme A.5
au changement d’anneau. D’apres ce lemme, ces morphismes de transition définissent une
structure de préfaisceau sur pK. Ainsi, on a défini un objet pK € C(7,.A) et il est muni
d’un morphisme fonctoriel pK — K.

Par construction, on peut vérifier les vertus présumées de p terme a terme; ainsi, ce
foncteur p permet d’établir le théoreme A.3 dans le cas ou le topos est un topos de pré-
faisceaux.

A.2.8. Faisceauzr de Modules. —

Proposition A.6. — Soit T le topos des faisceaux sur un site dont la catégorie sous-
jacente est notée C. On note T le topos des préfaisceaur d’ensembles sur C. Soit A" un
préfaisceau d’anneaur commutatifs sur C. On note A le faisceau d’anneaur a A" sur T

associé a A'. Si K € C(T', A’) est K-plat, alors aK € C(T,A) est K-plat.

Lemme A.7 — Avec les notations de la proposition A.6, si K et L sont des objets de
L
C(T', A') tel que aK soit nul dans D(T,A), alors a(K @4 L) (ot le produit tensoriel

dérivé au-dessus de A’ est celui défini plus haut dans le cas des préfaisceauz) est nul dans

D(T, A).

La compatibilité du produit tensoriel dérivé sur D(7’, A") avec les limites inductives
filtrantes calculées dans C'(77, A") permet de supposer que L est un complexe borné su-
périeurement (utiliser les troncatures canoniques). Quitte a remplacer L par la résolution
K-plate p L sus-définie, on peut ensuite supposer que L est borné supérieurement et
constitué de A’-Modules plats. En utilisant les troncatures bétes sur ce complexe L, on
peut supposer de plus que L est borné. Finalement, en utilisant les triangles distingués
dans K (7', A’) donnés par les troncatures bétes, on peut finalement supposer que L est
formé d’un unique A’-Module plat placé en degré 0.

Bref, il faut montrer que si L est un A-Module plat et que K € C(7', A") est tel que
aK soit un complexe acyclique dans C(7,.A), alors le complexe de faisceaux a(K @4 L)
est acyclique. On a un isomorphisme a(K ®4 L) ~ aK ®4 aL, donc pour conclure que
a(K ®4 L) est acyclique, il suffit de montrer que le A-Module aL est plat, ce qui est vrai
d’apres SGA 4V 1.7.1.

Montrons la proposition A.6. Notons Z la sous-catégorie triangulée de D(77, A") formée
des complexes qui sont annulés par le foncteur faisceau associé D(77, A’) — D(7,A). Le
foncteur induit D(77,A")/Z — D(7,A) est évidemment une équivalence de catégories

L
triangulées. D’apres le lemme, le bifoncteur ® 4 sur D(77, A") passe au quotient par Z
pour définit un bifoncteur sur D(7,.A). La proposition en résulte aussitot. En effet, soit
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K e C(T', A") K-plat, soit L € C (7, A) tel que L soit nul dans D(7,.A). On peut identifier
L a un objet L' de C(77, A") et cet objet L' appartient a la sous-catégorie triangulée Z

L

de D(7’, A’). Le lemme montre que K ®4 L' appartient & Z, autrement dit, K étant
K-plat, que K ® 4 L' appartient a Z, c’est-a-dire que le complexe de faisceaux aK ® 4 L
est acyclique, ce qui montre que aK € C(7,.A) est K-plat.

Corollaire A.8. — Avec les notations de la proposition A.6, le foncteur pa qui a un
complexe K € C(7T,.A) associe app K' ot K' est le A'-Module défini par K est un foncteur
de résolution K-plate sur C(T,A) vérifiant les conditions du théoreme A.3. Ainsi, on

L
dispose d’un bifoncteur ® 4 sur D(7,.A) et d’un isomorphisme bifonctoriel

L L
aK @4al ~ a(K @y L)
dans D(T, A) pour tous K et L dans D(T', A").

Avec I'énoncé de ce corollaire s’achéve la démonstration du théoréme A.3.

A.3. Compléments. —

A.3.1. Homomorphismes internes. —

Définition A.9. — Soit (7,.A) un topos annelé en anneaux commutatifs. On note
Hom 4 le foncteur adjoint a droite du foncteur produit tensoriel ® 4 sur C(7,.A), c’est-
a~dire que pour X, Y et Z des objets de C(7,.4), on a un isomorphisme canonique de
groupes abéliens :

HOHIC(ZA) (X X4 Y, Z) ~ HOHlC(T’A) (X, HOIIIA(Y, Z)) .

On rappelle quun objet L € C(7,.A) est K-injectif si pour tout complexe acyclique
K € C(T,A), le complexe de groupes abéliens Hom®% (K, L) (complexe simple associé
au complexe double (Hom (K P, L%)),,) est acyclique et qu’il existe des foncteurs de
résolution K-injectives ().

La proposition suivante, indiquée pour mémoire, est essentiellement triviale :

Proposition A.10. — Soit (T, A) un topos annelé en anneaur commutatifs. Le fonc-
teur Hom 4 sur C(7,.A) admet un foncteur dérivé total a droite RHom 4: D(7,.A)°PP x

L
D(7T,A) — D(7,A)), adjoint a droite de @ 4. En outre, si K et L sont des objets de
C(T,A), avec L K-injectif, alors le morphisme canonique

Hom 4(K,L) — RHomy(K, L)

(9)Ce résultat est énoncé dans [18, §4] dans le cadre des espaces topologiques annelés, mais la démonstration
peut étre étendue au cas des topos annelés. Le principe de la démonstration est similaire a celui utilisé par
Grothendieck pour montrer l’existence de suffisamment d’injectifs dans les catégories de faisceaux dans [9,
§1.10] ; dans le contexte de P’algebre homotopique, cet argument est connu sous le nom de « raisonnement
du petit objet ». On peut trouver une démonstration pour le cas qui nous intéresse dans [10].
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est un isomorphisme dans D(7T,A); si on suppose de plus que K est K-plat, alors
Homy (K, L) est K-injectif. Enfin, si K, L et M sont trois objets de D(7,.A), on a un
isomorphisme fonctoriel dans D(T,.A) « cher a Cartan » :

L
RHomy(K ®4 L,M) ~ RHom,(K,RHom (L, M)) .
A.3.2. Compatibilité aux images inverses. —

Définition A.11. — Soit u: (7, A) — (7', A’) un morphisme de topos annelés en an-
neaux commutatifs. Le foncteur u*: C(7, A) — C(7', A’) admet un foncteur dérivé total
a gauche que I'on note Lu* (construit en appliquant u* & une résolution K-plate).

Proposition A.12. — Soit u: (T, A) — (7', A") un morphisme de topos annelés en an-
neaux commutatifs. Alors, pour tout K € C(T', A") K-plat, w*K € C(T,A) est K-plat.

Pour démontrer cette proposition, il est commode d’introduire une nouvelle définition :

Définition A.13. — Soit (7,.A) un topos annelé en anneaux commutatifs. Soit K €
C(7T,.A). On dit que K est universellement acyclique si pour tout A-module L, le complexe
K ® 4 L est acyclique.

Lemme A.14. — Soit (T, A) un topos annelé en anneauxr commutatifs. Soit K €
C(T,A). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) K est universellement acyclique ;

(i’) pour tout L € C(T,A), le complexe K @4 L est acyclique ;

(ii) K est K-plat et acyclique.

L’équivalence entre (i) et (i’) est facile : supposant (i), on montre d’abord que la condi-
tion énoncée dans (i’) est vérifiée par les complexes L bornés (dévissage), puis par tous
les complexes (passage a la limite inductive utilisant les troncatures bétes et canoniques).
L’implication (i) = (ii) est triviale. L'implication (ii) = (i) résulte aussitot de la pro-
position A.4.

De ce lemme, on déduit le suivant :

Lemme A.15. — Soit (7, A) un topos annelé en anneauxr commutatifs. Soit K €
C(T,A). St K' — K est un quasi-isomorphisme, avec K' K-plat, alors K est K-plat si et
seulement si le cone de K' — K est universellement acyclique.

Lemme A.16. — Soit u: (T, A) — (7', A") un morphisme de topos annelés en anneauz
commutatifs. Si on note pya « le » foncteur de résolution K -plate construit dans le para-

graphe A.2.3, alors pour tout K € C(7T', A"), lobjet w*'pu K € C(T,A) est K-plat.

Compte tenu du procédé de construction de p4 par extension aux complexes de faisceaux
d’une construction pour les faisceaux par passage au complexe simple, on peut supposer que
K est constitué d’une unique faisceau placé en degré 0. Il s’agit de montrer que pour tout
A'-Modules F, le complexe (borné supérieurement) u*p 4 F est constitué de .A-Modules
plats. En revenant a la construction du lemme A.5, on peut observer pour tout n € Z,



DUALITE 75

(paF)™ est un faisceau de A’-Modules libres sur un faisceau d’ensembles pointés; cette
propriété étant évidemment préservée apres application de u*, on obtient que (u*pq F)"
est un A-Module plat.

Les lemmes précédents réduisent la proposition A.12 au lemme suivant :

Lemme A.17. — Soit u: (T, A) — (7', A") un morphisme de topos annelés en anneauz
commutatifs. St K € C(T', A") est universellement acyclique, alors w*K € C(T,A) est
universellement acyclique.

On peut démontrer ce lemme en suivant la méthode des limites inductives locales utilisée
dans SGA 4 V 8.2.9; en présence d’une famille conservative de foncteurs fibres, il est
possible de faire plus simple.

Corollaire A.18. — Si u et v sont des morphismes composables de topos annelés en
anneaur commutatifs, alors on a un isomorphisme de foncteurs Lv* o Lu* = L(u o v)*.

Corollaire A.19. — Soit u: (T, A) — (7', A’) un morphisme de topos annelés en an-
neaur commutatifs. Pour tous K et L objets de D(T', A"), on a un isomorphisme canonique

L L
Lu'K @4 Lu*L ~ Lu* (K ®4 L)
dans D(T,A).

Appendice B
Complexes inversibles

Proposition B.1. — Soit A un anneau commutatif. Soit X € D(A). Soit Y € D(A).

L
Soit X ®4 Y ~ A un isomorphisme dans D(A). Alors, il eziste une fonction localement
constante k: Spec A — Z, un A-module inversible L et des isomorphismes X ~ L[k] et
Y ~ LY[-k] (le foncteur de décalage [k] étant défini de fagon évidente).

Ce résultat apparait dans [11, lemma 3.3, Chapter V] sous des hypotheses supplémen-
taires disant que A est noethérien et que X et Y sont dans D_ (A). Cette version implique
évidemment une autre ot on demande a A d’étre noethérien et a X et Y d’étre des com-
plexes parfaits. Il est alors facile de supprimer '’hypothése noethérienne (cf. EGA IV 8).
Bref, pour achever la démonstration, il suffit de montrer que dans les conditions de la propo-
sition ci-dessus, le complexe X (et donc Y par symétrie des roles) est un complexe parfait.
On dit d'un objet X de D(A) qu’il est de présentation finie si le foncteur Hompa) (X, —)
de D(A) vers la catégorie des groupes abéliens commute aux sommes directes (infinies).
On peut montrer que X € D(A) est un complexe parfait si et seulement s’il est de pré-

L
sentation finie (). De I'isomorphisme X ®4 Y ~ A, on tire un isomorphisme de foncteurs
(1011 ’agit d’un bon exercice. Toutefois, on peut aussi obtenir ce critére en utilisant des principes généraux.

L’objet A de D(A) est un générateur de présentation finie (i.e. le foncteur cohomologique Homp 4 (A, —)
commute aux sommes directes et est conservatif) ; la sous-catégorie triangulée de D(A) formée des objets
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L L
RHom(X,—) ~Y ®4 —: D(A) — D(A). Comme le foncteur ¥ ® 4 — commute évidem-
ment aux sommes directes, c’est aussi le cas du foncteur Homp4) (X, —), ce qui montre
que X est de présentation finie : il s’agit d’'un complexe parfait.

Proposition B.2. — Soit (T, A) un topos annelé en anneaur commutatifs. Soit X €

L
D(T,A). SoitY € D(T,A). Soit X @4Y =~ A un isomorphisme dans D(7T,A). Alors,
'objet final de T est recouvert par des objets U tels que Xy et Y|y puissent étre induits par

L
des complexes parfaits X' et Y’ de D(A(U)) et que l'on ait un isomorphisme X' @ g Y’ ~
A(U) compatible a l'isomorphisme donné ; la forme des complexes X' et Y' est donc connue
grace a la proposition B.1.

Démontrons la proposition B.2. On peut supposer que 7 est le topos des faisceaux sur
un site C. Notons 7" le topos des préfaisceaux sur la catégorie sous-jacente au site C, elle

L
aussi notée C, et A’ le préfaisceau d’anneaux sur C défini par .A. On peut identifier X ® 4 Y
au faisceau associé¢ a pyX @q paY ou py est le foncteur de résolution K-plate défini

dans le paragraphe A.2.2. Ainsi, I'isomorphisme donné A = X é{) A4 Y peut étre représenté
localement par un 0-cocycle s de (paX @ paY)(U) = paw)(X(U)) @aw) pawy(Y (U)).
Soit U un objet de C sur lequel une telle description est possible. Par construction de
pAw), il vient qu’il existe des sous-complexes bornés formés de A(U)-modules libres de
type fini X’ de p4u (X (U)) et Y’ de paun(X(U)) tel que X' @417y Y’ contienne s. Notons
Tiv le topos des faisceaux sur 7 au-dessus de U (un site sous-jacent est donné par la
catégorie C/U). On dispose d'un morphisme de topos annelés évident © de (7, Ajy) vers
le topos ponctuel muni de '"anneau A(U). Posons X” = 7* X" et Y = 7*Y" : ce sont des
complexes strictement parfaits sur 7. On dispose de morphismes évidents X" — X et
Y" — Y|y dans D(7jy, Ajy) et d’apres ce qui précede, on a un morphisme A;; — X"@p,Y"

L L
factorisant I'isomorphisme Ay ~ Xy Rua YU Bref, Ay ~ Xy @Ay Yo est un facteur

direct de X" ®4,, Y. Par ailleurs, I'isomorphisme A;s . (}Ié Ay Yu se factorise aussi
par X" ® Ay Yu, donc Ajp est un facteur direct de X "® A Yjr; en tensorisant ce fait
avec Xy, on obtient que Xy est un facteur direct de X”. Soit p: X” — X" un projecteur
dont I'image soit isomorphe a X|;. Comme X' et Y’ sont (strictement) parfaits, quitte a
remplacer U par une famille d’objets le recouvrant, on peut supposer que p provient d’un
projecteur p sur X’ dans D(A(U)). L’image de § est un complexe parfait X dans D(A(U))
induisant X|;. De méme, on peut supposer que Y|y est induit par un complexe parfait
de A(U)-modules Y. Quitte & raffiner le recouvrement de U, on peut donc supposer que
I'isomorphisme Ay = Xy ® 4, Yjr est induit par un morphisme 5: A(U) — X ®AU) Y.
Notons C' un cone de 5. Le complexe C' est parfait et vérifie 7*C' ~ 0. Il en résulte que

de présentation finie est donc I'enveloppe pseudo-abélienne de la sous-catégorie triangulée engendrée par
A, c’est-a-dire la sous-catégorie des complexes parfaits : combiner [15, proposition 8.4.1], [15, lemma 4.4.5]
et [15, remark 4.2.6].
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quitte a raffiner le recouvrement de U, on peut supposer que C' est acyclique, c¢’est-a-dire
que s est un isomorphisme.

Appendice C

Coeflicients universels

C.1. Enoncés pour RHom. —

Proposition C.1. — Soit Z un schéma noethérien. Soit A un anneau commutatif noe-
thérien. Soit X € D_(Zg, A). Soit Y € D (Zg, A). On suppose ou bien que A est un corps

L
ou bien que RHom(X, M ®,Y) est borné indépendamment du A-module M. Alors, pour
tout M € DT (A), le morphisme canonique

L L
M ®sRHom(X,Y) - RHom(X,M ®,4Y)

L
est un isomorphisme. En outre, si on est dans le cas ot RHom(X, M ®4Y) est borné
indépendamment du A-module M, alors RHom(X,Y) € DY (Z4, A).

On note uyy : M(}%AR Hom(X,Y) - RHom(X, M(}%AY) le morphisme canonique, pour
tout M € DT (Zg, A). L’hypothese selon laquelle X € D_ (Zg, A) implique que les foncteurs
Ext?(X, —) commutent aux limites inductives filtrantes de faisceaux de A-modules sur
Z. En particulier, le foncteur R Hom(X, —) de la catégorie D (Z, A) dans elle-méme
commute aux sommes directes représentables. On en déduit que u,; est un isomorphisme
si M est un A-module libre. Par suite, si M est un complexe borné de A-modules libres, alors
uys est un isomorphisme; si A est un corps, on peut conclure que u); est un isomorphisme
pour tout M € D*(Zg, A).

On se place dorénavant dans le cas ot ou R Hom (X, M (§I§> 4Y') est borné indépendamment
du A-module M. Soit M € DP(A). Montrons que uy; est un isomorphisme. Pour tout entier
relatif ¢, il existe un morphisme P — M avec P un complexe borné de A-modules libres
tel que si on note C' un coéne de ce morphisme, alors C' < ¢ (de telles inégalités sont &
comprendre relativement a la t-structure canonique). On considére le carré commutatif :

L u L
P&, RHom(X,Y) == RHom(X,P®,Y)

| l

upM L

L
M &4 RHom(X,Y) — RHom(X, M ©,Y)

Notons N le plus petit entier naturel tel que R Hom(X,V éA Y) soit < N pour tout
A-module V. Par dévissage, on obtient que les cones des fleches verticales du diagramme
ci-dessus sont < ¢ + N. Les deux fleches verticales induisent donc des isomorphismes sur
les objets de cohomologie H* pour i > g +n+ 2. La fleche du haut étant un isomorphisme,
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la fleche du bas induit des isomorphismes sur les H* pour i > ¢ +n+ 2. Ce fait étant vérifié
pour tout q € Z, le morphisme du bas est bien un isomorphisme.

On déduit aussitdt de ce qui précede que RHom(X,Y) € DP(Zg, A). On sait par
ailleurs que Y € DP%(Zg, A) et que X € D™ (Zg, A). Par conséquent, il existe un entier
relatif N tel que si M € D=¢(A) pour un certain entier ¢, alors la source et le but de
up; sont > ¢ 4+ N. En raisonnant comme ci-dessus, on déduit du fait que wuy; soit un
isomorphisme pour tout M € DP(A) que ce résultat vaut en fait pour tout M € DT (A).

Proposition C.2. — Soit Z un schéma. Soit A un anneau commutatif. Soit Y €&
Db(Za, A). Soit M un compleze pseudo-cohérent dans D(A). Soit N € DT(A). Alors, le
morphisme canonique

L L
R Hom(M, N) ®4Y — RHom(M, N ©,Y)
est un isomorphisme dans DV (Zg4, A).

Pour tout M € D(A), notons vy, le morphisme canonique

L L
R Hom(M,N)®4Y — RHom(M,N ®,Y) .

Bien entendu, si M € D(A) est un complexe parfait, vy, est un isomorphisme. Pour tout
M € D(A) pseudo-cohérent et tout entier relatif ¢, il existe un morphisme P — M avec
P parfait dont le cone soit < ¢. Pour pouvoir déduire que vy, est un isomorphisme pour
tout M € D(A) du cas particulier ot M est supposé parfait, il suffit donc de montrer qu’il
existe un entier relatif ¢ tel que pour tout entier q et tout M € D=?(A), la source et le
but de vy, soient > —qg + ¢. Notons a un entier tel que N > a et b un entier tel que pour

L
tout A-module V., V®4Y > b. On vérifie aussitot que ¢ = a + b convient, ce qui acheve la
démonstration de la proposition.

Proposition C.3. — Soit Z un schéma noethérien. Soit A un anneau commutatif noe-
thérien. Soit X € D (Zg, A). Soit Y € DX(Zg, A). On suppose ou bien que A est un corps

L
ou bien que RHom(X, N ®4Y) est borné indépendamment du A-module N. Soit B une
A-algébre. Alors, pour tout compleze pseudo-cohérent M € D(B) et pour tout N € D(B),
le morphisme canonique
L L L
R Homp(M,N)®4 RHomu(X,Y) - RHomg(M @4 X, N ®4Y)

est un isomorphisme dans D(Zg, B).

Les hypotheses font que R Hompg(M, N) appartient a DT (B). Si A n’est pas un corps,
on peut appliquer le résultat de la proposition C.2 en remplacant respectivement A, X, M

L
et N par B, M, N et B®4 RHomu(X,Y) (on notera que R Hom4(X,Y) € D5(Zy, A)
d’apres la proposition C.1). On obtient ainsi un isomorphisme canonique

L N L
R Homp(M, N) ®4 RHomyu(X,Y) = RHompg(M, N ®4 RHom,(X,Y)) .
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Si A est un corps, on établit cet isomorphisme par un argument similaire en se rame-
nant au cas ou M est un complexe parfait de B-modules. En appliquant maintenant la
proposition C.1, on obtient un nouvel isomorphisme :

L N L
R Homy(M, N ©4 RHom4(X,Y)) = RHomp(M, RHomy (X, N ©4Y)) .

Enfin, on utilise I'isomorphisme cher a Cartan :

L L L
RHomp(M,RHomus(X,N®,Y)) ~ RHomp(M @4 X, N®,Y) .

L’isomorphisme voulu est I'isomorphisme obtenu en composant les différents isomorphismes
canoniques ci-dessus.

C.2. Conséquences pour Rj, et i'. —

Proposition C.4. — Soit j: U — X une immersion ouverte entre schémas noethériens.
Soit A un anneau commutatif noethérien. Soit Y € DE(Ug, A). On suppose ou bien que A

L
est un corps ou bien que Rj, (M ®4Y) est borné indépendamment du A-module M. Alors,
pour tout M € DY (A), le morphisme canonique

L L
M @4RGLY — Rj (M ®4Y)
L
est un isomorphisme dans D(Xg4, A). St Rj, (M ®4Y) est borné indépendamment du A-
module M, alors Rj,Y appartient a D5 (X g, A).

Ceci résulte de la proposition C.1, compte tenu de la formule Rj,Y ~ R Hom(j A4, j;Y)
pour tout Y € D(Ug, A).

Proposition C.5. — Soiti: Z — X une immersion fermée entre schémas noethériens.
Soit A un anneau commutatif noethérien. Soit Y € D%(Zg, A). On suppose ou bien que A

L
est un corps ou bien que i'(M ®4Y) est borné indépendamment du A-module M. Alors,
pour tout M € DT(A), le morphisme canonique

L .l .| L
M®@piY - i (M®4Y)
L
est un isomorphisme dans D(X g, A). Sii' (M®Y') est borné indépendamment du A-module
M, alors i'Y appartient ¢ D5(Zg, A).
Cette fois-ci, on utilise la formule 'Y ~ R Hom(i,A,,Y).

Appendice D
Modules ind-unipotents
D.1. Définitions. — Soit G un groupe topologique. Soit A un anneau. On appelera ici

A[G]-module un A[G]-module (a4 gauche) au sens ot on Ientend usuellement en considé-
rant G comme groupe discret. Un A[G]-module discret est un A[G]-module dans lequel le
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stabilisateur de tout élément est ouvert. Un A[G]-module est dit trivial si le groupe G agit
trivialement sur lui; un tel A[G]-module est discret. On note I I'idéal d’augmentation de
A[G]; un A[G]-module est trivial si et seulement s’il est annulé par I.

La catégorie des A[G]-modules discrets est une catégorie abélienne de Grothendieck ; le
foncteur d’inclusion de cette catégorie dans celle des A[G]-modules est exact, commute
aux limites inductives, mais en général pas aux limites projectives. La catégorie des A[G]-
modules discrets est stable par sous-quotient (mais en général pas par extensions) dans

celle des A[G]-modules.

Définition D.1. — Un A[G]-module discret est unipotent s’il admet une filtration finie
dont les quotients successifs sont des A[G]-modules triviaux. L’ordre d’unipotence d'un
A[G]-module unipotent est la plus petite longueur d'une telle filtration; ainsi, un A[G]-
module trivial non nul est unipotent d’ordre 1. Un A[G]-module discret est ind-unipotent
si tous ses sous-A[G]-modules de type fini sont unipotents.

Définition D.2. — Soit M un A[G]-module discret. On définit par récurrence une filtra-
tion croissante (Fil,, M),cz de M par des sous A[G]-modules, de fagon a ce que Fily M = 0

et que pour tout entier n € NN, on ait un isomorphisme canonique Fil,y; M/ Fil, M ~
H°(G, M/ Fil, M) C M/Fil, M.

La filtration Fil, M est évidemment fonctorielle en M au sens ou si f: M — M’ est un
morphisme de A[G]-modules, f(Fil, M) C Fil,(M’) pour tout n € Z.

D.2. Propriétés. —

Proposition D.3. — Les notions d’unipotence et d’ind-unipotence des A|G|-modules dis-
crets jouissent des propriétés suivantes :

(i) Le caractére unipotent des A[G]-modules discrets est stable par sous-quotients et ex-
tensions ; l’indice d unipotence décroit par passage a un sous-quotient et est sous-additif
vis-a-vis des extensions;

(it) Le caractére ind-unipotent des A|G|-modules discrets est stable par sous-quotients,
et, si G est profini, par extensions;

(iii) La catégorie des A|G]|-modules discrets unipotents (resp. ind-unipotents) est abé-
lienne, le foncteur d’inclusion dans celle des A|G]-modules discrets est exact;

(iv) Un A|G]-module discret M est unipotent si et seulement s’il existe un entier naturel
n tel que Fil, M = M ; dans ce cas, ["indice d’unipotence de M est le plus petit de ces
entiers n ;

(v) Le caractére unipotent (resp. ind-unipotent) d’un A|G|-module discret ne dépend pas
de ’anneau des coefficients A et cette notion n’est pas altérée non plus si on considére
G comme groupe discret ;

(vi) Pour tout entier naturel n et tout A|G]-module discret, Fil,, M est l'annulateur de
It dans M ;
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(vit) Pour tout entier naturel n, un A[G|-module discret est unipotent d’ordre au plus
n si et seulement s’il est annulé par l'idéal 1. Un A[G]-module discret M est ind-
unipotent si et seulement si tout élément de M est annulé par une puissance de I,
c’est-a-dire que M = U, N Fil,, M ;

(viii) Un A[G]-module unipotent est ind-unipotent ;

(iz) Un A[G]-module de type fini est unipotent si et seulement s’il est ind-unipotent;

(z) Une somme directe (resp. une limite inductive) de A[G]-modules ind-unipotents est
un A[G]-module ind-unipotent.

(xzi) Les A[G]-modules (discrets) ind-unipotents sont exactement les A[G]-modules li-
mites inductives filtrantes de A[G|-modules (discrets) unipotents.

Montrons (i). Si (M, FoM) est un A[G]-module discret filtré, tout sous-objet M’ (resp.
sous-quotient M") de M est naturellement muni d’une filtration FoM’ (resp. FyM") telle
que pour tout n € Z, le morphisme induit au niveau des gradués Gr,, M" — Gr,, M (resp.
Gr, M — Gr,, M") soit injectif (resp. surjectif); comme tout sous-quotient d'un A[G]-
module trivial est trivial, il en résulte aussitdt que le caractére unipotent d’'un A[G]-module
est stable par sous-quotient et que I'indice d'unipotence décroit dans cette opération. Il est
évident sur la définition que le caractére unipotent des A[G]-modules discrets est stable
par extensions, et que l'indice est sous-additif vis-a-vis d’elles. (viii) est une conséquence
triviale de (i).

Montrons la propriété (iv). Soit M un A[G]-module discret. Si Fil,, M = M, la filtration
(Fil; M)o<i<, est une filtration finie de M de longueur n dont les quotients successifs sont
triviaux ; ainsi, M est unipotent d’ordre au plus n. Inversement, soit M un A[G]-module
muni d’une filtration (F;M);>¢ telle que FyM = 0 et dont les quotients successifs soient
triviaux. Une récurrence évidente sur ¢ € N montre que I'on a une inclusion F;M C Fil; M,
de sorte que si un entier naturel n est tel que F,M = M, alors Fil,, M = M.

Dans le cas unipotent, la propriété (v) est une conséquence de la propriété (iv) : la
filtration Filg M est la méme que l'on considére M comme A[G]-module ou comme Z[G]-
module, et que I'on considere G comme un authentique groupe topologique ou comme un
groupe discret. Quand ce ne sera pas pertinent, on ne précisera donc pas systématiquement
dans la suite que les A[G]-modules sont discrets.

Concernant la propriété (vi), il est facile de montrer par récurrence sur n € N que Fil,, M
est 'annulateur de I/t dans M.

Considérons (vii). On déduit trivialement de (iv) et (vi) qu'un A[G]-module discret
est unipotent d’ordre au plus n si et seulement s’il est annulé par /7. Montrons 'autre
partie de (vii). Soit M un A[G]-module discret ind-unipotent. Pour tout m € M, le sous-
A[G]-module de M engendré par m est unipotent, d’apres ce qu’on vient de montrer, ce
module est annulé par une puissance de I, en particulier, m est annulé par I pour un
certain entier naturel n. Inversement, supposons que tout élément de M soit annulé par un
puissance de Ig. Si on considére un sous-A[G]-module de type fini N de M, en appliquant
I’hypothése aux éléments d'un ensemble fini de générateurs de N, on obtient que N est
annulé par /% pour un certain entier naturel n, et donc que /N est unipotent. Ceci acheve
la démonstration de (vii). On sait donc quun A[G]-module discret M est ind-unipotent
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si et seulement si M = U,en Fil, M. Comme la filtration Fil, M ne dépend pas de la
topologie de G ni de 'anneau des coefficients A, on peut obtenir (v). La propriété (ix) est
une conséquence immédiate de (vii). La stabilité par sommes directes et sous-quotients du
caractere ind-unipotent en résulte aussi, ce qui établit (x).

Supposons G profini et montrons la stabilité par extensions des A[G]-modules discrets
ind-unipotents, ce qui achévera la démonstration de (ii). D’apres (v), on peut supposer que
A = Z. On se donne une suite exacte courte 0 — M’ — M — M" — 0 de Z|G]-modules
discrets avec M’ et M” ind-unipotents. Soit N un sous-Z[G]|-module de type fini de M. T
s’agit de montrer que N est unipotent. On peut considérer I'image N” de N dans M”, et
N’ le noyau de la projection N — N”. Le Z|G]-module N’ (resp. N”) est un sous-Z[G|-
module de M’ (resp. M"). Par passage a des sous-objets, N’ et N” sont ind-unipotents.
Le groupe G étant profini et N un Z[G]-module discret, N est un groupe abélien de type
fini; les groupes abéliens N’ et N’ qui en sont des sous-quotients sont eux aussi de type
fini. D’apres (ix), N' et N” sont unipotents; d’apres (i), N est unipotent, ce qui achéve la
démonstration de (ii).

(iii) résulte aussitot de (i) et (ii). Enfin, (xi) découle de (vii), (viii) et (x).

Remarque D.j. — Si H — G est un morphisme de groupes topologiques et M un A[G]-
module unipotent (resp. ind-unipotent), alors, en tant que A[H]-module, M est unipotent
(resp. ind-unipotent).

D.3. Modules ind-unipotents pour un sous-groupe distingué. — Soit A un an-
neau. Soit G un groupe topologique. Soit H un sous-groupe distingué (fermé) de G. Si
M est un A[G]-module discret, on peut se demander si en tant que A[H]-module, M est
unipotent (resp. ind-unipotent).

Dans cette situation, on note Fily M la filtration de la définition D.2 pour le groupe H.
Le fait que H soit distingué dans GG permet d’obtenir aussitot que cette filtration Fil, M
est constituée de sous-A[G]-modules de M. De cette remarque et de la proposition D.3 (iv),
on tire :

Proposition D.5. — Soit M un A[G]|-module. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
— en tant que A[H]-module, M est unipotent ;
— il existe une filtration finie de M par des sous-A|G|-modules telle que H agisse trivia-
lement sur les quotients successifs.

Proposition D.6. — Soit M un A[|G|-module. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

— en tant que A[H|-module, M est ind-unipotent ;

— tout sous-A|G]|-module de type fini de M est unipotent pour H.

Il s’agit de montrer que si un sous-A[H]-module N de M de type fini est unipotent,
alors le sous-A[G]-module (de type fini) de M engendré par N est unipotent. Il suffit en
fait d’établir le lemme suivant :
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Lemme D.7. — Soit M un A{H]-module unipotent. En tant que A{H]-module, A|{G]® afm
M est unipotent.

On peut conclure facilement en observant simplement que le A[H]-module A[G]® g M
s’identifie & une somme directe de copies de M.

Maintenant que les définitions d’unipotence et de ind-unipotences pour le sous-groupe
distingué H sont clarifiées, on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition D.8. — Les énoncés de la proposition D.3 restent vrais si on remplace « uni-
potent » par « unipotent pour H », « ind-unipotent » par « ind-unipotent pour H » et Ig
par Iy, et que, comme ci-dessus, on définit la filtration Fily relativement au groupe H.

Compte tenu des clarifications faites ci-dessus, c¢’est trivial.
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