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Exercice 1. Soit D un diviseur sur la sphére de Riemann l[’}:. Vérifier que :
a) dimHO(PL, Op) = max {0,1+degD};
b) dimH! (P}, Op) = max {0,-1-degD} ;

Démonstration.  a) Nous avons le théoréme sur I'annulation d’indice de spé-
cialité i(D) si degD > 2¢—2 + 1. Mais dans le cas de la sphére de Rie-
mann nous avons § = 0, donc ce théoreme s’applique déja dans le cas
ot deg D > —1. Alors Riemann-Roch nous donne que

o dimH(P¢, Op) = 1-g +deg D +i(D)

=1+degD.

Pour le cas deg D < -1 nous avons comme toujours (D) = 0. Donc nous
avons obtenu que

1+degD degD > -1

2)  dimHY(PL, Op) =
(2) im H”(IP¢, Op) {0 degD < -1

ce qui se laisse écrire comme dim HO(P, Op) = max {0,1 + deg D}.

b) Une reformulation de Riemann-Roch comme donnée au chapitre 18
“Dualité de Brill-Noether-Serre” dit que

dim H(X, Op) -dim H(X, Q_p) = 1-g—deg-D

3
®) =1+degD.

Si nous appliquons la dualité de Brill-Noether-Serre, plus spécifiquement
I'isomorphisme

4) H°X,Qp) = HY(X,Op)Y

nous obtenons que (la dimension du dual d"un espace vectoriel & dimen-
sion finie a la méme dimension!)

(5) dimH(X, Op)-dimH (X, Op) = 1 + deg D
et en appliquant le résultat de[(a)|nous avons

(6) max {0, 1 +degD} —dimHl(X, Ox)=1+degD
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ou équivalent

(7)  dimHY(X, Ox) = max {0,-1-degD} .

Exercice 2. Sur IP}:, étant donné un diviseur D > 0 effectif :
@) D=mpr+...+mpe (1, 21),
établir le théoréme de Riemann-Roch en considérant des fractions rationelles.

Démonstration. ]’ai déja répondu a cette question dans 1’examen partiel, mais
faisons un synopsis ici.

Apres changement de carte nous pouvons supposer que o n’est pas parmi les
points p1, ..., px. Alors si z; est la coordonnée locale pour p;, les fonctions

L i |
) fz-,]-(z): (z—zy i=1,...kj=1,...,mn
0 z=0

nous donnent une base de £(D) : la fonction f; ; & un pole d’ordre j au point p;.
Alors il suffit d’observer que l'indice de spécialité est zéro pour D > 0 car le
genre est zéro, donc nous obtenons

(10) ¢(D)=1+degD
ot le +1 vient des fonctions constantes. O

Exercice 3. Soit S une surface de Riemann compacte de genre g et soit un
diviseur D € Div(S) de degré d = degD > 2g +1.
a) Vérifier que (D) =d-g+1.

b) Soit { for-s fd—g} une base de £(D). Montrer que 'application

d-g
S — ]PC

(1)
s o) fig )

est bien définie, est injective et est immersive.

Démonstration.  a) Comme toujours nous avons l'annulation d’indice de
spécialité, parce que degD > 2g+1 > 2¢—1 et donc

(12) D)=1-g+degD=d-g+1.

b) Pour que cette application soit bien définie, il suffit de démontrer que
les fonctions fy, ..., f, ne s’annulent pas tous dans un point p € S et
qu’apres changement de coordonnée holomorphe les fonctions fy, . . ., fp
sont multipliées par un facteur holomorphe commun.

La premieére partie est obtenu par considérer un point p d’annulation
hypothétique, alors on appelle p “un point de base”. Mais degD > 2g



implique que les diviseurs D et D —p sont non-spéciaux, ce qui veut dire
que i(D) =i(D-p) = 0. Alors /(D -p) = {(D) -1 et cela implique qu’il n'y
a pas de point de base, comme démontré dans Proposition IV.3.1 de [7].
La deuxiéme partie est claire apres observer qu’on peut annuler locale-
ment les facteurs zF communs (on explicitera cette technique ci-dessous),
alors localement le biholomorphisme s’annule : la composition des fonc-
tions holomorphe peut étre considerée comme la substitution des déve-
loppement en séries. Alors on peut faire disparaitre les premiers coeffi-
cients et les puissances de z communes.

Pour l'injectivité, nous savons que L et £(D -p) sont engendrés par leurs
sections globale (leur degré est assez grand), et donc il existe une fonction
méromorphe globale f € H(S, £(D -p)) telle que

(13) ordy(f) = -D(q)
et

(14) ordy(f) > -D(p) + 1.

Comme f est aussi dans HO(S, £(D)) on peut le développer dans la base :

d-g
(15) f=) A
i=0

Alors, prenons (Vq,z1) et (V;, zp) deux voisinages de g et p, centrés sur g
et p respectivement. Le faisceau £(D) est engendré par ses sections glo-
bales, donc

D) = mi d.,(f:
(P)i min gr p(f)

=Vu,...,a—

(16) D(g) = min ordy(f)
~Dg) - min or p(fi

et nous appelons ces entiers kj, resp. k;. Localement f s’écrit comme

k
f= Zlqg

17) P
f=2zh

et apres la méme technique les fonctions de base s’écrivent comme

K,
(18) fi Zklgl
fl'ZZZPhZ'.

Donc nous avons apres ’annulation des facteurs communs :

(19) E(@g) = [go(q) T :gd_g(q)]

et

@0) F(p) = [hop): - ha (@]



Mais a cause de nous avons F(p) # F(q).
Pour I'immersivité le méme raisonnement fournit une application locale

(21) Fy = ggoF: Wy — C*38

oll apres renumérotation on peut supposer go(p) # 0. L'application Fy est
constuite en divisant par g, ce qui donne Fj est (localement) immersive,
et cela sulffit.

J’ai consideré cette exercice comme une exercice de révision, ou assimila-
tion synthétique du cours, basée sur chapitre 18, Dualité de Brill-Noether-
Serre. Plus de détail est disponible dans le polycopié.

O

Exercice 4. Sur une surface de Riemann compacte, établir 1’existence de formes
différentielles élémentaires de troisiéme espéce (exactement deux poles dis-
tincts d’ordre 1) en appliquant le théoréme de Riemann-Roch.

Démonstration. Une 1-forme méromorphe élémentaire de troisieme espece, si
elle existe, doit vivre dans 'espace (}(D) o D = -p—g avec p # q. Le degré de
ce diviseur est -2, donc nous avons par I'annulation de (D) pour degD < -1
que /(D) = 0, et alors par le théoreme de Riemann-Roch

(22) ¢(D)-i(D)=1-g+degD <& i(D)=g-degD-1=g+1.

Si g = 0 nous construisons une forme différentielle méromorphe élélemen-
taire de troisiéme espece par prendre p = zp # co et g = z; # 00 aprés une
transformation de Mobius, et alors mettons

20

Z1 '

@3) f@)=—

Nous obtenons comme différentielle logarithmique normalisée

(24)(’):_1df_1(1 1)

- 27'[17 C2mi \z-2z9 _z—zl

ce qui acheve la démonstration dans ce cas.

Sig > 1, il suffit de remarquer que i(D) = g+1 > i(-p) = g par annulation de ¢(D)
et donc il doit nécessairement exister une forme différentielle qui a un pole
dans q. Peut-étre que cette fonction n’a pas de pdle dans p, mais appliquant le
théoréme d’annulation de la somme des résidus il existe un vrai pole d’ordre 1
dans p, et les résidus sont aprés une normalisation donnés par

1 -1
25) Resy = — Res, = —.
(25) Respg =77 Resjo=77

Cette normalisation est admise car (}(D) est un C-espace vectoriel, et multipli-
cation par un scalaire induite multiplication sur les résidus, qui ne sont que
des intégrales qui sont linéaires pour la multiplication. O



Exercice 5. Sur une surface de Riemann compacte S de genre ¢ > 1 munie
d’une base canonique (symplectique)

(26) VYiree s Ygr Yogals- -1 V2g

de son premier groupe d’homologie H;(S, Z), si on spécifie les deux blocs de
taille ¢ x ¢ de la matrices des périodes Ilgx o0 = (Yoxg Z¢«G) associée a une
base {wy, ..., we} de Q)(S), vérifier que Y et Z sont inversibles.

Démonstration. Le point-clé est la deuxiéme rélation bilineaire de Riemann.
Supposons d’abord que w est une 1-forme holomorphe, telle que 7;(w) = 0
pouri=1,...,g(oui=g+1,...,29), ce qui correspond a un bloc de la matrice
des périodes. Alors la deuxiéme rélation est impossible a étre rempli, donc w
doit étre zéro.

Supposons alors que Y (resp. Z) n’est pas inversible, il existe alors ¢; € C

pourj=1,...,g pas tout nuls tels que le vecteur des ¢; fournit une combinaison
de zéro non-triviale des lignes de Y (resp. Z).

Prenons maintenant w = Z;gzl ¢jwj, nous obtenons

8
(27) mi(w) =) cjw;=0
j=1

pourtouti=1,...,¢ (resp.i=g+1,...,2g), ce qui est une contradiction parce

que w # 0 par les assumptions sur les ¢;. O

Exercice 6. Résumer en 15 a 30 lignes élégantes les idées de la démonstration
de la deuxiéme proposition principale :
Sur une surface de Riemann compacte, si un diviseur non nul
D ¢ Div’(S) appartient au noyau de l'application d’Abel-Jacobi :
AJs(D) = 0, alors il existe une fonction méromorphe f € M*(S) qui
le représente : div(f) = D.

Démonstration. Donc nous voulons démontrer I'existence d'une f € M*(S),
pour chaque diviseur

k k
(28) D=Y pi-Y 4 € Div’(S)
I=1 =1

qui appartient au noyau de AJg, telle que D = div(f). Nous allons d’abord
démonstrer 1’équivalence de cette existence avec 1’existence d'une forme diffé-
rentielle méromorphe ¢ € MQ(S) telle que

a) ¢ n’a que des poles simples, et le diviseur des poles satisfait
k
(29) div(g)eo =) _pi
I=1

i.e. les poles de ¢ se trouvent exactement dans les points ot D permet
des poles;



b) Resp, ¢ =n;/27mi, avec n; € Z les poids des podles de D, donc la multipli-
cité se trouve dans le résidu ;

c) f% ¢ € Z,pour y,..., 724 € Hi(S,Z) une base.

qui nous permet de définir

(30) f(p) =exp (zm /q p@)

qui alors peut représenter D.

Commencons le résumé par démontrer cette équivalence. Il suffit de réaliser
que dans les points qui ne sont pas de poles le choix d'une courbe de p vers g
est défini modulo une courbe fermée, dont l'intégrale s’exprime dans la base
de Hy(S, Z). Par condition [(c)| ces termes disparaissent apres 1’application
exponentielle. Et donc par [(a)|f est holomorphe sur S en dehors les poles.

Maintenant, dans les poles p1, . . ., px de ¢, localement autour p; nous avons
n; %

G) 9@) = 5= +h(2)

ot1 h(z) est holomorphe, par[(b)] Fixons py # p; dans cette carte, on notons z la
coordonnée locale, alors

f(z) =exp <2ni /qp(p>

B . Po zZ py dz z
= exp <2m (/q P+ L 2miz + ZOh(z)dz))

en allant de g vers pg au voisinage du pole p; et d’abord et puis vers p dans la
carte locale. Alors

_ ([P Mjogzs [
33) =exp <2m (/q P75 = log zg + o logz + ZOh(z)dz))

= cZ"H(z)

(32)

otl ¢ est une constante qui est définie par l'intégral de g vers pg et —1;log zg /27i,
et H est une fonction holomorphe sans zéros. Donc f est une fonction méro-
morphe dans les pOles py, ..., p;.

Pour construire cette forme différentielle méromorphe on va prendre la somme
des formes différentielles élémentaires de troisieme espéce. Cette somme sa-
tisfait immédiatement [(a)| et[(b)} L'existence de cettes formes élémentaires est
discuté dans Exercice 4. Afin de démontrer qu’on peut trouver un ¢ qui satisfait
a[(b) on doit perturber la somme originelle de deux fagons.

D’abord la base de )(S) peut étre choisi telle que la matrice des périodes est de
la forme (idgx g Zgx g), ce qui est lié au résultat d’Exercice 5. Alors

8
(34) ¢ =¢- (/y cp) Wy

a=1

satisfait

(35 [¢' =0
Yi



pouri=1,...,5. Alors nous pouvons obtenir que

k 1
(36) Y /pw,X:ngM((p’)
=174

pour cette forme différentielle, apres la généralisation des rélations bilinéaires
de Riemann comme dans Exercice 7, et 'annulation comme dans (35).

Puis on utilise le fait que D € ker(AJs) qui nous permet décrire

(37)

_ma+Zmng /

"Vg+oc

ol la prémiére égalité est le fait que D € ker(AJg), la deuxiéme est formelle,
pour la troisiéme on utilise le choix de base et la quatriéme par la premiere
rélation bilinéaire de Riemann. Ca nous donne la perturbation

g
(38) ¢ = (p/—};mgwwﬁ

ce qui achévera finalement[(c)|aprés une calculation légere, poura =1,...,¢
I’annulation de (35) sera important, pour a = g +1, ..., 2g la relation entre (36)
et (37) sera le point-clé. O

Exercice 7. En s’inspirant du cas (détaillé dans le cours) o1 w et ¢ sont
des 1-formes holomorphes, établir la formule page 22 du chapitre sur le théo-
reme d’Abel :

/ S / !/
) [ oo -X (5@ g1p(0") - Tgup(@) ("))

Démonstration. Cette formule n’est qu’une reformulation immédiate des rela-
tions bilinéaires de Riemann, sauf qu’on ne peut pas appliquer le théoréme de
Stokes afin d’obtenir

(40) /aQu(p://Qduq):O

comme dans légalité premiére dans ce théoreme, car ¢’ a des poles et donc vg’
n’est pas une forme fermée. Laissons faire la preuve en détail maintenant.

Le bord 0Q) s’identifie au bord du polygone P, comme illustré dans Figure 5.2
du polycopié, ou [6]. Donc

(41) 90 = V179177 Ygh1 -+~ Vg2 Vg Vg



et alors

8
(42) / v(p’:Z/v(p/+/ v(p'+/_lv(p'+/ g,
Q) =177 7 7 Y

8+ ;+i

&

Maintenant on peut calculer la somme des intégrales pour ; et 'yi_l, ce qui
donne

43 / ’_ o\ o
@) | op +[ﬁlw [n(v(p) o)) ¢

parce qu’on peut paramétriser 7y; et fyi‘l par [0, 1] et alors reparamétriser 7171
par t — 1-t. Maintenant le point-clé est qu’on peut calculer v(p) —v(p’) en
changeant de contour d’intégration grace a ’holomorphie de w, comme illustré
dans Figure 5.3 du polycopié ou [6]. Alors calculons

v(p)—v(P’)=/bpw—/bp,w

(44) =/p’qw_xr w+/qu
w

g+

Yg+i
= Tlgyi (w).

Maintenant v(p) — v(p’) est une valeur constante, d’ot1

(45) /ivgo’+[yi_l A P (%) Ai ¢’
== g+i(w)7'[i(§9/).

Faisons aussi l'autre égalité. Comme v(p) — v(p’) peut étre déterminé par le
changement de contour a [p/, q], 'yi‘l (ce qui est absolument crucial!) et [p, g]
nous avons par I'annulation comme ci-dessus

o(p)-o(p) = - /71 w
(46)

= w
Yi

= 1ti(w)

et donc

(47) /V U(P/Jr/ Lo =) [ ¢

o] ,Yg-#i Vg+i
/
= (W) 71 (¢").
O

Exercice 8. Montrer en détail le lemme de la page 5 du polycopié “Théoreme
d’inversion de Jacobi” (distribue lundi 3 décembre 2012) et illustrer la (légere)
différence entre le cas n = 1 et les cas n > 2 par un exemple.



Démonstration. Nous prenons € > 0 tel que k(0,...,0,z) n’a qu'un zéro en z
pour |zl <€, ce qui est possible grace au théoréme des zéros isolés d'une fonc-
tion holomorphe a une variable. Alors nous déduisons qu’on peut prendre p
tel que

(48) Ih(py,...,pn,2)! >¢c/2>0
si lu;l <pl,olic> 0 estobtenu par considérer
(49) 1h(QO,...,0,2)| >c>0

comme dans le polycopié, ce qui est possible parce & est continue. Donc nous
obtenons partie a), par considérer l'intégrale

1 r hy(ui, ..., 4n, 2)
50) n(uq,..., =—,}£ ——————dz
(50) (Vl “Lln) 271 Jizl=e h(yl,...,yn,z)

qui reste constante, comme dans la démonstration du lemme a page 27 du
chapitre 4, “Théoreme de préparation de Weierstrass et applications”.

Les racines ne sont pas forcément distinctes si # > 2, on peut considérer la
fonction

(1) h(u1, 42, 2) = 22 + (1 — 1)

qui a deux racines égales si y1 = pp.

Pour partie b) on peut généraliser le lemme sur page 28 de chapitre 4, “Théo-
réme de préparation de Weierstrass et applications” d"une fagon directe. La
rélation exacte entre

(52) Z Zy (M1, oo pin) - 2y (1, - - - i)

1<y1<.<y<k

et les sommes de Newton n’est pas importante, il suffit de se réaliser que

k
1 ha(ua, ..., pn, 2)
53 zi(uy, .-, l=—,j{ Pt st AN e I
53 ; i Hn) 2mi Jizi=e  h(uy, ..., p1n, 2)
nous donne que les sommes de Newton sont holomorphe, et alors les fonc-
tions sont aussi holomorphes. O

Exercice 9. Montrer en détail que le d-ieme (d > 1) produit symétrique S
d’une surface de Riemann compacte S est toujours une variété complexe de
dimension d (réfléchir d’abord sur le cas d = 2 ; polycopié distribué le lundi 3
décembre 2012).

Démonstration. On doit d’abord montrer que le quotient S@ = 89/ Sym, est
séparé. Prenons alors deux points distincts de S, ils correspondent aux deux
diviseurs

d d
(54) D=Yp; et D'=) g
i=1 i=1
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tels qu’il y a une différence entre les p; et g;, ou bien une différence de multipli-
cité. En groupant et ordonnant les points par multiplicité, nous pouvons donc
trouver une indice iy telle que p;, # gq;,. Maintenant il suffit de prendre des
voisinages distincts pour ces points, ce qui est possible parce que S est séparée.
Pour les autres point nous prenons des voisinages quelconques tels qu'ils sont
disjoints si les point sont inégaux. Apres prendre le quotient les produits des
voisinages restent disjoints.

Maintenant pour démontrer qu’on a vraiment une variété complexe de di-
mension d je voulais utiliser que I'action de Sym,; est proprement discontinue
(le groupe est fini suggeste cela), comme expliqué dans [4]. Alors il suffit de
prendre un voisinage U de chaque point x € S tel que o(U) # U pour o # id.
Soit ¢: U — C? la carte locale, alors (77(U), (p‘l ol I‘Jl) est une carte locale
pour 7t(x), ol 7T est le quotient.

Mais cela n’est pas possible, malheureusement ! Donc j’ai appris quelque chose
sur les constructions des variétés, bien que ce ne soit possible ici.

Une démonstration qui est correcte est par prendre des cartes locales (U;, z;)
telles que U;NU; = @ sip; # pjetz; = z; sip; = p;. Si nous appliquons
l'application de quotient 7: S* — S au produit Uy x - - - x U nous obtenons
un ouvert qui contient I'image de D.

Alors le théoréeme fondamentale de 1’algebre nous donne que I'application

d
(55) Y _qi— (o1 (zq0) .- -, 04 (2:4))))
-1

ol les o; sont les fonctions symétriques élémentaires fournit une carte locale
pour le point

d
(56) Y € m(Upx--xUy)
i=1

parce que toute l'information peut étre reconstituée. Pour expliciter cela, consi-
dérons un point (py,...,p;) € S9 ou p; # pjsii #j. Alorsiln’ay a pas de
branchement, localement 7 est un revétement maintenant. Si d = 2 (ou plus
généralement D = dp) on voit qu’on obtient (z; +...+z4,... ,21 - - - z3) dans .
Mais on peut reconstituer tous les z;, et donc tous les g; d"une facon unique!
Donc ¢a finit la démonstration. J'étais inspiré par [5].

Remarquons qu’on a utilisé le fait que les racines d’un polynéme changent
d’une fagon continue (et méme holomorphe) avec le changement des coeffi-
cients, ce qui est une application d’Exercice 8. O

Exercice 10. Sur un tore S = C/A ot A = Zw + Zw, avec wi/wy ¢ R, donner
une démonstration directe du théoreme de Riemann-Roch dans le cas d'un
diviseur effectif (plus facile que le cas général) :

k
(57) D=} mp; (=1
i=1
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On pourra choisir des images inverses z; € C des p; a travers la projec-
tion C — C/A, et utiliser les fonctions

(Y dipz-2)
ﬁﬂ@"g+1ﬂ dz/

G8 NN 1 1 _1
i) = Gi=zi) ((z—z,-xz—ziﬂ "o E G w)

(i=1,...,k-1).

(i=1,...,kj=0,...,n;-2)

Démonstration. Nous voulons montrer que
(59) ¢D)-i(D)=1-1+degD

et par I'annulation de (D) pour degD > 2¢-1 = 1 nous devons montrer
I'égalité

(60) ¢(D) =degD.

Concernant le cas D = 0 il suffit d’observer qu’on a comme toujours seulement
les fonctions constantes, et i((D) = 1 pour cette méme raison.

Supposons degD > 1, nous observons d’abord que par le théoréme sur la
représentation des fonctions elliptiques et la proposition sur 1’ordre des poles

de p et p’ dans le polycopié “Fonction g de Weierstrass” qu’ona {(D =p) =1,
iln’y a que les fonctions constantes.

Alors les g; et f; ; sont doublement périodiques, au cas de f; ; parce que c’est
le dérivé (d'une translation) d'une fonction doublement periodique. Pour
les g; il suffit de réaliser que la sommation reste invariante apres les transla-
tions z — z + wj, parce qu’on somme sur le réseau A et alors le premier terme
devient une partie de cette somme (un autre devient le terme isolé) et 1/ w?
reste invariant sous cette transformation.

Maintenant nous considérons le comportement des f; ;. Nous savons que ¢
a un pole double aux points de A, ' un pole triple aux points de A et en
général ") un pole d’ordre 1 + 2, ce qui est claire par le développement en
séries de Laurent de p comme 1/z% + h(z) avec h holomorphe. Alors nous
voyons que c’est nécessaire de prendre j jusqu’a 1; —2. Remarquons aussi que
I'exercice comme elle est donnée n’est pas correcte : si D = 2p nous avons
besoin de p dans £(D) mais 11 = 2 n’admet pas une fonction fy ;! J'ai corrigé
cette erreur dans mon dévoir ci-dessus.

Les fonctions g; forment les fonctions avec deux podles simples, et par faire
des combinaisons linéaires nous pouvons construire toutes fonctions avec des
poles simples qui viennent en paires. Alors les fonctions f; ;, §; et les fonctions
constantes forment une base de £(D), toute configuration des podles peut étre
obtenue en faisant des combinaisons linéaires.
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Pour la dimension de £(D), nous calculons

(O =#{fij1i=1,. kj=0,. m-2b+#{g I i=1,.. k-1}+1

k
= <Zni—l> +(k-1)+1

i=1
k
= Z ”i
i=1

=degD.

(61)

O

Exercice 11. Résumer en 15 a 30 lignes intelligentes les grandes étapes de
la démonstration du théoreme d’inversion de Jacobi (utiliser le polycopié
distribué le lundi 3 décembre 2012).

Démonstration. Nous souhaitons démontrer la surjectivité de ’application
(62) AJs: DivY(S) = J(S).

Nous admettons le théoréme de 'application propre, afin de trouver la “pro-
position générale” qui nous donne des critéres pour la surjectivité d"un mor-

phisme f: X — Y entres des variétés complexes connexes compactes de méme
dimension. Nous appliquerons cela dans le cas ot X = S®), Y = C8 /A, f = AJg.

Cette surjectivité suffit pour démontrer la surjectivité du morphisme
(63) AJs: Div’(S) = J(S)

en prenant p € S fixé, et alors 'ensemble

(64) S® —gp= {D-gp IDe s@}

contient les diviseurs de degré 0 de la forme D - gp. Et sous AJg la translation
avec —¢p n’est qu'un automorphisme de C3/A :

g
AJs(-gp) = Als <—ZP>
-1

P P
= —g/ (Ul,...,—g/ C(]g)
q q

ce qui ne détruit pas la surjectivité.

(65)

Les conditions qu’on doit contrdler pour la “proposition générale” sont
a) les fibres de AJg sont connexes;
b) les différentielles sont des isomorphismes dans un ouvert de Zariski.

Pour démontrer [(a)] on obtient d’abord que

(66) AJs'(AJs(D)) = aP(L(D)) = IDI,
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un systéme linéaire au sens de géométrie al%ebrique, et alors 'image sous
le morphisme holomorphe a: P(£(D)) — S® de I'espace projectif (qui est
connexe) est connexe.

Finalement, nous pouvons démontrer que le rang de la matrice de Brill-Noether
pour D un diviseur effectif générique (i.e. tous les points sont distincts) est
donné par dim(cl px (D)) + 1 otr ¢k est le plongement canonique, donc il est
maximal pour 'ouvert de Zariski des diviseur effectifs génériques. O

Exercice 12. Sif: X — Y est une application holomorphe entre surfaces de
Riemann compactes, démonstrer en détail que la restriction

67) X\f7 (f(Crit(f))) — Y \ f(Crit(f))

est un revétement.

Démonstration. La restriction

(68) fres: X\ fL (F(Crit(f))) — Y \ f(Crit(f))

est un revétement si tout point y € Y \ f(Crit(f)) posséde un voisinage ouvert U
dont la préimage

(69) fres(W) =V

j€l
consiste en une famille d’ouverts V; C X disjoints deux a deux tels que chaque
application restreinte

(70) fres |V]-: V] —U

est un homéomorphisme.

Utilisant le lemme et le théoréme sur page 25 de chapitre “Revétements purs et
revétements ramifiés” nous obtenons que

(71) Crit(f)={y e Y | dfy, =0}

est 'ensembles des points otl f n’est pas un homéomorphisme local. Alors la
restriction de f a fres fait disparaitre tous les points de branchement et leurs
préimages, et fres est donc un homéomorphisme local.

Maintenant il suffit de se réaliser qu’on peut appliquer le théoréme sur page 35
par compacité de X et Y. O

Exercice 13. Qu’est-ce que le théoréme de Sard ? Trouver dans la littérature
des énoncés divers de ce théoreme.

Démonstration. D’abord un peu d’histoire. Le théoreme de Sard, ou de Morse-
Sard, est un résultat dans le domaine d’analyse, qui est une amélioration faite
en 1942 par Sard [11] d"un théoréeme de Morse qui date de 1939 [9]. Le théoreme
original est
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If m < n, the set of critical values of the map
72) ¥ =fiet, 2w, j=1,2,..n

of a region R of euclidean m-space into part of euclidian n-space,
where each function f7 is of class C1in R, g > 1, is of m-dimensional
measure zero without further hypothesis on q; if m > n, the set of criti-
cal values of the map is of n-dimensional measure zero providing
thatg > m-n+1.

J’ai trouvé quelques reformulations dans la littérature. D’abord, dans un livre
trés joli de Sternberg [12], Theorem 3.1 sur page 47 est une version plus forte
(apres une modification assez triviale) qui est plutdt dans le domaine de géo-
métrie differentiélle :

Let M; and M, be CK manifolds of dimension 1 and 1, respectively.

Let f be a map of class C* of My — Mj. The critical values of f form

a set of measure zero if

(73) k-1 > max{n;-ny,0}.

Dans un livre ancien [8] de mathématicien célébre Milnor une version assez
faible est donné sur page 10.

Let f: U — R" be a smooth map, defined on an open set U C R",
and let

(74) C:={x €U | rankdfy <n}.

Then the image has Lebesgue measure 0.

Pour expliquer la notion de mesure de Lebesgue dans le cas de R" il donne
cette remarque :

In other words, given any € > 0, it is possible to cover f(C) by a
sequence of cubes in R" having total n-dimensional volume less
than e.

Il remarque aussi que la preuve a besoin d’assez de dérivés, mais il ne donne
pas la borne. Pour lui, toutes les fonctions sont lisses.

Enfin, dans un livre bizarre (carré et avec une typographie tres laide) de Abra-
ham [T}, le théoréme de Sard se trouve au page 37, dans Theorem 15.1 :

Letf: U — R” where U is open in R". Let f be C" where
(75) r>max{0,n-p}.

Then the set of critical values of f has measure 0 in R".
a

Exercice 14. Qu’est-ce que le théoreme de 'application propre de Remmert ?

Démonstration. Remarquons d’abord qu'il est facile de se tromper, il me semble
que le lemme de Remmert-Stein est plus connu que le vrai théoréme de I'ap-
plication propre de Remmert, qui a I'impression de ne pas étre appelé “de
Remmert” si explicitement. Le résultat original est donné dans [10].

Dans un livre de Whitney [13], avec une couverture a la typographie bizarre,
nous trouvons le théoréeme a page 150, dans Theorem 4A, qui dit :
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Let V and W be analytic spaces, and let F: V — W be c-holomorphic
and proper into W. Then X = F(V) is analyticin W, and dim X = rank F.

La notion de c-holomorphicité est une abbréviation de “continuous weakly ho-
lomorphic” et implique que F doit étre continu sur V et holomorphe a l'intérieur.
Remarquons que par Theorem 4C sur page 118 de [13] le c-holomorphicité et
le homorphicité normal sont égaux pour les variétés.

Maintenant, pour un autre énoncé, dans le livre beaucoup plus récent d'un
groupe d’auteurs [2] on trouve comme Theorem 1.2 sur page 5 :

Let X, Y be complex spaces and 7t: X — Y a proper holomorphic
map. Then 7r(X) is an analytic subset of Y.

Ici, la rélation au lemme de Remmert-Stein est explicitement discutée. Aussi
le fait que ce théoréme est une conséquence de théoreme de Grauert sur les
images directes est donné, et ce résultat est tres connu dans la situation de
géométrie algébrique, comme par exemple Theorem II1.8.8(b) dans [7] :

Let f: X — Y be a projective morphism of noetherian schemes,
let Ox(1) be a very ample invertible sheaf on X over Y, and let F be
a coherent sheaf on X. Then for all i > 0, R'f«(F) is a coherent sheaf
onY.

Remarquons qu’il suffit de prendre le morphisme f propre, comme illustré
dans Théoreme I11.3.2.1 de [3] :

Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X — Y un mor-
phisme propre. Pour tout Ox-module cohérent F, les Oy-modules
RYf:(F) sont cohérents pour q > 0.

Le théoréeme au sens analytique est donné dans Theorem 2.1 de [2] :
Let r: X — Y be a proper holomorphic map between the complex
spaces X and Y. Let F be a coherent analytic sheaf on X. Then, for

any g (> 0) the g-th direct image R77+(F) is a coherent analytic
sheaf on X.
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