Examen corrigé

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Examen 1

Exercice 1. (a) Avec :

calculer :

I = // ety dzdy.
D

Exercice 2. Pour tout £ > 0, on définit le sous-ensemble du plan euclidien :
Ac = {(z,y) eR*: € <a®+y° < 1}

(a) Représenter graphiquement cet ensemble A.. Quel nom amusant pourrait-on lui attri-
buer ?

(b) Avec un parametre réel o > 0, on introduit I’intégrale double :

/ / dx dy

x2 + y
En distinguant les deux cas o = 1 et o # 1, calculer la valeur de I.(«). Indication: Passer
aux coordonnées polaires, et trouver, lorsque o # 1 :

1
I.(a) = constante (1 - 52&——2)’

ou la constante inconnue est a déterminer sans erreur de calcul.
(¢) En déduire que :

pour 0 < @ < 1,
1 -«

lim IE(Oé) — + 00 sSi o= 1,

+ oo lorsque 1 < a.
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Exercice 3. (a) Représenter le compact d’intégration A := {(m,y,z) € R3: z,y €
0,1], z€[1,2]}.

(b) Calculer I'intégrale triple [ [ [, % dzdyd:z.

(c) Représenter le compact d’intégration B := {(x,y, 2)ER3: 0<2< 1, —2<z<
z, —2<Y< z}

(d) Calculer son volume Volume B = [ [ [, 1 dzdydz.

(e) Calculer I'intégrale triple [ [ [, z dzdyz.
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Exercice 1. (a) Ona:

2 y? ) 2 L7192 2
] = / dy / e;t/y dr = / dy |:y2 em/y ] — / dy <y2 61 _ y2 60)
1 0 1 0 1
2 1

1

(b) Le changement de variables :
x = rcosf et y = rsinf,

avec bien slr pour notre bel anneau dodu :

e <r <1,
et aussi, évidemment :
0 <6 <27,
en rappelant que :
drdy = rdrdf,

conduit a réexprimer 1’intégrale recherchée sous une forme :

2T 1 d 2 1 d
L) = | a0 | “5 = R
0 . T?a 0 . r2a—1
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qui devient facile a calculer, mais il faut distinguer le cas o« = 1:

I.(a) :/27r de/ dr /% do [Iogr]i
:/0 (Ioilo—logs> de

= —27loge (>0),

du cas a # 1, ol, pour trouver une primitive, on peut éviter d’avoir a utiliser une fonction
compliquée comme le logarithme :

/ de/ —2a+1 d’l“

1
_ —2a+2
- / a6 [ 20+2 }

3

1 g—20+2
20+2  —20+2

" (m
:2a— ( = 2)
:1—a( e2a- 2)

(¢) Quand 0 < o < 1, on constate lorsque € =50 grace a la positivité de I’exposant de ¢
que :

T T
I(a) = (1 — 21-9) ) S
€<a) 11—« 8\,—/ 11—«
—0
Puis, pour a = 1, il est clair que :
>
I.(1) = —27loge 0

Enfin, quand a@ > 1, on doit ré-écrire le résultat obtenu afin de mieux voir qu’on a
effectivement :

T 1 e250
o= () s
——
>0

Exercice 3. (a) Il s’agit d’un cube de coté 1.



2. Corrigé de I'examen 1

(b) Par séparation des variables, il vient aisément :

[ i = [ eae [ ydy/ - (51 151 [

1 1
-G ) -

(c) Pour chaque hauteur z € [0, 1] fixée, la tranche :
B, = [—z,2]| X [-2z,2] x {2}

est un carré horizontal de co6té 2 z.

(d) Grace a un théoreme du cours :

1
Volume B = /// 1dxdydz :/ dz // dxdy :/ Aire(Bz) dz
B. 0
1 1 4
= 2 = 3 = —,
/0 (22) [ Z] 3

(e) De la méme facon :

1 1
/// zdxdydz :/ zdz // dxdy :/ zAire(BZ) dz
B 0 . 0
1 ) 1 1
:/ z(2z) dz :/ 423dz = [zﬂ = 1.
0 0 0

Q| >
o



