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Fonctions holomorphes d’une variable complexe

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction

L’ objectif de ce chapitre est de résumer efficacement la théorie élémentaire des fonctions
d’une variable complexe afin de présenter quelques résultats avancés qui seront utiles au
développement de la théorie des fonctions de plusieurs variables complexes.

2. Préliminaires

Soit un domaine 2 C C, a savoir un ouvert connexe, et soit une fonction de classe €
a valeurs complexes :

f: Q— C,

que I’on peut représenter graphiquement de maniere schématique comme suit.

f

—= C

On identifie C = R? au plan réel, tous deux munis des coordonnées :

z =x+1y,

E

de telle sorte que v = = ety = 52,

La différentielle reelle de f est deﬁnie par :

of of

df = Iz dx + 8_3/ dy.
En introduisant les notations standard :
dz = dx +idy et dz = dx —idy,
af 1of i0f of 1of i0f
o: T 200 2oy % & T 200 20y
cette différentielle peut aussi s’exprimer comme (exercice) :
df = 8f dz + == af

9z 8‘
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Définition 2.1. Une fonction f € € (12, C) est dite holomorphe dans € si elle satisfait :
of
0z’

ce qui équivaut a demander que df est proportionnelle a dz.

0=

Souvent, la dérivée 8f est notée f’ pour abréger, et donc df = f’dz lorsque f est holo-
morphe.

La théorie élémentaire des formes différentielles réelles sur un ouvert 1 C R? sera
supposée connue. Rappelons toutefois que le produit extérieur est anticommutatif :

de Ndy = —dy Ndx et 0 = drx ANdx = dy N dy,
ce dont découlent (exercice) :
tdz Ndz = 2dz N\ dy et 0 =dzNdz = dzNdz.

Ainsi, apres multiplication par 7, on retrouve la mesure de Lesbesgue sur R2.

3. Formule intégrale de Cauchy et applications

Soit 2 € C un ouvert borné dont le bord :
M= U Uy

consiste en un nombre fini de courbe fermées ~; simples (de Jordan) de classe €' —
éventuellement 6* par morceaux. De telles courbes seront toujours orientées de telle sorte
que €2 se trouve ‘a gauche’ de 0¢2 quand on les parcourt.

Y1

Q O%

La Formule de Riemann-Green énonce alors que pour toutes fonctions P, () de classe
& dans un ouvert contenant la fermeture Q = QU U--- U~ ona:
g 7

/6Q (Pdz+ Qdy) = // (—8—P+g—§>dxdy.

L’énoncé est vrai plus généralement en supposant P, () de classe €’ sur £, mais surtout, sa
vraie signification géométrique s’exprime en termes grassmanniens, a 1’aide de la 2-forme
d’aire dz A dy, plutdt qu’avec la mesure de surface dz dy des physiciens.

En effet, la 1-forme différentielle :

w = P(z,y)dr+ Q(z,y) dy



3. Formule intégrale de Cauchy et applications 9

admet comme différentielle extérieure :

dw = dP Ndx +dQ N dy

_[opP oP Q) oQ

_(8zdxo+0ydy)/\dx+(8mdx+8ydyo)/\dy
oP  0Q

_<_8_y+%)d$/\dy’

et donc, I’écriture mathématique adéquate du Théoreme de Green-Riemann est la

Formule de Stokes bidimensionnelle. Pour toute 1-forme w de classe €' sur la fermeture
d’un ouvert Q) C C a bord €' par morceaux, on a :

e :

Ces formules, censés €tre connues, ne seront pas redémontrées ici.

Maintenant, apres ce petit prologue tout aussi astreignant que ceux qui précedent chaque
étape du Tour de France cycliste, nous atteignons (enfin!) le point départ de ce chapitre, i.e.
avec w := f(z) dz, nous obtenons le

Lemme 3.1. Pour toute fonction f € €*(Q,C), ona:

89j-’dz://Qdedz. O

df Ndz = a—J_ch/\dz
0z

= Qia—]_fda:/\dy,
0z

De plus, puisque :

ce théoreme s’exprime de maniere équivalente par :

fdz://%dZ/\dz:Qi//a—{dx/\dy.
90 Q@Z Qaz

Corollaire 3.2. Pour toute fonction holomorphe :
/e €'(Q) n o),

ona:

O:/ fdz. O
o0

En fait, le théoréeme le plus général et le plus utile dans la théorie élémentaire des fonc-
tions holomorphes d’une seule variable complexe est le suivant, dans lequel on suppose
seulement que f est .



10 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Théoréme 3.3. [Cauchy-Green-Pompeiu] Pour toute fonction f € € (2, C), on a en
tout point z € §Q :

1 f af/ac’
fz) = 2—/<T s |, FE% dend

Démonstration. Pour un € > 0 assez petit satisfaisant :
e < dist(z, C\Q),

excisons de (2 le disque fermé de rayon ¢ centré en z comme sur la figure, i.e. introduisons
le sous-ouvert :

= {(eQ: (-2 >¢},

dont le bord orienté ajoute a celui de €2 juste un petit cercle :
0. = 0QU{§: ¢ — 2| :5}.

Puisque la fonction ¢ — C%z est alors de classe ' — et méme holomorphe — dans ).,

le Théoreme de Stokes bidimensionnel s’applique 2 la fonction € :

¢ 18

et il donne ici :

// af/acdg/\d( /mg_ d¢ — / f(z+ee?)ido.

Mais comme on se convainc aisément en coordonnées polaires que la fonction ¢ —

C z
est intégrable dans R? par rapport 2 la mesure bidimensionnelle d¢ A d¢ sur R2, on voit
que lorsque £ — 0, la limite du membre de gauche tend simplement vers [ fQ, tandis que la

deuxieéme intégrale fo% du membre de droite tend vers 2im f(z). O

Rappelons qu’un sous-ensemble £ C €2 d’un ouvert {2 C C est dit relativement com-
pact, ce qu’on note parfois :

E e Q,
lorsque son adhérence E dans ) reste contenue dans €.

Corollaire 3.4. [Formule de Cauchy] Pour toute fonction holomorphe f € €(RQ) et tout
disque :
D,(z0) == {z€C: |z—2| <r} €Q
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centré en un point zy € ) et relativement compact dans (), on a :
f(©)
e = [ T
8Dy (z0) ¢—=z

Démonstration. L'intégrale double dans la formule de Cauchy-Green-Pompeiu s’évanouit.
U

Comme énoncé essentiellement réciproque du théoreme, on a le :

Théoréme 3.5. Etant donné une mesure 1 sur C a support compact, I'intégrale :

1
u(z) = [ dulo)
cC—z
définit une fonction € et méme holomorphe pour z variant en dehors du support de yu.

Démonstration. Le caractere >° de cette fonction pour z ¢ supp(u) provient du fait que

la fonction de deux variables : 1

(€2) = 7=

est clairement ¢ pour ¢ € supp(u) et z € C\supp(u). De plus, puisque 1’on a évidem-

ment :
_9(_1
- 0z\( -z

lorsque z # (, I’holomorphie de u découle de théoremes classiques sur les intégrales dé-
pendant de parametres. U

Dans certaines références, on appelle transformée de Cauchy de la mesure p la fonction
u ci-dessus.

Théoreme 3.6. Sous les mémes hypothéses, dans tout sous-ouvert w C C sur lequel la
mesure (i S écrit :

() = 5 Q) dC A,

pour une certaine fonction ¢ € €*(w) avec k € N, la fonction :

we) = [ o) = 5 [ Eacnd

(—=z 21T (—z
est aussi de classe €% sur w et elle satisfait :
ou
g(z) = p(2) (Vzew),

lorsque k > 1.

Démonstration. Supposons pour commencer que w = C. Le changement de variable invo-
lutif classique des intégrales de convolution :

Cr—2z—¢

u(z) = —i /[C @d@d@

Mais comme ¢ — % est localement intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur R2,
il est autorisé de différentier sous le signe intégral jusqu’a I’ordre k£, toutes les intégrales

donne ici :
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obtenues étant alors continues. Ainsi, cette fonction u est €% sur C et sa dérivée par rapport

a7z vaut:
ou Ogo
9z 2irm / / dC A d(

[Changement de variable] = // dC A dC.
2 c (—=z

Une application du Théoreme 3.3 de Cauchy-Green-Pompeiu dans lequel on remplace f
par @ et ) par un grand disque contenant le support de ;. dans son intérieur, de telle sorte
que I’intégrale sur le bord de ce grand disque s’annule, donne alors la valeur annoncée de
cette derniere intégrale double :

Ju

oz~ 7

Ensuite, supposons que I’ouvert w C C est arbitraire. Pour tout point zy € w, on peut

choisir une fonction-plateau de classe €’* a support compact :

v € EFw)

égale a 1 dans un petit voisinage V,, C w de z,. Posons alors :

= p = S VedC AL,
1T

puis :
po = (L=1)p,
de telle sorte que u = + m, et introduisons aussi les deux transformées de Cauchy :
1 1
“ " 2ir / (—z dpn (G u(2) 24 -z #2(C);
de somme :

Uy + Uy = U.
Comme la fonction ¢ ¢ € €(C) est définie sur C tout entier, la premiere partie de la
démonstration assure que u; € € et elle offre aussi :

8u1
= Yo,
d’ou en restriction au voisinage V. :
8u1
e = @.
0z V.,

Mais comme dp(¢) s annule dans V., la fonction uy est €% pour z € V., et méme
holomorphe d’apres le Théoreme 3.5, et donc :

8u2
E2 W
z
Vao
ce qui donne immédiatement la conclusion (exercice visuel). U

Corollaire 3.7. Pour toute fonction f € €"(C) a support compact de classe €* sur C avec
1 < k < o0, il existe une fonction u € ¢*(C) solution de :

ou
oz
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Démonstration. Le Théoréme 3.6 qui précede s’applique sur 'ouvert w := C a la mesure
dp(¢) == 5= f(¢) d¢ A dC. Noter que u n’est pas forcément a support compact. O

29

Les théoremes fondamentaux qui précedent sont assez puissants et généraux pour en-
trainer aisément les résultats marquants de la théorie des fonctions a une variable complexe.

Corollaire 3.8. Toute fonction holomorphe f € O() est indéfiniment différentiable, i.e.
fee>(),don f € 0(Q) aussi.

Démonstration. 11 suffit (exercice de compréhension) d’appliquer les Théoremes 3.3 et 3.5
a des disques ouverts D C ) satisfaisant D C €. O

Des informations quantitatives plus précises sont en fait accessibles.

C

Théoreme 3.9. [Inégalités de Cauchy] Pour tout sous-ensemble compact K € ), et pour
tout voisinage ouvert :

K € Vg C Q,

il existe une suite infinie de constantes (C;)3,, telles que :
SIEJ[E ‘f(j)(zﬂ < Gy flerevie (Vi >0),

uniformément pour toute fonction holomorphe € O(Q).

Démonstration. On peut supposer, quitte a le rétrécir, que Vy est bordé par un nombre fini
de courbes de classe ¢’'. Choisissons alors une fonction-plateau ) € €>°(V) avec 1) = 1
dans un voisinage ouvert V- de K. Pour f € 0(Vk),ona:

=) =1

et donc le Théoreme 3.3 de Cauchy-Green-Pompeiu dans lequel I’intégrale de bord s’an-
nule alors donne :

£6) = 0 £6) = 5 / s -
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Mais comme ¢ = 1 dans un voisinage ouvert V5 C Vi de K, le support de g—% est

contenu dans Vg \V’, donc avec un entier j > 0 quelconque, on déduit une majoration
valable uniformément pour tout z € K et tout ( € supp ‘;—%

1 1
C—ap S [dist(K, C\V;)]" "

Apres 7 différentiations (justifiées par ce contrdle uniforme !) de la formule précédente sous
le signe d’intégration, on obtient :

F9(z) // (O d¢ N dC (VzeK)
2@7r v, (€= z)J+1 ’
donc des constantes appropriées sont par exemple :
_ gt oy 1 ‘
P 2w |02 || ey [dist(E, C\V)]T vz
ce qui termine. O

Théoréme 3.10. [Cauchy-Montel] Si une suite (f,,)S, de fonctions holomorphes f, €
O () converge uniformément, sur les compacts de Q, vers une certaine fonction-limite
continue fo, € €°(Q), alors fo € O(Q) est en fait holomorphe.

Démonstration. En appliquant les inégalités de Cauchy que nous venons d’établir aux dif-
férences f,,, — fn,, NOUs voyons que la suite des dérivées 0 f,,/0z converge elle aussi uni-
formément sur les compacts de 2. Or comme 0f,/0Z = 0, il vient par les équations de
Cauchy-Riemann réelles (exercice de révision) que Jf,/0x et 0f,/0y convergent aussi
uniformément. Donc f,, € €' et :

—afoo = lim %
0Z  n—x 0Z
ce qui conclut. U

= 0,

Théoreéme 3.11. [Stieltjes-Vitali] Si une suite (f,)22, € O(N2) a des modules :
’fn‘ g CK < 00,

uniformément bornés sur tout compact I € €, alors il existe une sous-suite (f,, 7>, =:
(gr)%2, qui converge uniformément, sur les compacts de S, vers une fonction-limite g, €

o (9).
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Démonstration. A nouveau, les inégalités de Cauchy garantissent que la suite des déri-
vées (f ), est elle aussi uniformément bornée sur les compacts de 2. Par conséquent, la
suite (f,)22, est équicontinue sur les compacts, et le Théoréme d’Ascoli ' garantit 1’exis-
tence d’une sous-suite qui converge vers une certaine fonction-limite continue, dont on se
convainc (exercice) qu’elle est en fait holomorphe. U

Corollaire 3.12. La somme de toute série entiére :

o0
E a, 2"
n=0

est holomorphe a Uintérieur de son disque de convergence.
Démonstration. La convergence est uniforme dans tout sous-disque ouvert strict. U

Théoreme 3.13. Si une fonction f est holomorphe dans un disque :
D, := {z€C: |z| < r}

de rayon r > 0, alors elle coincide avec son développement de Taylor infini au centre de
ce disque :

oo Zn
EED IRV
n=0
la convergence de la série étant uniforme et normale sur tout sous-ensemble compact K €
D,.
Démonstration. Soient deux autres rayons auxiliaires :
0<rm <ryg <o

censés etre proches de r. Grace a la formule de Cauchy, on a :
1 f(€)
f(z) = 5= / = d( (V2 <)
24 Ic|=ra (—z

Mais comme on peut développer sous forme normalement convergente (exercice de révi-
sion) :
n

1 . 2z
= E (Vl|z| <71, V(¢ =r2),
_ +1
C < n=0 g”

1. Soit (E,d) un espace métrique et soit X' C FE un sous-ensemble compact. On dit qu’une famille
Z C €°(K,C) de fonctions est relativement compacte si, de toute suite (f,,)22; de fonctions f,, € 7,
on peut extraire une sous-suite (fr, )52, =: (gr)7>; qui converge uniformément pour la norme maxg| - |,
lorsque k — oo, vers une certaine fonction-limite continue g, € ¢°(K,C). On dit que .% est compacte
si toutes les fonctions-limites possibles lui appartiennent encore. Le Théoreme d’Ascoli énonce alors que :
Une famille F C €¢°(K,C) est relativement compacte si et seulement si elle satisfait les deux conditions
suivantes :

[Précompacité] pour tout élément x € K, I’ensemble des valeurs { fl@): feZF } est relativement
compact dans C, i.e. borné;

[Equicontinuité]

Ve>0 3§ >0 (VxeKVyeK dz,y) <0 = VfeZF |f(x)ff(y)|<s).
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il suffit d’intégrer terme a terme en tenant compte de :

n!

27 Jigj=ry C"
pour conclure (exercice). O
Corollaire 3.14. [Principe d unicité] Si une fonction holomorphe f € 0 () a toutes ses
dérivées nulles :

f™M(z) =0 (VneN)

en un point zy € 2 d’un ouvert connexe ) C C, alors f est identiquement nulle dans )
tout entier.

Démonstration. Le sous-ensemble €2° des points z € €2 en lesquels toutes les dérivées de
f s’annulent, non vide par hypothese, est trivialement fermé. Mais il est aussi ouvert, grace
au théoreme de développabilité locale en série entiere. Comme §2 est connexe, 2° = 2. [J

Corollaire 3.15. Si une fonction f non identiquement nulle est holomorphe dans un disque
D, ={z € C: |z| < r}, alors il existe un unique entier k = ky > 0 et une unique fonction
g € O(2) avec g(0) # 0 tels que :

f(z) = 2" g(2).

Démonstration. Développer f en série entiere et factoriser par la puissance maximale pos-
sible de z. U

Théoreme 3.16. Si une fonction f est holomorphe dans un disque ouvert non vide :
D, (20) = {z €C: |z — 2| < 1} (r>0),
et si elle satisfait pour tout z € D,.(z) :

|f(2)] < |f(20)

Y

alors f est constante dans D,.(z).

Démonstration. On peut supposer que f(29) # 0. Puisque I’on a par la formule de Cauchy

pour tout ) < p < r:

1
2

f(z0) =

il vient apres réorganisation :

Or I’hypothese implique que la partie réelle de I’intégrande est toujours > 0, et qu’elle ne
s’annule que lorsque f(29 + pe'?) = f(20). Ceci permet de conclure. O

27
/ f(zo+,06i9) e,
0

Corollaire 3.17. [Principe du Maximum] Soit €} C C un domaine borné, et soit une
fonction holomorphe :
f e o@Q)Nne(Q)
qui est continue jusqu’au bord :
o) = Q\Q
Alors le maximum de son module est atteint sur le bord :

max‘f‘ = max|f|.
2€Q 2€0Q
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Démonstration. Si le maximum est atteint en un point intérieur zy € 2, le théoréme qui
précede implique que f est localement constante, donc constante partout puisque ) est
connexe (exercice mental), et alors le maximum est atteint partout. U

Corollaire 3.18. [Principe d’unicité au bord] Sur un domaine borné 2 € C, si deux
fonctions holomorphes continues jusqu’au bord :

fr9€ 0QnNe’(Q)
coincident au bord :

f |aQ =49 |6Q’
alors elles sont identiquement égales f = g dans Q. U

Enfin, voici un dernier rappel élémentaire.

Théoreme 3.19. [Riemann] Si une fonction est holomorphe et localement bornée au voi-
sinage d’un point zy € ) :

fe o(Q\{z0}) N L. (2),
alors elle se prolonge holomorphiquement a travers ce point.
Démonstration. Soit la fonction :

(2= 2)" f(z)  pour 2 # 2,
0 pour z = zj.

Sa dérivée en z = z; est nulle :

g(z0) = lim GG 0 ) = 0

Z—20 z — ZO Z—r20

puisque f est bornée au voisinage de z5. Comme f est holomorphe en tout point z # 2,
cette fonction g est donc C-dérivable en fout point de €). Par définition de I’holomorphie, g
est ainsi holomorphe dans ).

Par conséquent, dans un disque ouvert centré en z, elle admet un développement en
série entiere convergente :

g(’Z) :gO""gl(Z'—Z(])—i‘gg<Z—Zo)2—|—g3(z—zo)3_|_...7

dont les deux premiers coefficients gy = g(z9) = 0 et g1 = ¢'(20) = 0 s’annulent. Donc la
fonction :
9(2)

f(Z) = m :gg+g3(z—zo)+...

est bel et bien holomorphe autour de zj. U

4. Théoreéme d’approximation de Runge

Grace au Théoreme 3.13 de développabilité locale en série entiere, on voit (exercice)
que toute fonction qui est holomorphe dans un disque ouvert non vide peut étre approximée
uniformément par des polyndomes sur tout sous-disque strict. Un théoréme beaucoup plus
général est le suivant, qui se spécifie a I’approximation polynomiale lorsque {2 = C, mais
qui, dans le cas général, ‘découvre’ une caractérisation topologique nette et frappante.
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C

Théoréme 4.1. [Runge] Etant donné un ouvert Q C C et un sous-ensemble compact
K & () quelconque, les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Toute fonction qui est holomorphe :
f e 0(Vk)

dans un voisinage ouvert Vi de K peut étre approximée uniformément sur K par des
fonctions holomorphes dans <) :

Ve>0 3Fg=g. € 0(Q) max|[f(z) - g:(2)] <&
(ii) L’ouvert :
Q\K =0n ((C\K)

ne possede aucune composante connexe w qui est relativement compacte dans €2, a savoir
dont la fermeture w dans C est bornée et satisfait w C ().

(iii) Pour tout point z € Q\ K, il existe une fonction f = f, € O() telle que :
|£:(2)] > max|f.].
La condition topologique (ii) mérite d’étre éclairée.
Lemme 4.2. Le bord Ow de toute composante connexe w de Q\ K satisfait :
ow C 0NUK.
En particulier, siw = w U 0w C €, alors :
ow C K.

Démonstration. Si ( € Ow est un point quelconque, il existe une suite (z,)7°; de points
zn € w C Q\K telle que z, — ¢ pour la topologie métrique de C. Alors on a :
n—oo

¢ & O\K,

sinon, D.(¢) € Q\K pour un ¢ > 0, d’ott z, € D.(¢) pour n > N. > 1, donc z, €
D.(¢) C w, contredisant ¢ € Jw.
Ainsi,on a :

¢ € C\(Q\K) = (C\Q) UK,
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et comme il est clair que ¢ € €, il vient :
¢ e ((@QUK)NT = 00Uk,
et — darling ! — c’est tout a fait le bijou qu’il te fallait! U

Apres la démonstration du Théoreme 4.1, nous établirons que (ii) équivaut a une hypo-
these topologique exprimant en quelque sorte que :
« Chaque trou de K dans ) contient au moins un trou de €2 dans C U {oo}, »
laquelle s’exprime plus rigoureusement sur la sphére de Riemann C U {oco} comme suit.

(ii’) Pour toute composante connexe w de Q\ K, si W' est I'unique composante connexe de
((C U {oo}) \K contenant w, alors :

Ww\w # 0.

Autrement dit, on « remplit» la composante connexe w de Q\K dans (C U {oo})\ K,
et le résultat, w’ doit contenir au moins un point hors de €). Se rapporter a la figure aide a
construire une représentation mentale.

Un cas spécial unique se produira : celui d’'une composante connexe w de 2\ K qui
est non bornée et satisfait simultanément w C (2, cas spécial ot w = w{oo s’identifiera
nécessairement a la composante connexe non bornée w{oo de C\ K, ce qui forcera ) a
contenir cette composante, mais alors sur la spheére de Riemann, la composante connexe

W' = {oo}U w{oo contiendra bien un point hors de w (voir les détails dans I’ Assertion 4.8).

Dans le cas spécifique intéressant ou {2 = C, les polynomes sont denses dans 1’espace
0'(C) des fonctions holomorphe entiéres, et le théoréme de Runge devient le :

Corollaire 4.3. Toute fonction qui est holomorphe dans un voisinage d’un compact K € C
peut étre approximée uniformément sur K par des polyndmes si et seulement si I’ouvert :

C\K
est connexe. U

Démonstration. Puisque 2 = C, les composantes connexes w de Q\K et ' de C\K
coincident. L'unique composante connexe non bornée de Q\K ne compte pas, tandis

que chaque autre composante connexe w de C\ K — nécessairement bornée ! — satisfait
w C Q = C, donc constitue une obstruction a 1’approximation, d’apres 1’équivalence (i)
<~ (ii). O

Démonstration du Théoréme 4.1 de Runge. Nous allons d’abord établir les contraposées
des deux implications :

(iii)) = (ii) et (i) = ().
Supposons donc que (ii) n’est pas satisfaite, a savoir que 2\ K posséde une composante
connexe w d’adhérence compacte :

w e .

Alors nécessairement grace au Lemme 4.2 :

ow C K,
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et le principe du maximum implique pour toute fonction f € (1) :

. - < ;
(44) max | f| = max|f| < max|f|

ce qui est I’opposé (la négation) de (iii).
Ensuite, toujours en supposant 1’opposée de (ii), si, en raisonnant par I’absurde, 1’oppo-

sée de (i) n’était pas satisfaite, i.e. si (i) était vraie, pour toute fonction f holomorphe dans
un voisinage ouvert de /K, on pourrait trouver une suite de fonctions :

(Fn)pes € O(Q)

telle que f, — f uniformément sur K. Mais alors I'inégalité de contrdle du maxi-
mum (4.4) ci-dessus garantirait que f, converge aussi vers une certaine limite F' conti-
nue sur w, qui serait holomorphe dans w par le Théoreme 3.10 de Cauchy-Montel. Bien
entendu, on aurait aussi :

F’aw - f
Toutefois, comme on pourrait choisir :
f(z) ==
=) z—= Qo
avec un point quelconque zy € w, on déduirait que :
(z — Co) F(z))8 =1,
et donc par principe d’unicité au bord (Corollaire 3.18) :

(z—(()) F(z) =1,

pour tout z € w. Mais ceci est radicalement impossible pour z = (!

Maintenant, nous pouvons entamer I’implication principale (i) = (i). A cet effet, grice
au Théoreme de Hahn-Banach, il suffit d’apres les rappels de la Section 8, de montrer que
toute mesure p sur K qui est orthogonale a &/(£2), a savoir qui satisfait :

0= /Kf(z)d,u(z) (VfeO(Q),

est aussi orthogonale a toutes les fonctions qui sont holomorphes seulement dans un voisi-
nage de K :

0= / g(z) du(z) (Vg€ O(Vi)).
K

Introduisons alors la fonction convolant la mesure p avec le noyau de Cauchy :

o) = [ = aulc)

définie pour z € C\ K et holomorphe dans C\ K, d’aprés le Théoréme 3.5.

Assertion 4.5. On a p(z) = 0 dans C\(L.
Preuve. En effet, pour z € C\(2 fixé, le noyau de Cauchy :

g

(—=z
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est une fonction appartenant a &(£2), donc par hypothése d’orthogonalité L &(2), il
vient :

0= v(z) (Vz€C\Q),

ce qui aurait pu €tre considéré comme clair sans nécessité d’explicitation. U

Assertion 4.6. On a p(z) = 0 dans ['unique composante connexe non bornée de 1I’ouvert

C\K.

Précisément, cette composante connexe est celle qui contient le complémentaire d’un
grand disque fermé contenant K.

Preuve. Soit un point z € C\ K fixé avec :
> 2m .
2] Ceagé IS

Alors on peut développer en série entiere normalement convergente :

o) = [ a0 = - o [ et

et déduire I’annulation ¢(z) = 0, puisque les fonctions-mondmes  — (™ appartiennent a
O (Q2). Par prolongement analytique, ¢ = 0 dans 1’'unique composante connexe non bornée
de C\K. O

Assertion 4.7. On a p(z) = 0 dans C\ K.

Démonstration. Soit w une composante connexe quelconque de C\ K.

e SiwnN (C\Q) # 0, alors I’Assertion 4.5 et le principe du prolongement analytique
donnent ¢|,, = 0.

e Si w est non bornée, a savoir non contenue dans un disque assez grand, c’est I’ Asser-
tion 4.6 qui prend le relai pour donner aussi ¢|,, = 0.

Il reste a considérer 1’éventualité d’une composante connexe w de C\ K ne rentrant dans
aucun de ces deux cas :

wN(C\Q) =0 et w bornée.

Si w satisfaisait ces deux conditions, alors w C €2, d’ot w C Q\ K, et puisque w est
connexe, w devrait &tre une composante connexe de 2\ K. De plus, w C €2 implique :

Ow C OwlUw =w C Q = QUIHN.

Comme I’hypothese topologique (ii) est satisfaite, on ne peut avoir w C (2, i.e. on ne peut
avoir Ow C (2, d’ou en tenant compte de ce qui vient d’étre vu :

Bw N AN £ 0.

Or ceci est exclu, car un disque ouvert D.(z) de rayon € > 0 assez petit centré en point
z € Ow N 0N serait contenu dans C\ K puisque K est compact dans €2, et il contiendrait
des points de w, donc un tel disque serait en fait entierement contenu dans w, parce que w
était une composante connexe de C\ K, contredisant z € Jw.

En conclusion, toutes les composantes connexes w de C\ K rentrent dans ’'un des deux
cas ci-dessus, lieux ol 1’on sait ¢ = 0, donc ¢ = 0 partout dans C\ K. U
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Maintenant, afin d’atteindre (i), soit une fonction f € &(V) qui est holomorphe dans
un voisinage ouvert Vi de K, que I’on peut supposer, quitte a le rétrécir, bordé par un
nombre fini de courbes ¢’!. Choisissons une fonction-plateau 1) € €>°(Vy) valant 1 sur un
certain voisinage ouvert V' de K avec :

K C Vj € Vg,
donc valant 0 sur OV, avec de plus :
oY
Su — C V V/ .
PP 5 K \Vi

Grace au Théoreme 3.3 de Cauchy-Green-Pompeiu, on a pour tout z € K :

f(2) = v(2) £(2)
IERY LG / /V . OO 4 n .

2 Joy,, C—z (—=z

Alors en intervertissant de maniere Justlﬁee I’ordre d’intégration entre une intégrale simple
et une intégrale double, on obtient I’annulation :

f(z)du(z) = _( ¢)/d¢ dC Az du(2)
J, (] 2
= %n //\/K\v' (/K éduuz)ﬂo aqg(f) d¢ A dC

=—¢(¢) :‘6 dans C\K

=0,
qui montre bien que p est orthogonale a f, ce qui donne (i) grace a Hahn-Banach.

Pour terminer, vérifions que (ii) = (iii). En supposant donc (ii), soit z € Q\K et
choisissons un disque fermé D, centré en z de rayon r > 0 assez petit pour que D, (2) C
O\ K. Alors les composantes connexes de :

Q\(KuD,)

sont les mémes que celles de Q\ K, & ceci prés que le disque D, a été excisé de 1’une
d’entre elles. Ainsi, le nouveau compact K U D, vérifie encore la condition topologique
(ii). Comme on a déja établi I’équivalence avec (i), la fonction qui vaut 0 dans un petit
voisinage ouvert de K et qui vaut 1 dans un petit voisinage ouvert de D, peut donc étre
approximée uniformément sur & UID,. par des fonctions appartenant 2 ¢(Q2). Donc on peut
trouver f € O(€2) satisfaisant :

|f| < 3 dans K et |f—1] <% dans D,,
et ceci donne (iii). O

Démonstration de I’ équivalence (ii) <= (ii’). Partons de (ii). Toute composante connexe
w de Q\ K satisfait alors :

@ est non borné ou w Z €,

ces deux circonstances n’étant pas exclusives.
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Dans la deuxieéme, on a dw ¢ €2, mais comme le Lemme 4.2 a fait voir que dw C 0QQUK
et comme K C €2, il vient :

Ow N o # 0.
Soit donc un point ¢ € dw N I2. Comme dist (K, 92) > 0, il existe € > 0 assez petit pour
que :

D.(() C C\K.
Si donc ' est I'unique composante connexe de C\K qui contient w, nous obtenons
D.(¢) C ', et puisque ¢ € 02, il existe une suite de points :

w, € (C\Q) ND.(() (n>1),
avec w), — (, ce qui montre que (ii’) est satisfaite.
n—oo

Il ne reste plus qu’a examiner le cas spécial d’une composante connexe w de 2\ K qui
n’entre pas dans ce raisonnement, a savoir qui satisfait & C 2, donc doit étre non bornée.

Assertion 4.8. Alors w = w{oo coincide avec la composante connexe non bornée de C\ K.

Démonstration. En effet, soit R > max,¢ |z|. Comme w est non bornée, il existe un point
20 € wN ((C\]DR). Le Lemme 4.2 a fait voir que dw C 9QQU K, d’ot dw C K puisque

w C €, donc dw N (C\Dg) = 0, ce qui montre que :
w D C\ER

A nouveau parce que dw C K, cette composante connexe w doit contenir la composante
connexe non bornée w{oo de C\ K, et comme 1’inclusion w C wioo est triviale, nous obte-

. Y
nons bien w = WA o U

Comme anticipé dans les commentaires explicatifs qui suivaient I’énoncé du Théo-
réme 4.1 de Runge, puisque w’ := {oo} U w, est la composante connexe de {co} dans
((C U {oo})\K , le point {oo} € w'\w montre que (ii’) est satisfaite y compris dans ce cas
spécial.

La réciproque (ii’) = (ii) est implicite dans les raisonnement qui précedent (exercice).

O

Le Théoreme de Runge justifie I’introduction d’un concept qui va s’avérer €tre absolu-
ment central dans la théorie des fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes.

Définition 4.9. Dans un domaine {2 C C, étant donné un compact arbitraire K & (2,
I’enveloppe holomorphe de K est le sous-ensemble :

[A(@(Q) = {zEQ: {f(z)| < m£x|f\ pour toute [ € ﬁ’(Q)},

qui contient K. Cette définition s’applique aussi a un sous-ensemble arbitraire £/ C 2. On
abrege souvent K ou E.

Comme 0'(2) C €°(), de telles enveloppes K ou E sont toujours fermées dans 2. De
plus, la compacité est préservée a cause du lemme suivant, propriété qui ne sera absolument
plus satisfaite dans certains domaines {2 C C™ avec n > 2.

Lemme 4.10. L’enveloppe de tout compact K & () reste a distance > 0 du bord :
0 < dist (K, C\Q) = dist (Ks(), C\Q).
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Démonstration. Comme K C K , 11 suffit d’établir I'inégalité ‘< .
Pour tout ¢ € C\2 quelconque fixé, on a:

dist (K, C\Q) < min |z — (.

Clairement, la fonction z —— ﬁ} q est holomorphe dans 2. Si donc w € K o(0) est un
point quelconque, cette fonction permet d’estimer :
LN
lw—¢| =K 2 = (]
B 1
min |2 — ¢
1

< - -
S dist(K, C\Q)’

d’oul par inversion :

dist(K,C\Q2) < |w — (| (V¢eC\Q, VweK),
ce qui prouve I'inégalité ‘< . U
Corollaire 4.11. L’enveloppe K de tout compact K € ) est aussi compacte. U

En choisissant f(z) = e** pour des constantes a € C, on voit aussi (exercice) que :

}?ﬁ(g) C enveloppe convexede K.

De plus, on se convainc aisément que :

-~
~ ~

K = K.

Ainsi, pour tout compact i C (2, son enveloppe holomorphe IA(ﬁ(Q) est un sous-
ensemble compact contenant K qui vérifie les hypotheéses du théoreme d’approximation
de Runge.

Un corollaire du Théoreme 4.1 de Runge mérite d’étre mis en exergue.

Proposition 4.12. L’enveloppe d’un compact K &€ ) vaut :
(4.13) Koo = KU U w.

wC K

composante connexe
avecw €2

Démonstration. Soit un ouvert connexe w C Q\K avec w € €2, d’ot Ow C K. Le principe
du maximum appliqué sur @ a toute fonction f € (1) :

= <
max |f| = max|f| < max|f],

montre facilement que tout point 2 € w est dans K o(Q)-
Ainsi : R
K 6(Q) O KU U w .

wC K
composante connexe
avecw €2

N

7
Or ce K’ est fermé et contenu dans le compact K o(q)» donc il est compact.
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De plus per definitionem, Q\ K’ n’a plus aucune composante connexe relativement com-
pacte dans €2. Nous pouvons donc appliquer le Théoreme 4.1 de Runge (iii), qui, pour tout
z € Q\K', fournit alors une fonction f € €({2) satisfaisant :

[f(2)] > max|f| > max]|f],

d’ou z & K , ce qui donne Q\ K’ C Q\IA( , & savoir I’inclusion inverse conclusive K’ D
K. O

Des arguments purement topologiques permettent aussi retrouver la compacité de 1’en-
veloppe d’un compact.

Théoreme 4.14. Soit E un sous-ensemble quelconque d’un domaine ) C C. Alors les
deux propriétés suivantes sont satisfaites par son enveloppe holomorphe I/ = Egq) :

(i) £ est fermé —> E est fermé ;
(ii) £ est compact —> E est compact.

Démonstration. (i) Soient C; toutes les composantes connexes de Q\ £, pour j € .J variant
dans un certain ensemble d’indices. Puisque 2\ E' est ouvert, elles sont ouvertes. Si donc
on introduit le sous-ensemble d’indices :
Jo 1= {j eJ: Uj CRY compacte},
ou la fermeture est prise dans €2, on a par (4.13) :
NE= ] ¢
JjEINJe
Clairement, cette réunion d’ouverts est un ouvert, donc E est bien fermé dans Q.
(ii) On peut supposer que E # (). Soit V = Vg un voisinage ouvert de E :

EcCV,

de fermeture V C ) compacte, et introduisons 2 nouveau les composantes connexes ou-
vertes C; de Q\E, avec j € J.

Assertion 4.15. Chaque C; intersecte V.

Preuve. Sinon, sil’'une d’entre elle, disons C,, était enticrement contenue dans Q\V, alors
on aurait en prenant son adhérence :

C, C Q\V C Q\E.
Mais souvenons-nous (Exercice 2) que I’adhérence d’un ensemble connexe dans un espace
topologique quelconque est toujours connexe. Ainsi, C';; O C}, est aussi connexe. Mais
puisque C}, est une composante connexe de 2\ E, cette inclusion C';, C Q\ £ impliquerait
que C,, = C},, donc Cj, = C}, = €2 a cause de la connexité de (2, en contradiction avec la

Jo>

supposition F # (). O
Assertion 4.16. Seulement un nombre fini de C; intersectent OV.
Preuve. En effet, le bord :
OV C O\E = UJ of
j€

est compact et il est recouvert par les ouverts disjoints C;, donc via Borel-Lebesgue un
recouvrement fini existe sans extraction. U
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Nous pouvons maintenant achever la démonstration de (ii). Nous savons que :
E=EuUl]qy,
JjeJe
mais dans cette réunion infinie, la compacité pourrait étre perdue !
Introduisons alors :
Cipyooinnn , Cj (15 -oer dim € Je)
les composantes, en nombre fini, qui a la fois intersectent 0V et sont relativement com-

pactes. Grace aux deux assertions qui précedent, toutes les autres composantes relativement
compactes :

C; avec jeJ.et j# i, .. 0m,
sont alors nécessairement entierement contenues dans V — la est le point-clé de I’argu-

ment !
En effet, le compact V enferme alors ces composantes en nombre éventuellement infini :

E=E|Jc¢
Jj€Je
-eJa U o
JjEJc jE€Jc
c;cv C;NOV#D

ceUvUc,u---ug;,

cV|JC,u---udy,,
donc F est compact. U

Définition 4.17. Un compact K & €2 d’un domaine 2 C C est dit holomorphiquement
convexe lorsque :

Koo = K.

Grace a de tels remplissages topologiques qui rendent holomorphiquement convexes les
compacts, on peut démontrer I’énoncé suivant, tres utile aussi dans la théorie des surfaces
de Riemann.

Théoreme 4.18. [Exhaustion par des compacts holomorphiquement convexes] Dans
tout ouvert ) C C, il existe une suite (K;)32, de sous-ensembles compacts K; C ()
satisfaisant :

) K; = f{;pour toutj > 1;

(i) K; C Int Ky pourtout j > 1;

(iii) U;’il K; =qQ.

Démonstration. Pour tout entier j > 1, introduisons les sous-ensembles de (2 :
K= {z€Q: |z| <j et dist(z, C\Q) > %}

Ils sont compacts, emboités K} C Int K7, et remplissent 2 = U K; — mais ils ne sont
pas nécessairement holomorphiquement convexes !
Posons alors :
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et supposons par récurrence sur un entier j > 1 que K;,..., K; avec K3 D K1, ..., K; D
K ont déja été construits tels qu’il satisfont toutes les conditions voulues, notamment

K;=K;pourl <Il<j.
Choisissons ensuite n’importe quel compact L;;; C €2 satisfaisant :
Kj U Kj/<+1 C Int Lj+1,
et prenons son enveloppe :
Kjp = Lj1.
Alors K est un compact grace au Théoréme 4.14 qui précede, et il est per definitionem
holomorphiquement convexe.

De plus :
IntKj+1 = IntI//j:1 D) IntLj+1 D) Kj.
Enfin, la suite complete (K;)52, remplit €2, puisque K; O K. O

5. Théoreme de Mittag-Leffler

Avant toute chose, rappelons le concept classique de fonction méromorphe dans un ou-
vert (2 C C.

Définition 5.1. Une function F': @ — C U {oo} est dite méromorphe s’il existe un sous-
ensemble discret D C () (éventuellement vide) tel que :

(1) sarestriction au complémentaire /' |Q\ p est holomorphe dans 2\ D (donc a valeurs € C
finies) ;

(2) F(p) = oo en tout tout point (pdle) p € D;

(3) dans un voisinage ouvert w, C (2 assez petit de tout point p € D avec {p} = w, N D,
la fonction F'(z) # 0 ne s’annule pas et la fonction « inverse » :

ﬁ Si EAS wp\{p}7
z — )
0 si z = p,

est holomorphe dans w, (et non nulle dans w,\{p}).

Autrement dit, une fonction est méromorphe si elle est localement holomorphe ou loca-
lement égale a I’inverse d’une fonction holomorphe non identiquement nulle.

En particulier, les quotients % =: F(z) de deux fonctions holomorphes f,g € ()
avec ¢g(z) # 0 non identiquement nulle dans chaque composante connexe de €2, sont des
fonctions méromorphes.

L’ensemble des fonctions méromorphes sera noté :
A(Q) D O(Q).
Quand €2 est connexe, €(€2) est un anneau integre, et .# (£2) est un corps (exercice de
révision).

Maintenant, nous allons présenter une définition plus élaborée du concept de fonction
méromorphe, qui sera en fait équivalente a la notion classique. Cette nouvelle définition est
inspirée de la théorie des faisceaux, et elle se généralisera mieux aux fonctions holomorphes
de plusieurs variables.
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Commencgons par introduire la notion de germe ponctuel de fonction holomorphe. En
tout point z € C, soit &, I’ensemble des fonctions holomorphes f définies dans un voisi-
nage ouvert Uy > z non vide de z quotienté par la relation d’équivalence :

[~y
si f = g dans un certain sous-ouvert non vide :
z eV cUrnu,.

Autrement dit, on considere les fonctions holomorphes pres de z, dans des voisinage arbi-
trairement petits.

Lorsque f est holomorphe dans un ouvert w 3 z contenant un point z, on note f, la
classe d’équivalence de f dans &, souvent appelée germe de f en z. Il est clair que O, est
un anneau integre, de telle sorte qu’on peut former son corps des fractions :

M, = Frac O,.
Définition 5.2. Dans un ouvert 2 C C, une fonction méromorphe f est une application :

o: Q — U%z,
z€Q

telle que p(z) € 4, quel que soit z € (2, et telle que, autour de tout point 2, € €2, il existe
un voisinage ouvert connexe wy > 2y et deux fonctions holomorphes :

fr9 € Ow) avec 9z # 0

telles que :

I
90<Z) - — (Vz €Ewo).

z

L’ensemble des fonctions méromorphes dans €2 est noté .Z (£2).

En particulier, si une fonction f € &'(2) est holomorphe dans €2, ’application z — f,
est une fonction méromorphe en ce sens. De plus, puisque des fonctions holomorphes dif-
férentes conduisent ainsi a des fonctions méromorphes différentes, nous pouvons identifier
O (2) a un sous-ensemble de .Z(2). 1l est pratique d’utiliser aussi la notation ¢, = ZI—j
pour désigner le germe en z d’une fonction méromorphe, et de noter .#, 1’ensemble des
germes en z de fonctions méromorphes.

L’ensemble des fonctions méromorphes dans un domaine €2 C C constitue un anneau
integre au sein duquel tout élément qui ne s’annule pas identiquement posseéde un inverse
(exercice).

Lemme 5.3. A tout germe ., € ., de fonction méromorphe en un point z, € C, il est
possible d’assigner une valeur bien définie unique :

0z (20) € CU{o0}.

Démonstration. Choisissons deux fonctions holomorphes f,g € 0'(w,) définies dans un
ouvert wy > 2 telles que ¢,, = ;%3'

Si f = 0 pres de zg, on pose ¢, (29) := 0.

Si f # 0 pres de zp, sachant que g # 0 aussi, on factorise :

f(z) = (2= 2)" f1(2) et 9(2) = (= 20)" 0(2),
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avec deux entiers maximaux n, m > 0, et avec deux fonctions f;, g; holomorphes pres de

zp ne s’annulant pas en zy. On se convainc (exercice) que n — m et que % dépendent

seulement du germe (., et non du choix de f, g. Donc on peut définir la valeur :

00 lorsque n < m,
f1(20)
20 (20) = lorsque n = m,
#o(20) 91(%0) a
0 lorsque n > m,
qui appartient bien a C U {oo}. O

Assertion 5.4. La deuxieme Définition 5.2 est équivalente a la premiére Définition 5.1.

Démonstration. Grace au Lemme 5.3, pour toute fonction méromorphe ¢ € .Z (£2) au sens
de la deuxieme Définition 5.2, nous obtenons une application :

z — p,(2) € CU{o0}

qui est a valeurs finies € C en tout point du complémentaire du sous-ensemble discret D C
Q2 ol p.(z) = oo, donc holomorphe dans 2\ D. Mais alors en revenant aux factorisations
qui précédent, 1 est holomorphe au voisinage des points de D, si on convient que - = 0.
. ® ) ‘ . T s

Réciproquement, lorsqu’on a une fonction méromorphe au sens classique de la Défi-
nition 5.1, a savoir une fonction F' € ¢(§2\ D) holomorphe en dehors d’un certain sous-
ensemble discret D = Dy C () telle que % est holomorphe au voisinage des points de D,
on peut lui associer :

F, lorsque z & D,
(102 = 1
1
(%),
qui est une fonction méromorphe au sens de la Définition 5.2, et qui satisfait ¢.(z) = F(z)
en tout point z € (). O

lorsque z € D,

En définitive, les deux définitions de fonction méromorphe s’accordent, et on peut tra-
vailler avec I’une ou avec I’autre.

Théoreéme 5.5. Si une fonction F' est méromorphe dans un voisinage d’un point z, € C,
alors :

F(z) =Y (z_“—’;oyc +G(2),

pour certaines constantes ay, . . .,a; € C, ax # 0, et une certaine fonction G holomorphe
pres de 2y, déterminées de maniere unique, non toutes nulles si et seulement si F,, # 0. [

Lorsque K = 0, la somme de fractions n’existe pas, ce qui correspond au cas ou F' =
est holomorphe pres de zj.

Corollaire 5.6. Lorsque F., # 0, la fonction méromorphe locale F' se représente aussi
sous la forme :

F(z) = (2= 2)"G(2),
avec G € O,, holomorphe prés de z telle que G(zy) # 0, et avec un entier X € 7,
déterminés de maniere unique. U
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Bien entendu, lorsque K > —1, on dit que F' a un pdle d’ordre K en zj, et lorsque K > 1,
qu’elle a un zéro d’ordre K.

Les fonctions méromorphes d’une variable complexe jouissent de deux représentations :
I’une, additive, due a Mittag-Leffler, et I’autre, multiplicative, due a Weierstrass. Les dé-
monstrations qui suivront sont des illustrations de techniques centrales dans la théorie des
fonctions de plusieurs variables complexes.

Théoreme 5.7. [de Mittag-Leffler] Pour toute suite discréte de points distincts (z;)32,
d’un domaine ) C C, et toute suite (f;)52, de fonctions méromorphes locales définies

dans des voisinages des z; :

Ak
E N
fi(z) = Z m + reste holomorphe (2 pres de z;),
ijKj J
il existe une fonction méromorphe globale :

f e #(Q)no(Q\U{z})

holomorphe en dehors des z; telle que f — f; est holomorphe dans un voisinage de z; pour
tout j = 1.

Démonstration. On peut supposer que les restes holomorphes locaux sont nuls, de telle
sorte que les f; sont des parties principales rationnelles pures, et elles sont alors définies
dans C D (2 tout entier, ce qui va étre exploité.

Nous allons chercher f sous la forme d’une série :

o
Fz) =" (£i(z) = g;(2)),
j=1
avec des termes correctifs holomorphes g; € €/(2) globalement définis dans €2 et suffisam-
ment proches en un certain sens des f; pour qu’il y ait convergence normale.

A cette fin, choisissons une suite croissante de compacts ; C € holomorphiquement
convexes K ; = K qui remplissent, comme au Théoreme 4.18, 2 = U K. Gréce au fait
que la suite (z;)32, est discrete, I'Exercice 3 propose d’établir qu’on peut supposer de
sucroit que les K; n’absorbent pas trop vite les points z; :

2, € K (Vk>j>1).
En particulier, I'unique pdle z; de f; n’appartient pas a K, ce qui veut dire que f; est
holomorphe dans un certain voisinage ouvert de K.
Comme K; = Kj, le Théoréme 4.1 de Runge nous fournit alors des fonctions approxi-
mantes globales g; € 0(12) telles que :

max [ f(2) = g;(2)| < 3 (4521).

Fixons maintenant k > 1. Pour j > k, les f; n’ont pas de pdle sur K. Grace a la finesse
de I’approximation en %, la série de fonctions holomorphes :

> (5 = 952) e,

j=k
converge alors, grace au Théoreme 3.10 de Cauchy-Montel, vers une fonction holomorphe
sur Int K.
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Puisque I’entier k£ > 1 était quelconque, ceci montre bien que la série définissant f(z)
constitue une fonction méromorphe globale sur 2 = Uy Int K, et le fait que f — f; est
holomorphe au voisinage de chaque z; est satisfait par construction. U

Le caractere « additif» de ce théoréme est justifié par I’Exercice 4, qui ré-exprime le
résultat dans un langage inspiré de la théorie des faisceaux.

Une autre version du méme énoncé, vue dans le prisme de Hormander via la résolution
de I’équation 0, est la suivante.

Théoreme 5.8. [Résolubilité du 0 en dimension 1] Pour toute fonction f € €>°(Q) lisse
dans un ouvert Q) C C, il existe une solution u € €>°()) a I’équation :

ou f
oz 7
Notons que u ne peut étre unique : pour toute fonction holomorphe g € /(£2), la fonc-
tion u + g est encore solution, et c’est d’ailleurs la solution générale.

Démonstration. Soit une suite (K;)32, croissante de compacts K; C Int K1, € © ho-

lomorphiquement convexes K; = K qui remplissent {2 = U K. Pour tout j > 1, soit
Y; € €2°(€2) une fonction-plateau telle que :

r(/}-]‘K] = 1 et ¢j‘Q\|ntKj+1 =
On pose p; := 1y, puis, pour tout j > 2 :

@j = ;= Yj-1.
Alors ¢; = 0 en tout point de /&;_; ainsi qu’en tout point hors de Int K, et de plus
37 »; = 1 partout dans €.
Grace au Corollaire 3.7, puisque les fonctions ; f sont a support compact, nous pou-

vons trouver des fonctions u; € €°°(C) telles que :

ou,

8_; = f (Vj=1).
Ceci implique en particulier que u; est holomorphe en tout point de K;_;.

—

Ensuite, puisque K;_; = Kj;_;, le Théoréme 4.1 de Runge fournit des fonctions holo-
morphes v; € 0(12) telles que :

1

m_a>1<|uj—vj‘ < TR

Kj_

Alors la somme infinie :
o

= Z (u; —vj)
j=1
est uniformément convergente sur tout compact de 2.
Or pour un entier fixé £ > 1, la somme tronquée :

Z (Uj - Uj)

j=k+1

est constituée de termes qui sont tous holomorphes dans 'intérieur de K. Comme il y
a convergence uniforme, le Théoreme 3.10 de Cauchy-Montel montre que cette somme
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définit alors une fonction holomorphe dans Int K, qui plus est indéfiniment dérivable terme
a terme d’apres I’Exercice 1.

Or les k premiers termes Zle sont €°°, donc u € €*°(Int K}), puis u € €>°(2) car
I’entier k était quelconque.

Enfin, comme cette série peut étre dérivée terme a terme, nous obtenons :

0 = [ Ou; -
F->(F0)=Swr-1
Jj= Jj=

ce qui conclut. U

Grace a ce théoreme, nous pouvons énoncer une version « faisceautique » renforcée du
Théoreme 5.7 de Mittag-Leffler.

Théoreme 5.9. Soit @ = U Q; une réunion d’ouverts ); C C, et soit une famille de
fonctions holomorphes indexées par deux entiers :

gk € ﬁ(Qj ﬂQk) (V4 k>1),
satisfaisant dans les intersections de leurs domaines :
(5.10) gik = — Gkj et gik + g+ g;; = 0
pour tous j, k,1 > 1. Alors il existe des fonctions holomorphes g; € O(S;) telles que :
(5.11) 9ik = Gk — 9j
dans Q; Ny, pour tous j, k > 1.

Démonstration. Choisissons une partition de 1’unité subordonnée au recouvrement {€2;},
a savoir une suite de fonctions :

¢v € €°(,) w>1),

chacunes lisses a support compact dans un certain ouvert €2; telles que sur tout compact
K C (2, seul un nombre fini de ¢, ne sont pas identiquement nulles, et telles que :

9]
E Y, = 1 (partout dans 2).
v=1

Assertion 5.12. Pour tout v > 1 et tout k > 1, la fonction :
b Gi,k € € (Qiu N Qk)

prolongée par 0 dans 0 \S);, devient une fonction € €>°(Qy,).
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Démonstration. 1l est naturel de prolonger ¢, par 0 hors de €2; , d’out p, € €°°(2), et ceci

conduit en effet au prolongement :
0u(2) gik(2) lorsque z € €;, Ny,
0 lorsque z € 4\,

Au voisinage d’un point z € €2; N (Y, le caractere € est clair. Au voisinage d’un point
z € Q\;,, la fonction ¢, prolongée a I’avance s’annule identiquement, donc le caractere
> est encore plus clair! O

Pour tout £ > 1, introduisons alors la fonction définie sur €2, :

hy, = Z v i k-
v=1

Comme la somme est localement finie prés de tout point z € €2y, on a hy, € €(S2y).
Ensuite, grace a I’hypothese gi;, + ¢i,; + g;x = 0, la différence entre deux telles fonc-

tions :
hy —h; = Z e (Givk — Gii) = Z v Gjk = Gk

est holomorphe dans §2; N €. Ceci implique que :
Ohy  Oh;
oz 0z
Par conséquent, ces différentes fonctions lisses se recollent en une fonction globale v €
¢ () satisfaisant pour tout k > 1:

(dans ©; N Q).

Y = % (dans 1)
Gréce au Théoréme 5.8, nous pouvons trouver une solution u € € (2) de I’équation :
Ju
==
qui nous permet de corriger les fonctions iy de maniere a les rendre holomorphes :
e = hi +u (k>1).

Pour conclure, on vérifie aisément que ces fonctions holomorphes g, € (2;) satisfont
effectivement g, — g; = gji. U

6. Théoreme de Weierstrass

Dans tout domaine €2 C C, on peut construire des fonctions méromorphes a zéros et
poOles prescrits arbitrairement, pourvu seulement que les seuls points d’accumulation pos-
sibles dans C se trouvent sur 0f2.

Théoréme 6.1. [de Weierstrass] Pour toute suite discrete (2;)32, de points distincts dans
un domaine (2 C C affectés de multiplicités entiéres quelconques n; € Z, il existe une
fonction méromorphe globale f € # (X)) telle que :

e f est holomorphe et # 0 sur Q\ U {z;}32,;

o f(2) (2 — z;)™™ est holomorphe et # 0 au voisinage de z;, pour tout j > 1.
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Démonstration. Comme dans les preuves qui précedent, soit une suite (K j)}";l de compacts

holomorphiquement convexes /. ;= K;deQ=UK;telsque K; C Int K.

Nous allons construire successivement des fonctions rationnelles f;(z) = g((z)) quo-

tients de polyndmes qui ont exactement les z€ros et les poles souhaités sur K; (et peut-Etre
d’autres zéros et poles dans {2\ K), ainsi que des fonctions holomorphes « correctrices »
g; € O(Q) satisfaisant pour tout j > 1:

fj+1 g5 __ .
(6.2) m}SX 7€ 1| < ¢y,
pour une suite de £; de somme finie ) | ¢; < oo, par exemple €, := 5-. On notera que 1 Jf’;l

est holomorphe dans un voisinage ouvert de K.
Une fois que cela aura été effectué, le produit infini :

o0
Al e
J
j=1

convergera et définira une fonction méromorphe f € .#(£2) satisfaisant les conditions
requises, parce que, pour tout k£ > 1 fixé, le produit-reste || >k convergera normalement

dans Int K} grace a ) >k € < 00 vers une fonction holomorphe puisque les ! Jf“ n’ont
plus de poles, tandis que les (k — 1) premiers termes :
k—1
AI] Ben = g
=1 7
auront manifestement les pdles et zéros adéquats sur K.
Pour réaliser (6.2), raisonnons par récurrence en supposant fi,..., f; et gi,..., g1
déja construites. Soit h; 1 = S]Ll ((Z)) un quotient de polyndmes qui possede exactement les
J

z€ros et les poles voulus en tout point de K1, et rien d’autre. Alors le quotient de fractions

rationnelles :
P T )™
i

v
fini

a un certain nombre fini de zéros et de pdles w, de multiplicités m, € Z qui sont tous situés
dans Q\ K.

Assertion 6.3. Pour tout v, il existe un point auxiliaire w), situé dans Q\ K11 qui se trouve
dans la méme composante connexe de Q\ K que w,.

Preuve. On peut supposer que w, € K;1\K;. Comme K ; = Kj, aucune composante
connexe de Q\ K ; n’est relativement compacte dans 2. Il existe donc, pour tout v, une
courbe continue v, : [0, 1] — QU 0Q avec :

([0, 1)) € DK,
qui joint le point v, (0) = w, a certain un point du bord 7, (1) € 0. Puisque K;,; € Q
est compact, le long de cette courbe, on peut donc trouver un point :
= () € NKj @at, €]o,1)).

La connexité de la courbe-image 7,,([(), 1[) garantit que w!, se trouve effectivement dans la
méme composante connexe de Q\ K; que w,. U
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Alors la fonction rationnelle :

Jiv1 = hjn H (Z - wI//)_mu

v
fini

possede les z€éros et les poles adéquats sur /1. De plus le logarithme :

Iog<%i)z)) — logc+ EV: m, Iog(z — Zj,)

v

peut étre défini comme une fonction holomorphe dans un voisinage ouvert de K, puisque
w, et w,, sont dans la méme composante connexe de {2\ K;, voir I’Exercice 6. En appliquant
alors le Théoreme 4.1 de Runge, il existe une fonction holomorphe globale g; € 0(12) telle
que :

fi+1 )
i T 95

n}gx‘log < log (1 +¢;),

ce qui conclut (6.2). U

Corollaire 6.4. Toute fonction méromorphe h € .# () dans un domaine Q2 C C s’écrit
comme quotient h = g de deux fonctions holomorphes globales f,g € O(Q).

Démonstration. Soient z1, zo,--- € {2 les pdles de h d’ordres ny,ny,--- > 1. Le Théo-
réme 6.1 de Weierstrass fournit une fonction holomorphe g € (1) ayant des zéros
d’ordres ny,ng, ... ences points 21, 2, . . . et # 0 partout ailleurs. Alors le produit b g =: f
n’a plus de poles, il est holomorphe dans (2. U

7. Domaines d’holomorphie en dimension 1

Une application importante du Théoréme de Weierstrass montre, dans la terminologie
de la théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, que tout domaine €2 C C est
un domaine d’holomorphie, au sens suivant.

Théoreme 7.1. Dans tout domaine ) C C il existe une fonction holomorphe j/c\ € 0(Q)
qui ne peut étre prolongée ni holomorphiquement, ni méromorphiquement, a un ouvert plus
grand.

Plus précisément, pour tout disque D,(2) centré en un point zy € Q de rayon r > 0,
si une fonction méromorphe g € M (DT(ZO)) coincide avec fprés de zy, alors nécessaire-
ment D,(zp) C .

Démonstration. Numérotons tous les points de 2 N (Q + ¢ Q) a coordonnées rationnelles
comme une suite (2;)32, telle que chaque point apparaisse répété un nombre infini de fois,
et posons :
r; = dist (z;, C\Q).

Choisissons ensuite une suite croissante de compacts K; C K quelconque telle que
Q) = U Kj, et indexée par le méme entier j que (z;)52,. Alors les z; re-visitent chacun de
ces compacts une infinité de fois.

Mais comme K; € €2, nous pouvons pour tout j > 1 choisir un autre point w; € Q\ K
tel que :

‘U}j — Zjl < T;.

Alors comme w; ¢ Kj, et comme U; K; = €, la suite (w;)32; ne peut avoir de point

d’accumulation dans €, i.e. est nécessairement discrete dans €2, tout a I’opposé de (z;)32, !
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Le Théoreme 6.1 de Weierstrass s’ applique donc et fournit une fonction f € 0(Q) ayant
tous les points de la suite (w;)32; comme zéros d’ordre 1, avec f # 0 ailleurs.
Soit maintenant @ € Q N (Q + ¢ Q) un point a coordonnées rationnelles, et soit r :=
dist (a, C\Q2) > 0. Puisque z; = a pour une infinité d’entiers 7, le disque :
D,(a) = {weC: |[w—a|<r}

contient aussi une infinité de points w; — exercice non nécessaire pour terminer 1’argu-
ment : les points d’accumulation de ces w; appartiennent tous a 92 N ID,.(z).

Alors f ne peut pas étre prolongée holomorphiquement ou méromorphiquement dans
un disque ouvert contenant ID,.(a), sinon, a cause du principe des zéros isolés, son prolon-
gement serait identiquement nul. U

8. Théoreme de représentation de Riesz, Théoreme de Hahn-Banach

Dans la démonstration du Théoreme de Runge, on a considéré un ouvert {2 C C et un
sous-ensemble compact K & (). Pour établir I'implication principale
i) = @),
on a affirmé :

Grace au Théoréme de Hahn-Banach, il suffit de montrer que toute mesure u sur K qui est
orthogonale a £ (Q2), a savoir qui satisfait :

0= /f(z)du(z) vV feow),

est aussi orthogonale a toutes les fonctions qui sont holomorphes seulement dans un voisinage
de K.

Les paragraphes qui suivent sont destinés a fournir des explications et a justifier cette
affirmation.

Notation 8.1. Etant donné un sous-ensemble fermé F' C C, on note :
O(F)
I’anneau des fonctions qui sont holomorphes dans un voisinage de F'.

Plus précisément, un élément f € &(F') est la donnée d’un certain voisinage ouvert
(parfois tres resserré) :

FcVy,cC

et d’une fonction holomorphe f € &' (V). L’addition et la multiplication de deux éléments
f,g € O(F) doit alors tenir compte du fait que les domaines de définition ne coincident
pas forcément, et il suffit en fait de tout restreindre aux intersections de domaines :

f+g:= flVfﬂVg +g‘VgﬁVf et rg = f‘meV9g|Vgan.

Alors en partant d’un compact K C €2 C C, les morphismes de restriction donnent les
inclusions inverses :

o), c OK)|, c €°(K).

On munit ces trois espaces de la norme du supremum sur K :

[ Flloge) = max|f(2)].
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Observation. La propriété (i) d’ approximation dans le Théoreme de Runge équivaut alors
ace que :

Q)| > O(K)|,
la fermeture étant prise pour cette norme.

Or le dual de I’espace des fonctions continues sur un espace topologique localement
compact est connu : il consiste en les mesures, d’apres le :

Théoreme de représentation de Riesz. Sur un espace localement compact séparé (Haus-
dorff) X, toute fonctionnelle linéaire complexe :

L: CKCO(X) — C

qui est continue (bounded) :

IL(f)]
Ll = LAl
UL = sup =™ < oo

peut étre représentée comme intégrale contre une certaine mesure de Borel complexe
unique | définie sur X :

L(f) = / fdu (V f €9(X)).
X
De plus, la norme de L est la variation totale de |1 :
12 = [l (X). O

Dans notre contexte ou K & 2 C C, les fonctionnelles linéaires complexes continues
sur I’espace de Banach (= espace vectoriel normé complet) :

(°(K). 1-

%Ou«))

sont donc représentées par des mesures sur /K :

frs [ 1@ o)
K
Puisque donc nous souhaitons obtenir :

o), > O(K)|y,
il suffit d’appliquer le Théoréme de Hahn-Banach, sous la version suivante > :

Théoreéme. Dans un espace vectoriel complexe normé :

(E, |- [&),
on suppose donnés deux sous-espaces linéaires :
G CF CUL.
Alors : B
G D F,

2. Voir par exemple pages 129-130 du livre : W. RUDIN, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 3™
Ed., 1986, xiv+416 pp.

3. Voir par exemple page 107 du méme livre : W. RUDIN, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill,
34 Ed., 1986, xiv+416 pp-
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si et seulement si, pour toute fonctionnelle linéaire continue sur E :
L E-—C ILI < oo,

ona:

Il
)
U

L} c =0 = L‘ P
Ici, la correspondance entre les espaces s’écrit :

G ¢ F C FE
| | I
0|k O(K)|k ¢O(K)

9. Lemme de Schwarz

L’énoncé et la preuve du Lemme de Schwarz sont simples, mais les conséquences sont
tres nombreuses dans la théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, puisqu’il
permet de contrdler la croissance et les dérivées d’une fonction en connaissant seulement
une borne supérieure sur son image.

Lemme 9.1. [de Schwarz normalisé] Soit une fonction holomorphe f: D — D du disque
unité a valeurs dans lui-méme qui satisfait f(0) = 0. Alors :

() |f(2)| < |z| pour tout = € D;

(ii) si en un point non nul zy € D\{0} on a | f(z0)| = |20
f(z) = €% 2 est une rotation.

, alors il existe 0 € R tel que

(iii) on a toujours | I (0)| < 1, avec égalité seulement lorsque f est une rotation.

Démonstration. Développons f en série entiere convergeant dans D :

f(z) =ay+arz+agz*+--- (ak:f(k,j!m)).

Puisque f(0) = 0,onaag =0, d ol @ est holomorphe dans I (singularité éliminable).

En tout point z € 0D, (0) d’un cercle de rayon 0 < r < 1 centré en 0, on a grice a
I’hypothése |f(z)] < 1:
£ (2)]

2]

‘ 1)

1
< -
r

. . . s f(2) s C .
Du principe du maximum appliqué a ==, on déduit que cette inégalité est vraie pour tout

|z| < r. En faisant tendre r — 1, on obtient (i).
Pour (ji), on voit que | @| atteint son maximum en le point intérieur z, € D\{0}, donc
f(2) = cz pour une certaine constante ¢ € C, nécessairement de module |¢| = 1 puisque

| f(20)] = |20]-

Enfin, pour (iii), la fonction g(z) := @ satisfait |g(z)| < 1 partout dans D, et de plus
évidemment :
: — f(0
z—0 z
Donc si |f/(0)] = 1, on a [g(0)| = 1, et & nouveau grice au principe du maximum, g est
constante, ce qui implique f(z) = ¢z avec |¢| = 1. O

La forme la plus générale du Lemme de Schwarz (i), bien qu’essentiellement équiva-
lente par transformation conforme, est la suivante.
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Cuw

020

z €Dy weD °

Lemme 9.2. [de Schwarz généralisé] Sur le disque D, = {z € C: |z| < r} de rayon
r > 0, si une fonction holomorphe f € O (D,.) s’annule en un point zy € D, et est bornée :

f(z0) =0 et 1f(2)] < M < o0 (VzeDy),
alors elle satisfait :
|z — 2|
|f(2)] < M.r.m (V2€D,).

A partir d’un contrdle sur la norme supérieure, on obtient I’information que la croissance
est linéaire.

Démonstration. Pour se ramener a la situation normalisée, il convient d’utiliser 1’applica-
tion :
zZ— 20
Z = T- - = =. w,
r? —Zp%
holomorphe pour z € D, puisque son dénominateur ne peut s’annuler, qui envoie le point
29 € D, sur I'origine 0 € D = D; du disque unité, et qui établit méme un biholomor-
phisme — application holomorphe bijective dont I’inverse est aussi holomorphe — de D,
sur ¢, dont I'inverse (résoudre algébriquement z par rapport a w) :
Zo +rw

W re——
T+ Zow
possede aussi un dénominateur jamais nul, donc est holomorphe.

Alors la fonction holomorphe composée :

1 Zo + rw
plw) = 57 f(r T +zow)
satisfait manifestement les hypotheses :
0(0) =0 et lp(w)] < 1 (YweD)

qui permettent d’appliquer le Lemme 9.1 de Schwarz normalisé, d’ou :
|o(w)| < fwl (VweD),
inégalité qui, en revenant a f et en remplagant w = w(z) pour revenir a la variable 2 :
1
— f(z
76

est exactement celle annoncée. O

|z — =

= 2

|2 — Zoz|
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Corollaire 9.3. Si une fonction g € 0 (D,.) bornée |g(z)| < N ne s’annule pas forcément
en un point 2y € D,, on obtient quand méme une inégalité de type Schwarz utile :
|z — 20|

|9(2) = g(z0)| < 2N -7 -3

|12 — Zoz|

Démonstration. Appliquer le Lemme 9.2 a la fonction :

f(z) = 9(2) = 9(),
avec le majorant M := 2N. U

10. Exercices

Exercice 1. Soit (f,)5%; une suite de fonctions f, € () holomorphes dans un ouvert 2 C C qui
convergent normalement sur les compacts K C 2 vers une fonction f € 0(Q) :

max |fn(2) = f(2)] < excn,

avec » . Ci,n < 0o. Montrer que la suite (f))°2; des fonctions dérivées converge aussi normalement sur
les compacts vers f' € €/(f2). Indication: Utiliser les inégalités de Cauchy pour f7,.

Exercice 2. Dans un espace topologique X, soit A C X une partie connexe (pour la topologie induite).
Montrer que si B C X vérifie A C B C A, alors B est connexe aussi. Indication: Sinon, il existerait deux
ouverts U,V C X avec :
) =UNB=VNB=UNVNB,
tandis que :
B = (UnB)U(VNB).

Exercice 3. Adapter la démonstration du Théoréme 4.18, pour établir que dans tout domaine 2 C C, pour
toute suite discrete (z;)72, de points z; € £, il existe une suite (K;)32; de sous-ensembles compacts
K; C Q satisfaisant :

i) K; = [/(\J pour tout j > 1;

(ii) K; C Int K41 pour tout j > 1;

(iii) U;’;l K; =

(iv) z;, € K pourtout k > j > 1.

Exercice 4. (a) Montrer que le Théoréme 5.7 de Mittag-Leffler est équivalent a 1’énoncé suivant. Si 2 =
U2, Q avec Q; C Q ouverts de C, si f; € M (S2)) satisfont f; — fi € O(Q; 0 Q) pour tous j, k, alors il
existe f € M (Q) telle que f — f; € O(X) pour tout j.

(b) Montrer ensuite que le Théoreme 5.9 implique ce dernier énoncé.

Exercice 5. Donner une reformulation « faisceautique » du Théoréme 6.1 de Weierstrass analogue au Théo-
réme 5.9.

Exercice 6. Soit v: [0,1] — C une courbe de classe ¢! injective et immersive : 7/(t) # 0 pour tout
t € ]0,1], d’extrémités zo := (0) et z; := ~(1). Montrer que la fonction :
zZ— 20

z — log
ARV A

peut étre définie comme fonction holomorphe univalente dans le complémentaire (C\fy( [0,1]).

Exercice 7. Soit une suite (2;)72, discrete de points d’un domaine 2 C C, soient f; des fonctions holo-
morphes dans des voisinages ouverts des z;, et soient des entiers n; > 0. Montrer qu’il existe une fonction
holomorphe f € 0(Q) telle que :

f(2) = fi(2) = O(Jz — z|™),
lorsque z — z;, pour tout j > 1.

Exercice 8. EE
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Fonctions harmoniques

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Lien avec les fonctions holomorphes

Commencons par effectuer quelques rappels sur les fonctions harmoniques définies sur
des ouverts de R?, qui satisfont par définition Au = 0 ou A = 88—; + g—; est I’opérateur
laplacien. Dans la théorie plus générale des fonctions sous-harmoniques satisfaisant Avu >
0 et qui sera développée dans le chapitre suivant, le lecteur pourra reconnaitre de nombreux

arguments qui redonnent les preuves de résultats classiques pour les fonctions harmoniques.

Dans le plan complexe C = R? muni des coordonnées réelles (x,y) = 2 = x + iy, soit
() un ouvert, pas nécessairement supposé connexe.

Définition 1.1. Une fonction de classe €2 a valeurs réelles :

u € €* (Q, ]R)
est dite harmonique lorsqu’elle est annulée par I’opérateur A := 88—;2 + % de Laplace :
0= 0% N 0%u
0r? Oy?
On notera :
Harm(Q2)

I’espace des fonctions 4 harmoniques dans ). Par anticipation, I’'un des résultats cen-
traux de la théorie établit que toute fonction u € L} () localement intégrable au sens de
Lebesgue qui satisfait Au = 0 au sens faible, a savoir :

0= [ u-ao).

pour toute fonction ¢ € €° lisse a support compact — voire méme toute distribution u €
7'(Q2) satisfaisant cela — est en fait une fonction %> sur €2, aprés modification éventuelle
sur un ensemble de mesure nulle.

C’est pourquoi la régularité 4 des fonctions u que I’on appelle harmoniques dans la
Définition initiale 1.1 n’est pas déterminante, seul compte I’opérateur A.

Dans le formalisme de la théorie des fonctions holomorphes, 1’opérateur de Laplace
peut aussi s’écrire en termes des opérateurs de dérivée par rapport a z et par rapport a 7 :

9 _1(9 90 ot o . _1(9 9
9.~ 2\az "oy oz~ 2\ar " 'ay)
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comme suit :
A o .0 0 n 0
= _— =7 — O —_— 17—
ox dy ox dy
82
~ 09207
Proposition 1.2. Les parties réelle et imaginaire de toute fonction holomorphe f € 0(Q) :
Re f et Im f

sont des fonctions harmoniques.
Démonstration. Rappelons que :

2Ref = f+ f et 2ilmf = f—7.

La fonction holomorphe f et sa conjuguée antiholomorphe ? sont localement dévelop-
pables en série entiere convergente, donc €. Comme -2 s et — commutent, on trouve :

o0f 03]
9z 9z, | 0% 02,

par définition de I’holomorphie et de 1’antiholomorphie. Pour f — f,c’est0 —0=0. O

LA(Ref) = =0+0 =0,

Réciproquement, toute fonction harmonique est localement partie réelle (ou imaginaire)
d’une fonction holomorphe.

Proposition 1.3. Si u € Harm(Q) est une fonction harmonique dans un ouvert Q2 C C =
R?, alors au voisinage de tout point (g, o) = 29 € ), par exemple dans un disque ouvert
D, (zo) de rayon assez petit pour qu’il soit contenu dans I’ouvert :

D,(z0) C Q
il existe une fonction holomorphe :
f € 0(D(z0))
telle que :
Di(z0) = Re f.

Démonstration. Soit la 1-forme différentielle :
w = dx + 3 9u = dy.
Le calcul (détaillé!) de sa différentielle extérieure :
do = —d(§2) Adx +d(G%) Ndy
= — (Fgy do + G dy) Ao+ (T do+ 23t dy ) Ady

_ (9%u
= (ay2 + 8302) dx N dy
= 0,
montre qu’elle est fermée par harmonicité de u. En appliquant alors le Lemme de Poincaré

dans le disque D,(zp) qui est étoilé en z, cette forme est exacte, a savoir il existe une
fonction v de classe € sur D,.(zp) telle que w = dv.
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En fait, la théorie standard des formes différentielles sur R? fournit la formule agréable :

v(z)zv(x,y):/ w:/ (—g—;‘dx+%dy),
20 20

dans laquelle I'intégration s’effectue le long de n’importe quel chemin 4 par morceaux
allant de zy a un point z € ID,(zy) — et la valeur obtenue ne dépend pas du chemin grice
a la fermeture dw = 0.

En replacant (x,y) par (x + ¢, y) puis par (z,y + £), on se convainc aisément, que les
dérivées partielles de cette intégrale valent :

o _ _ o v _ du
or Oy dy ~— oz’

relations qui s’obtenaient d’ailleurs plus directement a partir de w = dv sans qu’on I’ait
dit!

Mais ces deux équations aux dérivées partielles ne sont autres que les équations de
Cauchy-Riemann montrant que la fonction :

f=u+1v
est holomorphe dans 2. O

et

Sous une hypothese topologique naturelle, la réciproque globale est le :

Théoréme 1.4. Si le domaine Q2 C R? est simplement connexe, pour toute fonction u €
Harm(€2), il existe une fonction holomorphe f € O (X)), unique a une constante pres, telle
que :

u = Re f.

Terminologie 1.5. Une fonction v telle que w+7v est holomorphe est appelée une conjugué
harmonique de u € Harm((2).

Démonstration. A nouveau, soit la 1-forme différentielle w = — g—;‘ dx + % dy, soit zy € €2
un point de référence fixé, et soit la ’ primitive’ :

U(Z):/ w:/ (= 2¢do+ 22 dy).
Z0 Z0

Puisque (2 est simplement connexe, tous les chemins %! par morceaux allant de zo 2 2 dans
() peuvent étre déformés continliment 1’'un vers 1’autre en demeurant dans €. Il en découle
que l'intégrale ne dépend pas du chemin. La fonction v est alors définie globalement et
uniquement en tout point z € (). Le méme argument que précécemment conclut alors que
f := u + iv satisfait les équations de Cauchy-Riemann, donc est holomorphe.

Pour ce qui est de I’unicité & une constante pres, soit u = Re f = Regavec f,g € 0(12).
Alors la fonction h := f — g holomorphe dans €2 satisfait Re h = 0. Autrement dit :

h(z)+h(z) =0 d’ou h(z)+0 =0
en dérivant par rapport a z puisque h(z) = h(Z) est une fonction holomorphe de Z et
puisque g—j = 0 (exercice), donc h est une constante imaginaire pure. U

Sans I’hypothese que €2 est simplement connexe, la représentation des fonctions harmo-
niques comme parties réelles de fonctions holomorphes n’est pas toujours vraie. Soit en
effet le disque unité épointé :

D* = {z€C: 0< |z] <1}
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La fonction :
u = logl|z| = 1 log (27)
est harmonique dans D* :
8 -
4m(logz + Iogz) = 040,
mais la conjuguée harmonique (a une constante pres) de u ne pourrait étre (exercice) que :
v = arg z,

laquelle est multivalente sur D*.

2. Propriétés fondamentales

Une premiere propriété fondamentale des fonctions harmoniques est leur régularité éle-
vée, beaucoup mieux que 4’2, encore mieux que ¢, a savoir analytique réelle, notée €.
Cette notation ¢ est classiquement utilisée pour les anneaux de fonctions analytiques
réelles, elle prolonge la hiérarchie des fonctions continues puis différentiables :

"> O>E* D - D€ > .. D F>® D F,
la lettre w désignant, dans la théorie cantorienne des ensembles, le premier ordinal infini.
Théoréme 2.1. Toute fonction harmonique u € Harm(S) est en fait € dans (), et méme

analytique réelle, au sens ou elle est localement développable, au voisinage de tout point
20 = (z0,Yo) € €2, en série de Taylor :

= M (z — mo)k (y — yo)l

k=0 [=0

convergeant dans tout disque ouvert D,.(z9) C Q de rayon r < dist (zy, C\Q2).

Démonstration. Quand on prend la partie réelle v = Re f d’une fonction holomorphe, on
conserve la lissité, et méme la propriété d’étre développable en série entiere convergente.

Il découle d’ailleurs de ce qu’on sait pour les fonctions holomorphes que la convergence
de la série de Taylor de u est alors valide dans le disque de rayon maximal possible :

Tmax = diSt<Zo, (C\Q) = diSt(Zo, aQ)

tel que le disque reste entierement contenu dans §2. U

Phénomene majeur, les fonctions harmoniques jouissent d’une remarquable propriété
d’équilibre.

Théoreme 2.2. [de la Moyenne] Etant donné une fonction harmonique uw € Harm(€2) sur
un ouvert ) C C, en tout point zy € §) et pour tout rayon :

r < dist(zo7 (C\Q),

la valeur de u en zy est égale a la moyenne intégrale de ses valeurs sur le cercle de rayon
r:
1 2m

u(zg) = o /. u(zo+re'?)do . O

~
moyenne sur le cercle Sy (z0) = 0Dy (20)
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Démonstration. Rappelons tout d’abord la formule de 1a moyenne pour une fonction holo-
morphe f € 0(Q). Soit z, € (2 et soit un rayon :

r < ¢ := dist (2, C\Q).

Pour tout z € D,(2), on a le développement normalement convergent :

2 B (2 &
z) = ka—(!)(z—zo) .

Assertion 2.3. La formule de la moyenne est satisfaite par la fonction holomorphe f €
o) :
1

2 )
f(z0) = %/0 f(z0+ 7€) do.

Preuve. En effet, en appliquant le développement en série entiere qui précede a des points
2 =zy+re?avec) <6 < 2m, la convergence uniforme (car normale) permet d’intervertir
sommation et intégration :

L (S FM(20) ki — [P(20) 1 o
= J\~UJ % do = J\<V) -k ik0 do =
27‘[‘/0 (kz:% Ko © ) kz:% Kooor /0 ‘ /(z0),

et le résultat suit, car dans cette derniere somme, tous les termes pour k£ > 1 s’évanouissent,

en vertu de [ ZG} =0. O

Etant donné une fonction v € Harm(Q), le Théoreme 1.4 a montré que sa restriction
au disque de rayon maximal Ds(zg) C €2 est la partie réelle Re f = wu d’une fonction
f € O(Ds(z)). Mais alors le résultat voulu :

27 1 2T '
u(z) = Re f(20) = Re —/ (20 +7€”)do = 5 / u(zo+1e”)do
v
découle (trop ?) simplement de 1’ Assertion 2.3 qui vient d’étre vue ! U

Théoreéme 2.4. [de la Moyenne bis] Sous les mémes hypothéses :

2T
u(z 2// u(z0+se'’) sdsdf.
T

moyenne sur Ie disque D (20)

Démonstration. 1l suffit d’intégrer for sds (+) 1a formule de la moyenne qui précéde sur des
cercles derayons 0 < s < r:

r r 1 27 )
/ sdsu(zy) = / sds — / u(zo + se') do,
0 0 21 Jo

et de réorganiser (visuellement) cette formule. Ul

Ce qui est encore plus remarquable, c’est que la réciproque est vraie, et elle sera établie
ultérieurement dans un contexte plus général.

Théoréme 2.5. Sur un ouvert Q C C, pour une fonction u € €*(Q,R), les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) u est harmonique;
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(i) w est égale a sa valeur moyenne sur tout cercle qui est contenu dans ) et dont le disque
intérieur est aussi contenu dans €2 ;

(iii) u est égale a sa valeur moyenne sur tout disque fermé contenu dans ). U

Rappelons que dans un domaine {2 C C, une fonction holomorphe valant 0 sur une suite
(2n)52, ayant un point d’accumulation z,, € € est alors identiquement nulle. L’exemple
de la fonction harmonique non nulle 2 Re z = z + Z sur C qui vaut O sur 1’axe des y montre
qu’une hypothese plus forte est nécessaire.

Théoreme 2.6. [d’unicité] Si deux fonctions harmoniques u1, us € Harm(QQ) coincident
sur un sous-ensemble E C Q d’intérieur E # () non vide :

ul‘E = u2’E7

alors elles sont partout égales u; = us. U
Démonstration. La fonction harmonique v := u; — uy satisfait u|g = 0. Introduisons
I’ensemble :

F = {z€Q: u(z) =0},
fermé car u € Harm(Q) est ™2, voire €, voire ©*, dont I'intérieur est non vide :
F > E +0.
Assertion 2.7. Cet intérieur ' C ) est un sous-ensemble fermé de ().

Preuve. En effet, soit un point 2z, € {2 appartenant a la fermeture F' de F dans €, ce qui
veut dire qu’il existe une suite (z,,)5° , d’éléments z,, € F telle que z, — zso.

Soit un disque ouvert D, (2o,) C €2 de rayon ro, < dist(zo0, C\Q2). Il s’agit de montrer
que 2z, € F, ¢’est-a-dire que u est nulle dans un voisinage de 2, et nous allons faire voir
précisément que u = 0 dans D,__(zx)-

Quitte a supprimer des termes, on peut supposer que fous les z, appartiennent a
D, (200)- Soit alors une suite (r,,)>°, de rayons r,, > 0 assez petits pour que :

Dy, (z2) € FND,_(200) (VneN).

Soitv € Harm (Drm (zoo)) une conjuguée harmonique de u, construite au Théoréme 1.4.
La fonction u + 7 v étant holomorphe, elle satisfait les équations de Cauchy-Riemann qui,
en restriction a cette petite suite de disques :

ov (9u_0 ov  Ou
or oy oy  Or
montrent que v est constante sur chaque D, (z,). Comme u = 0 aussi, la fonction holo-
morphe u + 7 v est alors constante dans les I, (z,), puis par le théoréme d’unicité pour

(sur chaque Dy, (zn)),
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les fonctions holomorphes, sa constance se propage dans le « grand » disque D, (200) —
observons d’ailleurs qu'un seul disque D, (z,) C D,_(zs) suffirait pour cela. Enfin,
u = Re (u + iv) est constante dans D, _ (2 ), et cette constante ne peut étre que 0. O

Comme le sous-ensemble non vide ' C 2 ouvert par définition est aussi fermé dans
I’ouvert connexe €2, on a nécessairement F' = F' = (2, d’oll u; = uy partout. O

Toutefois, deux analogies fortes et utiles avec les fonctions holomorphes existent.

Théoréme 2.8. [Principe du maximum] Si une fonction harmonique u € Harm(S2) atteint
son maximum global en un point intérieur zy € €2 :
u(zg) = maxu(z
() = maxu(2),
alors elle est constante. U

Le résultat vaut aussi pour le minimum, et c’est un corollaire direct en considérant la
fonction opposée — u qui est aussi harmonique.

Démonstration. Soit un disque ouvert D,.(zy) C €2 avec r > 0. Le Théoreme 1.4 fournit
une fonction f € &(D,(z)) telle que Re f = w.

La fonction exponentiée e/ est holomorphe, et elle posséde un module |e/| = e* qui
atteint alors son maximum en zy. D’apres le principe du maximum du module pour les
fonctions holomorphes, f est constante, donc u‘DT (z0) est constante, et enfin u est constante
partout dans €2 grace au Théoréme 2.6 d’unicité. U

Théoréme 2.9. [de Liouville] Si une fonction harmonique u € Harm(C) définie sur C tout
entier est bornée supérieurement :

u < M < oo,
alors elle est constante.

En considérant — u, I’énoncé avec une hypothese de bornitude inférieure est tout aussi
vrai.

Démonstration. Quitte a remplacer v par — u-+M +1, on peut supposer que u > 0. Puisque
C est simplement connexe, le Théoreme 1.4 fournit une fonction holomorphe f € &(C)
définie sur C tout entier telle que u = Re f.

La transformation homographique :

z—1

z+1
envoie le demi-plan {Re z > 0} biholomorphiquement sur le disque unité D = {|w| < 1}.
Alors quand on compose h o f: C — I, on obtient une fonction holomorphe sur

C bornée, laquelle est constante grice au Théoréeme de Liouville classique, donc f est
constante, donc u est constante. O

h: z +—

Par ailleurs, la notion de fonction harmonique est invariante par changement de coor-
donnée holomorphe.

Théoreme 2.10. [Invariance conforme] Soit une fonction harmonique v € Harm(£2) et
soit un biholomorphisme :

~

h: Q — Q
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de Q) sur un autre ouvert Q) C C'. Alors la fonction composée w o h :
h
Q-5 a0-5R
est elle aussi harmonique dans €Y.

Démonstration. Au voisinage d’un point z € (), soit une fonction holomorphe f telle que
u = Re f. Alors u o h = Re f o h est partie réelle d’une fonction holomorphe au voisinage
du point 2z’ := h~!(z), donc u o h est harmonique. 0

3. Probléeme de Dirichlet sur un disque ouvert A C C

Les fonctions harmoniques ont de remarquables propriétés d’équilibre qui leur conferent
une grande flexibilité pour résoudre le probleme dit de Dirichlet dans des domaines a bord
suffisamment ‘régulier’ en un certain sens.

Définition 3.1. Soit {2 C C un domaine a bord 92 quelconque. On dit que le probleme
de Dirichlet est résoluble pour (£2,0%2) si, pour toute fonction continue a valeurs réelles
définie sur le bord :
¢: 00 — R,
il existe une fonction :
h € Harm() N ¢°(QU Q)

harmonique a I’intérieur et continue sur la fermeture telle que :
h }89 = ¢.

Dans cette section, nous allons nous contenter de traiter le cas ou 2 = A est un disque
ouvert A C C, I’existence dans le cas général pouvant étre délicate (théorie de Perron;
fonctions-barriere). En tout cas, ’unicité de la solution pour un domaine quelconque est
facile.

Lemme 3.2. 1] existe au plus une solution au probléme de Dirichlet pour (£), 0S).

Démonstration. En effet, soient h; et ho deux solutions. Alors hy — hy est harmonique dans
2, continue sur 2 = Q U 02, et égale a 0 sur 0f). En appliquant le principe du maximum
Théoreme 2.8 a hy; — ho puis a ho — hy, on se convainc ais€ément que h; — hy = 0. O

Soit comme précédemment D = {|z| < 1} le disque unité dans C de bord 0D = {|z| =
1} le cercle unité.

Définition 3.3. Le noyau de Poisson est la fonction :
P: DxdD — R

définie par :

Izl <1, [¢I=1).

. C+z\  1—|z?
0 =R () = i
L intégrale de Poisson ou transformée de Poisson d’une fonction réelle Lebesgue-intégrable
sur le cercle :

¢ € L'(0D, R)
est la fonction définie pour |z| < 1 par :

00 (o)) = o [ P oeyan = L [T LT g
0

T oon 0 e — 2|2
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Plus généralement, si A := ID,.(29) est un disque ouvert de C centré en un point zy € C
de rayon > 0, le noyau de Poisson associ€ est une renormalisation de celui du disque
unité :

— 0
P(:55., ),

et ’intégrale de Poisson associée est alors définie similairement pour z € A par :
1 2w

(PA¢)(2) = o i

Nous devrons parfois examiner cette formule en détail, et en un point quelconque :

P(ﬂ, ew) gzﬁ(zo +7r ew) de.

r

2= zg+set € A,

avec 0 < s < r, elle s’écrit explicitement (exercice) :

. 1 [2r r2_ g2 "
69 Palatod) = g [ )i

Maintenant, la magie harmonique peut commencer a se dévoiler.

Proposition 3.6. Pour tout disque ouvert A C C, la transformée de Poisson d’une fonction
¢ € L'(OA,R) est une fonction harmonique de z € A.

Démonstration. Quitte a effectuer un changement affine de variables, on peut supposer
(exercice) que zgp = 0 et que r = 1, a savoir que A = ID. Alors la formule (3.4) astucieuse-
ment ré-écrite :

el — 2

2m 0
(Pod)(2) = Re (% /O € T2 b de) (D)

montre instantanément que la fonction z —— Pp¢(z), partie réelle d’une intégrale qui
dépend holomorphiquement de z € DD, est harmonique ! U

Comme on I’aura deviné, c’est la transformée de Poisson qui résout le probleme de
Dirichlet sur un disque.

Théoreme 3.7. Pour tout disque ouvert A C C, étant donné une fonction intégrable ¢ €
LY(OA, R) qui est continue en un point {y € OA, ona :

o(G) = fim (Pr0)(2).

En particulier, si ¢ € €°(OA,R) est partout continue, la fonction :

his) e (Poo)(2)  lorsque z € A,
5= o(2) lorsque z € 0/,

résout le probléme de Dirichlet pour (A, OA).

Démonstration. A nouveau, on peut supposer que A = ID. Tout repose sur la proposition
fondamentale suivante, qui exprime que le noyau de Poisson est une approximation de
I’unité.
Proposition 3.8. Le noyau de Poisson P(z,() sur D x 0D jouit des trois propriétés sui-
vantes;

(i) pour tout |z| < 1, fixé P(z,e%) > 0 sur OD;
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(ii) pour tout |z| < 1 fixé :
1 2

1l = —
2 Jo

P (z, eie) dae,
(iii) en rout point (o € OD, quel que soit 6 > 0 arbitrairement petit donné a ’avance :

0= lim ( sup P(z,()).

270 \|¢—¢o|=0

Co

)
9

Autrement dit, lorsque z tend vers un point du bord {, € JID, la propriété (iii) exprime
que toute la « masse » constante égale a 1 par (i) du noyau de Poisson se concentre autour et
tres proche de ¢, : en dehors d’une zone de sécurité de longueur § > 0, la norme supérieure
de P s’écrase vers zéro.

Démonstration. 1l est clair que P(z, () = lif_'jj > 0, ce qui donne (i).

Pour ce qui est de (ii), exprimons I’intégrale de P(z, €?) comme intégrale d’une fonction
holomorphe a laquelle le Théoreme des résidus s applique :

! 27r|3(z,ei9)d9:Re(i/ “2%)
|

o 0 2 Jig=1 C—2 €
1 2 1
= Re [ — ——)d
(5 /q:l (-2«
= Re(2-1)
=1

Enfin, établissons (iii). Comme sur la figure, soit z € D avec |z — (o] < J. Soit aussi
¢ € OD avec |¢ — (| = 6. De I'inégalité du triangle :

€ =2 = [¢ =Gl — = — Gl

2 d— |Z - €0|7
nous déduisons :
1— |2 1—|2)?
sup P(z,{) = sup <
Ic—Col > =0 1€ =2~ cZqlzs (6 — |¢o — 2[2)

et la limite du majorant a droite, quand z — (o d’ott 1 — |2|> — 0, est égale 2 0. d
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De retour a la démonstration du théoréme, en notant (, = e on peut écrire grace a (i)
et (ii) :

|Pod(2) — 0(Go)| = |Poo(z) — d(Go) - 1| = %/0 ' P(z,e”)(¢(e”) — ¢(¢o)) db
<3 [ PEenoe) — o) .

Soit maintenant un € > ( arbitrairement petit. Par continuité de ¢ en (j, il existe § =
d(g) > 0 assez petit pour que :

IC— G| <6 = [6(Q) —6(G)| < e

Si donc nous découpons I’intégrale majorante en les deux morceaux :

2
TR
0 [¢—Col<d I¢—Co>6

le premier morceau est petit :

€ P(z ) |6(e) — 6(Co)| dO < —— / P(z, ) - = db
27 Jic—¢ol<s | | 27 Jic—¢ol<s
1 27 0
< €5- P(z,e"”)df
27 Jo
= £.

Quant au second morceau, afin d’assurer qu’il soit lui aussi petit, grace a (iii), il existe
aussi un ' = §’'(¢) > 0 assez petit pour que :

|z — (] < = sup P(2,() < =
[¢—Col

Alors pour |z — (o| < &', on peut effectivement le majorer :

1 1 2

21 Jic—gol>s

P(z,¢"”) |¢>(€w> - ¢(C0)‘ df < € W(@w) - ¢(Co)} de

2 Jo

<e(5 [ 1ol lo)
= (@] 21 om) + |0(0)])

par une quantité qui tend vers 0 avec ¢.
Au final, les majorants obtenus pour ces deux morceaux :

|Po¢(2) — 6(Co)| < e+ (|8l Liom) + [6(G)]),

restent petits en s’additionnant, ce qui conclut. U

Comme conséquence de ce résultat, nous obtenons un analogue de la formule intégrale
de Cauchy pour les fonctions harmoniques.
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2o+ sett

6

Corollaire 3.9. [Formule intégrale de Poisson] Si une fonction h est harmonique dans un
voisinage ouvert d’un disque fermé D,.(z), avec zg € Cetr > 0, alors pour tout 0 < s < r
ettout 0 <t < 2mona:

2 2

- 1 [ re — s -
h " = — h 9 do.
(20 + 5¢") 2%/0 r2 —2rscos(f —t) + s? (20 +7¢%)

Démonstration. Considérons le probleme de Dirichlet sur le disque A := D,(z) avec la
valeur au bord h| aa- D7apres ce qui précede, h elle-méme et aussi la transformée de Poisson
Pa (h|aA) sont toutes deux solutions. Griace au Lemme 3.2 d’unicité, h = Pah sur A, ce
qui est la formule écrite en des points z = 25 + se € A. O

Faisons remarquer que cette formule généralise la formule de la moyenne, qu’on re-
trouve en posant = (. Ainsi, les valeurs de i en un point z € A quelconque peuvent étre
«capturées » a partir de la seule connaissance de ses valeurs sur le bord 0A. L’Exercice 8
produit encore une autre formule pour la fonction holomorphe f € &/(A) essentiellement
unique satisfaisant h = Re f.

4. Caractérisation des fonctions harmoniques et applications

Dans la Définition 1.1 des fonctions harmoniques, on a supposé dés le départ que v € €
est suffisamment lisse pour pouvoir lui appliquer I’opérateur de Laplace, et on a vu qu’en
fait, la fonction est alors beaucoup plus réguliere que €2, a savoir €', voire €*. Depuis
le XIX®™ siecle, ce phénomene fondamental a été considérablement exploré et généralisé,
et dans la théorie des fonctions harmoniques, on a par exemple un énoncé célebre qui, par-
tant d’une fonction a priori tres irréguliere comme peuvent 1’€tre les fonctions Lebesgue-
intégrables, déduit I’harmonicité a partir d’une propriété d’équilibre.

Théoreme 4.1. Soit une fonction localement intégrable :
1
u € Ly, ().
Si, en tout point zy € §) et pour tout rayon :
r < dist(zo, 89),

avec D, (z) C , la fonction u satisfait la propriété d’équilibre :

1
W) = o [ e dean

moyenne bidimensionnelle
de u sur ledisque D~ (2()
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alors en fait, u est de classe 6?2, et elle est harmonique dans ). O

Un théoréeme analogue existe en supposant que pour presque tout rayon
r < dist(zg, 09), la fonction u est égale a sa valeur moyenne sur le cercle de rayon
T
1 2 0 "
u(zg) = %/0 u(zo+re'’)do.
Ces résultats seront d’ailleurs conséquences d’énoncés plus généraux dans la théorie des
fonctions sous-harmoniques, et dont les démonstrations seront présentées et étudiées en
détail ultérieurement.
Toutefois, au niveau que nous venons d’atteindre, nous pouvons énoncer et démontrer
une caractérisation des fonctions harmoniques continues.

Théoreme 4.2. [Caractérisation de I’harmonicité par la propriété de la moyenne] Soit
h: Q — R une fonction continue définie sur un ouvert Q) C C. Si h satisfait la propriété
locale de la moyenne dans 2, a savoir si, pour tout zy € €, il existe v > 0 tel que pour tout
0<s<r:

1 2 )
h(Zo) = %/O h(ZO + s 620) do
alors h est harmonique dans ().

En particulier, la propriété locale de la moyenne possede un effet suprenant de rendre les
fonctions continues plus régulieres, €2, €>°, €. De plus, un aspect important trés utile
pour les applications est que cette propriété n’a a étre vérifiée que sur des petits cercles
centrés en 2.

Démonstration. 11 suffit de faire voir que h est harmonique dans tout disque fermé A C Q.
Fixons un tel disque, et définissons une fonction k: A — R au moyen de I’opérateur de
Poisson P par :

h—PA(h{aA) sur A,
0 sur OA.

Cette fonction k est continue sur A, et puisque h et la fonction harmonique Pa(h|sa)
satisfont la propriété locale de la moyenne dans A, il en va de méme de k.
Comme A est compact, k y atteint une certaine valeur maximale :

maxk = M > 0.
A

Lemme 4.3. Cette valeur vaut M = 0.
Démonstration. Décomposons A en deux sous-ensembles :
E = {zeA: k(z) <M} et F = {zeA: k(z) = M}.
Clairement, I est ouvert puisque £ est continue.
Assertion 4.4. L’ensemble F' est lui aussi ouvert.

Preuve. Enunpoint z € F' C A,onak(z) = M. La propriété de la moyenne sur des petits
cercles centrés en z contenus dans A, écrite sous la forme :

1 2T
o,

0 [ M —k(z+s€e”) ]db,

~
toujours > 0car M = maxk
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force alors toutes les valeurs k(z + se') = M a étre égales a M, sinon I’intégrale serait
> (. Ainsi, K = M dans un voisinage ouvert de z. U

Par connexité de I’union disjointe A = EU F,on a:
e soit A = F, i.e. k < M partout sur A, auquel cas :

M = max k = maxk = 0;
AUOA oA

e soit A = F,i.e. k = M partout sur A, et par continuité de k jusqu’a 0A, on obtient a
nouveau :

M =0,
ce qui termine le lemme. O
En procédant de maniere analogue, on montre que :
m = mink < 0
A
vaut aussi m = 0, donc k = 0!

Ainsi, la fonction h = Pa(h|sa) qui coincide avec la transformée de Poisson de sa
restriction a A est bel et bien harmonique dans A'! O

Comme premiere application, nous déduisons un analogue du Théoréme de Cauchy
d’apres lequel les limites uniformes de fonctions holomorphes sont encore holomorphes.

Corollaire 4.5. Si (h,,)5°, est une suite de fonctions harmoniques dans un domaine Q) C C
qui converge uniformément sur les compacts K C () vers une certaine fonction continue
h, alors h est harmonique dans ().

Démonstration. Par convergence uniforme, les formules de la moyenne passent a la limite :

. I 0 I "
h(z0) = lim hn(z) = lim o ), hn(z0 +5¢€”) df = o ), im hi (20 + s€”) df
1 21 0
= — h ) do
o |, (20 + s¢€") db,
et grace au théoreme qui précede, h est effectivement harmonique. U

Comme deuxieme application, nous énoncons un principe de réflexion pour les fonc-
tions harmoniques qui est analogue a celui de Schwarz pour les fonctions holomorphes.
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Théoreme 4.6. [Principe de réflexion] Soir A := Dy(0) un disque de centre 0 € C et de
rayon R > (0, et soient ses parties supérieure et inférieure :

AT = {zEA: + Imz>0}7
en contact le long du segment réel :
I = {zEA: Imz:()}.
Si une fonction harmonique dans A" se prolonge continiiment jusqu’a I et s’y annule :
h* € Harm(AT)n€°(A* N 1) avec htl, =0,
alors elle se prolonge comme fonction harmonique au disque A tout entier par :
h(z) == —h*(z) (VzeA™).

Démonstration. Soit f+ € ¢ (A™) une fonction holomorphe telle que h™ = Re f*. Alors
la fonction :

—Re f*(2),

définie pour z € A~ est partie réelle d’'une fonction antiholomorphe, donc harmonique
dans A~.

A-t-on encore harmonicité dans des voisinages de points xy € [ ?

En tout cas, on a manifestement continuité sur A tout entier de la fonction globale :

ht(z) lorsque 2 € AT,
h(z) := X0 lorsque z € I,
— h*(z) lorsque z € A™.

Grace au Théoreme 4.2, il suffit pour conclure de vérifier pour 0 < s < dist(xg, D) que :

0 = 27 h(zo) = / h(xo + se) df

—Tr

Il

0 T
/ —ht(zo+se™)do+ / Wt (o +se”) do =,
0

—T

mais cela avait évidemment été prévu a I’avance ! U

5. Fonctions harmoniques positives : théoremes de Harnack

Dans cette section, nous allons exploiter la formule intégrale de Poisson pour en déduire
des inégalités sur les fonctions harmoniques a valeurs positives, surprenantes car elles per-
mettent d’encadrer leurs graphes par valeurs inférieures et supérieures.
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R+r
R /_ r 20 r\ R

Théoreme 5.1. [Inégalités de Harnack] Si /. est une fonction harmonique définie sur un
disque ouvert Dg(zy) centré en un point zy € C et de rayon R > 0 qui est positive :

h(z) 2 0 (VzeA),

Ya

alors pour tout rayon inférieur 0 < r < Rettout 0 < 6 < 27 :
R—r R+
R+r R—r

Ces inégalités expriment un contrdle treés contraignant et tres utile des valeurs de h
lorsqu’on s’éloigne d’un point central : la fonction r — % et son inverse encadrent le
graphe de h par deux hyperboloides.

Pour mieux mentaliser le diagramme ci-dessus, il faudrait plutdt s’imaginer que la base
est réellement un disque contenu dans le plan 2-dimensionnel C (non un segment), et que

le graphe de h est une nappe ondulée, s’élevant éventuellement vers I’infini lorsque r — R.

h(z) < h(zo+7re?) < h(2p)-

Démonstration. Choisissons un rayon intermédiaire » < s < R. La formule intégrale de
Poisson du Corollaire 3.9 appliquée ici a la fonction / qui est harmonique dans un voisinage
de Dy(zg) s’écrit :
) 1 21 32 _ 7,.2 )
h(z+1e?) = — h(z + se™) dt.
(0 ) 2 J, s —2srcos(t —0) + r? (0 )
Orpourtoutt —f € Rona:

s> —2srcos(t—0) +71? = ¥ —2sr+71° = (s —1)%

donc comme h est positive on peut majorer 1’intégrande :

i0 1 ot —r? it
h(Zo—i‘Te)g%/o mh(Z’o—i‘S@)dt

S+

< h(z

X P ( 0)7
et appliquer I’égalité de la moyenne. En faisant s — R, on obtient la deuxiéme inégalité,
tandis que la premiere se démontre d’une maniere fort similaire (exercice). U

L’application la plus fréquente concerne les théoremes de convergence, dont de
nombreux avatars existeront dans les chapitres suivant consacrés aux fonctions sous-
harmoniques et pluri-sous-harmoniques. Bien méditer le principe dans le cas standard des
fonction harmoniques anticipera la joie de comprendre en profondeur de tout ce qui suivra.
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Théoreme 5.2. [de convergence de Harnack] Si (h,,)5° | est une suite croissante de fonc-
tions harmoniques dans un domaine ) C C :

hi < hg < hg < -vvv- < hy < hopreoe e ’
alors :

e ou bien h,, —> oo uniformément sur tout compact K C );

e ou bien h, converge vers une certaine fonction harmonique finie h € Harm(Q),R,),
uniformément sur tout compact K C €.

Démonstration. En remplacant h,, — h,, — h;, on se ramene a une suite croissante de
fonctions harmoniques positives.

Assertion 5.3. S’il existe un point zy € ) en lequel h,,(zy) — 00, alors hy,(z) — 00 en
tout point z € ).

Preuve. En effet, I’ensemble incriminé :
Ey = {2 €Q: hy(z) — 0}

est ouvert grice a I’inégalité inférieure de Harnack, parce que si zg € E, si Dr(z9) C Q
avec R > 0, si z € Dg(2), alors :

R — |z — 2

— Iy < hp(2).

R+ |z — 2 (20) (2)
— oo

Ensuite, I’'inégalité supérieure de Harnack appliquée d’une maniere fort similaire montre
(exercice) que son complémentaire 2\ 2, est lui aussi ouvert. Par connexité et non-vacuité,
E = U

La circonstance significative est donc celle ou la suite croissante (h,,)>; prend des
valeurs finies en fous les points z € (2.

Qui plus est, I’'inégalité de Harnack supérieure — laquelle n’a pas encore dévoilé tout
son secret! — montre, lorsqu’on I’applique aux fonctions harmoniques positives h,, — h,,
pourl <K m<n— o0:

R+ |z — 2|
hy — hp)(2) < ———
(e m)()\R—|z—zo|
que la convergence est uniforme sur tout sous-disque D,.(29) C Dg(z) de rayon 0 < r <
R. Grace au Corollaire 4.5, la fonction-limite /4 := lim h,, est alors harmonique dans (2. [J

(hn — hm) (Z(]),

Toute la force de I’inégalité supérieure de Harnack qui vient de garantir une conver-
gence uniforme était d’ailleurs implicitement devinable dans la figure d’encadrements par
hyperboles.

Corollaire 5.4. [de Harnack] Soit une suite (uy);2, de fonctions harmoniques vy €
Harm(§2) qui est décroissante :

Alors la limite :
w(z) == lim u(2)
k—oo

ou bien est = — 0o, ou bien constitue une fonction harmonique (finie) dans €.
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Démonstration. Soit w C () un sous-ouvert de fermeture compacte o C (2. Apres sous-
traction d’une constante :
U —— U3 — Maxuy,
w

on peut supposer que u; < 0. Le théoreme précédent s’applique alors a la suite croissante
(= tnlw) -, de fonctions harmoniques positives sur w. 0O

6. Pseudodistance de Harnack

Soit maintenant C, := C U {oo} le plan complexe auquel on ajoute un point a I’infini,
muni de la topologie pour laquelle une base de voisinages de {oco} est :

{oc}U{z€C: |z| > R} (R>0).
Il s’agit de la sphere de Riemann, biholomorphe a I’espace projectif complexe de dimension
1:
PYC) = {[Zo: Z1] € C2\[0: 0}}/([20: Z\] ~ [\Zo: AZ)] YA € @*).
L’intérieur, le bord, la fermeture d’un domaine 2 C C_, seront pris relativement a cette
topologie, équivalente a celle définie par la distance de corde sur la sphere :

|21 — 2|
VIF]aP 1+ [z
1

\/ 1+ |21|2

Autour de {0}, la topologie est la méme qu’autour de 0 € C en remplagant z par %
L’inégalité de Harnack sur des disques implique un résultat analogue beaucoup plus
général.

lorsque z1, 2, € C,
dist(z1, 22) ==
lorsque z; € C, 25 = 00.

Proposition 6.1. Etant donné un domaine quelconque Q0 C Co et deux points z1, 2z, € Q,
il existe un nombre :
T = T(Q, 21, zz)
tel que pour toute fonction harmonique positive h € Harm(Q, R, ) :
Tﬁlh(ZQ) § h(Zl) < T h(Zg).

Démonstration. Ecrivons z1 ~ Zo lorsqu’il existe un nombre 7 > 1 satisfaisant cela. On
vérifie qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.

Ensuite, les inégalités de Harnack montrent (exercice) que les classes d’équivalence
sont des sous-ensembles ouverts de (2. Comme ) est connexe, il n’y a qu’une seule classe
d’équivalence. U

Définition 6.2. La distorsion de Harnack entre deux points z1, 2o d’un domaine 2 C C,,
est la constante minimale :

T Q(Zl, 22) 2 1
satisfaisant pour toute fonction harmonique positive h € Harm(Q2, R, ) :

Ta(z1,22) P h(z0) < h(z1) < Ta(z1, 22) h(2).

Bien entendu, ces distorsions peuvent étre difficiles a calculer explicitement pour des
domaines quelconques, mais pour un disque, ce qui précede avait déja implicitement fait le
travail.
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Théoreme 6.3. Sur A = Dgr(z)) C C,ona:

R+ |21 — Z()|

v A).
R—|21—Zo| (Z1€ )

TA(ZhZO) =

Démonstration. Les inégalités de Harnack offrent au moins une constante supérieure a la
minimale possible :

R + |Zl — Zo|
TA(Zl,ZO) S 55—
R — |21 — Zo|
Pour faire voir qu’il y a égalité, avec zyp # 23 € Aetr; := |z — 2|, en écrivant
71 = r1 €1, et en considérant la fonction harmonique positive :

Re™ + (z — z)
h(z) := Re 4
(2) (Re“’l — (2 — %)
qui satisfait h(zp) = 1, I’inégalité de Harnack supérieure devient égalité en z = z; :
Re® +rie® R+
h = — —— = -h
(Z].) Rezgl _ Tlezgl R _ 7_1 (ZO)

ce qui montre que 7 (21, 2p) a bien la valeur annoncée. U

7. Exercices

Exercice 1. Montrer que la fonction h(x +iy) := e (z cosy — ysiny) est harmonique sur C, et trouver une
fonction holomorphe f € €(C) telle que h = Re f.

Exercice 2. Soit h une fonction harmonique dans 'anneau {z € C: 1 < |z| < 22}, avec 0 < 11 < 19 < 00.

En utilisant le fait que 2 % = h, —1 h, est holomorphe, montrer qu’il existe des constantes uniques (@, )nez

et b avec ag, b € R telles que :
(o)
h(z) = Re Z an 2" + blog |z| (r1 <|z| <ra).

Exercice 3. Soient h et k& deux fonctions qui sont harmoniques et non constantes dans un domaine €2 C C.
Montrer que h k est harmonique si et seulement si il existe une constante ¢ € R telle que h + ick est
holomorphe. Indication: Pour le ‘seulement si’, considérer 5, ou fi=hy —ihyetg: =k, —ik,.

Exercice 4. En utilisant la propriété qu’ont les fonctions harmoniques d’étre analytiques réelles, trouver une
autre démontration du Théoréme 2.6 d’unicité.

Exercice 5. Soit D le disque unité et soit ¢: JA — C la fonction ¢(¢) := . Montrer qu’il n’existe pas de
fonction holomorphe continue jusqu’au bord f € O(A) NE°(A U JA) telle que f ] op = ¢- Interpréter cela
vis-a-vis du probleme de Dirichlet.

Exercice 6. (a) Montrer que le noyau de Poisson pour z = 7 e € Det ¢ = €' € 9 est donné par :
P(r et ew) = Z plnl gin(t=0)
neZ
Utiliser cette formule pour donner une autre preuve de la Proposition 3.8 (i).
(b) Montrer que si ¢: D — R est une fonction Lebesgue-intégrable, alors :
(Poo)(re) = Z an ri"emt
nez
ou les a,, sont certains coefficients dont on donnera une interprétation.
(¢) On suppose maintenant que ¢ € €°(9D, R) est continue. Montrer que Pp¢(re®) converge uniformément
vers ¢ sur D lorsque r = 1.
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(d) Montrer que toute fonction continue ¢ € %°(0D,R) peut étre approximée uniformément sur D de

maniere arbitrairement proche par des polynémes trigonométriques réels, a savoir des expressions de la forme
N in6 cofai =

> N Cn €™ avec des constantes ¢, € C satisfaisant c_,, = C,,.

Exercice 7. Soit (h,,)5, une suite de fonctions harmoniques dans un domaine 2 C C qui converge unifor-

mément sur les compacts K C 2 vers une fonction harmonique h € Harm(2). Montrer que les deux suites

de dérivées partielles (222)>0 et (21n)>0  convergent aussi uniformément sur les compacts K C € vers
ox oy /n=0

hg et hy.

o
n=0

Exercice 8. Montrer que si une fonction f est holomorphe dans un voisinage ouvert d’un disque fermé ,.(0)
de centre 0 € Cetderayonr > 0,etsi h := Re f, alorsona:

16)-10) = - | T 25 ) g,

o rei — z
pour tout |z| < r. Indication: Commencer par voir que les parties réelles coincident.

Exercice 9. Déduire de I'inégalité de Harnack du Théoréme 5.1 une démonstration alternative du Théo-
réme 2.9 de Liouville. Indication: Dans C, considérer deux disques 0 € D,. C Dy, et faire R — oo.

Exercice 10. (a) Montrer que si & est une fonction harmonique positive sur un disque D,.(0) de rayon r > 0,
alors :

(Vh| == (h2+12)"* < = h(0).

(b) En déduire que :
2r

h(z) vV |z < 7).
Exercice 11. Soit (h,,)22; une suite de fonctions harmoniques positives sur le disque unité D). Montrer
que si elle converge ponctuellement en tout point z € w C I d’un ouvert non vide, alors elle converge
uniformément sur tous les compacts K C D.

Exercice 12. Montrer que si une fonction f holomorphe dans un disque D, (0) de rayon r > 0 satisfait
0 < |f] <1, alors :

r—|z|

Ris |z < 7).

[F(2)] < [£(0)

Exercice 13. Montrer que la distorsion de Harnack en deux points quelconques z1, 25 € D du disque unité
satisfait :

14 gz

1—21Z2
1 — | Z1z22 |
1—212o

T]DJ(ZhZQ) =

Indication: Utiliser une homographie du disque qui envoie z; sur 0.

Exercice 14. Soit h une fonction harmonique dans un voisinage ouvert d’un disque fermé Dz(0) de rayon
R > 0. Pour tout 0 < r < R, on considere :
Mp(r) :== sup h(z).

|z| =7
(a) Etablir I'inégalité :

2r R—r
My (R
R B e

My (r) < h(0) (VO<r<R).

(b) En déduire la généralisation suivante du Théoreme de Liouville : si une fonction h est harmonique dans
C tout entier et satisfait :

liminf
p—> 00

alors h est constante.
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Exercice 15. Soit / une fonction holomorphe dans un voisinage ouvert d’un disque fermé D (0). Pour
0 <r < R, on définit :

My(r) = sup |f(z)] et Af(r) == sup Ref(z).

|zl =7 |zl =7

Etablir I’inégalité de Borel-Carathéodory :

2r R+r
My < —A <r ‘
7(r) < = Ag(R) + T |£(0) 0<r<m
Indication: Appliquer le résultat de I’Exercice 8 a la fonction :
Af(R) — f.

Exercice 16. EE
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Fonctions sous-harmoniques

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Introduction
2. Analogie avec la théorie réelle

Les analogues unidimensionnels des fonctions harmoniques sont les fonctions affines
h(xz) = Az + pu, satisfaisant donc ZQTZ = 0. Ces fonctions affines essentiellement triviales

permettent d’ailleurs de définir la notion de fonction convexe.

ky
h(d)
u(d)l
) S ‘
u(c)I ------------------------------------
0 a ¢ d b

En effet, une fonction u: [a,b] — R définie sur un intervalle [a,b] C R est convexe
si, pour tout intervalle [c,d] C [a,b] et pour toute fonction affine h(z), les inégalités aux
extrémités :

u(c) < h(c) et u(d) < h(d)
impliquent I’inégalité :
u(z) < h(x)
pour fout x € [c, d]. Cette condition peut étre comparée (exercice) a une condition classique
concernant la corde entre deux points quelconque du graphe de .

Les fonctions sous-harmoniques que nous allons étudier sont les analogues bidimension-
nels des fonctions convexes. Elles ne sont pas nécessairement partout continues, et on doit
se contenter de leur semi-continuité, concept général indépendant qui fera d’abord 1’ objet
d’un paragraphe préliminaire.
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3. Fonctions semi-continues

Soit (X, d) un espace métrique, par exemple X = R" muni de la distance euclidienne,
ou plus généralement X = un ouvert 2 C R™, ou encore X = un ouvert O de (X, d).
Certaines des notions générales qui suivent ont aussi un sens dans les espaces topologiques
quelconques. Les fonctions réelles considérées seront autorisées a prendre la valeur —oo,
mais pas +00.

J gu(xo)

lim sup
zH#x(Q

Yz

Zo

Définition 3.1. Une fonction u a valeurs réelles :
—00 < u < 400,

définie au voisinage d’un point z( € X, est dite semi-continue supérieurement en ce point
sl :

limsupu(x) < u(xy),
T —r X0

a savoir plus précisément si, pour tout € > 0, il existe un § = §(¢) > 0 tel que :
u(z) < u(xg) +¢ lorsque  u(xy) # —o0,
d(x,z9) < 0 )
u(r) < — 2 lorsque u(xy) = —o0.
Il importe de noter qu’avec cette définition, la fonction identiquement égale a :
— 00
est semi-continue supérieurement. Bien entendu, ce concept se globalise.
Définition 3.2. Une fonction :
u: X — {—oo}UR
est dite semi-continue supérieurement lorsqu’elle 1’est en tout point.

Les trois volets de la caractérisation suivante s’avéreront utiles dans les démonstrations
ultérieures.

Proposition 3.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) u est semi-continue supérieurement, a savoir :

limsupu(z) < u(xg) (Voo € X);
T — X0

(ii) pour toute valeur uy € R, I’ensemble de sous-niveau :
{z e X: ulz) < u}

est ouvert;

(iii) le sur-graphe de u :

{(z,u) € X x [—00,00[: u > u(z)}



3. Fonctions semi-continues 65

est un sous-ensemble ouvert de X x [—00, 00].
Démonstration. (i) = (ii). Soit xy € X avec u(xy) < ug. L’hypothése que :

limsupu(z) < u(xo)
T —r X0

interprétée avec ¢ := %@0) > 0 donne § = d(¢) > 0 tel que :

d(:E,JZO) <9 = U(JJ) < U(ZEO) + uo—;(ro)
— uo — _’U,qu(;po)
2
< Ug,

ce qui montre que la boule ouverte de rayon & > 0 centrée en x est contenue dans I’en-
semble de sous-niveau {u(x) < up}. Ce dernier est donc bien ouvert.

(ii) = (iii). Soit zy € X, et soit (zo, u(zo)) le point correspondant du graphe de u. Soit
(20, up) un point quelconque du sur-graphe de w, a savoir :

uy > u(xo).
Par hypothese, I’ensemble :
{zeX: ux) < u(a:o)—i-%(m)} > g
est ouvert, et x lui appartient clairement. Donc il existe § > 0 tel :

d(z,x9) < 0 — u(z) < ulwy) + L=ulzo),

u

uQ
u(wg)+ 0520

u(zo)

Y=

Géométriquement, fout le graphe de la fonction u restreinte a la d-boule ouverte en z est
en-dessous de ce plafond.

Alors par inégalité triangulaire, 1’ouvert-rectangle centré en (o, ug) et posé sur ce pla-
fond :

{(ZL‘,U): d(%xo) < 9, |u—u0| < %@”0)}

est entierement contenu dans le sur-graphe, ce qui montre que ce dernier est bel et bien
ouvert.

(iii) = (i). Soit (x¢, ug) un point quelconque du sur-graphe, i.e. avec uy > u(xo). Sachant
que ce dernier est ouvert, il existe 0 > 0 et il existe € > 0 tels que :

{(z,u): d(z,z0) <0, |u—uo| <e} C sur-graphe = {(z,u): u> u(z)}.
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uo

u(zo)

(=2}
(=2}

Y=

En particulier, le segment horizontal :
{(z,u0): |# — x| <8} C sur-graphe.
Par définition du sur-graphe, ceci garantit que le graphe se trouve localement en-dessous :
u(x) < ug (¥ [z—wo| < 6).
Grace a cette inégalité de contrdle, il vient :

limsupu(z) < wu,
Tr —r I

et comme ug > u(xy) pouvait étre choisi arbitrairement proche de u(x), on atteint (i)! [

La notion duale de fonction semi-continue inférieurement, moins utilisée dans ce qui
suivra, se devine en changeant lim sup en lim inf, ou en remplacant u par —u.

Corollaire 3.4. Pour une fonctionu: X — |—00, 00|, les trois caractérisations suivantes
de la semi-continuité inférieure sont équivalentes :
(i) en tout point xo € X :

u(zog) < liminfu(z);
T —r X0

(ii) pour tout uy € R, ’ensemble de surniveau :
{z € X: u(z) > uo}
est ouvert;
(iii) le sous-graphe de u :
{(z,u) € Xx] — 00,00]: u<u(z)}
est un sous-ensemble ouvert de X x| — 00, 00]. O

On se convainc aisément qu’une fonction est continue en un point lorsque, et seulement
lorsqu’elle y est a la fois semi-continue inférieurement, et semi-continue supérieurement.

Nous ferons aussi usage fréquent de 1’énoncé de compacité élémentaire suivant, valable
pour le maximum, mais pas en général pour I’'infimum.

Proposition 3.5. Si une fonction u: X — [—00, 00| est semi-continue supérieurement,
alors pour tout sous-ensemble compact K C X, il existe une constante N < oo telle que :

sup u(z) < Ng.
reK
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De plus, u atteint son supremum sur K :
sup u(x) = u(a:K) (Qax € K).
zeK

Démonstration. Pour des entiers n > 1, les ensembles :

O, = {z € X: u(z) <n}

sont ouverts et ces O,, forment un recouvrement de X, puisque u(x) < oo pour tout x € X.
Par Borel-Lebesgue, du recouvrement ouvert du compact :
K=U(0,nK
1<n ( n )7

on peut extraire un sous-recouvrement fini U; < , < n » €t alors :

supu(z) < Ng < oo.

zeK

Ensuite, les ensembles ouverts :
{zeX: u(x) <supu(z)—2 (n>1)
reK

ne peuvent recouvrir K, sinon, encore par Borel-Lebesgue, un nombre fini d’entre eux le
recouvriraient, ce qui contredirait la définition de sup, u. Donc on a bien sup, u = u(x )
pour au moins un rx € K. U

Voici enfin un dernier énoncé, plus coliteux en effort neuronal pour I’exercitation estu-
diantine — voir aussi I’Exercice 6 qui le complémente.

Théoreme 3.6. Si u: X — [—00,00[ est une fonction semi-continue supérieurement
bornée :
U <M< o

définie sur un espace métrique (X, d), alors il existe une suite décroissante :
G122 Q22 Z P Z Ppy1 = 0 2 U

de fonctions continues ¢,, € €°(X,R) qui convergent ponctuellement vers :
u(z) = lim ¢,(x) (Vz € X).
n— o0

De plus, si ;@ > 0 est une mesure de Borel positive finie a support compact dans X,

alors :
lim / ukd,u:/ud,u.

Démonstration. Lorsque u = — o0, il suffit de prendre ¢,, := — n.
Nous pouvons donc supposer qu’en au moins un point o € X, on a u(yg) > — oo.
Pour n > 1 entier, définissons alors les fonctions ¢,,: X — R qui vont réaliser notre
objectif par :

On(z) = SIGJ)I? (u(y) — nd(x,y)) (z€X).

En faisant y = g, nous voyons que ¢, (z) > —oo pour tout x € X. De plus, en faisant
Yy=x:

oOn(z) = u(x).
On se convainc aisément que cette suite de fonctions est décroissante et qu’elle tend ponc-
tuellement vers u. D’ailleurs, ces fonctions ¢,, sont mieux que continues, elles sont lipschit-
ziennes (avec une constante de Lipschitz qui explose) :
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Lemme 3.7. Pour tous v, 2’ € X, ona :
‘qﬁn(x) — gzﬁn(x’)‘ < nd(z,2).

Démonstration. Par symétrie, on peut supposer que ¢, () < ¢, (z’). Soit alors 3/ € X qui
réalise ‘presque’ le deuxieme supremum :

On(2) = u(y) —nd(z',y) -,
a une erreur arbitrairement petite £’ > 0. Bien entendu :
On(x) 2 uly) —nd(z,y').
Mais alors par soustraction et par inégalité triangulaire :
0 < = ¢u(z) +du(') < —u), +ndx,y)+uly) —ndi'y)-¢
= nld(z,y) —d,y)] - ¢
< nd(z, ')+ €. O
Ensuite, en notant la boule ouverte de centre = et de rayon r > 0 :
B,(z) = {y € X: d(z,y) <r},
on peut majorer :

Pn(z) = sup (u(y) —nd(z,y))

yeX

—max( sup (), sup ()
y€Br(2) yEX\Br ()

< max( sup u(y), sup (u(y)—nr) >
yEB- () yeX\B,(z)

J/

Vv
— —o0 lorsque n — oo
puisque u <M < 00

Par conséquent :
lim Gu(z) < sup uly).

n—o0 yGBr ($)

En faisant tendre » — 0, la semi-continuité de « donne :
lim ¢,(z) < u(z),
n—oo

et comme I’inégalité inverse était satisfaite, les ¢,, convergent bien ponctuellement vers .
La derniere affirmation est une conséquence du Théoréme de convergence monotone en
théorie de la mesure et de 1’intégration. U

Un des intéréts de la semi-continuité supérieure est la stabilité suivante.

Proposition 3.8. L’infimum :

u = inf u
acA @

d’une famille quelconque de fonctions semi-continues supérieurement u,: X —
[—00, 00) est toujours semi-continu supérieurement.



3. Fonctions semi-continues 69

Démonstration. En effet, pour tout 3 € A fixé, on a:
lim sup (inf ua(x)) < limsup (us(z))
T — x0 a€A T — X0
< ug(mo).
Mais alors, en prenant I’infimum a droite sur tous les § € A :

lim sup (inf ua(x)> < Bim:‘uﬁ(xo),
S

x—xy €A

ce qui démontre bien que la fonction u = inf u,, est semi-continue supérieurement. U

En général, lorsqu’on part d’une famille infinie dénombrable de fonctions (u,,),en qui
sont continues, la fonction inf w,, perd la continuité : seule la semi-continuité supérieure est
préservée, et ceci justifie I’intérét de ce concept.

Lemme 3.9. La somme et le maximum :
Uy + -+ ug et max(ul,...,uk)

d’un nombre fini de fonctions semi-continues supérieurement uy, . . . , ux SOnt encore semi-
continus supérieurement.

Démonstration. Par une récurrence évidente, il suffit de traiter le cas K = 2. Soient donc u
et v deux fonctions semi-continues supérieurement en un point 2o € X. Pour leur somme
u + v, il existe une suite de points (z,,)°° , tendant vers z, qui réalise :
limsup (u+v)(z) = lim (u(z,) +v(z,))
n—o0

T—rT0

< limsupu(z) + limsup v(z)
T—TQ Tr—T0

< (u+v)(xo),

ce qui aboutit avec peu d’efforts.
De méme, pour une suite (xz,,)>° ; bien choisie :

Ii;rLsalij (max (u(z), v(z))) = Jme (max(u,v))(xn)J

w(zn) ;E v(Zn)

< max (Iim supu(zy,), lim supv(xn))

n—o0 n—oo

< max (Iim supu(z), lim supv(x))

T — X0 T — X0
< max (u(zo), v(z0)),
ces nombreuses inégalités finissant par étre concluantes ! U
Toutefois, étant donné une famille infinie de fonctions semi-continues supérieurement :
(ua)aeA X — [—00, 0],
la fonction :

u(z) = 222 U ()
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n’est pas nécessairement semi-continue supérieurement, méme lorsque les u,, sont conti-
nues et lorsque u(z) < oo en tout point z. Il suffit en effet de penser a la suite croissante
de fonctions :

0,1] 2t — V¥t € [0,1]

qui converge vers la fonction non semi-continue supérieurement en 0 :

; 0 lorsque ¢t =0,
— 1 lorsque 0 <t < 1.

4. Définition des fonctions sous-harmoniques

Dans son essence différentielle, une fonction u est sous-harmonique lorsque son lapla-
cien Au > 0 est positif, vision proche de I’harmonicité Au = 0.

Toutefois, ce n’est pas cette maniere de voir qui est la plus générale. Comme cela trans-
paraitra ultérieurement, 1’intérét majeur des fonctions sous-harmoniques est leur grande
flexibilité, laquelle serait trop contrainte par I’hypothése que u € ¢ soit d’emblée diffé-
rentiable. A posteriori, I'inégalité Au > 0 sera effectivement toujours satisfaite, pourvu
qu’elle soit interprétée au sens des distributions.

En fait, une analogie profonde avec les fonctions convexes sur R peut servir de guide
précieux a la compréhension. Par exemple, une fonction ¢ € €*(R,R) est convexe si et
seulement si ¢ > 0. Toutefois, ce n’est pas ainsi que la convexité est définie dans le cadre
le plus général possible, c’est au moyen de 1’inégalité de sous-moyenne :

Y(As+ (1T=X)t) < Ap(s) + (1= ) (t) (YsER, VEER, YOS A1),

qui exprime que le graphe de 1) se situe toujours en-dessous de ses cordes. Notons que
cette définition de la convexité admet des fonctions non lisses, par exemple la fonction
Y(t) := |t|, qui est convexe.

Nous allons maintenant transférer cette inégalité aux fonctions définies sur des domaines
bidimensionnels 2 ¢ C = R%

Mais I’analogie intuitive entre les fonctions convexes et les fonctions sous-harmoniques
ne sera pas un parallele exact. Nous pourrions requérir dans leur définition que les fonctions
sous-harmoniques soient continues, mais ce serait se priver de la flexibilité précieuse que
représentent les nombreux passages a la limite dénombrables que les applications théo-
riques feront surgir comme nécessaires, notamment lorsqu’on aura a prendre I’'infimum
d’une famille de fonctions. Rappelons-nous que la Proposition 3.8 énongait une stabilité de
ce type pour la semi-continuité supérieure. C’est en partie en vertu de cette proposition que
nous exigerons des fonctions sous-harmoniques la seule ‘tenue correcte minimale’ qu’est
la semi-continuité inférieure.

Nous pouvons maintenant présenter deux définitions initiales.

Rappelons les notations pour les disques ouverts et les cercles de C, centrés en un point
zg € Cetderayonr > 0:

D, (2) := {z €C: |z — 2| <7} et Si(z0) == {2 €C: |z — 2| =r},

les disques fermés étant leur réunion :

DT(Z()) = DT(Z()) U ST<Z()).
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A nouveau, les fonctions considérées seront autorisées a prendre la valeur —oo, mais
pas la valeur +o00. La premiere formulation explique et justifie la terminologie « sous-
harmonique ».

Définition 4.1. Une fonction définie sur un domaine €2 C C :
u:  — [—o0, 0]

est dite sous-harmonique si :

(i) elle est semi-continue supérieurement ;

(ii) en tout point zy € €, il existe 0 < rq < dist(zg, C\Q2) tel que pour tout disque D,.(z)
centré en 2, de rayon 0 < r < 7y, et pour toute fonction h harmonique dans D,.(z) continue
sur D,.(2o), elle satisfait :

- Uu

< h.

u Sr(20) < h Sr(20) Dr(20)

Une telle fonction h est parfois appelée majorant harmonique de la fonction w, la majo-
ration se transférant du bord vers l’intérieur. Etre sous-harmonique, c’est alors tout sim-
plement étre « en-dessous » des fonctions harmoniques.

Toutefois, ce n’est pas par cette définition que nous allons commencer ce cours, mais
par une autre, plus concreéte et plus intuitive, et nous démontrerons ultérieurement que les
deux définitions sont équivalentes. Soit a nouveau {2 C C un domaine.

Définition 4.2. Une fonction u: 2 — [—00, 00| est dite sous-harmonique si :
(i) elle est semi-continue supérieurement ;

(i) elle satisfait la propriété locale de la sous-moyenne, a savoir, en tout point z, € €,
il existe 0 < ry < dist(zp, C\2) tel que pour tout disque D, (zo) centré en z, de rayon
0 < r < rg, elle satisfait :

1 2w )
4.3) u(zg) < —/ u(zo +re“9) do.
2 Jo

Autrement dit, u est inférieure en tout point a ses moyennes sur des petits cercles centrés.
Observons que u = —oo est sous-harmonique. L’ ensemble des fonctions sous-harmoniques
dans € sera noté :

SH(Q).

Cette définition appelle plusieurs commentaires visant a I’éclairer.

Premiérement, une fonction définie dans un ouvert U C C est sous-harmonique si elle
I’est dans chaque composante connexe de U.

Deuxiémement, en décomposant © = u™ — u~ avec :

ut = 4 max (0, u(z)) =0 et u(z) == —min (u(z), 0) > 0,

la théorie de I’intégration nous dit que 1’intégrale sur le cercle S,.(zy) doit étre interprétée
comme :
1 2m ) 1 2m ) 1 2m ]
u(zo +7 6’9) do = — ut (2o +7 ew) do — — / u (20 + reza) dé.
2m Jo 21 Jo

Gréce a la Proposition 3.5, ut est bornée sur le compact S,.(z,), donc son intégrale est
certainement positive finie ! A I'inverse, I’intégrale de u~ peut étre finie ou infinie, car u est
autorisée a prendre la valeur — co. Mais dans tous les cas, la valeur de I’intégrale de u est
un nombre appartenant a [—oo, col. Plus tard, nous verrons que si cette intégrale vaut — oo

27 Jo
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pour un seul rayon 0 < r < g, d’olt u(z9) = — oo aussi par (4.3), alors u = — oo partout
dans ).

Troisiemement, 1’inégalité de sous-moyenne (4.3) est proprement locale : on ne de-
mande sa validité que pour des rayons r, > 0 assez petits qui dépendent a priori du point 2.
Elle implique (exercice) que si (wq )ac est un recouvrement ouvert de €2, alors u est sous-
harmonique dans €2 si et seulement si toutes ses restrictions u|,,, sont sous-harmoniques.
Nous verrons ultérieurement que la sous-harmonicité locale implique une inégalité de sous-
moyenne globale, a savoir que (4.3) est satisfaite pour fout 0 < r < dist (29, 092).

Lemme 4.4. Une fonction sous-harmonique u € SH(Y) atteint sa limite supérieure en tout
point zy € ) :
u(zp) = limsupu(z).
it

Démonstration. Comme u est semi-continue supérieurement :

limsupu(z) < wu(z),
Zz # ZZO
mais il y a plus, comme elle satisfait I’inégalité de sous-moyenne en z, il existe 7o > 0 tel

que, pour tout 0 < r < 7g:

1 27 ]
u(zg) < — u(zo + e do.
2m J
Par I’absurde, si on avait :
limsupu(z) =: ugp < u(zo),
z—> 20
z# 20

alors il existerait 0 < r; < 1 assez petit pour que :

sup  u(z) < up+ MY
Dy, (20)\{z0}

u(zo)+uo
P) )

et on aboutirait alors a un jeu contradictoire d’inégalités :

1 2 )
u(zg) < Py u(zo + reze) df < m < u(zp). O
T Jo
Définition 4.5. Une fonction v: @ — | — 00, o] est dite sur-harmonique lorsque — v est

sous-harmonique.

Observons (exercice d’assimilation) qu’une fonction est harmonique si et seulement si
elle est a la fois sous-harmonique et sur-harmonique.
Le premier exemple canonique de fonction sous-harmonique est le suivant.

Proposition 4.6. Si f € () est holomorphe dans un domaine 2 C C, alors log | f| est
sous-harmonique dans €.

Démonstration. Si f = 0, on obtient — co € SH((Q2).

On peut donc supposer [ # 0. Sur Q\{f = 0}, la fonction log |f| est continue, et
puisqu’elle prend la valeur — oo en les points discrets ot f = 0, elle est gratuitement
semi-continue supérieurement sur la totalité de ).
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Au voisinage de tout point 2o € Q\{f = 0}, la fonction :

log |f| = 1 (log f + log f)

est harmonique, donc elle y satisfait I’ (in)égalité de la moyenne locale.
En un point z ol f(29) = 0, I'inégalité (4.3) est trivialement satisfaite. O

D’autres exemples de fonctions sous-harmoniques peuvent €tre engendrés en appliquant
des procédés élementaires, qui sont conséquences immédiates de la Définition 4.2 (cf. aussi
le Lemme 3.9).

Proposition 4.7. Soient u et v deux fonctions sous-harmoniques définies dans un domaine
Q c C. Alors :

(i) max(u,v) est sous-harmonique dans <) ;
(i) au + B v est sous-harmonique dans ) pour tous réels o, 3 > 0. O

Ainsi, les fonctions sous-harmoniques peuvent treés bien ne pas étre lisses. L’Exercice 8
montre qu’elles peuvent méme étre discontinues.

5. Principe du maximum

Nous avons déja constaté que la propriété locale de 1a moyenne caractérise les fonctions
harmoniques, et qu’alors, elles satisfont aussi la propriété globale de la moyenne :

1 2m )
h € Harm(Q)) = Vz € Q, V0 < r < dist(z9,00), h(z) = 2—/ h(zo+r e?) db.
T Jo

Afin de généraliser la globalisation de la propriété de sous-moyenne locale que satisfont
les fonctions sous-harmoniques, nous aurons besoin d’un nouveau principe du maximum,
lui aussi tres puissant.

Théoreéme 5.1. [Principe du maximum] Si une fonction v € SH()) sous-harmonique
dans un domaine () C C atteint son maximum global en un point intérieur :

U(Zmax) = max u(z) (3 zmax €9),
alors u = u(zmax) est constante.

Contrairement aux fonctions harmoniques, aucun énoncé concernant le minimum global
ne peut avoir lieu, comme le montre la fonction u(z) := max(0, Re z) sous-harmonique
dans C. Et méme, cette fonction max(0, Re z) montre aussi que 1’existence de maxima
locaux n’implique pas non plus la constance.

Il y a bien un principe du minimum global, mais ce sont seulement les fonctions sur-
harmoniques qui le satisfont, par un corollaire direct.

Démonstration. Supposons donc I’existence d’un tel 2z, € 2 en lequel u est maximale,
posons :

Umax = U(Zmax) )

et décomposons 2 en les deux sous-ensembles disjoints :
E = {z € Q:u(z) < umax} et F = {z €O u(z) = umax}.
Comme u est semi-continue supérieurement, F est ouvert.

Assertion 5.2. L’ensemble F est lui aussi ouvert.
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Preuve. Soit un point z € F'. Sur des cercles de rayon 0 < s < r assez petit, on a :

1 27 ]
Umax = u(2) < g/o u(z+se‘t) dt.

Mais si on avait u(z + se*) < Umax pour un angle ,, alors par semi-continuité supérieure
u(z + se') serait toujours < wUma, pour ¢ dans un voisinage de t,, et alors I’intégrale-
moyenne a droite serait elle aussi < umax, € qui est impossible.

Donc on a u(z + se“) = Umayx SUT tous ces cercles, ce qui établit I’ouverture de F' en
z. U

Comme F # (), la connexité de Q = F U F force Q) = F. O

Convention 5.3. Le point a I’infini co € 02 appartient au bord de tout domaine non borné
QCCyp =CU{o0}.

Théoréme 5.4. [Principe du maximum au bord] Si une fonction v € SH(Q) sous-
harmonique dans un domaine ) C C satisfait pour tout point { € 052 :

limsupu(z) < 0,

z—(

alors u < 0 dans ().
Démonstration. Prolongeons tout d’abord u a 0f par :

u(¢) = limsupu(z) (V¢ e89),
z—C
y compris, donc, en ( = oo lorsque 2 est non-borné. On se convainc alors aisément que la
fonction ainsi prolongée u est semi-continue supérieurement dans 2 = 2 U 9€2. De plus
par hypothese :

(5.5) ul,, < 0.

Or puisque Q est compact — il fallait pour cela compactifier €2 lorsqu’il est non-borné
en lui ajoutant oo —, la Proposition 3.5 garantit que ce prolongement w atteint son maxi-
mum :

Umax = U(zmax) = Mmax u(z),
z€5)

en un certain point 2, € €.

e Lorsque zmax € 02, on a u(zmax) < 0 par (5.5), puis u(z) < u(zmax) < 0 pour tout
A Q.

e Lorsque zmax € €2, le Théoréme 5.1 donne u = ., constante dans §2, donc son prolon-
gement au bord est tout aussi constant, et enfin (5.5) donne u = Upmax < 0. O

6. Principe de Phragmén-Lindel6f sous-harmonique

Dans les domaines 2 C C non-bornés, on aimerait avoir un principe du maximum
en ne connaissant le comportement de v qu’aux points du bord situés a distance finie, a
I’exclusion de oo € 0f2. Ceci est possible en demandant que u ne croisse pas trop vite
a ’infini. Voici un résultat tres général, dont se déduiront plusieurs théoremes classique
d’Analyse Complexe a une variable.
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Théoréme 6.1. [Principe général de Phragmén-Lindelof] Soir u € SH(Y) une fonction
sous-harmonique dans un domaine non-borné €2 C C satisfaisant :

(6.2) limsupu(z) < 0, V(¢ € 09Q\{oo}.

z—C

S’il existe une fonction sur-harmonique a valeurs finies :

v: Q — ] — 00, o0
telle que :
(6.3) liminfu(z) > 0 et lim sup u(z) < 0,
Z— 00 2500 U(Z)

alors u < 0 partout dans S).

L’illustration principale de (6.3) est une fonction v € Harm(2) harmonique satisfaisant :

oo = lim v(z) = lim u(z) tandis que : 0= lim M
Z—00 Z—00 Z—00 1}(2;)

Démonstration. Supposons pour commencer que v > 0 dans {2, ce qui est un cas spécial
significatif. Pour € > 0, introduisons :

U 1= U —EV.
Comme — v est sous-harmonique, u,. est sous-harmonique dans §2.
Assertion 6.4. En tout point du bord ¢ € 0S), y compris en ( = 0o, ona :
limsupus(z) < 0.

z—C
Preuve. En un point fini { € 9Q\ {00}, il suffit d’additionner 1’hypothese (6.2) avec :
lim sup ( — 6’0(2’)) < 0.

z—C
En le point ¢ = oo, on a bien :
lim sup (u — ev) = limsup v (% — 5) < 0,
zZ—> 00 zZ—> 00
puisque le facteur v > 0 ne change pas le signe négatif de I’hypothese (6.3). U

Alors les hypotheses du Théoreme 5.4 sont satisfaites, donc u. < 0 partout dans (2 et
enfin v < 0 dans € en faisant ¢ =5 0.

Traitons a présent le cas d’une fonction v générale. Pour n > 0, introduisons 1’en-

semble :

F, = {Z €O u(z) > 77},
dont on veut montrer qu’il est vide. Puisque {u < n} est ouvert, F, est fermé dans (2. De
plus, par (6.2), aucun point de 9\ {oo} ne peut étre limite de points de F;,. Autrement dit,
F, ne touche pas le bord fini de €2, mais peut tout a fait s’en aller vers I'infini comme le fait
Q.

Comme la fonction sur-harmonique v est semi-continue inférieurement, la version op-
posée de la Proposition 3.5 montre qu’elle est bornée inférieurement sur tout compact. Or
a I'infini par hypothése liminf,_, v(z) > 0, donc méme lorsque F;, est non borné, v|r, est
bornée inférieurement.
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Apres addition éventuelle a v d’une constante ¢ > 0, on peut supposer que :

UFW>O.

Affirmation 6.5. Pour toute constante ¢ > 0, le remplacement v(z) — v(2) + ¢ n’altére
pas les deux hypotheses (6.3).

Preuve. Premiérement, on a toujours liminf,_, (v(z) + c) > (. Deuxiemement, si on
décompose :
O = {u<0yU{u>0l,
alors on a gratuitement puisque v > 0 au voisinage de oo :
) u(z
lim sup Q < 0,

e {u<0} v(z)

et donc la deuxieme hypothese (6.3) concerne seulement la limite supérieure pour les z €
{u > 0} proches de co. Mais alors comme v(z) > 0 dans un voisinage de oo, on a :

1 1

< 27 09),
v(z)+c¢  v(z) (57o)
et donc en multipliant par u(z) > 0, on obtient I’inégalité :
lim supﬂ < limsup uz) < 0,
Zpsy v Te o tn, i)
ce qu’il fallait vérifier. U

Apres addition d’une telle constante, introduisons maintenant I’ensemble ouvert :
Vii={z€Q: v(z) >0}
D F,.

Assertion 6.6. Onau —n < 0surV.

Preuve. Nous allons appliquer a la fonction z — u(z) —n définie sur V' la version spéciale
du théoreme démontrée au début, ou nous avons supposé la fonction v > 0, ce qui est
dorénavant vrai sur chaque composante connexe de notre nouvel ouvert V' = {v > 0};
comme liminf,_,,v(z) > 0, toutes les composantes connexes de V' sont non-bornées.

Il faut vérifier les hypotheses (6.2) et (6.3).
En tout point ¢ € 0V \{oo}, nous pouvons estimer en distinguant deux cas :

{0 —n <0 lorsque ¢ € 9Q N OV \{oo},

lim sup (U(Z) - 77) u(C) — 1 lorsque ¢ € QN IV\{co}.

Z¢
Orcomme V D F,, = {u >n},ona:

QNoV C {u<n},
et donc dans le premier, comme dans le deuxieme cas :

limsup (u(z) —n) < 0 (V¢ OV\{oo}).

z—C

Ceci confirme (6.2).
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Quant a (6.3), c’est plus simple et cela s’améliore un peu :

lim supM = limsup uz) - = .77 < 0.
s U(2) 500 0(2) liminfu(z)
zZ—> 00
Donc le cas spécial déja démontré s’applique, et donne v — 7 < O sur V. U

Comme F,, C V, on obtient donc v < 7 sur F,, = {u > n}, donc en fait u = 7 sur F, !
Mais sur Q\ F},, on a par définition v < 7, et au final on a partout :

u(z) <1 (VzeQ).
En faisant n sy 0, on conclut que v < 0 dans €. ]

Corollaire 6.7. Si une fonction u est sous-harmonique dans un domaine non-borné € ; C
et satisfait en tout point du bord fini :

limsupu(z) < 0 (V¢ €80\ {oo}),

z—C

ainsi que :

_ u(z)
lim sup < 0,
z— 00 |0g|Z’

alors u < 0 partout dans SQ.

Démonstration. 1l suffit de choisir sur le bord un point quelconque a distance finie (, €
0 # () et d’appliquer le théoreme qui précede avec la fonction v(z) := log |z — (o] (sur-
Yharmonique dans (2. O

Corollaire 6.8. [Théoreme de Liouville raffiné] Si une fonction u sous-harmonique sur
C tout entier satisfait :

. u(z

lim sup (2)

S )
zoo lOg 2]
alors u est constante sur C. En particulier, toute fonction sous-harmonique sur C qui est
bornée supérieurement doit étre constante.

Démonstration. Lorsque u© = — oo, il n’y a rien a vérifier. Nous pouvons donc supposer
qu’il existe ¢y € C tel que u((y) > — oo. Or une application du corollaire qui précede a la
fonction u — u((y) vue sur C\{(p} donne u < u((y) sur C\{(p}, puis u < u({p) partout.
Alors u qui atteint un maximum global en (, doit étre constante, d’apres le Théoréme 5.1.

0

Pour des domaines ayant une forme spécifique, des hypotheses précises sur la croissance
a I’infini suffisent. Du Théoréme trés général 6.1, nous pouvons maintenant déduire deux
formulations classiques du principe de Phragmén-Lindelof.

Théoreme 6.9. [Phragmén-Lindelof sur une bande] Pour v > 0 réel, soit la bande
ouverte :

= : o
B, = {z eC: ‘Rez‘ < 27}.
Si une fonction u sous-harmonique dans B., a une croissance a l’infini majorée par :

u(z +iy) < AelVl (z+iy € By),
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pour des constantes A < 0o et a < 7, et si en tout point du bord fini elle satisfait :

limsupu(z) < 0 (V¢ €0By\{oo}),
z—C

alors u < 0 partout dans B.,.
La fonction :
u(z) := Re (cos(yz)) = cos(yx)cosh(yy)
montre que le résultat n’est plus vrai lorsque o = 7.

Démonstration. Choisissons un nombre intermédiaire o« < /3 < 7, et introduisons la fonc-
tion harmonique v: S, —> R définie par :

v(z) := Re(cos(Bz)) = cos(fx)cosh(By).

A l'infini, on a :

liminfu(z) > Iiminfcos(g—”) cosh(fy) = oo,
Z— 00 ly] = o0 v
ainsi que :
Iimsup@ < limsup Aot =0
2o U(2) T oo cos(57) cosh(By)
Alors le résultat découle du Théoreme 6.1. U

Corollaire 6.10. [Théoréme des trois droites] Soit u une fonction sous-harmonique sur
la bande verticale B = {0 < Re z < 1} ayant une croissance a linfini majorée par :
u(x +iy) < Ael,
pour des constantes A < oo et a < . Si:
{MO lorsque Re( = 0,

; <
limsupu(z) < M;  lorsque Re( =1,

z—=¢
alors pour tout x +1y € B :
u(lz+iy) < My(1—2z)+ M x.
Démonstration. Introduisons la fonction w: B — [—00, co[ définie par :
u(z) == u(z) —Re (Mo (1 — z) + M ).
Alors une application d’une version translatée du Théoreme 6.9 avec v = 7 donne u < 0

sur B. O

Théoreme 6.11. [Phragmén-Lindel6f sur un secteur] Pour v > % soit le secteur angu-
laire :
Sy = {2 € C\{0}: arg2| < =}
Si une fonction u sous-harmonique dans S, ayant une croissance a l’infini majorée par :
u(z) < A+ B2,
pour des constantes A, B < oo et a < 7, et si en tout point du bord fini :

limsupu(z) < 0 (V¢ €08,y \{o0}),
z—(

alors u < 0 partout dans S.,.



7. Criteres pour la sous-harmonicité 79

Démonstration. Choisissons un nombre intermédiaire o < [ < 7, et définissons une fonc-
tion harmonique v: S, —> R par :

v(z) := Re (") = rfcos(Bt) (z=ret €55).
A linfini, on a :
IianiQOfv(z) > liminf rP cos(g—:) = 00,
ainsi que :
u(z A+ Bre
limsup —= < limsup ,3+—B7r = 0.
zZ— 00 U(Z) r—oo T COS(ﬂ)
A nouveau, le résultat découle donc du Théoreme 6.1. |

La fonction u(z) := Re (27) montre qu’il n’y a pas extension au cas-limite ov = .

7. Criteres pour la sous-harmonicité

Maintenant que le principe du maximum a été soigneusement présenté, nous pouvons
entamer les aspects les plus centraux de la théorie des fonctions sous-harmoniques, notam-
ment la globalisation de I’'inégalité locale (4.3) de sous-moyenne.

Un rappel préliminaire s’impose, issu du chapitre consacré aux fonctions harmoniques.

Sur un disque ouvert A = D,(2) de rayon r > 0 centré en un point z, € C, dont le

bord A est paramétré comme :

_ i0
( =2z+re (0<0<2m),

lorsqu’une fonction intégrable ¢ € L'(OA,R) est donnée, son prolongement harmonique

au disque A a, en un point quelconque z = 2o + se € A avec 0 < s < r, une valeur
fournie par la formule suivante de type convolution avec le noyau de Poisson :

_ 1 1€ — 20f* — |2 — 2/ %
(Pa0)) = g | Te =2 =G =) 9
2r 2 .2 )
- %/0 |TC—,:\2 u(zo—l—rew) do
1 [ 2 _ g2

i0
= — de.
2 Jo r? —2rscos(f —t) + s? u(z +re”)

Alors les fonctions sous-harmoniques obéissent a une inégalité absolument fondamen-
tale qui fait intervenir le prolongement harmonique de leurs restrictions a des cercles.

Théoreme 7.1. Pour une fonction semi-continue supérieurement :
u:  — [—o0,00]
définie sur un domaine () C C, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) u est sous-harmonique dans <) ;
(ii) pour tout zy € ), tout 0 < r < dist(zo, 0N2), tout point z € D,.(29) =: A, ona:

u(z) Pa (u‘%)(z),

<
a savoir plus précisément, pour tout 0 < s < r, tout 0 <t < 2m ona:

1 2m r2 _ 32

21 J, 12— 2rscos(f — t) + s

u(zo + s eit) < u(zo +r ew) do;
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(iii) pour tout sous-domaine relativement compact w € (), et toute fonction harmonique
h € Harm(w) satisfaisant :
limsup (u—h)(z) <0 (V¢ € dw),

z—C

on au < h partout dans w.

Démonstration. (i) = (iii). Etant donné w et h € Harm(w), la fonction u — h est sous-
harmonique dans w (exercice) car (indication) —h satisfait I’égalité de la moyenne, donc le
Principe du Maximum 5.4 s’applique.

(iii) = (ii). Soit un disque fermé A := D,(zy) C Q. Grace au Théoréme 3.6, il existe
une suite décroissante de fonctions continues ¢,, > ¢,1 > u définies sur le cercle OA
qui tendent ponctuellement vers u|sa. Leurs prolongements de Poisson Pa(¢,,) sont alors
harmoniques dans A. De plus, comme les ¢,, sont continues, un théoréme classique vu dans
le chapitre sur les fonctions harmoniques assure qu’en tout point { € OA :

z—(
Conséquemment et par semi-continuité superleure dew:

limsup (u— Pagn)(z) < uw(C)—¢n(¢) < 0

2 CEDA

Grace a I’hypothese (iii), nous déduisons que u < Pa¢,, dans A.
Enfin, Pa(-) étant un opérateur intégral, le Théoréeme de convergence monotone —
soustraire une constante pour se ramener a des fonctions toutes < 0 — conclut :

u(z) < lim Pa(6n)(2) = Pa((im 6)(2) = Pa(ulp)(2).

(ii) = (i). Poser s = 0 offre I’'inégalité de sous-moyenne de la Définition 4.2 initiale,
satisfaite dorénavant non seulement pour 0 < r < 7y assez petit, mais encore pour fous les
rayons 7 tels que D, (zy) C €. O

Ceci mérite bien de mettre en exergue un bon petit

Corollaire 7.2. [Inégalité de sous-moyenne globale] Si une fonction u est sous-
harmonique dans un ouvert 2 C C, alors en tout point zy € ) et pour tout rayon
0 < r <dist(z,00), ona:

2
u(zp) < i/ u(zo + e do,

u(z0) < — // u(z,y) dedy.
T™r ~(20)

Démonstration. La premiere inégalité coincide avec (ii) du théoreme précédent pour s = 0.
La deuxiéme inégalité en découle alors par intégration :

T 21
/ sds 27 u(z) / sds/ u(zo + se”) do,
0

suivie d’une réorganisation visuelle. U

Corollaire 7.3. Si f: Q — Q' = f(Q) est un biholomorphisme entre deux ouverts Q2 C C
et QY C C, alors :
u € SH(Q) = wof € SH(O).
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Démonstration. Le critere (iii) de sous-harmonicité est invariant, puisque nous savons déja
que I’harmonicité est invariante ! U

Ainsi, il est possible d’étendre la définition de la sous-harmonicité aux domaines de la
sphere de Riemann C,, = C U {00}, et, plus généralement, aux ouverts quelconques des
surfaces de Riemann arbitraires.

Une autre application donne la caractérisation concrete des fonctions de classe €2 qui
sont sous-harmoniques, comme cela a ét€ annoncée en début de chapitre.

Théoréme 7.4. Sur un domaine Q2 C C, une fonction u € €* (2, R) est sous-harmonique
si et seulement si :
Au > 0.

Démonstration. Supposons d’abord que Au > 0 sur ). Soit w € {2 un sous-domaine
relativement compact, et soit une fonction harmonique /1 € Harm({2) telle que, en tout
point du bord ¢ € dw :
limsup (u— h)(z) < 0.
z—C
Grace a la caractérisation (iii) de la sous-harmonicité, il suffit de faire voir que v < h dans
w.
Pour € > 0, introduisons a cette fin la fonction :
u(z) — h(z) +elz|? lorsque 2z € w,
ve(2) = )
ez lorsque z € Jw.
Comme v, est semi-continue supérieurement sur w (exercice mental), elle y atteint, par la
Proposition 3.5, son maximum en au moins un point 2y € w.
Mais 2y ne peut pas appartenir a I’intérieur w, a cause de :
AUa = Au—0+4e >0 (surw),

car cette positivité implique que la dérivée seconde en tout point zp = xg + 2y € w, soit

de la fonction x — v.(x, yo), soit de la fonction y — v.(xg,y), est > 0, ce qui rend au

moins I’une de ces fonctions paraboliquement croissante, et contredit la maximalité en z;.
Donc le maximum de v, est atteint en un point 2, € dw, ce qui donne :

_ < 2 ZEW).
(u—h)(z) < Lnegzﬂz] (Vzew)

En faisant ¢ — 0, nous obtenons bien u < A dans w.
Réciproquement, supposons que u € SH({2) est sous-harmonique. Dans un voisinage
d’un point 2z, € €2 avec £ > 0 tres petit, développons alors « au second ordre taylorien :

; 0 5 0 ,
u(zo+c€e”) = u(z) + 8—3(2@) ge’ 4 G_Z(ZO) e 4
0?u

0*u : 0*u Y
+ 52 (@(ZO) 6219 + 2 azaz(z’o) + 822 (Zo) e 2 0) + 82 0(1)

Intégrons ensuite par rapport a § pour prendre la valeur moyenne de cela :

1 21 ) 2
o |, u(zo+ce’)dd = u(z)+e°2 82(’;;(20) +e%0(1).
L’inégalité de sous-moyenne (4.3) nécessite alors que %%(zo) > 0. O
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Le résultat suivant illustre parfaitement la flexibilité des fonctions sous-harmoniques.

S

Théoreme 7.5. [de recollement] Soit u une fonction sous-harmonique dans un domaine
Q C C, et v une fonction sous-harmonique dans un sous-ouvert w C ) satisfaisant, en tout
point C de Uinterface Ow N €} :

limsupv(z) < u((Q).

wdz—(
Alors la fonction :
B max(u, v) sur w,
u =
u sur Q\w,

est sous-harmonique dans ).

Démonstration. La condition a I’interface garantit que u est semi-continue supérieurement
dans ).

Ensuite, la Proposition 4.7 dit que max(u, v) satisfait I’inégalité de sous-moyenne locale
en tout point de w. Donc u est sous-harmonique dans Q\dw.

Enfin, en un point ¢ € dw N €, sur des cercles S,.(¢) de rayons 0 < r < dist(¢, C\Q2),
on a aussi :

. 1 2 . 1 P B 4
u(¢) = u(¢) < %/0 U(C+T€ZG) 49 < %/0 U(C—l—?"ew) 2.
simplement parce que v < @ partout. .

8. Théoremes de convergence

Le premier résultat de convergence, pour les suites décroissantes, est simple, mais im-
portant. Il explique en partie pourquoi il est naturel de demander que les fonctions sous-
harmoniques soient seulement semi-continues supérieurement : en effet, c’est la seule pro-
priété qui est conservée lorsqu’on prend des limites décroissantes de fonctions continues,
tandis que I'inégalité de sous-moyenne, elle, va s’avérer facilement préservée dans la dé-
monstration.

Théoréme 8.1. Soir (u,,)>° | une suite de fonctions sous-harmoniques dans un domaine
Q C C qui est décroissante :

Alors la fonction-limite :

est sous-harmonique dans ).
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Démonstration. Pour toute constante ¢ € R, I’ensemble réunion dénombrable d’ouverts :
{zeQ:ux)<c} = U {u, <c}
n=1

est ouvert, donc u est semi-continue supérieurement.

Ensuite, si D,.(z9) C €2, alors pour toutn > 1 :

1 2w )
un(20) < — / Uy, (zo +7r 626) do.
2 Jo
Grace au théoreme de convergence monotone, lorsque n — oo, on déduit que w satisfait
I’'inégalité de sous-moyenne (globale), donc u sous-harmonique. U

Il ne faut pas (du tout!) s’imaginer qu’il pourrait exister un énoncé analogue pour les

suites croissantes de fonctions sous-harmoniques. Par exemple, la suite u, () := * log |z

T n
sur le disque unité D a pour limite une fonction :

0 lorsque 0 < |z| < 1,
u(z) =
— 00 en z =0,
qui n’est méme pas semi-continue supérieurement en 0 !

Le résultat suivant généralise la Proposition 4.7 (i) pour un supremum pris sur un espace
non forcément fini ou discret.

Théoreme 8.2. Soit T un espace topologique compact, soit 0 C C un domaine, et soit
v: QX T — [—o00, 00| une fonction satisfaisant :
e v est semi-continue supérieurement sur ) x T';
e z — v(z,t) est sous-harmonique dans ), pour tout t € T fixé.
Alors la fonction :
u(z) = sup,er v(2,1)
est sous-harmonique dans §).

Démonstration. Soit z € () et soit ¢ € R telle que u(z) < c. Ainsi, pour tout ¢ € T, on a
v(z,t) < ¢, et comme v est semi-continue supérieurement, il existe un voisinage V, de ¢ et
un rayon r; > 0 tels que :

v <c sur D, (z2) xV, (VteT).

Par compacité de 7', il y a un sous-recouvrement fini :
Vi, U---UV, D T.
Avec le rayon strictement positif :
5 = min(rtl, e ,rtK) > 0,

on a donc u < ¢ sur D4(2), ce qui établit la semi-continuité supérieure de w.
Ensuite, soit un disque fermé D,.(zy) C 2. Alors pour toutt € T,on a:

1 2T ' 1 o ‘

U(Z()?t) < %/0 U(Z(] + 7‘610, t) de < % ; u(ZO + 7,.629) de
Il suffit de prendre le supremum sur ¢ € 7' pour conclure que u satisfait I’inégalité de
sous-moyenne. 0

Le résultat suivant généralise la Proposition 4.7 (ii) pour une combinaison linéaire a
coefficients positifs prise sur un espace non forcément fini ou discret.
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Théoreme 8.3. Soit (., 1) un espace mesuré de mesure j(.#) < oo finie, soit 2 C C un
domaine, et soitv: Q) X M — [—00, 00| une fonction satisfaisant :

e v est mesurable sur Q) X M ;

e z — v(z,m) est sous-harmonique dans §), pour tout m € M fixé;

® 2 — sup,,c 4 V(z,m) est bornée supérieurement sur les compacts de .
Alors la fonction :

u(z) = / v(z,m) du(m)
M
est sous-harmonique dans ).

Démonstration. 1l suffit de montrer que u est sous-harmonique dans tout sous-domaine
relativement compact w € 2.

Par la troisieme hypothese, sup,,,. , v(z, m) est bornée supérieurement sur &, donc apres
soustraction €ventuelle d’une constante, on peut supposer que v < 0 sur w x .#. Ceci
légitimera 1’utilisation du lemme de Fatou et du théoreme de Fubini-Tonelli dans ce qui va
suivre.

Si zp € w, etsi (z,)22, est une suite arbitraire de points de w telle que z, — zo, Fatou
puis la semi-continuité supérieure de z — v(z, m) donnent :

limsupu(z,) = limsup /% v(zp, m)dpu(m) < / limsup v(z,, m) du(m)

n— oo n— 00 Y/ U]

< /,[ v(20,m) dp(m) = u(z0),

ce qui est la semi-continuité supérieure de v en 2y € w.
Ensuite, pour tout disque D, () C w, Fubini-Tonelli puis la sous-harmonicité de z —
v(z,m) donnent :
1 [ 1

2T
u(zo+re?)dd = — (/ v(z +1e", m) du(m)) do
2w 0 Y4

_ /ﬂ (% /0 oo+ e, m) d9> dpu(m)

> //// v(zg,m) du(m) = u(zo),

ce qui est I’inégalité de sous-moyenne pour u en 2. U

27 Jo

9. Intégrabilité des fonctions sous-harmoniques

D’apres la Proposition 3.5, les fonctions sous-harmoniques sont bornées supérieurement
sur les compacts. Un phénomene extrémement important est qu’elles ne peuvent pas étre
« trop infinies inférieurement», au sens de la mesure. Rappelons 1’expression de la mesure
de Lebesgue comme 2-forme différentielle :

d\ = dx Ndy = %dz/\dz.

Théoréme 9.1. [SH C L[ ] Toute fonction sous-harmonique v # —oc dans un domaine
Q) C C est localement intégrable au sens de Lebesgue :

/ |u]d)\ < 00 (VK CQ compact).
K
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Démonstration. Par un argument direct de compacité, il suffit de montrer que pour tout
2o € Q, il existe r > 0 avec D, (29) C Q tel que :

/ lu(z,y)|de ANdy < oo.
Dr(20)

A cet effet, décomposons 2 = F U F en les deux sous-ensembles disjoints :
E:={z%eQ: 3Ir>0, fDT(zo) lu| < oo},
et:
F = {zeQ: Vr>0, J ooy [0l = 00}
L’objectif est d’établir que £ = ().

Assertion 9.2. F est ouvert.

e e

Preuve. Cette affirmation est tout a fait naturelle en théorie de I’intégration : soit 2y € E et
soit 79 > 0 tel que fDro(zo) |u| < oo. Soit z; € Dy, (2) et soit :

r o= 7“0—|2’1—Zo| > 0,

comme sur la partie gauche de la figure. Alors puisque D, (z1) C D, (2) (avec point de
tangence), on majore trivialement :

/ lu| d\ < / lul d\ < oo.
Dy, (21) ]D),«O(zo)

Ainsi, z; € E pour tout z; € D, (2) lorsque zy € E. O

1

Assertion 9.3. [ est aussi ouvert et de plus :

U‘F = —OQ.

L’ouverture de F', « non-évidente », est le point-clé, et elle utilise réellement la sous-
harmonicité de u.

Preuve. Soit zy € F, et soit un rayon ry > 0 tel que D3, (29) C €2, comme sur la partie
droite de la figure. Puisque zp € F':

/ lu| d\ = o0.
DTQ(ZO)



86 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

Ensuite, soit z; € D, (), et soit :
Ty = To+ |21 — 20| < 27p.
Par inégalité triangulaire, on a :
D,y (20) C Dy, (21) C D3 (20) € Q,

le cercle S, (21) étant d’ailleurs tangent au cercle S, (2o). Bien entendu :

/ lu| d\ = o0.
Drl(zl)

Maintenant, la Proposition 3.5 garantit que v = u™ — u~ avec ut = max(0,u) > 0
etu~ = —min(u,0) > 0, est bornée supérieurement sur D, (z;), & savoir u™ I"est, donc
0< f ut < oo, et par conséquent, on a en fait :

/ ud\ = — oo.
Dry (21)

Rappelons que u satisfait I’inégalité de sous-moyenne globale :

1 2w )
u(z1) < —/ u(21 —1—86”) dt (VO<s<r).
2 J,
Multiplions cela par 27s et intégrons de s =0a s = ry :
mriu(z) < / ud\ = —oo.
DT1 (21)
Cette inégalité étant valable quel que soit le choix initial de z; € D, (z), nous déduisons :
Ulp, () =

Ceci montre bien que F est ouvert, et que de plus u|p = — occ. U

L’ouvert connexe ) = E'U F’ est réunion disjointe de deux ouverts, donc ou bien {2 = E
(I’objectif annoncé), ou bien {2 = F', mais dans ce dernier cas, 1’assertion qui précede a de
surcroit montré que u|p = ulg = u = — 00, ce qui était exclu a I’avance par une hypothése
du théoréme. U

De SH(Q) C LL.(Q), nous allons déduire que les fonctions sous-harmoniques non

loc
identiquement égales a — oo sont intégrables sur tout cercle.

Corollaire 9.4. Dans un domaine Q2 C C, si u € SH(Q)\{—o0}, alors pour tout z, € Q) et
tout 0 < r < dist(zp,02), ona :
1 27 )
—00 < — u(zo+7e?)do < oo.
2m Jo
Démonstration. L’inégalité supérieure provenant du fait que v est bornée supérieurement
sur tout compact, c’est ’inégalité inférieure qui compte. Apres soustraction éventuelle
d’une constante, on peut donc supposer que u < 0 sur D,.(z5) C Q.
D’apres le Théoreme 7.1 (ii), pour tout 0 < s < rettout 0 < ¢ < 2m, le prolongement
harmonique de la restriction de u au cercle .S, (zp) majore w :

1 2m r2 _ 32

21 J, 12— 2rscos(f — t) + s

u(zo + s eit) < u(zo +r ew) do.
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Effectuons alors une majoration de type Harnack pour le noyau (exercice) :

r? — g r—s
<

(=1

r? —2rscos(f —t) + s? S or+s

ce qui donne :
2

r-s 1 u(zo—l—rew) de.

r+s o 0
Maintenant, si I’intégrale du membre de droite était égale a — oo, ceci impliquerait :

u(zo + s eit) <

Ulp, () = — O
puis, griace au Théoreme 9.1 fondamental qui précede, u = — oo dans 2, ce qui n’est pas !
Donc on a bien :
1 2w )
—00 < — u(zOJrTe’e)d@ < 0,
2 Jo
pour tout disque fermé D,.(zy) C . O

Une autre conséquence de ce théoreme fondamental est que les fonctions sous-
harmoniques ne peuvent pas étre égales a — oo sur des ensembles trop substantiels.

Définition 9.5. Le lieu polaire d’une fonction u € SH((2) est :
{z € Q: u(z) = —oc}.

Corollaire 9.6. Si une fonction u Z — oo est sous-harmonique dans un domaine ) C C,
alors son lieu polaire est de mesure de Lebesgue égale a 0.

Démonstration. Soit (K;)32, une suite croissante K; C Kj;; de compacts qui remplit

(2 = U Kj;. On a grace au Théoreme 9.1 :

/ lul d\ < o0 (Vi>1),
Kj
donc par un théoreme €lémentaire de théorie de I’intégration :

0 = mesure ({u = — oo} N Kj) (Vj=1),
et enfin on obtient la nullité de la mesure de {u = — 0o} comme réunion dénombrable
d’ensembles de mesure nulle. U

10. Lieux polaires des fonctions sous-harmoniques

Bien entendu, lorsque u = log | f| pour une fonction holomorphe f € ¢(£2) non identi-
quement nulle, le lieu polaire {u = — oo} = {f = 0} est discret, dénombrable.

Toutefois, cet exemple n’est pas représentatif de la vraie généralité des fonctions sous-
harmoniques. En fait, il en existe qui sont égales a — oo sur des sous-ensembles (non-
ouverts) non dénombrables, comme nous allons le voir.

En guise de préliminaire, quelques rappels s’imposent sur les ensembles parfaits et sur
les théoremes catégoriques de Baire. Soit (X, d) un espace métrique complet muni d’une
distance d, par exemple R avec N > 1, muni de la distance euclidienne.

Pour x € X et r > 0, soient les boules ouvertes et fermées :

B(z) == {ye X: d(z,y) <r} et B.(z) == {y € X: d(z,y) <r}.
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Définition 10.1. Un sous-ensemble P C X est dit parfait lorsqu’il satisfait I’'une des condi-
tions équivalentes suivantes :

e pour tout pointp € P,onap € P\{p}, a savoir, aucun point de p n’est isolé dans P

e pour tout point p € P, il existe une suite (p,)°2; de points p,, € P tous distincts de p
telle que p,, — p;
e ’ensemble dérivé de P :

P={peX: 3, n€P, pn#p, v —p} =P

coincide avec lui-méme.

En particulier, tout ensemble parfait est fermé. Le cas de la dimension N = 2 dans
I’énoncé suivant nous sera utile.

Théoreme 10.2. Tout sous-ensemble parfait non vide P C R" est de cardinal non dénom-
brable.

Démonstration. Si on avait Card P < oo, son ensemble dérivé P’ = () serait vide (exercice
mental), ce qui n’est pas. Donc Card P = oo.

En raisonnant par I’absurde, supposons donc que Card P = Card N* soit infini dénom-
brable. Via une bijection entre N* et P, énumérons alors tous les points de P sous forme
d’une suite :

P = {Jfl,x‘g,l’g,... }

Pour commencer, soit B € R" une boule ouverte non vide relativement compacte conte-
nant 1. Comme P est parfait, x1 n’est pas isolé, donc il existe un point :

y1 € PN DB,
tel que :
Y1 # 1.
Choisissons alors un cube ouvert C'; C B centré en y; de coté assez petit pour que :
I g 61.

Ensuite et a nouveau parce que P est parfait, y; € P n’est pas isolé, donc il existe un
point :
Yg € PNndcC;.
tel que :
Yo # U1 et de plus : Yo F# To.
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On choisit alors un cube ouvert non vide Cs centré en y, de coté assez petit pour que :

T2,Y1 ¢ 62.

On se convainc alors (exercice) qu’il est possible de construire par induction une suite
infinie de points (y,,)5> ; distincts deux a deux et une suite de cubes ouverts (C,, )2, centrés
en les vy, satisfaisant, pour toutn > 1 :

@) Cni1 CCy C B,
(i) y, € PN Cy;

(i) z1,..., %0, Y1, Y1 € Ch.
Ainsi les sous-ensembles fermés de RY :

K, =C,NnP (n>1)
sont compacts, puisque tous contenus dans B € RY, et emboités :
K, C K, (Vn>1).

Un théoréme classique de topologie métrique assure alors que I’intersection infinie :

(K. # 0
n=1

est un sous-ensemble non vide de P.
Mais comme par construction on a arrangé pour tout n > 1 que :

T1y.e.y Ty §ZanﬂP = Kn,

aucun pointde P = {x1,...,x,, ...} ne peut rester dans N,, K,,, ce qui est la contradiction
conclusive montrant que P est non dénombrable. U

Bien entendu, ce théoréme est tout aussi vrai dans un espace métrique complet (X, d)
quelconque.

Définition 10.3. Dans un espace métrique (X, d), un sous-ensemble D C X est dit dense
lorsque tout point de X lui est adhérent :

D = X.
Observation 10.4. On a équivalence entre :
e D C X estdense;

e DN B,.(x) # 0 pour tout x € X et toutr > 0;
e DN U # () pour tout ouvert non vide U C X.

Démonstration. La vérification complete est laissée en exercice; s’inspirer du raisonne-
ment de I’Observation 10.7. U

Définition 10.5. Dans un espace métrique (X, d), un sous-ensemble A C X est dit nulle
part dense lorsque I’intérieur de son adhérence est vide :

int(A) = 0.
Lemme 10.6. Pour tout ouvert O C X, ona:
X\O = Int (X\0).
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Démonstration. Tout d’abord, O D O donne X\O C X\O, d’oti en prenant les intérieurs :
X\0 c Int(X\O).
Pour I’inclusion inverse, un énoncé €lémentaire sera utile.

Observation 10.7. Soit U C X un ouvert non vide, et soit G C X un sous-ensemble

quelconque. Alors : o
UNnG =0 = UnG = 0.

Démonstration. En effet, tout point go, € G\G est limite g, = lim g,, d’une suite conver-
gente de points g, € G. Si on avait g, € U, alors a partir d’un certain rang n > N > 1,
tous les g,, proches de g, devraient se trouver dans 1’ouvert U, mais g, € UNG = () est
impossible. O

Soit z € Int (X\O) quelconque, c’est-a-dire qu’il existe > 0 tel que la boule ouverte :
B.(x) ¢ X\O,

donc B,(x) N O = (). L’observation qui précéde donne B,(z) N O = (). En particulier, le
centre z € X\O, et ceci établit I’inclusion inverse :

Int (X\0) c X\O
conclusive. O

Lemme 10.8. Un ouvert O C X d’un espace métrique (X,d) est dense dans X si et
seulement si le fermé complémentaire F := X \O est d’intérieur vide.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que :

0=X < Int(X\0) =9,
ou, de maniere équivalente, d’établir la contraposée :

0S X < Int(X\0) # 90,

qui est un corollaire (visuel) du Lemme 10.6. ]
Lemme 10.9. Efant donné un nombre fini K > 2 d’ouvert denses Oq,...,O¢ dans un
espace métrique (X, d), leur intersection :

O:1N---NOg

est encore un ouvert dense de X.

Démonstration. Pour de simples raisons logiques, le cas K = 2 implique trivialement le
cas général K > 2. Traitons donc le cas K = 2.

Soit x € X un point quelconque, et soit B,(x) une boule centrée en = de rayon r > 0
arbitrairement petit. Il s’agit de trouver, dans cette boule, au moins un point :

Yo € OQ N 01 N BT(ZL‘)
Mais O; est dense, donc il existe y; € O; N B,.(z). Qui plus est, O; est ouvert, donc il
existe une boule :
le(y1> C OlﬂBr(m) (3s1>0).
Mais O, est dense, donc il existe :
Y2 € 02 N BS1(y1)7

et alors un tel y, fait parfaitement I’ affaire ! U
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Bien entendu, quand on passe 4 un nombre infini dénombrable d’ouverts denses O, =
X, k > 1, I'intersection Ny Oy, cesse en général d’étre ouverte. Mais le célebre Théoréme
de Baire dont la démonstration est si élémentaire et dont les applications a I’ Analyse et a la
Topologie sont si fantastiques, montre qu’on conserve la densité.

Théoréme 10.10. [de Baire] Dans un espace métrique complet (X, d) :

(i) route intersection infinie dénombrable N1 Oy d’ouverts O, C X denses O, = X est
encore dense :

ﬂ Ok = X;
k=1

(ii) toute réunion infinie dénombrable Uy~ Fy. de sous-ensembles fermés F, C X d’inté-
rieur Int F, = () vide est encore d’intérieur vide :

Int U F, = 0.

k>1
Démonstration. Eu égard au Lemme 10.8 et a la correspondance :
Fk = X\Ok <~ Ok = X\Fk (k>1),

les deux énoncés (i) et (ii) sont équivalents entre eux.

Focalisons-nous donc sur (i). Soit U C X un ouvert non vide quelconque. Le but est de
montrer que :

0 #UnN (le Ok).

Comme O; est dense, il existe ;1 € UN Oy, et comme cette intersection est ouverte, elle
contient une certaine boule ouverte centrée en x :
un 01 D) B2r1 (l’l),
de rayon 2r; avec 0 < r; < % ; ici, 271 est une marge de sécurité qui sera utile plus tard.
Ensuite, comme O, est dense, il existe 5 € B, (1) N Oy — noter qu’on passe a une
sous-boule —, et comme cette intersection est ouverte, elle contient une boule ouverte
centrée en 5 :

B, (x1) N0y D By, (2).
de rayon 275, avec 0 < 1y < 2%, quitte a rapetisser le rayon. Par construction :
UNO1NOy D Bypy(xs).
Affirmation 10.11. I existe une suite infinie (xy);>, de points x;, € X et des rayons
0<r < 2% tels que :
B, () NOkr1 D Bapyy (Thg1) (k> 1).
Preuve. Par récurrence, supposons z;, et 7, déja construits. Comme Oy | est dense, il existe

Trt1 € By, (zx) N Ogyq, et comme cette intersection est ouverte, elle contient une boule
ouverte centrée en xy,

B’r‘k('xk‘> N Ok+1 o B2rk+1 (xk+l)7

de rayon 2ry4q, avec 0 < 711 < 5ot O
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Il découle de cette construction gigogne que :
UNnOyN---NOx D By (k) (Vk>1).
Le doublage des rayons comme marge de sécurité sert maintenant a garantir que les
boules fermées :
Erkﬂ (Tr11) C Baryy, (Tr11) C By(xr) C B, (z) (k>1)

sont emboitées les unes dans les autres. D’apres un théoreme classique de topologie mé-
trique, comme X est complet, leur intersection infinie :

m Frk(xk> = {p}

k>1

est non vide, constituée d’ailleurs d’un point unique. Or comme :

Uno,n---n0x D B, (1) (Vk>1),
il vient :
Un(00:) > = OB (@),
ce qui montre bien que cette intersection est non vide. U

Voici une conséquence tres souvent utilisée de ce résultat.

Théoreme 10.12. [de Baire bis] Si un espace métrique complet (X, d) non vide s’écrit
comme réunion dénombrable de fermés :

X =JF

k=1
alors I'un au moins Fy, de ces fermés posssede un intérieur non vide :
0 # IntFy, ke >1).

Qui plus est, la réunion des intérieurs de ces fermés :

UlntF, = X
k>1
est dense dans X.

Démonstration. Soit U C X un ouvert non vide quelconque. Sa fermeture U est alors un
espace métrique complet.
Introduisons les ouverts relatifs de U :

L’hypothese Uy F, = X se traduit en passant aux complémentaires par :
m Ok = @ (dans U).
k=1

Or ces Oy peuvent-ils étre fous denses ? Ah que non! Car le Théoreme 10.10 impliquerait
la non-vacuité de leur intersection.

L’un, au moins, disons Oy, , de ces ouverts, n’est donc pas dense dans U, c’est-a-dire
qu’il existe un ouvert non vide V C U tel que :

O, NV = 0.
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Mais comme U est ouvert, on a de plus U NV # (). Nous pouvons donc trouver un point
x € VN U et une boule de rayon r > 0 centrée en x tels que :

B.(x) c UnV,
d’ou :
BT(ZL‘) N Ok* = @
Nous avons donc trouvé une boule ouverte entierement contenue dans le fermé :
Fro = U\Op.,

lequel est donc d’intérieur non vide !
De plus, comme I’ouvert de départ U était arbitraire, nous avons montré que la réunion
des intérieurs des F; rencontre tout U, donc que cette réunion est dense. O

Voici enfin I’énoncé promis qui révele une complexité intéressante des fonctions sous-
harmoniques.

Théoreme 10.13. Soit K C C un sous-ensemble compact qui est parfait, a savoir sans
point isolé, soit (z,)>° | une suite dénombrable dense de points z, € K, et soit (a,)>>,
une suite de nombres a,, > 0 tels que ), a,, < oco. Alors la fonction v: C — [—00, 00|
définie par :

u(z) = Z a, log |z — z,| (z€C)
n=1
satisfait :
(i) u est sous-harmonique dans C et u Z — 00,
(i) u = — oo sur un sous-ensemble dense non dénombrable de K ;

(iii) w est non continue en presque tout point de K.

Démonstration. (i). Avec les notations du Théoreme 8.3, sur I’espace .# := N* muni de la
mesure p({n}) := a, pour n > 1 telle que pu(.#) < oo, introduisons la fonction :
v: CxN' — [—00,00],
(z,n) — log|z — 2.
Alors d’apres ledit théoreme, la fonction :
/ v(z,n)du(n) = Z aylog|z — z,| =: u(z)
* n>1

est sous-harmonique dans C tout entier. De plus, il est clair (exercice mental) que u(z) >
— oo pour tout z € C\ K, d’ott u # — oo.

(ii). Examinons donc I’ensemble polaire :

{u = —o0}.

Nous venons de dire que {u = — oo} C K. De plus, chaque élément z, € K de la suite
dense appartient a {u = — oo}, a cause du terme a,, log |2, — z,| = — oo, donc on a la
densité :

{u=—-o0} = K.
Ensuite, son complémentaire dans K :
(10.14) K\{u oo} ]L;Jl {zeK:uz)>-j},
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s’écrit comme réunion dénombrable de sous-ensembles fermés, car u est sous-harmonique,
et d’intérieur vide dans K, car la collection {z,}>°; C {u = — oo} est dense dans K
(exercice mental).

Notons que K, muni de la topologie euclidienne induite de celle de C = R?, est un
espace métrique complet, et puisque K est parfait, le Théoreme 10.2 assure qu’il est de
cardinal non dénombrable.

Affirmation 10.15. L’ensemble polaire {u = — oo} est non-dénombrable.

Preuve. Sinon, s’il était dénombrable, il serait (trivialement) réunion dénombrable de fer-
més (singletons) d’intérieur vide, et alors en revenant a (10.14) :

K = {uz—@@}U(JEJl {zeK: u(z)}—j}),

I’espace métrique complet /' lui-méme serait réunion dénombrable de fermés d’intérieur
vide, en contradiction flagrante avec le Théoreme 10.12 de Baire bis. U

Donc {u = — oo} est bien non-dénombrable.

(iii). II est instantané que la fonction u est non-continue en tout point de :

{u=—oo}\{u=—oc}.
Or nous avons vu que :
{u=—-o0} =K,

et comme le Corollaire 9.6 nous a informé qu’un ensemble polaire tel que {u = — 0o} est
toujours de mesure de Lebesgue égale a 0, nous concluons bien que w est non-continue en
presque tout point de K. U

11. Convexité et sous-harmonicité

Comme nous 1’avons déja notifié, il existe des analogies profondes entre les fonctions
convexes sur R et les fonctions sous-harmoniques sur C.

Rappelons qu’une fonction ¢): R — R est convexe si, pour tout 0 < iy, ..., ux < 1
avec 1 = 1 + - -+ + ug, pour tous tq, ..., tx € R, elle satisfait I’'inégalité :
Yt + - 4 pte) < pp(t) + -+ () (k>2).

Les fonctions convexes sont continues (exercice de révision). Pour application aux fonc-
tions sous-harmoniques, nous aurons besoin d’une version continue classique de cette in-
égalité discrete.

Théoreme 11.1. [Inégalité de Jensen réelle] Soient deux nombres réels — oo < a < b <
oo, et soit Y: |a,b| —> R une fonction convexe. Soit aussi (A , 1) un espace mesuré de
mesure () =1, et soit f: .M — ]a, b une fonction Lebesgue-intégrable. Alors :

w(/ﬁ fdu> < /J/{wofdu.

Démonstration. Abrégeons :
c = / fdu.
M
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Puisque a < f(m) < bpour tout m € .4 et puisque pu(.#) = 1, il est clair que a < ¢ < b.
Comme la fonction 1) est convexe, pour tout couple de points :

a <t <c<ty<h,

avec la combinaison linéaire a coefficients (strictement) positifs :

bhoe, ety ot gt
C: = =1
by — 11 1 ty— 1 2 M1l — H2tla (w14 p2 =1),
ona:
ty —C c—
¥(c) < Y(t) + (1),
to — tg to — t1

Mais apres réorganisation, ceci devient (exercice) :

Y(c) — () < Y(ta) — Y(c)

x
C—tl tQ_C ’

puis, en prenant supremum et infimum :

POV )~ ()

t1€Ja,c| c—1t = ta€]e,b] ty — ¢

Par conséquent, pour un nombre réel quelconque sup(-) < M < inf(-) coincé entre ce
supremum et cet infimum — et dorénavant fixé —, et pour tous a < t; < ¢ < t5 < b, on

| ) —lh) g o i) — ()

c—1t la—c

d’ou découle, apres réorganisation, 1’inégalité uniforme (exercice) :
U(t) = Y(c) +M(t—c) (V€ Jab).

Or maintenant, tout est presque fini : en insérant ¢ :== f(m) et en intégrant par rapport a
1, il vient :

//b(f(m /w ) dyu(m +M/ m) — ¢) dya(m)

w(e)+0,

o)

ce qui est I’inégalité qui était ardemment désirée. U

Ceci nous permet d’engendrer par composition une grande quantité de fonctions sous-
harmoniques nouvelles.

Théoréme 11.2. Soient deux nombres réels —oo < a < b < oo, soit u: Q@ — [a,b]
une fonction sous-harmonique dans un ouvert Q) C C, et soit 1 |a,b] — R une fonction
convexe croissante. Alors :

You

est sous-harmonique dans Q, ot (a) := lim;_,, ¥(t).

Noter que u est a valeurs dans [a, b, mais que v est définie seulement sur |a, b[, ce qui
se produit réellement lorsque a = — oo.
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Démonstration. Pour commencer, soit (a,)52; une suite de réels a,, € |a,b[ qui tend en
décroissant vers a,, J. a. Pour tout n > 1, la fonction :

Up = max(u, an)
est sous-harmonique.

Lemme 11.3. Soient deux réels —oco < ¢ < d < oo, soit un ouvert ) C C, soit
v: Q — |e, d[ une fonction semi-continue supérieurement, soit x : |c,d[ — R une fonc-
tion continue croissante. Alors :

Xev

est semi-continue supérieurement.
Démonstration. En tout point zy € €2, on a par hypothese :

limsupv(z) < v(z0).
zZ—r 20

Autrement dit :

V6 >0 V(2)°, — 2z, 3IN>1 <n>N — v(zn)<0(20)+5>-

n=1
Mais la croissance de x préserve cette inégalité :

X(v(z)) < x(v(z0) +9),

et comme Y est de plus continue, lorsque 6 — 0, le membre de droite tend vers x(v(zp)).
]

Grace a ce lemme, comme toute fonction convexe est continue, les ¢ o u,, sont semi-
continues supérieurement. Notons qu’il était d’une certaine facon nécessaire de tronquer u
en u,, pour travailler avec des fonctions a valeurs dans |a, b|.

Ensuite, pour tout disque D, (z) C ©, I'inégalité de sous-moyenne (globale) satisfaite
par u,, composée avec 1 croissante donne :

2m
W ou,(z) < w<1 / un(zo+7°ei9) d9>
0

o
< i/%wou (20 + 1) do
X 27 0 n \ <0 )

la second inégalité provenant de 1’inégalité de Jensen réelle 11.1 appliquée a la mesure de
probabilité % sur le cercle unité.

Ceci montre que v o u,, est sous-harmonique, pour tout n > 1.

Enfin, comme %) o u,, | 1 o u tend en décroissant vers v o u, le Théoréme 8.1 acheéve de
montrer que ¥ o u € SH(Q). O

Corollaire 11.4. Si une fonction u est sous-harmonique dans un domaine ) C C, alors
exp u [’est aussi. U

Corollaire 11.5. Pour toute fonction holomorphe f € O(2), f # 0, et pour tout exposant
réela>0,ona:

|f|* € SH(Q).

Démonstration. La fonction sous-harmonique u := « log | f| a pour exponentielle | f|*. O
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A T’opposé d’une fonction convexe (croissante), la fonction logarithme est concave.
Néanmoins, voici un énoncé qui garantit que le logarithme d’une fonction est sous-
harmonique.

Théoreme 11.6. Si u: Q — [0, 00| est une fonction définie sur un domaine Q2 C C, alors
on a équivalence entre :

(i) logu est sous-harmonique dans §2 ;
(i) u ‘eq } est sous-harmonique dans ), pour tout polynéme complexe q € C|z|.

Démonstration. Si log u est sous-harmonique, alors log u + Re g I’est aussi, puis en prenant
I’exponentielle, u |eq{ aussi grace au Corollaire pénultieme.

Réciproquement, supposons (ii). Avec ¢ = 0, on voit que u est sous-harmonique, donc
en particulier semi-continue supérieurement. Le Lemme 11.3 donne que log u est encore
semi-continue supérieurement.

Pour établir que logu satisfait I'inégalité de sous-moyenne, soit un disque A =
D,(z9) C Q. Le Théoréme 3.6 fournit une suite de fonctions continues ¢,,: 9A — R
qui tendent en décroissant vers log u sur le bord :

On L logul,,.

Le Théoreme de Stone-Weierstrass montre par ailleurs que pour tout n > 1, il existe un
polyndme g, € C[z] tel que :

0 < Regy—¢y < 2 (surdA).
Alors de u < e, nous déduisons en tout point ( € QA :
lim sup u(z) ’e_q"(z)’ < limsup e®) |e_q”(z)|
z—C

z—C

< (0 Rean(©)
< L

Mais comme u |e~9"| est supposée sous-harmonique, le Principe du Maximum 5.4 au
bord donne a I’intérieur :
u(z) |e’q"(z)| <1 (Vz€A).

Alors en prenant les logarithmes au point central z; et en utilisant 1’harmonicité de
Re g, (2) :
1 2m

logu(z)) < Reqn(z) = 5 Re g, (20 + 7€) do
T Jo
= 2Wcﬁ( + ie)d9+1
X 5~ n \ 2 re —.
2m Jo 0 n
Il ne reste plus qu’a faire n — oo et a appliquer le théoréme de convergence monotone
pour obtenir I’inégalité :
2

log u(zp) < log u(zo + 1 €") df,

2m J,
de sous-moyenne ainsi satisfaite par log u. U

Lorsqu’une fonction est radiale, i.e. ne dépend que de la distance a 1’origine, la sous-
harmonicité revient a la convexité réelle standard.
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Théoreme 11.7. Soit v: Dr(0) — [— o0, o[, R > 0, une fonction radiale, v(z) =
v(|z|), avec v £ — oco. Alors on a équivalence entre :

(i) v est sous-harmonique dans Dg(0);
(ii)) » — w(r) est une fonction convexe croissante de logr pour 0 < r < R, qui est
continue a l'origine v(0) = lim_~ _v(r).

r—0

Démonstration. Dans le sens (ii) = (i), il suffit d’appliquer le Théoreme 11.2 aux fonc-
tions u(z) := log|z| et ¥ (t) := v(e").
Réciproquement, soit v radiale sous-harmonique dans Dg(0). Pour deux rayons inter-
médiaires :
0<r <r< R,
le principe du maximum appliqué a v sur D, (0) et la radialité de v donnent :

v(ry)) < sup v = v(re),
oD, (0)

ce qui montre que v est croissante sur [0, R[.
Pour ce qui est de la continuité en 0, cette croissance implique :

liminfo(r) > v(0
minfo(r) > 0(0),
tandis que la semi-continuité supérieure n’est autre que :

limsupov(r) < v(0),

r—0

donc v est continue en 0!

Il reste a faire voir que v(r) est une fonction convexe de logr. Comme v Z — oo est
radiale, son intégrale sur tout cercle centré a 1’origine est constante. Alors le Corollaire 9.4
garantit que :

—00 < u(r) (V0<r<R).
Ensuite, soient deux rayons intermédiaires :
0<r <reg < R.
Par résolution linéaire, il existe deux constantes réelles «, 5 uniques telles que :
a+ Blogry = v(ry),
a+ Blogry = v(ry),

et il n’est pas nécessaire d’écrire les formules explicites de Cramér pour « et 5. Alors le
principe du maximum appliqué a la fonction v(z) — a — 3 log |z| qui s’annule sur les deux
composantes du bord de I’anneau {r; < |z| < ry} donne :

v(r) < a+ Plogr (V11 <7 <ra).

Fixons maintenant un rayon r avec r; < r < 79. Si 0 < A < 1 est I'unique réel qui
réalise la combinaison barycentrique — a nouveau, la formule explicite n’est pas néces-
saire — :

logr = (1 — \)logry + Alogrs,
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un remplacement et une réorganisation :
v(r) < a+Blogr
= (1=X) (a+ Blogri) + A (a+ Blogrs)
= (1=MNwv(r) + Ao(rg)
conduisent a une inégalité qui montre que log r — v(log r) est bel est bien convexe! [J

Terminons cette section par I’étude de diverses invariants qui permettent de quantifier la
croissance des fonctions sous-harmoniques.

Définition 11.8. Soit u # — oo une fonction sous-harmonique dans un disque Ag(0) de
rayon R > ( centré a I’origine. Pour tout rayon 0 < r < R, soient :

M, (r) := sup u(z),

|z|=r
1 2m )
Cu(r) = e u(re”) do,
1 i0
B,(r) = - o) u(se”) sdsdb.

D’apres la Proposition 3.5, le Théoreme 9.1 et le Corollaire 9.4, nous savons déja que
ces trois quantités sont bornées supérieurement :

M,(r) < oo, Cu(r) < oo, B,(r) < oc.

De plus, C,(r) et B,(r) sont visiblement reliées entre elles par la relation :
2 T

(11.9) Bu(r) = —2/ Cyu(s) sds.
= Jo

Théoreme 11.10. Les trois propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) M,(r), Cu(r), By(r) sont des fonctions convexes croissantes de logr ;
(i) pourtout0 <r < R,ona:

(iii) enr =0:
u(0) = lim M,(r) = Ii_rD)C’u(r) = Ii_rD)Bu(r).

r—0

Démonstration. (i). Pour tout 0 < r < R, nous pouvons écrire :

M,(r) = vp(r) avec vp(z) == sup u(zew)7
0€l0,27(
1 2m .

Cu(r) = ve(r) avec ve(z) = — u(zew) a0,
2m Jo
1 27 1 4

B,(r) = vp(r) avec vp(z) = _/ u(zsele) sdsdf.
™ Jo 0

Affirmation 11.11. Ces trois fonctions vy, ve, vg sont sous-harmoniques dans Dg(0).

Démonstration. Pour vy, appliquer le Théoreme 8.2, tandis que pour v¢, v, c’est le Théo-
reme 8.3 qui s’applique. U
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Manifestement, ces trois fonctions vy, vc, v sont radiales ! Or nous venons de démon-
trer par le Théoréme 11.7 que leur sous-harmonicité équivaut a (i) !

(ii). La derniere inégalité C,(r) < M, (r) est claire.
Ensuite, grace a (i) qui vient d’étre établi,onapour0 < s <r < R:
u(0) < Cu(s) < Culr).
Multiplions alors ces inégalités par % et intégrons de s = 0 a s = r, ce qui donne :
2) 2w
u(0) < — / Cu(s)sds < Cyu(r).
™ Jo
En combinant cela a 1’équation (11.9), nous obtenons bien :
uw(0) < Byu(r) < Cy(r).
(iii). Grace aux inégalités (ii) qui viennent d’étre démontrées, il suffirait d’avoir :

limsup M,(r) < u(0),
r—0

mais ceci est gratuit par semi-continuité supérieure de v en 0!

12. Régularisation des fonctions sous-harmoniques

Bien que les fonctions sous-harmoniques soient parfois loin d’étre régulieres, elles
peuvent néanmoins étre approximées a volonté par des fonctions sous-harmoniques %,
grace a I’opération standard — et magique ! — de convolution.

Notation 12.1. Etant donné un ouvert 2 C C, pour tout > 0, on note :
Q, = {z € Q: dist (z,@Q) > 7’}.

Soit maintenant u: 2 — [— 00, 0o une fonction localement intégrable au sens de Le-
besgue, par exemple une fonction sous-harmonique, puisqu’on sait d’apres le Théoréme 9.1
que :

SH(Q) C L ().
Soit aussi :
p: C— R

une fonction continue avec supp ¢ C D,.(0), pour un r > 0.
Définition 12.2. La convolution entre u et ¢ est la fonction :
ux¢p: Q. — R

définie par I’intégrale :
ux P(z) = / u(z — w) p(w) dA(w) (z€ Q).
C

On considere donc :
L. * 6.

loc
On vérifie (exercice de révision) que * est associatif (utiliser Fubini-Tonelli). Le chan-

gement de variable v’ := z — w transforme :

wk(z) = / w(w) 6z — w) dA(w) = ¢ % u(2),
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ce qui est la commutativité du produit de convolution. Grace a cette seconde représentation,
on se convainc (révisions!) que u * ¢(z) est indéfiniment différentiable lorsque ¢ € €>°,
avec des dérivées partielles obtenues en dérivant sous le signe d’intégration :

L (uxo)(z) = /(C u(w) 9,07 ¢(z — w) dA(w) (4,4, €N).

Théoreme 12.3. [de régularisation] Soit u Z — oo une fonction sous-harmonique dans
un ouvert ) C C, soit x: C — R une fonction satisfaisant :

= € -
e x =20y
o x(2) = x(|2])
e suppx C D =Dy(0),
° f(C Xd\=1;
et pour r > 0, soient les fonctions renormalisées €>° se concentrant en 0 lorsque r =50
Xr(2) = T%X(f) (z€0).
Alors les convolées :
(U * Xr)r>0
forment une famille de fonctions €° sous-harmoniques dans 2, qui tendent vers u :
u(z) = lim wx*x,(2) (VzeQ)
r—=50
en décroissant :
u(z) < ux*yxs(z) < ux*x,(2) (0<s<r;z€Q).

Un exemple d’une telle fonction y (révision!) est :

1
ce -4l lorsque |2| < 2.
X(z) = 2
0 lorsque |z| > 3,

ou la constante ¢ := est choisie pour normaliser [ y = 1.

1
)

Démonstration. Le Théoreme 9.1 a fait voir que u € Li. () D SH(Q), ce qui garantit que

le produit de convolution u * Y, a un sens. De plus, comme Y, est 4 et a support dans
{lz] <r},onauxy, € F,).
Ensuite, le Théoreme 8.3, appliqué avec :

(A, 1) = (C, x,dN),

et avec v(z, m) := u(z — m), montre sans effort que u * y,. est sous-harmonique.
Maintenant, fixons z, € Q. Pour 0 < r < dist (2, 0f2), en passant aux coordonnées
polaires, on peut développer le produit de convolution comme :

27 r
u* xr(20) = /0 /0 u(zo — se™) L x (&) sdsdt.

Effectuons alors le changement de variable ¢ := 2, posons v(z) := u(zp— z), et souvenons-
nous de la Définition 11.8 avec :

2T
Cy(qr) = %/0 v(qre“) dt,
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pour ré-écrire ce qui précede comme :

ux Xr(20) = 27T/0 Cu(qr) x(q) qdg.

Grice au Théoreme 11.10 (iii), C,(¢r) décroit vers v(0) lorsque r | 0. Ainsi, par le
théoréme de convergence monotone, u * X, (zg) décroit vers :

27r/0 v(0) x(¢) gdq = U(ZO)/(C xdA = u(z),

ce qu’il fallait. U

Corollaire 12.4. Soit u une fonction sous-harmonique dans un ouvert ) C C, et soit w € €
un sous-domaine relativement compact. Alors il existe une suite décroissante de fonctions :

(un)>", € €>(w)NSH(W)

n=1
satisfaisant :
m u, =u < - <uz < uy < g (dans w).
n—oo
Démonstration. Quand u = — oo dans w, il suffit de prendre u,, := — oco.

Sinon, on choisit r > 0 assez petit pour que w C €2, et il suffit de prendre les convolées :

Up 1= U* Xz (n>1),
w

en application du théoreme qui précede. U

Comme autre application, voici un résultat qui généralise le Corollaire 7.3 a des fonc-
tions holomorphes pas forcément inversibles.

Théoreme 12.5. Si f: 2 — € est une application holomorphe entre deux ouverts ) C C
et QY C C, alors :

u € SH(Q) = wuof € SH(O).

Démonstration. Soit w € €2 un sous-domaine relativement compact. Il suffit de faire voir
que u’ o f est sous-harmonique dans w.

Posons w’ := f(w). Choisissons une suite (u/ )32 ; de fonctions sous-harmoniques %>
dans W’ telles que u/, | u' sur w'. La caractérisation de la sous-harmonicité lisse donnée par
le Théoreme 7.4 dit que Awu/, > 0 dans w’, et ce, pour tout n > 1.

Ensuite, un calcul direct utilisant I’holomorphie de f donne (exercice) :

A(Ufn o f) = ((A u;) o f) }% 2 (dans w).

Donc on a A(u, o f) > 0 dans w, et en réappliquant (dans 1’autre sens) le Théoreme 7.4, il
vient que u,, o f est sous-harmonique dans w.

Pour conclure que u' o f est sous-harmonique, il suffit de faire tendre n — oo, cf. le
Théoreme 8.1. U

Enfin, pour terminer cette section, le Théoréeme 12.3 de régularisation permet d’obtenir
un principe d’identité pour les fonctions sous-harmoniques qui s’avere parfois utile.

Théoreéme 12.6. [Principe d’identité faible] Si deux fonctions u et v sous-harmoniques
dans un ouvert Q) C C sont presque partout égales, alors u = v partout.
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Démonstration. Supposons d’abord que u et v sont bornées inférieurement sur (2. En
convolant avec une famille de fonctions ,, comme ci-dessus, on obtient I’identité :

Uk Xy, = Uk Xy

valable dans (2, et en faisant 7 — 0, on déduit grace au Théoreme 12.3 que u = v partout
dans (2.
Le cas général suit aisément en applicant cela aux deux suites de fonctions :

Uy = Max (u, —n) et Uy = max (v, —n),
puis en faisant n — oo. U

Un dernier commentaire. Pour les fonctions sous-harmoniques, on ne peut pas espérer
avoir un principe d’identité aussi fort que pour les fonctions harmoniques : égalité dans un
sous-ouvert () # w C 2 implique égalité partout dans le domaine 2. En effet :

u(z) := max (Rez, 0) et v(z) =0

coincident sur w := {Rez < 0} € C = (.

A un niveau élevé de compréhension interne de la théorie, ce sont justement leurs ‘dé-
fauts” d’unicité et de rigidité qui rendent les fonctions sous-harmoniques si utiles et si
puissantes.

13. Formule de Jensen complexe

Pour effecter une variation thématique, nous allons maintenant présenter la formule de
Jensen, qui permet de redémontrer différemment 1’inégalité de sous-moyenne globale du
Corollaire 7.2. Commencons par quelques rappels standard.

Lorsqu’une fonction ¢: 0 — R définie dans un domaine 2 C C est de classe €™, en
introduisant 1’opérateur de différentiation standard :

d¢ d¢
dp = —d —d
2 O T + By Y,
on a (exercice) :
d¢ d¢
dp = —dz+ —dz
%) 92 z+ oz Z,

en termes des opérateurs :

De maniere abrégée :

d=0+0,
et on vérifie la relation d’anticommutation (exercice) :
000 = —000,

ainsi que les relations d’annulation (exercice) :

0 =000 =000,
dues au fait que dz A dz = 0 et que dz A dz = 0.
Introduisons maintenant aussi 1’opérateur :

&= (9-9),

%

adz = (5 92 3 8_y> (dx—l—z dy) et dp = £d2 = <§ 8_x+§ 3_y> (dx—z dy).
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le facteur de normalisation étant justifié par diverses nécessités contextuelles, voir infra le
commentaire de la Formule de Jensen 13.5. On vérifie que cet opérateur d° est réel, au sens
ou d°p est encore une fonction a valeurs réelles lorsque ¢ 1’est (exercice) :

2rdyp = i(g—a)go = a—idy— 8g0dx

0 dy
Lemme 13.1. Lorsque ¢: Q — R est de classe au moins €2, on a :
i = i 0% 1 (0% 0%
ddp = —00¢p = — dzNdz = — | =— dr Nd
PR T T N (8x2+82 Ay

Démonstration. En effet :
o = -
dd°p = 2?T (0+0)(—0+0) ¢
2W( 00, + 00 — 20+ 90,) ¢
= — 88 ®

_ Oy
- Lof%e)
i 0%
N Wazﬁde/\d—
1 (0% D%
_(8x2 +8 2)d A dy,

ce qui conclut. U

Définition 13.2. Pour ¢ € ¢?(Q, R), la notation dd°p > 0, respectivement > 0, signifie la

positivité de son laplacien :
82 7 82 ) 82
= >0 > 0).

9202 (8:62 * 0y? ) (>0)

Maintenant, le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires :

xr = rcosfb, y = rsinf (r#0,0<0<2n),

transfere, d’apres 1I’Exercice 2, les dérivations fondamentales de la maniere suivante :

4 —cosé’g—lsm@a 4 —smgﬁ—i-lcosQ3

o ar r 06’ dy or 06’
Si on note en indice les dérivées partielles pour les contracter, il vient alors :
1 (5 — 8) © = @ dy — pydr = (cos@gpr S'"(’ @9) (sin@dr + rcos@d@) —
— (sin@gpr C°59 <p9) (cosﬁdr —rsian@)
= (— Lgp)dr+ (rgpr) dé.

On obtient donc la formule utile :

e 1 1 0p oy
W‘%( sap T 87“d9>
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laquelle, appliquée a la fonction ¢ = log r = log|z|, donne :

1
(13.3) d°log|z| = — db.
2m

Lemme 13.4. Pour toutes fonctions @, € €(Q,C), ona :
de Nd“Y = —d°% A di.
Démonstration. En utilisant dz A\ dz = dz A dz = 0, on développe et on recontracte :
2irdo NdY = (Op + D) A (OY — IY)

= p NI —Dp NI+ Dp N DY — Do N OY_

= — (8@ — 590) A (aw + 51p)

= —2imdp A di,
calcul qui aurait pu étre laissé en exercice. U

Théoréme 13.5. [Formule de Jensen complexe] Soit  une fonction de classe €? sur un
voisinage ouvert d’un disque fermé D,.(zy) C C de rayon r > 0 centré en un point z, € C.
Alors pour tout rayon 0 < s <r,ona:

1 2 ) 1 2w ) T d ;o
— o(z0+7re?)d) — — o(z0+se’)d = / & / ia@w
27 0 27 0 s 1% D, (20) m

T dp .
= / — / dd .
s P Dy (z0)
Lisons et expliquons cette formule.

A droite, on intégre la 2-forme différentielle ﬁ d0¢ sur des disques de rayons croissants
s < p < r, et on integre ensuite les résultats obtenus par rapport a la mesure %. Le facteur
i dans & 90y est inévitable, et la deuxieme ligne ci-dessus explique en partie pourquoi on
K K
a inscrit le facteur de normalisation ﬁ dans la définition de d°(-).

Démonstration. Apres une translation, on peut supposer que z, = 0. Eu égard a I’équa-
tion (13.3), le théoreme de Stokes transforme le terme de gauche de la formule a démontrer
en I'intégrale d’une 2-forme sur un anneau :

/ _ pla)dogle| - [ eteraogle) - /s<|z<rd(go(z)dclog|z|>

|z|=s
= / dp(z) A dlog || +/ ©(z) dd®log|z| ,
s<|z|<r -

s<|z|<r

le second morceau s’annulant car, sur C* qui contient I’anneau en question, en écrivant
log |z| = % log (z?) , on constate I’harmonicité (exercice) :

0 = 0dlog|z| = T dd°log |z|.
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Ensuite, en appliquant le Lemme 13.4 spécialement préparé a I’avance, il vient :

/ o(2) dflog 2| - / o(2) dilog 2| = / dlog 2| A d°g
|z|=r s<|z|<r

|z|=s
S
s P Jlzl=p
IR
s P Jb,(0)

en réappliquant a la fin le Théoreme de Stokes pour atterrir en douceur a la destination
désirée ! U

Cette formule de Jensen complexe fournit une démonstration particulierement éclairante
de I’inégalité de sous-moyenne satisfaite par les fonctions sous-harmoniques lisses.

Corollaire 13.6. [Inégalité de sous-moyenne globale] Dans un ouvert 2 C C, si une fonc-
tion u € €*(Q, R) satisfait Au > 0, alors pour tout zy € Q et tout 0 < r < dist (2, 09),
ona:

1 2m )
u(z) < %/o u(zo + re”) db,

et plus généralement, pour tous 0 < s < r < dist (29, 09) :

1 21 2

u(za + s ew) df < u(zo +r ew) de.

21 Jo 21 Jo

Démonstration. La formule de Jensen semble n’avoir été créée par Dieu que pour établir
cette croissance des moyennes sur des disques concentriques, puisqu’en effet la différence :

21 21 r
! u(zo +re’)do — S u(zo+se’)do = / dp / dd‘u
s P Dy (z0)

o 0 2m Jo
rdp .
TE s
s P D,(20)

est une intégrale avec poids logarithmique de I’intégrale d’aire d’une fonction positive !  [J

Voici un énoncé qui aura des répercussions dans la théorie des fonctions de plusieurs
variables complexes.

Théoréme 13.7. Si u: 2 — [— 00, 00| est une fonction semi-continue supérieurement
dans un domaine ) C C, on a équivalence entre :

(i) u est sous-harmonique ;
(ii) pour tout disque D, (zy) C Q, et pour tout polynéme p € C[z] :

(u(zo +7r ew) < Rep(zo +7r eie) (v 0<0<2n)> — u(z9) < Rep(zo).
Démonstration. (i) == (ii). Supposons u € SH({2) et soit un disque D,(zp) C 2. Comme
Re p est harmonique, la fonction v — Re p est sous-harmonique. Or elle satisfait :

(u—Rep)(¢) <0 (V¢ €Dy (20)),
donc le Principe du Maximum 5.4 assure que

(u—Rep)(z) <0 (Vz € Dr(20)),
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eten z = zp, c’est justement (ii) !
(ii) = (i). L’ objectif est d’établir que u satisfait ’inégalité de sous-moyenne :

L[ i0
u(zp) < %/0 u(zo+re )
Pour abréger, notons A := D,(z). Le Théoréme 3.6 fournit une suite de fonctions
continues (u,)%; € €°(0A,R) qui tendent en décroissant :
U < Upp1 < Up (n>1)
Vers :
u!aA = nli_}moo Up (surdA).

Au moyen de I’opérateur de Poisson Pa(-), introduisons leurs prolongements harmo-
niques :
(PAun)(z) (z€A),
continus jusqu’au bord :
lim (Pau,)(2) = ua(C) (¥ CeDA).

z—(

A une constante prés que I’on fixe égale a 0, ces fonctions harmoniques Pxu,, possédent
une unique conjuguée harmonique, disons h,, € Harm(A), de telle sorte que :

fn .= Pau, +1ih, € ﬁ(A)

est holomorphe.

Fixons temporairement un entier n > 1 quelconque, et prenons un € > 0 arbitrairement
petit. Par continuité au bord uniforme du prolongement harmonique, il existe 0 < 7. < r
assez proche de r tel que pour tout . < s < r,ona:

(PAU") (’ZO + 5 6it> —& < Uy (ZO + Te“) < (PAUn) (Zo + s Git) + e
= Re fn(Zo + 86“) + g,

uniformément quel que soit 0 < ¢ < 2. Fixons a présent un s avec 7. < s < 7.
Maintenant, puisque la fonction holomorphe f,, € &(A) peut étre développée au point

central 2 en série entiere :

o0 k

fule) = 30 1 ST ) (= - )’

k=0
qui converge normalement sur les compacts de A = ID,(z), notamment sur D,(z)) €
D, (zp), en tronquant cette série & un ordre suffisamment élevé, on obtient un polyndme
qn(z) avec bien sir :

qn(20) = fu(20)
tel que :

max ’fn(z) _Qn(2)| < &,

|z—z0|<s
d’ou:
Re f, (zo + s eit) < Regq, (zo + s eit) + ¢,
puis en revenant a ce qui précede — noter le petit jeu dérangeant entre r et s — :

u(zo +re’) < up(z+re’) < Rega(zo+se) +2e.
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Afin de neutraliser ce petit jeu perturbateur, avec les variables :
w:zo—l—se“ et z:zo—i-reit,
d’ou:
w = 2+ (2 — 2),

en introduisant le nouveau polyndme :

pn(z) = Qn(ZO + 7§n (Z - ZO));
satisfaisant donc :

ity _ it

pn(z0+ 7€) = gu(20 + se”) (VO<t<2m),

ainsi que :
Pn(20) = qul20) = ful20),

cette derniere inégalité se ré-écrit comme :

u(z) < Repp(z) +2¢ (V z € 8Dy (0)).-
L’hypothese (ii) s’applique alors pour donner :
u(z0) < Rep,(20) +2¢.

Mais comme Re p,,(z) est une fonction harmonique, elle satisfait 1’égalité de la moyenne :

1 2m )
Rep,(z0) = %/ Rep, (20 + re) dob.
0

Nous pouvons donc remplacer et estimer :

1 2w

u(zg) < Repn (2o +7e”)df+2e

2 Jo
1 27

= o i Reqn(zo—kseit)dt—i—Qe

1 2

7 i Refn(zo—l—seit) dt +3¢

1 2

=5 (Paun) (20 + s€™) dt + 3¢

1 2w

< un(zo+reit)dt+4e

o J,
Or ¢ > ( était arbitraire, donc :

1 2

u(zg) < Uy (20 + 7€) db.

2m Jo
Pour terminer, il ne reste plus qu’a faire n — oo pour obtenir grace au théoreme de

convergence monotone :

1 2m

u(zg) < u(zo + re”) do,

27 Jo

ce qui est I’inégalité de sous-moyenne visée. U



14. Théoréme de Hartogs sous-harmonique 109

14. Théoreme de Hartogs sous-harmonique

Soit un ouvert 2 C C. L’espace des fonctions sous-harmoniques dans €2 est noté :
SH(Q).

La motivation du théoréme suivant est un théoreme exceptionnel de la théorie des fonctions
de plusieurs variables complexes, que nous verrons ultérieurement.

Théoréme 14.1. [Hartogs sous-harmonique] Soit (v;)32, une suite de fonctions sous-
harmoniques v; € SH(Q) uniformément bornées supérieurement sur les compacts de ) :

VK € Q@ dMg<oo wv; < Mg Vj=1
On suppose qu’il existe une constante C' < o< telle que :
limsupv;(2) < C (VzeQ).
j— o0
Alors pour tout compact K € ) et pour tout € > 0, il existe un entier jo, = jo(K, ) assez

grand pour que :
j = j() — Uj(Z) < C+e (VzeK).

Ici, pour comprendre 1’énoncé, les constantes M dont on suppose 1’existence au début
peuvent fort bien étre trés supérieures > C' a la constante C' des limites ‘sup’, mais a ¢
pres, le théoreme dit que C' + € majorera uniformément sur les compacts les termes assez
grands de la suite.

Démonstration. Soit donc un compact K & (). On peut trouver un sous-domaine le conte-
nant :
KeQ eq,

lui-m&me compactement contenu dans €2, a savoir Q0 C Q. Par hypothese :

< v < My < oo,

ﬁl
et donc, en remplagant 2 par §2/, que 1’on notera de nouveau §2, on peut supposer des le
départ que :

UJ"K

v; < Mg < o0 (Vj=1).
Au-dela, en remplagant v; par v; — Mg que I’on notera de nouveau v;, on peut aussi sup-
poser que :
v; <0 (Vj=1).
Soit maintenant r > ( assez petit pour que le sous-ouvert :
Qg = {z e 0: dist(z, (C\Q) > 3r}
O K
contienne le compact. Comme les fonctions v; sont sous-harmoniques, le Corollaire 7.2

montre qu’elles satisfont 1’'inégalité bidimensionnelle de la moyenne sur tous les disques
de rayon r centrés en les points de K :

mrivi(z) < / v;(C) d¢ N dn (2€ K, j=1),
I¢—2|<r

ot ( = & + in et d€ A dn est la mesure de Lebesgue sur R2. C’est 2 ce moment-1a qu’on
utilise le :
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Lemme de Fatou en version Limite Supérieure. Sur un sous-ensemble mesurable FE C
R”, soit une suite (f;)32, de fonctions mesurables négatives :

fi <0

intégrables pour la mesure de Lebesgue sur R" restreinte a E. Alors on a :
lim sup / fi < / limsup f;. U
j— oo E E Jj—o©

Comme la limite supérieure des v; est par hypothese < C, on obtient donc :
mrivi(z) < Iimsup/ vi(Q)déE Ndy < TCr? (2€K, j>1).
Jj—=oo J|¢—z|<r

Pour z € K fixé, il existe donc jy(z) > 1 assez grand pour que I’on ait :
izae = [ w©dendn<n(crg)r
|(—2|<r

Alors pour tout autre point w proche de z satisfaisant |z — w| < § < r, on a inclusion des
disques :

D,is(w) D D.(2),
et comme v; < 0, on obtient :

T (r+0)> vj(w) < /< . v;(C)déndn < /C ; v;(C) déndn < 7r(C'+§) r?,

sous- utiliser

harmonicité v; <0

et ce, uniformément pour :
Vw € Ds(z) Vi = jo(z).

Si maintenant 0 < § < r est tres petit, I’inégalité qui s’en déduit entre les deux ex-
trémes :

(C+5)r
(7’ + 5)2
< C+e (VweDs(2), Vi jo(2)),

vi(w) <

permet de conclure en utilisant le lemme de recouvrement dit de Borel-Lebesgue du com-
pact K par un nombre fini de tels disques ouverts :

Dgl(zl) U---u ]D)(;n(zn) D K,
en choisissant bien sir :

Jo = max(jo(zl), o ,jo(zn)),

ce qui conclut. U
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15. Exercices

Exercice 1. Trouver un exemple de suite de fonctions continues f,, € €°([0,1],R}), n € N, croissante
fn < fng1 dont la limite ponctuelle f := lim f,, existe en tout point € [0, 1], mais qui n’est pas semi-
continue supérieurement sur un certain sous-ensemble dense de [0, 1].

Exercice 2. Dans le plan complexe C, un point z = 2 + iy = r €'Y distinct de I’origine (r # 0) se représente
au moyen soit des coordonnées cartésiennes (z,y), soit des coordonnées polaires (r, ), avec 0 < 6 < 2.
Etablir les formules de transfert de dérivations :

rgzacg—i—y2 2:COSGQ—Est2
or Ox oy’ Ox or r 09’
7] 0 0 0 0 1 0
%:—y%—i—xa—y, 8—y:5|n0§+;c059%

Indication: Etant donné une fonction F = F(x,y), dériver F(x,y) = F(rcosf, rsinf).

Exercice 3. Avec les notations qui précedent, établir le transfert suivant entre opérateurs du second ordre :

2 . . 9?

2% cos?6 2cosfsin@ sin?f a7
1 ( 0?1 @) = —sinfcosf cos?0 — sin?0  sinf cosd S0
7‘1 67"620 r 00 ) 20 9 sin 0 0 2 ag(;y
sin —25sin 6 cos cos 92

2 (892 +r Br) 0y?

Exercice 4. Démontrer qu’une fonction u: U — [—o00,00[ définie sur un espace topologique X (pas
forcément métrique) satisfaisant :

limsupu(z) < u(xo)
T — X0

pour tout zp € X est bornée supérieurement sur tout sous-ensemble compact K C X.

Exercice 5. Soit F un sous-ensemble d’un espace métrique (X, d). Montrer que la fonction caractéristique
1z de E est semi-continue supérieurement si et seulement si E est fermé dans X.

Exercice 6. L’ objectif est de démontrer que le Théoreme 3.6 reste vrai sans I’hypothese que la fonction u est
bornée supérieurement.

Sur un espace métrique (X, d), soit donc u: X — [—00, 00| une fonction semi-continue supérieure-
ment. Pour n > 0 entier, on introduit les sous-ensembles :

F, = {z€X: u(x)>n},
ainsi que les fonctions :
Yn(z) == max (0, 1 —ndist (z, F},)) (z € X).
(a) Montrer que ) -, %, converge uniformément sur les compacts de X vers une fonction ¢p: X — R
satisfaisant v > u sur X.
(b) En considérant la fonction bornée supérieurement u — 1, déduire le résultat souhaité.

Exercice 7. L’objectif est de démontrer qu’une fonction semi-continue supérieurement sur un espace mé-
trique complet est en fait continue en tout point d’un sous-ensemble dense.

Soient deux espaces topologiques métriques (X, d) et (X', d’), et soit une application arbitraire f: X —
X'.Enun point z € X, I’oscillation de f est définie comme :

we(x) == lim ( sup d’(f(y%f(z)))

r—=50 \ y,2€B.(x)

(a) Vérifier que f est continue en un point z € X lorsque, et seulement lorsque, 0 = wy(x).
(b) Montrer, pour ¢ > 0 quelconque, que les ensembles {z: ws(x) < ¢} sont ouverts dans X.

(c) Montrer que I’ensemble des points en lesquels f est continue est un G5 de X, a savoir une intersection
dénombrable de certains ouverts de X, que 1’on précisera.
(d) On suppose dorénavant que (X, d) est complet et que f est limite ponctuelle d’une suite d’applications

fn: X — X' continues. Montrer, pour ¢ > 0 quelconque, que I’ensemble {z: wy(z) < c} est dense dans
X.
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(e) En appliquant le Théoreme de Baire, montrer que I’ensemble des points en lesquels f est continue forme
un G5 dense de X.

(f) Conclure dans ce contexte que la semi-continuité supérieure implique la continuité sur un G dense.

Exercice 8. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour montrer que si une fonction h est harmonique dans
un domaine 2 C C, alors h? est encore harmonique dans 2.

Exercice 9. (a) Etant donné ¢ € C, calculer pour tout r > 0 :

1 [%7 , log |C lorsque r < (],
7/ |og ’,relt _ <| dt — ‘ | = ‘ |
2 Jo log lorsque r > |(].

(b) Utiliser cela pour montrer que la fonction :

u(z) == Z %Iog|z—2%’

n>1
est sous-harmonique dans C.
(¢) Vérifier que u n’est pas continue en z = (.
Exercice 10. Soient uq, ..., ux des fonctions sous-harmoniques dans un domaine 2 C C. On suppose que

leur somme u; + - - - + ug atteint un maximum en un certain point de 2. Montrer que toutes les fonctions
U1, ..., Ug sont alors harmoniques.

Exercice 11. Soit u une fonction sous-harmonique dans le disque unité D C C qui y est < 0. Pour tout

¢ € 0D, établir le Lemme de Hopf :
limsup M < 0.
<., 1=
r—1
£ —» 0. Indication: Appliquer le principe du maximum a la fonction u(z) + clog |z| sur I’ensemble {3 <
|z| < 1} pour une constante appropriée c.

Exercice 12. Soit D C C le disque unité, et soit f: D — ID une fonction holomorphe satisfaisant, lorsque
z—1:

f(z) = z+o(|1 — 2%).
(a) On introduit ¢(z) := 12 ainsi que :

u(z) == Re(¢(2) — ¢(f(2)))-
Montrer, pour tout ¢ € OD\{1}, que :

limsupu(z) < 0.
z—C

(b) Montrer que u(z) = o(|1 — z|) lorsque z — 1.
(¢) En utilisant le principe du maximum, montrer que u < 0, puis, grace a I’Exercice 11, que u = 0.
(d) Conclure que f(z) = z.
(e) Donner un exemple montrant que cette conclusion échouerait si on supposait seulement que f(z) =
z+0(]1 = 23).
Exercice 13. Soit u une fonction sous-harmonique sur le disque unité D satisfaisant :

u(z) < —log|lm z| (z€D).
Montrer que :
5

2

u(z) < —log (z€D).

Indication: Appliquer le principe du maximum a la fonction :

u(z) + log| 52 |,

définie sur D,.(0), ot 0 < r < 1, et faire r — 1.
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Exercice 14. Soit u une fonction semi-continue supérieurement dans un domaine €2 C C satisfaisant, en tout
point zp € Q olt u(zp) > —o0:

1 1 27 )
0 < Iimsup2< / u(zo + 7€) d9—u(z0)>.
0

r—0 T 27

Montrer que u est sous-harmonique dans (2. Indication: Pour € > 0, introduire u. := u + ¢|z|*. Imiter
les arguments successifs qui ont conduit au Corollaire 7.2 pour établir que u. satisfait ’inégalité de sous-
moyenne.

Exercice 15. (a) Montrer que si une fonction u(z) est sous-harmonique dans un voisinage de 0 € C, alors
u(z") I’est aussi pour tout entier k > 1.

(b) Montrer que si f est holomorphe dans un voisinage d’un point zy € C, et si f(z) — f(z0) s’annule a un
ordre précisément égal a un entier £ > 1 en zo, alors il existe une application holomorphe injective g définie
dans un voisinage de z telle que :

F(2) = f(z0) = (9())"
(c) Montrer que si f:  — Q' est une application holomorphe entre deux ouverts 2 C Cet Q' C C, alors :
u' € SH(Y) = wof € SH(Q),
ce qui généralise le Corollaire 7.3.
Exercice 16. Soit 2 C C un sous-ensemble ouvert quelconque. Montrer que la fonction :
z — —logdist (z, 09Q)
est sous-harmonique dans €.

Exercice 17. Soit u une fonction sous-harmonique dans un domaine {2 C C. L’objectif est de démontrer que
si u vaut — oo sur un segment de droite ouvert L. C 2 de longueur > 0, alors © = — oo dans €.
(a) On choisit un disque ouvert A centré en un point de L de rayon assez petit pour que L N A soit un
diametre de A, le découpant en deux demi-disques ouverts A~ et AT, Montrer que la fonction :

) — 00 lorsque z € A™ UL,

() lorsque z € AT,

est sous-harmonique dans A.
(b) Montrer que v = — oo dans A, et conclure.

Exercice 18. Est-il possible qu’une fonction sous-harmonique dans un domaine 2 C C soit non-continue en
tout point de ) ? Indication: Penser & un exercice qui précede.

Exercice 19. Soit u: D — R une fonction définie sur le disque unité D C C telle que x — u(x + iy) et
y — u(x + i y) sont convexes.

(a) Montrer que u est sous-harmonique.

(b) Trouver un contre-exemple a la réciproque.

Exercice 20. Soit — 0o < a < b < 00, s0it 2 — ]a, b[ une fonction harmonique dans un domaine 2 C C, et

soit ¢: Ja, b| — R une fonction convexe (pas forcément croissante). Montrer que v o h est sous-harmonique
dans €.

Exercice 21. Soit u: 2 — [0, co[ une fonction définie dans un domaine 2 C C. Montre que logu est
sous-harmonique dans {2 si et seulement si u® est sous-harmonique dans {2 pour tout « > 0. Indication: Pour
le “si’, utiliser le fait que % décroit vers log u lorsque o | 0.

Exercice 22. Montrer que si log u et log v sont sous-harmoniques dans 2 C C, alors log(u + v) I’est aussi.

Exercice 23. (a) Montrer que toute fonction convexe sur R qui est bornée supérieurement est nécessairement
constante.

(b) Re-démontrer le Théoreme de Liouville pour les fonctions sous-harmoniques (Corollaire 6.8).
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Exercice 24. Avec les notations de la Définition 11.8, montrer que I’on a :

B,(r) = C’u(ﬁ) (V0<rR).

Indication: Ecrire C, (r) sous la forme Y (log ), avec ) convexe, et appliquer I'inégalité de Jensen réelle 11.1
alarelation 11.9, i.e. a B,(r) = 5 [; Cu(s)sds.

Exercice 25. Montrer que si logu est sous-harmonique dans un disque Dg(0) avec R > 0, alors les trois
fonctions :

log M., (), log Cu(r), log By (r)
sont des fonctions convexes de log . Indication: S’inspirer des démonstrations des Théorémes 11.6 et 11.10.

Exercice 26. Soient (a;)32 et (b;)52, deux suites infinies de nombres a;, b; > 0. Pour k > 0, on introduit :
C = Z a; bk-_j.
0<j<k
(a) En utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que :

o0 2 o0 o0
f e (L) (50)

k=0 j=0

(b) Soient f et g deux fonctions holomorphes dans un disque Dz(0) de rayon R > 0 muni de la mesure de
Lebesgue d\. Montrer, pour tout 0 < 7 < R, que :

1 2,12 1 o TINE: 1 /27r TINE:
— < (= — .
o [ iR < (o [ eenf ) (5 [T loen

r

(c) Siu > 0etv > 0sont deux fonctions sur Dz (0), R > 0, telles que log u et log v sont sous-harmoniques,
montrer que :

Buy(r) < Cu(r) Cy(r) (YO0<r<R).
Indication: Adapter les idées de la démonstration du Théoreme 11.6.
(d) Donner une interprétation géométrique de cette derniere inégalité dans le cas v = v = |f’], ou
f: Dgr(0) = Q est un biholomorphisme.

Exercice 27. Soit un domaine 2 C C, et soit u: 2 — [— 00, 0o[ une fonction mesurable qui est bornée
inférieurement et supérieurement sur tout compact X € €2, et qui satisfait I’inégalité locale de sous-moyenne.
On ne suppose pas que u est semi-continue supérieurement.

(a) Avec une fonction x comme dans le Théoreme 12.3, montrer pour tout » > 0 que u * X, est sous-
harmonique dans €2,..

(b) On introduit la régularisée semi-continue supérieure de w :
u*(z) = lim ( sup u(w)) (2€9).
r—0 weD,.(z)
Vérifier que u* est semi-continue supérieurement dans §2.

(c) Montrer que :

lim uxx, = u*.
r—0

(d) Pour r, s > 0, montrer que I’on a sur £, :
(u*XT) *Xs = (U*Xs) * Xr-

(e) Déduire que u * x,. décroit avec () S et quel’'ona:
Uk Xp = Uk Xr,
ceci sur €2,., pour tout r > 0.
(f) Montrer que u* est sous-harmonique dans (2, et que u* = u presque partout.
(g) En tronquant pourn > 1:
U, = max (u, —n),
montrer que ces conclusions restent vraies sans supposer que u soit bornée inférieurement sur les compacts.
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Exercice 28. Soit u une fonction sous-harmonique dans un domaine 2 C C, et soit v une fonction semi-
continue supérieurement dans €2 telle que :

u < v
presque partout. Montrer qu’on a en fait u < v partout.

Exercice 29. EE
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Phénomene de Hartogs, domaines d’holomorphie,
séries de Reinhardt, théorie de Cartan-Thullen

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Phénomene et figure de Hartogs

En dimension 1 dans C, il existe toute une théorie des singularités (effagables, méro-
morphes, essentielles) pour les fonctions holomorphes définies dans un voisinage épointé
U* = U\{0} de I’origine, avec 0 € U C C ouvert.

Mais des que la dimension devient n > 2, Hurwitz a découvert en 1897 que foutes les
fonctions holomorphes définies dans C*\{0}, ou méme dans un voisinage épointé U* =
U\{0} de I’origine, se prolongent holomorphiquement a travers 1’origine. Les singularités
réduites a un point sont donc toujours illusoires : elles n’existent pas — alors qu’elles sont
au centre de la théorie de Cauchy a une variable ! C’est ce phénomeéne, plus que tout autre,
qui distingue, qui singularise, qui illustre I’ Analyse a Plusieurs Variables Complexes.

Avant d’en débuter la théorie générale, nous admettrons temporairement qu’une fonc-
tion holomorphe de plusieurs variables (z1, ..., z,) € C" est une fonction de classe >°
qui est holomorphe par rapport a chacune de ses variables z;, lorsque les autres sont fixées.
En fait, un théoreme profond de la théorie montre que les fonctions qui sont seulement
séparément holomorphes par rapport a chacune des variables z; sont €°°, ce qui n’est pas
vrai pour des fonctions de variables réelles.

Hartogs, éleve de Hurwitz, a ensuite exploré et approfondi cette découverte dans un
article de synthese paru en 1906. Depuis, on parle beaucoup de la figure de Hartogs, que
I’on peut dessiner de deux manieres (au moins).

|22]

A= 1

Az, (D)

A.,(0A)
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Parce qu’il est difficile de se représenter la quatrieme dimension de C? = R, et encore
plus difficile de la dessiner, on peut alternativement ou simultanément convenir dans les
figures que :

[ I'axe des z; et ’axe des z, sont des axes de dimension 1;
[] 'axe des z; = x1+1 y; est de dimension réelle 2, tandis que I’axe des z, est de dimension
1.

Parfois méme, classiquement, on dessine en représentation modulaire, avec les axes
vraiment réels |z1| et |z, & savoir si £ C C? est un sous-ensemble, on représente son
image-module :

E| == {(lz1], [22]) € Ry x Ry: (21,22) € B}

Géométriquement donc, la figure de Hartogs dans les deux représentations esquissées
ci-dessus ressemblerait a une casserole en verre traversable (assez épais). Pour acquérir et
anticiper I'intuition de ce qui va suivre, il faudrait méme s’imaginer un cylindre de lait
fantdme montant dans la casserole de verre tout en imprégnant sa paroi verticale jusqu’a la
moitié de son épaisseur.

Dans C?, avec D = {|z| = 1}, soit le polydisque unité :
DxD > (21,22).

“\22|

Ha

| Hy [ | Hy L1l
0 P11 -

Définition 1.1. Pour un rayon 0 < p; < 1 etunrayon 0 < o < 1, la figure de Hartogs :
H=H

est le sous-ouvert du polydisque unité défini par :
Ho= {lal < 1 [l <r} J{n <lal <1 |=l <1}

~~ -~

=: H; =: Hp

P1,T2

Ces deux parties, H; et Hy, d’intersection non vide, peuvent étre dessinées en coordon-
nées (|z1], |22]). On peut d’ailleurs s’imaginer que :

pr~1 etque: ry =~ 0,
car ce qui va suivre sera vrai quelle que soit la finesse de H.

En dimension complexe n > 2, on munit I’espace C™ des coordonnées :

2= (21, 2n)
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décomposées en parties réelle et imaginaire comme z; = z; + v=1yr pourk =1,...,n:
Z =T+ V-1Yy.
Sur un ouvert non vide Q C C* = R?** — par exemple Q = H C C? = R* —, soit

alors une fonction de classe € :
f: Q— C

Aux opérateurs d, a%k, 8%;9 de différentiation réels :

k=1

correspondent les opérateurs complexes :

Z B dzi, et gf = Z gj; dz,

avece ©

0 1 0 v=1 0
== t dz, = d —1d
8zk 2 8xk 2 8yk © “k Tk TV Yk:

0 1 0 V-1 0

S I t dz, = dxy, — v=1dyy.
8Zk 28xk+ 2 8yk © k Tk vl Yk

Définition 1.2. Une fonction f: {2 — C de classe € est dite holomorphe si :

of of
= === — dans Q).
07, 0z, (dans )
En dimension n = 2, formulons maintenant en deux temps le résultat spectaculaire qui
signa I’acte de naissance de la théorie des fonctions de plusieurs variables complexes.

Notation 1.3. Etant donné deux ouverts V. € U C C" avec n > 1, on symbolisera la
propriété de prolongement holomorphe unique du petit ouvert V vers 1’ouvert plus grand U
par :
Vge ON) 3feol) f|,=gy
ou alternativement et de manicre équivalente par :
U)|, = (V).

| 22|

o A (D)
singularité
isolée
illusoire

AO (8D) X1




1. Phénomene et figure de Hartogs 119

Théoréme 1.4. [Hurwitz 1897] Pour tout ouvert non vide Q) C C? et toute suite (ay,)52,
de points de ) qui est discrete, on a :

o(\{aliz) = 0(9)]

ON{ar},

Démonstration. Par récurrence, on se ramene au cas d’un seul point a € C? avec un voi-
sinage ouvert non vide {2 D a, éventuellement arbitrairement petit. Si I’on centre les coor-
données z = (z1, z3) en a = 0, alors pour p > 0 assez petit et pour 2z, € C fixé assez petit,
les applications holomorphes :

A,: D—C"
z — (p z, 22)

envoient le cercle unité 0D sans jamais toucher le point a = 0 :

A, (0D) = A,,({pe'’: 0 eR})

c Q\{0}.
De plus, des que 2z, # 0, le disque fermé entier s’échappe de la singularité prétendue :
A, (D) c Q\{o}.

Alors la formule de Cauchy a une variable effectuée sur ces disques A., (D) permet de
conclure, comme nous allons le voir dans un cadre plus général. U
[l

disques

cercles bordant
les disques
<

O ‘Z1‘

0 P11

T2

v

Théoreme 1.5. [Hartogs 1906] Les fonctions holomorphes dans la figure de Hartogs se
prolongent holomorphiquement et uniquement au polydisque unité :

Vfe OMH,,) 3NFeoDxD) F|,="/
Démonstration. Ici, des disques appropriés s’écrivent, pour un choix quelconque de rayon
intermédiaire p; < 0y < 1:
A, (z) = (012, 22) (z€D).
Lorsque :
|20| < 79,,

le disque fermé entier est contenu dans le domaine de Hartogs H :

A, (D) C H,
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donc f est completement holomorphe au voisinage de ce disque, et alors la formule de
Cauchy standard a une variable donne la valeur de f en un point quelconque (z1, 25) avec
|Zl| <01

. 1 f((:hz?)
Jenz) = 2im S\, 1=, Hdgl'

Ensuite — et c’est 1a le point-clé — lorsque le disque commence a s’élever, son bord
reste toujours dans le domaine :

A,,(0D) C H (V]22] < 1),
tandis que son intérieur s’en échappe ! Mais alors, comme la formule de Cauchy conserve
toujours un sens puisqu’elle integre en n’utilisant les valeurs de la fonction f que sur la
partie verticale de H ou f est définie, on peut prolonger les valeurs de f simplement au
moyen de cette formule :

1 f(ChZQ) d

F = —
(Zl7 22) 2T C|=o1 Cl — 2

Cl (V|z1] < o1, V]2z2| < 1).

Les théoremes standard de différentiation sous le signe intégral assurent maintenant que la
fonction F’ ainsi définie est bel et bien holomorphe par rapport a toutes ses variables (21, 23)
dans le polydisque :
Dy, x D.

En résumé, nous avons :
O fed(H);
U Fe 6’(]1)01 x D);
O F = fdans {|z1| < 01, |22] < 2} par la formule de Cauchy standard.

(D

N

Principe du prolongement analytique. Etant donné deux fonctions holomorphes f, €
O) et f, € O(V) définies dans deux ouverts U C C" etV C C" avec n > 1, qui sont
égales dans un certain sous-ouvert non vide W C UNV :

f“|w - f”‘w’
si de plus :
UNV est connexe,

alors :
fu = fo partout dans UNV,

et la fonction :
fu(z) lorsque z € U,

fo(2) lorsque z € V,

est bien définie, holomorphe dans la réunion des deux ouverts. U

UUVBZ»—){
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Sans I’hypothese que U NV est connexe, la conclusion est en général fausse — penser
a la fonction logarithme !

A=
1
F=f
/
T wonno, ] [
0 p1o1l
Ici donc, avec :
U:=H, V:=D,, xD, W :=D,, xD,,,

nous vérifions (visuellement et rigoureusement : exercice !) que :
HN (D,, ND) estconnexe,

ce qui nous donne bien un unique prolongement holomorphe au bidisque unité D x D,
encore noté F' dans I’énoncé du théoreme. U

“‘Zz|

2

—1—r1 0 |

Une autre représentation de la figure de Hartogs encore plus parlante consiste a travailler
en coordonnées z;, symbolisées comme coordonnées réelles négatives et positives, et en
coordonnées |z3|.
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Lorsqu’on peut ‘mettre’ une figure de Hartogs dans un domaine £ C C? qui présente
une forme de ‘creux’, les fonctions holomorphes f € &/((2), restreintes a une telle figure,
se prolongent alors holomorphiquement au bidisque rempli concerné, puisqu’on peut a
nouveau employer la formule de Cauchy.

Mais attention ! Il n’y a aucune raison qu’apres remplissement de la figure, I'intersec-
tion avec I’ouvert {2 soit connexe. Et en général, les valeurs prolongées de la fonction au
bidisque rempli n’ont aucune raison d’étre les mémes que celles de la fonction f € 0(£2)
sur les autres composantes connexes que celle qui se situe ‘autour’ de la figure de Har-
togs. Nous insistons sur ce point parce qu’historiquement, certaines démonstrations erro-
nées d’une version plus générale du théoreme de Hartogs (Théoreme 8.3) ont paru dans la
littérature mathématique.

En s’assurant de bien employer I’hypothese de connexité, on démontre (exercice)
I’énoncé suivant.

Théoréme 1.6. Etant donné un polydisque ouvert non vide P C C" avec n > 2, et étant
donné un voisinage ouvert \Ip de son son bord OP tel que :

Vp NP estconnexe,

ona:

VfeoNp) 3INF e OP) O

F‘vap - f‘vap'
Maintenant, que se passe-t-il en dimension n > 2? Dans C", il suffit de regarder un
produit de la figure de Hartogs 2-dimensionnelle avec un polydisque ouvert de C"~2.
Définition 1.7. Pour un rayon 0 < p; < 1, pour un rayon 0 < ry < 1, et pour des réels
s3> 0,...,s, > 0, soit la figure de Hartogs n-dimensionnelle :
H=H, rysssn = Hpmy XDy X -+ xD,, C C*xCx--xC,

définie comme réunion :

H = H1UH2,
Hy o= {(21,22,23,- ., 20) € C": |21] < 1, Jz0] < 7a, [28] < 83,00 20| < 80},
Ho i= {(21, 22,28, ,20) €C™: p1 < |z1] <1, |22] < 1, [25] < 3,0, [20] < s}

Une généralisation aisée des arguments qui précedent permet alors d’établir une version
n-dimensionnelle du Théoréme 1.5 de prolongement de Hartogs.

Théoreme 1.8. [Hartogs bis] On a prolongement holomorphe unique :
VfeoH) 3AFeoD) F|, =/ O
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Evidemment, la disposition de cette figure dans C" peut étre changée, par exemple au
moyen de transformations affines quelconques :

/ /
(zl,...,zn) — (zl,...,zn),
de la forme :
/
Zi = bitaizm g 2 (1<i<n).

Puisque la taille et I’épaisseur des figures de Hartogs est alors modifiable a volonté, nous
pouvons normaliser leur partie en zs, . . ., 2,.

Définition 1.9. Dans C">?, une figure de Hartogs normalisée est, pour 0 < p; < 1 et pour
0 <ry <1, ’ouvert :

H:= {|z1] <1, 2| <7, 23] <1, ..., 2] < 1,
U{pi <zl <1, |22 < L, 23] < 1, ..oy [2a] < 1},
et la figure de Hartogs remplie est le polydisque unité ouvert :
Hi={lz] <1, |z] <1, |z <1, .., Jza] < 1)

En fait il sera utile, plus généralement, de considérer des biholomorphismes quel-
conques de C", a savoir des difféomorphismes ¢ :
¢: U— U =90l ccC"
d’ouverts U C C" sur leurs images ®(U) C C", dont les n composantes ®4,..., P, €
0 (U) sont des fonctions holomorphes dans U.

P

[z2|

Z1

En effet, lorsqu’on considere des fonctions holomorphes dans un ouvert « compliqué »
Q) C Cn, il faut s’adapter a sa géométrie, et notamment, courber les figures de Hartogs.

Théoreme 1.10. S’il existe un biholomorphisme ®: U — ®(U) C C" défini dans un
voisinage ouvert U D H de la figure de Hartogs remplie tel que ’image de la figure non
remplie :

d(H) Cc Q
est contenue dans un ouvert Q) C C"?2, alors :

Ve o) 3geo(o(H)) og = Flog:

Démonstration. Avec un choix de oy tel que p; < o1 < 1, et avec la famille de disques
holomorphes définis pour |z| < 1 par :

Aoy D — C°

Z — (0'12’, ZQ,Zg,...,Zn),



124 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

a parametres |z3| < 1, |z3) < 1,...,|z3] < 1 dont les bords A, ., .. (0D) C H sont
contenus dans la figure, I’argument consiste de nouveau a appliquer la formule de Cauchy
sur ces disques pour définir le prolongement :

1 g(‘b(cl,ZQ,Zg,...,Zn))

gO(I)(Zl,ZQ,Zg,...,Zn) = % o Cl 7 dgl,
C1|=01 o

le fait que ¢ soit un biholomorphisme garantissant 1’holomorphie par rapport aux para-
metres. U

Lorsque ¢ (ﬁ) ¢ Q, ce théoreme montre que foutes les fonctions holomorphes dans €2
se prolongent au-dela de €2. Toutefois, il faut prendre garde au fait qu’il n’y a pas en général

extension dans la réunion QU @ (H), notamment lorsque I'intersection 2N ® (H) n’est pas
connexe, circonstance qui a déja été illustrée plus haut.

Maintenant, présentons une maniere naturelle de construire de telles figures de Hartogs
®(H) C  dans un ouvert  C C">2. Soit une application :

A=(A,...,A): D— C",

dont les composantes A; € ¢(D) sont holomorphe dans le disque unité I, ce qui justifie
I’appellation disque holomorphe. Supposons que :

A(0) =: p € 09,

que I’image A(ID) est contenue dans un voisinage ouvert U 3 p, et qu’il existe r > 0 assez
petit pour que I’'image par A du sous-disque D, C D soit contenue dans €2, en restriction a
un sous-voisinage ouvert p € V C U :

AD\{0}) NV C QnV.

Supposons aussi que A’(0) # 0, ce qui implique 1’existence d’un rayon r > 0 assez
petit pour que la restriction :

Al D, = AD,) C C"

soit un difféomorphisme sur son image, qui est une 2-surface réelle lisse plongée dans
C" = R?", et méme une sous-variété holomorphe de dimension 1 de C". Quitte a rapetisser
r>0:
A(D,\{0}) c QnV.
L’image du bord de ce sous-disque :

A(OD,) = A({|z| =r})
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est alors un compact contenu dans €2, compact que 1’on peut « bouger » quelque peu sans
quitter €2, de maniere a former par épaississement une figure de Hartogs, dont le remplis-
sage contient un ouvert W > p.

Q
O / \ o)
14 p \ .
. I~ .
~ -

En particulier, si €2 € € est strictement concave en p € 0f) au sens ol son ordre de
contact avec son plan tangent :

T,00 = R >~ ¢! xR

vaut exactement 2 dans toutes les directions tangentes réelles, localement contenues dans (2,
nous vérifierons dans le prochain chapitre que des petits disques contenus dans des droites
complexes tangentes a 0f2 satisfont ces hypotheses.

En déplacant ces disques dans toutes les directions transverses, et en appliquant la for-
mule de Cauchy, on peut alors a nouveau produire des prolongements holomorphes au-dela
de 02 en p.

L’Exercice 7 propose de détailler la démonstration du résultat général suivant, qui dé-
coule essentiellement du Théoreme 1.10.

Théoreme 1.11. Sous ces hypotheses, si le bord 0X) est une hypersurface réelle de classe
€ dans C" pres de p, alors il existe un voisinage ouvert p € W et un ouvert non vide
Z C QNW tels que :

Vieo() 3FgedW) g|,=f|, O
Pour conceptualiser les situations ol ce phénomene ne se produit pas, on demande au

contraire qu’aucune figure de Hartogs ne « déborde » de (2.

Définition 1.12. Un domaine 2 C C" est dit Hartogs-pseudoconvexe si, pour tout biholo-

morphisme ®: U — &(U) C C™ défini dans un voisinage ouvert U D H de la figure de
Hartogs remplie tel que I’image de la figure non remplie :

d(H) C Q
est contenue dans (2, I'image ¢ (ﬁ) C (2 est aussi contenue dans 1’ ouvert.
Les Exercices 5 et 6 proposent d’établir quelques propriétés élémentaires des domaines
Hartogs-pseudoconvexes.
2. Fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes

Maintenant, demandons seulement que les fonctions holomorphes soient ¢* au départ,
et non ¥ comme dans la Définition 1.2.

Définition 2.1. Une fonction :
fi Q@ —2C
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est dite (complétement) holomorphe si elle est de classe € et si elle satisfait Of = 0, i.e. :
N )|
0z 0z,

Un théoreme célebre et profond dii a Hartogs en 1910 montre qu’il n’est pas nécessaire
de supposer, dans la définition, que f soit de classe €, ni qu’elle soit continue, ni méme
qu’elle soit localement bornée, par rapport a toutes les variables (x1 + v=1y1, ..., Tp +
V=1Yn) € Q.

Théoreme 2.2. [de Hartogs 1910 sur I’holomorphie séparée] Si une fonction f: () —
C définie sur un ouvert 0 C C est séparément holomorphe par rapport a chacune des

variables lorsque les (n — 1) autres variables sont fixées, a savoir si, pour tout entier
1 < j < n, et pour tous nombres complexes fixés :

C17"‘7<j—17Cj+17'--7Cn e C

la fonction d’une variable complexe :

Zj — f(Cl>"'7 jflazj7<j+17---7<n)

est holomorphe dans I’ouvert-tranche :

QN ({G} % x {Ga} x Cx {Gal x - x {G})),

alors, progressivement :
(1) f est localement bornée dans € ;
(2) f est continue dans €2;

(2) f est€" dans Q) et elle est completement holomorphe par rapport a toutes les variables
au sens de la Définition 2.1.

Comme dans la théorie des fonctions d’une variable complexe, on démontre qu’alors,
toute fonction holomorphe f est € et méme localement développable en série enticre
multidimensionnelle convergente dans un petit voisinage de tout point zy € €2, ce que nous
verrons ultérieurement.

Le théoreme de Hartogs est d’autant plus spectaculaire qu’il serait faux pour les fonc-
tions analytiques de variables réelles.

Exemple 2.3. Soit la fonction f: R* — R définie par :
x
(o.y) s Wyy‘l lorsque (z,y) # (0,0),
0 lorsque (z,y) = (0,0).
Alors pour tout a € R fixé, et pour tout b € R fixé, nous affirmons que les deux fonctions
séparées :
y — fla,y),
x — f(z,b),
sont ¢*°, et méme analytiques réelles (¢™). En effet, par symétrie, il suffit de de traiter la
premiere fonction.
Pour a # 0, le caractere € de :
ay
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provient du fait que le dénominateur est toujours > (. Observons, et c’est important pour
la cohérence globale, que ce raisonnement ne serait plus vrai pour la fonction ﬁ définie
sur le corps des nombres complexes, puisque le polyndme z, — a* + 23 posséde toujours
4 racines, comptées avec multiplicité.

Pour a = 0, et pour y # 0, on voit aussi que
par définition la fonction vaut 0.

Avec cette fonction, les hypotheses similaires a celles du Théoreme de Hartogs sont
donc satisfaites.

Toutefois, cette fonction réelle (pathologique) n’est pas localement bornée au voisinage

O.y _ 0o . . N
T = 0 est €,y compris en y = 0 ol

de (0,0).
En effet, en restriction aux droites {y = cz} de pente ¢ # 0 et pour x # 0, ses valeurs :
c 1
x,cxr) = — - —
f( Y ) 1 + C4 xz?
——
constante #0

divergent visiblement ! O

3. Formule intégrale de Cauchy et applications

Bien que les ouverts typiques de R?" = C" soient des boules euclidiennes, lorsqu’on
tient compte de la structure complexe de C", il s’avere plus naturel de considérer des pro-
duits de disques.

Définition 3.1. Dans C", un polydisque ouvert est un sous-ensemble ouvert de la forme :

D,(a) == Dy, _,.(a1,...,0,) = {(zl, ooy zn) €ECM zi—ag| < gy ol , lzn—an] < rn},
de rayons quelconques strictement positifs :
ry >0, ... , T > 0,
et centré en un point quelconque (aq,...,a,) € C". Lorsque le centre est I’origine
(0,...,0), on abrégera parfois :
D.(0) = D,.

[’adhérence topologique d’un tel polydisque ouvert est bien entendu le produit corres-
pondant des disques fermés :

D,(a) := Dy, (a1, .., a,) = {(zl,...,zn) eC": |z1—aq| <7, oonen. y zn—an| < rn}.

Comme I’ensemble des boules euclidiennes, I’ensemble des polydisques ouverts constitue
une base pour la topologie usuelle de C* = R?",

Théoreme 3.2. [Formule de Cauchy] Si une fonction a valeurs complexes :

f € € (D (a1) x -+ x Dy, (a,)) (acCn, reRI)
est continue sur un polydisque fermé :
D.(a) = {ZGC”: |21 —ay| <7, oonl s |20 — anl grn},

et si elle est séparément holomorphe par rapport a chaque variable z; lorsque les autres
sont fixées, au sens précis ou, pour tout entier 1 < j < n, et pour tous nombres complexes
fixés :

G €Dy (a1), ..., G1 €Dy (aj1), Gy1 €Dy (i), .., G € Dy, (an),
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la fonction d’une seule variable complexe :

zZj —> f(Ch .. -,<j—172j7Cj+17 - ;Cn)

est holomorphe dans le disque ouvert D, (a;), alors en tout point intérieur au polydisque :
z € D,(a),

la valeur de cette fonction est donnée par les intégrales itérées :

1 f(C1a7§n)
) = — dcy---dC,.
f< ) (2”-()” /|Cl—a1=r1 /Cn—an:rn (Cl - Zl) U (C‘n - Zn) C C

Observons que dans cette formule de Cauchy, I’intégration ne s’effectue pas sur le bord
topologique du polydisque :

aDT‘<a) = U ﬁh(al) X X ET‘J‘A(ajfl) X STj<aj) X Drj+1(aj+1) X X ﬁrn(an)v
j=1 S——

cercle
{I¢j—ajl=r;}

qui est de dimension réelle 2 n — 1, mais sur le produit de cercles :
S, (ar) x -+ xS, (a,),

qui est de dimension réelle n. Citons en passant la

Définition 3.3. Le bord distingué d’un polydisque :
D, (a1) X -+ x D, (a,)

est le produit des cercles bordant ses composantes :

J*D,(a) = S, (a1) x -+ xS, (ay).

|~
i i \
as Bord distingué
c\ ~><{/
2
O al -

En fait, le bord distingué présente aussi I’intérét que le principe du maximum a plusieurs
variables s’exprime comme suit.

Assertion 3.4. Si une fonction continue f € €¢° (ﬁrl (@) X -+ X Drn(an)) est séparément
holomorphe dans D, (a1) X --- x D,. (ay,), alors :

max = max .
Dy, (a1)x+xDyy, (an) 4 Sry(a1)x-xSp, (an) 7
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Démonstration. Apres une translation, on peut supposer a = 0. Traitons seulement le cas
n = 2, puisque le cas général est similaire.

En considérant des suites (23,)5°; avec |z2,| < ro qui convergent vers un (, avec
|Ca| = 72 quelconque, le théoreme de Cauchy-Montel a une variable montre que toutes les
fonctions z; — f(z1, (2) sont holomorphes dans {|z;| < 7}, et continues dans {|z;| <

Tl}.

Donc le principe du maximum au bord s’applique deux fois :
max max Z1,%2)| = max max z1,(2)] = max max 1, (). |
[z1]<r1 |22]<r2 ‘f( )} [z1]<r1 [C2|=T2 |f( ¢ )‘ |C1|=r1 |C2l=2 ‘f(C G )‘

g

Démonstration du Théoréme 3.2. Nous pouvons supposer a = 0 et nous limiter au cas
n=2.

Fixons 25 avec | 29| < ro. Pour z; quelconque avec |z;| < 71, la fonction 2z — f(21, 22)
est holomorphe dans {|z3| < 72} et continue dans {|z2| < r2}. Lorsque z; tend vers un (;
avec |(1| = 1 quelconque, le théoréme de Cauchy-Montel montre que 2o — f((, 22) est
a nouveau holomorphe dans {|z3| < 73} et toujours continue dans {|z3| < 72}

Donc la formule de Cauchy a une variable s applique :

1 ;
Vi <r VGl=rn f(G,2) = 2t S, J;(fl &) dCa.
Ensuite, fixons aussi z; avec |z1| < 1. A nouveau par Cauchy :
1 2
f(Zl,ZQ) _ 2 f(Cl 2) dC
i Jicy = Cl—zl .
gluCé)
= d(q dés.
ZW /1| —r1 /@ =, (G = 21)(G2 = 22) i
|

Corollaire 3.5. Si une fonction f € O(Q)) est holomorphe dans un ouvert Q0 C C", alors :
fe e (),

et de plus, toutes les dérivées de f sont aussi holomorphes dans ).

Démonstration. En tout point a € €, on peut centrer un polydisque ouvert D, (a;) X - -+ X

D, (a,) de rayons r; > 0,...,r, > 0 assez petits pour que son adhérence reste contenue
dans I’ouvert : B B
D, (a1) X -+ x D, (a,) C Q.
Alors la restriction de f a ce polydisque fermé satisfait les hypotheses du théoréeme précé-
dent. Comme le noyau :
1 1

(zl,...72n,cl,...,<n) Cl__>21... Cn .

dépend de maniere "> de toutes ses variables lorsqu’on astreint (21, . .., z,) & varier dans
un sous-polydisque strict fermé :

Em(al) X oo X ﬁpn(an) € D, (ay) x -+ x Dy, (ay)

de rayons :
0 < pr <7yy oo, , 0 < pp < 1,
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les théoremes classiques de dérivation sous le signe intégral s’appliquent aisément a la
formule de Cauchy :

1 f(G,e )
f(Z) N (2i7‘(’)” /|Cl—a1:r1 /Cn—an:rn (Cl — zl) R (Cn _ Zn) dCl de

Pour étre plus précis, si on abrege les dérivées partielles d’une fonction g de classe €’ :
D - Qran it - Oy’

ot = (ayg,...,a,) € N"et 8= (f1,...,05,) € N"sont des multi-indices quelconque, et
si on introduit aussi :

20g

aa1+"'+an
09 = ﬁ,
Zl DY Znn
aa1+"'+an
dzg = _a—_ga
ozyt - 0zZom
, . N 1
I’holomorphie par rapport a z = (z1, .. zn) du noyau C e
ment pour tout k = 1,...,n comme dans le cas d’une seule variable que :

0= ai[]‘ormulede Cauchy |,

Zk
tandis que :
061!"'&71! f(ChuCn)
orf(z) = 0 - dGr - dG,,
( ) (2@71')” |C1—a1|:7‘1 |Cn_an|:7’n (Cl — Zl)l-‘ral “ e (gn — Zn)1+a7t
toujours pour |z — ag| < pr < 7 O

D’ailleurs, puisque toutes les dérivées par rapport a z d’une fonction holomorphe s’an-
nulent, on pourra noter simplement sans indice inférieur ., :

o = o f.
Introduisons aussi au passage les deux notations abrégées :
al = ol ! et lal == a1 + -+ .

Théoreme 3.6. [Développabilité en série entiere convergente] Si une fonction f est ho-
lomorphe dans un polydisque ouvert :

]Dr(a) = ]D)rl(al) X -+ X Drn(an) (ri1>0,...,r, >0),
alors elle est développable en série entiere de plusieurs variables :

flz) = Z o“f ﬂ

aeN”

oMt tan £0) (21 — aq)™ Zn — Qp )"
:Z Z f(0) ( ) )

02" -+ 0z8n a;! a,,! ’

a1=0 an=0

avec convergence normale lorsque z est astreint a varier dans tout sous-polydique strict :
z € ﬁp(a) C D.(a) (0< pr < 7).

Ce qu’on entend ici par convergence normale correspond a I’intuition et s’exprime gé-
néralement par la :
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Définition 3.7. Une série infinie multiple de fonctions a,, continues définies dans un ouvert

QcCr:
S anz) = D0 Y nran(?)

aeN? a1=0 an=0

est dite converger normalement dans §2 lorsque, pour tout compact K & (2, la série a termes
positifs :

E max |aq(2)] < oo
zeK

aeNn
converge.

Par souci de complétude dans la pensée, rappelons qu’une série numérique multiple :
2 ¢
aEeN”?
a coefficients ¢, > 0 est dite converger lorsque :

sup an<oo

p?rtilzlr:e ach
Démonstration du Théoréme 3.6. Apres une translation du systeme de coordonnées, on
peut supposer que (as, . ..,a,) = (0,...,0). Or pour (z1,..., 2,) variant dans un tel sous-
polydisque strict :
Dy x---xD, €D, x---xD,,

et pour |(1| = 71,...,|Cu| = 4, il est possible de développer le noyau de Cauchy multidi-
mensionnel en série formelle multiple :
1 1 1 1 1 1
Cl_zl Cn_zn Cl __1 Cnl_z_z

HED) R
cre X @)@

qui est en fait normalement convergente (exercice), propriété qui justifie alors les calculs
suivants :

_ Cla'“an)
f(z B 22’“— /Cl|—7‘1 /n |=rn Cl - Zl) (C - Zn) dCl dgn

“w | e Z az( ) () e,
Z Z ) () D / - / @ H&’_""'(’é’s)lm ¢y - dé,

4

vV
coefficients complexes
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toujours avec convergence normale pour |z1| < pi, ..., |2,] < p, grice & un résultat
connu. Mais la valeur de ces coefficients complexes a déja été dévoilée plus haut lorsqu’on
a différentié la formule de Cauchy, en I’appliquant au centre pour z = a =0 :

o o &1!"'&n! o f(Ch-"agn) o
0°f(0) = W /|<1:r1 /Cn = (G — Q)1 ((, — O)1Fem Ay -+~ dGn,

ce qui établit bien que la formule de Taylor complexe pour f est normalement convergente

dans D,,. O
Corollaire 3.8. Dans un ouvert 2 C C", pour tout point a € <) et tous rayons ry, ..., r, >
0 tels que : _

D,(a) C Q,

on a la convergence normale en chaque z € D,(a) de la série entiére :
m e Z__a>
f(z) = Tt = > 0f — O
a€eNn? :

Théoreme 3.9. [Inégalités de Cauchy] Si une fonction f est holomorphe dans un poly-
disque ouvert :
D.(a) = Dy (a) x -+ x Dy, (a,) (r1>0, ..., 70 >0),

et si elle y est partout bornée :
1f(2)] < M < o0 (Vz €Dy (a)),

alors pour tout o € N" :
|02+ 02 f(a)| <

Démonstration. En effet, une majoration simple dans la formule de Cauchy différentiée
déja vue :

ol ol J(G - G)
o f(z z.—/ / dGy - - - dGp,
) 2" Siamaren Jigumanier (G — 200 (G — 2 e
appliquée a un sous-polydisque ﬁp(a) C D, (a) quelconque :

|0°f(a)] </ / [F(Gr- 0 G | d|Gl
apl - apy! a1 |=p1 G —an|=pn G — ap |1 rer - |Gy — ap|bton 27 o

M 2mpy 27 py,
= pi—i_al e p’,ll‘i’an 27‘(’ 27T !
donne instantanément le résultat en faisant ensuite croitre p; —> 11, ..., P — Tp. ]

Théoreme 3.10. Dans un ouvert (2 C C", pour tout sous-ensemble compact K € 2, pour
tout voisinage ouvert relativement compact :

K € Vg € Q,
et pour tout multi-indice o € N", il existe des constantes :
C; ::CECVK@ < 0

telles que :
max [0 f| < Cusup|f] (<o),
K 7
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pour toute fonction holomorphe f € O(1Q).

Démonstration. Par compacité de /<, il existe € > 0 tel que :

Vae K {|lzi—ai|<e,.... |z —an| <e} € Vg
Alors une application du théoreme précédent conclut :
ar!- !
10°f(a)| < " max | /]

gortton |5 —a;l<e
a!
S o sup ‘f ‘
£ Vi
Comme dans la théorie des fonctions holomorphes d’une variable compexe, on en déduit

aisément (exercice) le :

Théoréme 3.11. [Cauchy-Montel a plusieurs variables] Si une suite ( f,,)22, de fonctions
holomorphes f, € O()) converge, uniformément sur les compacts de S, vers une certaine
fonction-limite continue fo, € €°(Y), alors fo € O(Q) est en fait holomorphe. O

On déduit aussi (exercice) le :

Théoréme 3.12. [Stieltjes-Vitali a plusieurs variables] Si une suite (f,)°, € 0() a
des modules :

‘f n‘ < CK < 00,
uniformément bornés sur tout compact K € S, alors il existe une sous-suite (f, )72, =
(gr)%2, qui converge, uniformément sur les compacts de €, vers une fonction-limite g, €

o(%). O
4. Démonstration du Théoreme de Hartogs sur I’holomorphie séparée

Certainement, le théoreme de Hartogs renforce 1’idée que les fonctions holomorphes
sont « encore plus magiques » a plusieurs variables qu’elles ne le sont a une seule variable,
puisque, rappelons-le, il prétend au sujet d’une fonction que :

séparément holomorphe —> localement bornée
=—> continue
=—> continliment différentiable
—> développable en série convergente.

Démonstration du Théoréme 2.2. Etablir que | f| est localement bornée constitue la tache
principale, et elle sera effectuée ultérieurement.

Lemme 4.1. Toute fonction séparément holomorphe f: () — C qui est localement bornée
est continue.

Démonstration. Soit un point quelconque z, € {2. Apres une simple translation du systeme
de coordonnées, on peut supposer que 2z, = 0 est 1’origine.
Soit alors un polydisque ouvert :

D, =Dy, = {2€C": || <71, .., 2] <70}
de rayons , > 0, ..., r, > 0 suffisamment petits pour que sa fermeture :

Dr - {|21| < 1, oy |zn| < rn}
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reste contenue dans I’ouvert :
D, C Q.
Par hypothese :
If(2)] < M < (VzeDy).

C2 “Z2

T2

(€1, 22) (21, 22)
Orermee g

Yonnnd
(€1,¢2) (21,¢2) r 21

Maintenant, pour toute paire de points :
z e D, et ¢ eD,

en déployant un téléscope géométrique de la différence :

n

f(z)_f(g) = Z (f(gla"’7Cj—17ﬁ7zj+17"'7zn)_f(cla"'7<j—17ﬁ7zj+17"'72n))7

Jj=1

on réalise qu’il suffit de traiter le cas de fonctions d’une seule variable complexe, celles qui
sont soulignées au centre.

Pour déduire la continuité du caractere borné, le Lemme de Schwarz vient a la rescousse,
car il dit qu’étant donné une fonction g holomorphe dans un disque :

{weC: |u| <r}
qui est de plus bornée :
gl < N < oo,

alors pour toute paire de points |w’'| < r et |w”| < r,ona:

/ "
N " < 2N - |w —w | )
Ja(w') — g(w")] e
Appliqué a chaque terme de la somme ci-dessus :
- 2 = Gl
)= Q] < 2M-) ;- el
| | ]Zl Ty = 76l

Schwarz nous montre que la fonction séparément holomorphe bornée f est non seulement
continue, mais aussi 1-lipschitzienne ! O
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Maintenant que 1’on sait que f est au moins continue — sous réserve d’établir plus tard
qu’elle est localement bornée! —, on peut appliquer la formule élémentaire de Cauchy
a plusieurs variables donnée par le Théoreme 3.2. Ensuite, comme dans la théorie clas-
sique a une variable complexe, la représentation intégrale de Cauchy implique, grace au
Théoreme 3.6 que f est non seulement continue, mais aussi développable en série entiere

localement convergente en (zy, . . . , z,), donc a fortiori €’ et satisfaisant :
) A
om0z

ce qui conlut que f est holomorphe au sens de la Définition 2.1.

En définitive, il reste a démontrer — et c’est 1a I’affaire principale — que foute fonction
séparément holomorphe est localement bornée.

Le premier argument-clé repose sur le Théoréme de Baire, énoncé ici sans rappel de
démonstration.

Théoréme 4.2. [de Baire] Dans un espace métrique complet (E,d), l'intersection d’un
nombre infini dénombrable :

(0.

n=1

d’ouverts denses O,, C E est encore un sous-ensemble dense de E. O

Bien entendu, une telle intersection n’est en général pas un ouvert. En passant aux com-
plémentaires fermés :
F, = F \On,

on a une formulation essentiellement équivalente, plus utile ici.

Théoréme 4.3. [de Baire bis] Si un espace métrique complet (E, d) est représenté comme
union infinie dénombrable :
E=|]JF,
n=1

de sous-ensembles fermés F,, C FE, alors 'un d’entre eux au moins est d’intérieur non
vide :
IntF,, # 0 @noz1). O

Pour établir que toute fonction séparément holomorphe est localement bornée, il s’avere
en fait naturel de raisonner par récurrence sur la dimension n > 1 en démontrant par
récurrence simultanément le caractere borné et le Théoreme de Hartogs.

Ainsi, nous raisonnerons comme suit :

e pour n = 1, le théoreme de Hartogs est trivial ;

e en supposant que le Théoreme de Hartogs a été démontré pour toutes les fonctions sépa-
rément holomorphes de n — 1 variables, il s’agit de montrer que toute fonction séparément
holomorphe de n variables est localement bornée ;

e enfin, les raisonnements déja vus qui précedent — Lemme de Schwarz et formule de
Cauchy — terminent I’induction n — 1 — n dans le Théoreme de Hartogs.

Voici alors le premier argument-clé.
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Lemme 4.4. Sur un ouvert 2 C C", soit une fonction séparément holomorphe par rap-
port a chaque variable qui est de plus completement holomorphe par rapport aux (n — 1)
premieres variables :

(21, . 72’“,1) — f(Zl, C 7Zn717<n)7

et ce, pour tout ¢, € C quelconque fixé, sur [’ouvert-tranche de dimensionn — 1 :

an ((Cx - x Cx {Cn}>.
Alors pour tout produit de disques ouverts non vides :
Dy x---xD,_1 xD,
dont la fermeture est contenue dans ) :
Dy x---xD,1xD, C 9,
il existe des sous-disques ouverts non vides :
D] € Dy, ...... D, C Dy
tels que f est bornée sur le produit de ces disques avec le dernier disque non rapetissé :
D) x - xD,_, xDy,,
a savoir :
‘f(zl, .. .,zn_l,zn)‘ <M< (V (21 2n—1,2n) €D, x--xD!_ xDy).
Démonstration. Pour tout 0 < M < oo, on introduit les ensembles :
By = {(Zl, oy Zpe1) €Dy xe o xDy g |f(z1, . ,zn_l,zn)} < M pour tout z, € ﬁn}.
Assertion 4.5. Ces ensembles 9B, sont fermés.

Démonstration. Si on prend une suite quelconque d’éléments :

By > (zf,...,zﬁ_l) el (2°,...,2224)
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convergeant vers une certaine limite dans le polydisque fermé D; x --- x D,_,, il s’agit
de faire voir que (2{°,. .., z>° ) appartient encore & %),. Mais comme par hypothése pour
tout z,, € D, fixé I’application :

(21, vy 2n-1) —> f(z1,..., Zn1, 2n)
est completement holomorphe, donc continue, on voit que :

- k k
lim f(zl,...,zn_l,zn) :f(zfo,...,zf_l,zn),
k—00 J .

J/

Vv Vv
toujours |-| < M donc |-| < M aussi
ce qui conclut. U

Maintenant, puisque f est supposée a valeurs dans C, donc ne prendre que des valeurs
finies en tout point :

Vze Q |f(z)| < oo,

on se convainc (exercice) que :

U By =Dy x---xD,_;.

0<M<oo
D’ailleurs, cette réunion est méme croissante :
0 M <M <o — By C B
Le Théoreme de Baire (bis) assure alors qu’il existe un réel M, assez grand pour que :

|nt;@M0 # 0.

Mais comme les polydisques ouverts forment une base (évidente) pour la topologie de
Cn~1, il existe en définitive bien des polydisques ouverts :

D] CDy,...... D D,y

n—1

avec ©
!

LX e x D C Int By,

ce qui veut exactement dire que :
1

— yahoo c’est gagné ! O

<M< ©

/ / m.
D X xD! _ xDp,

Or ce premier argument-‘clé’ n’a pas encore réellement utilisé la magie de 1’ Analyse
Complexe. En effet, on se convainc par la réflexion que le lemme précédent est tout aussi
vrai pour les fonctions de plusieurs variables réelles qui sont s€parément continues, voire
mémes séparément analytiques réelles. D’ailleurs, un examen simple de 1’exemple x4x+yy4
discuté plus haut montre qu’il satisfait les conclusions du lemme précédent. Donc pour
I’instant, rien de ce qui explique I’implication mystérieuse :

séparément holomorphe = localement borné

n’a encore réellement ét€ dévoilé !

C’est alors sur le deuxieme et dernier argument-clé dii a Hartogs que tout va reposer.
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Proposition 4.6. [principale] Dans un ouvert 2 C C", si une fonction f: () — C satis-

fait :
(1) f est complétement holomorphe par rapport aux (n — 1) premiéres variables
(21, ..., Zn_1) lorsque la derniére z, = (, est fixée;

(2) f est aussi est holomorphe par rapport a z, lorsque les (n — 1) premiéres variables
21 ="C1y vy 2n_1 = (u_1 SONt fixées;
alors cette fonction est localement bornée dans ().

Démonstration. 11 s’agit de faire voir que f est bornée dans un petit voisinage ouvert de
tout point quelconque :

a = (ay,...,a,_1,a,) € .

Autour d’un tel point, on peut tracer un polydisque fermé Iégerement allongé de rayons
(3R,...,3R,2R) avec R > 0 assez petit pour que :

ﬁgR(al) X+ X DgR(an_l) X EQR((I”) c Q.

Par une translation, on fait ¢ = 0.

2R
k’_\
Dy, (b1) x Dar
R
— 3R R R 3R
Oi=a
=
—R
—2R

Une application du lemme précédent de type Baire au sous-polydisque fermé :
D X -+ x D x Doy
fournit alors un certain point :
(b1,...,bp1) € Dr x -+ x Dg,
et des rayons éventuellement treés petits p; > 0,...,p,_1 > 0 avec :
D, (by) x ---xD, ,(b,—1) C D x---x Dpg,
tels que f est bornée sur le cylindre fin correspondant :

‘flm)pl(bl)X"'XDpn(bn)Xﬁm S M < oo,
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sans perdre de hauteur verticale. I’inégalité du triangle garantit alors les deux inclusions
entre trois polydisques :

a € Drx---xDrxDgr C
C Dop(br) x -+ X Dap(bp—1) x Dap
CD3RX~--XD3RXDQR.

En recentrant alors les coordonnées de C"~! de telle sorte que b,_; = 0, le lemme suivant
appliqué avec r := 2R va montrer que f est effectivement bornée sur le polydisque situé au
milieu, qui contient un voisinage de a, ce qui terminera la démonstration de la proposition
principale. U

Lemme 4.7. [principal] Soient trois rayons quelconques :
O<p<r et R > 0,
et soit une fonction f définie sur le polydisque centré en [’origine :
D, x -+ xD, x Dyp
satisfaisant :
(1) f est complétement holomorphe dans le sous-polydisque :
D, x---xD, xDyr

et elle y est bornée :

< .
‘f‘]]])px-~~><]D)p><JD>QR S M < oo

(2) pour tout |z,| < 2R fixé, la fonction :
(21, Zn_1) — f(zl, e Zne1s zn)
est completement holomorphe dans le polydisque D, X - -- x D,.

Alors f est bornée et completement holomorphe dans le polydisque entier D, X - -+ x D, X
Dpg.

Démonstration. Choisissons trois autres rayons intermédiaires auxiliaires :
O0<p<r <ry<rsg<rm,

tres proches de r. Pour |2,| < 2R quelconque fixé, puisque f est holomorphe par rapport a
ses (n — 1) premieres variables, le Théoréeme 3.6 développe f en série entiére :

o 0
f(zl, ceey Zn—1, Zn) = Z T Z Ay yn—1 (Zn) ’ Ziyl e 271717117

71=0 Yn—1=0

normalement convergente sur D,, x --- x D,,, les coefficients, dépendant de z,, étant
donnés, en notation abrégée, par :

ay(zn) = %(Wf((), o0, 2,).

D’une maniere analogue a ce qui est bien connu dans la théorie des fonctions d’une
variable complexe — voir aussi ce qui va suivre —, cette convergence normale s’exprime

en disant que :
: 1
limsup {/|a,(z.)] < —,
T3

|| = o0



140 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

et ce, toujours pour fout |z,| < R fixé.
Par ailleurs, les inégalités de Cauchy du Théoreme 3.9 prises aux points :

a=(0,...,0,z,)

avec |z,| < R et appliquées a chacune des fonctions holomorphes bornées :

(21, oy 2no1) — f(21,- 0, 201, 2n)
sur le polydisque :
D,x--xD,xDy(2,) C D, x---xD, x Dyp
donnent :
|ay(zn)] o< M (Vv €Nm—1).
C’est maintenant — enfin! — que 1’on peut appliquer le théoreme de Hartogs sur les

suites de fonctions sous-harmoniques.
En effet, la famille de fonctions :

(v4(2n)) ern—1 = (zn — T%Tlog}aﬁ(zn)’)

IvI>1 yeNn—1

[v]>1

peut naturellement étre réorganisée en une suite indexée par les entiers 1,2,3,4,5,...,
par exemple en utilisant 1’ordre lexicographique gradué sur les multi-indices de N* avec
k=n—1:
YL < S G
(’)/,...,’)/k) ~grlex (6,,(5k) < ou
YA+ =0+ + 0k et y1 =081, ..., =06; mais Y41 < djt1.

Cette suite est alors constituée de fonctions sous-harmoniques — puisque le logarithme
du module d’une fonction holomorphe est toujours sous-harmonique — définies sur le
disque :

ID)R;
et elle vérifie les deux hypotheses du Théoreme de Hartogs sous-harmonique :

e clle est uniformément bornée supérieurement :

log M
o) < 22 logp
]
< constante < oo Vv =1);
e la constante Iog(%) contrdle ses limites supérieures :

. 1
limsup v,(z,) < log (—) (¥ |2n| < R).
Iy| =00 T3

Comme la différence log % —log % estun e > 0, le Théoreme de Hartogs pour les suites
de fonctions sous-harmoniques garantit alors qu’il existe une constante vy = (e) > 1
assez grande telle que :

1 1
=0 = loglay ()| < log—,
2

ol
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et ce, uniformément par rapport a |z,| < R. Autrement dit (exercice) :

17l ri\Ml
|ay(za)] - 17" < - (77 =70, ¥|2n| < R),
2

et alors, pour tous :
(21,...,Zn_1) c ]D),,«l X+ X ]D)TN
la série donnant f ci-dessus converge absolument, normalement, uniformément :

‘f(zl,...,zn_l,znﬂ < Z |a7(zn)‘-|z7}

~yeNn—1
~
< E |a'y(zn)‘ A
’YEN”71
Tl "7'
< X (B)
T2
~yeNn—1
[Exercice ] < oQ,

ce qui, grace au Théoreme 3.11 de Cauchy-Montel, acheve de démontrer que f est holo-
morphe dans le ‘grand’ polydisque D,, x --- x D,, X Dg, sachant que r; avait été choisi
arbitrairement proche de r. U

Ainsi, ce Lemme principal termine la démonstration du célebre Théoreme 2.2 de Har-
togs sur I’holomorphie séparée. U

5. Séries entieres multiples

Dans C™ muni des coordonnées z = (z1, . . ., 2, ), on considére une série entiére multiple
a coefficients complexes :

[e.e] oo
D 0a =D Y Gara (1) ()™
a€ENn a1=0 an=0 T

Question. Que peut-on dire au sujet de son domaine de convergence ?
Rappelons qu’en dimension n = 1 pour :
E Q. Zk,
k>0

tout s’articule autour de la notion de rayon de convergence, dont 1’expression est donnée
par la formule :

(0K R< ),

1
L
lim sup /| a|

k—o00
et nous nous proposons de voir qu’en dimension n > 2, lorsqu’il doit étre question de
multirayons de convergence, un phénomene simple et spectaculaire apparait.

Définition 5.1. Le domaine de convergence d’une telle série entiere multiple ) a,z* est :

D = {z € C": pour toutw € C" dans un petit voisinage de z

on a la convergence absolue 5 ’aa w"“ < oo}.
aeN”?
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Clairement, D est un ouvert, et on va constater plus loin qu’il est toujours connexe.

Définition 5.2. Soit aussi I’ensemble des points z pour lesquels fous les termes de la série
sont bornés :
B .= {z e C": sup ‘aa za’ < oo}.
aeN"™

Pour commencer, on se convainc mentalement que :

D C Int(B).
Lemme 5.3. [d’Abel multidimensionnel] Si z = (z1,...,z2,) € B, alors la série entiére
> anz* converge normalement pour tout w = (wy, . .., wy,) avec :
huﬂ <:|ZIL """ ) hun| <:|ZnL

Démonstration. Par hypothese, il existe une constante C' < oo telle que :

|aa z“} <C (Va €NT).
Soit donc w = (wy, ..., w,) avec :

|wi| < Kzl (=1n),
pour des constantes 0 < k; < 1. On a facilement :

}aa wo‘| < ‘aa k> z”“

< Ok,
d’ou :
Z ’aawo“ < C Z k*
acNn acNn
=C Z Z (k1) - (k)"
a1:0 CMnZO
1 1
B C1-k1"'1—kn
< 00,
comme annoncé. U

Théoreme 5.4. Le domaine de convergence D est l'intérieur de B :
D = Int(B),

la série entiere Y a,z™ converge normalement dans D, et sa somme continue définit une
fonction holomorphe dans D.

Démonstration. Si z € Betsi |wj| < |z;| pour 1 < j < n,d’ot w € B et méme mieux
(exercice mental) :
w € Int(B).
le Lemme d’ Abel donne :
w € D,

ce qui fournit Iinclusion inverse Int(B) C D de celle vue plus haut.
Ensuite, la convergence de ) a,z* pour tout z € D assure d’abord que la fonction

obtenue est continue, puis, grace au Théoreme de Cauchy-Montel, qu’elle est holomorphe.
U
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En comparaison avec le cas des séries entieres d’une variable complexe, un aspect nou-
veau apparait en dimension n > 2, par exemple pour n = 2, si :

’aalm 21257 < C < o0 etsi: ’aalm witwy?| < C < oo,

alors facilement pour tout réel 0 < ¢ < 1 en prenant la combinaison convexe on a aussi :

‘t—i-l—t a1 s

t 1—t _
‘aahOQ "R R _|w¢1341w542 < CHt =0 < o0,

observation qui motive la :

Définition 5.5. L’image logarithmique du domaine de convergence D d’une série entiere
multiple ) a,2® est I’ouvert de R" :

log |D*| := {(Iog\zﬂ,...,log]zn]) ER": (21,...,2,) € D\(U; {7 :O})}
= {(&,....&) € R": (e,...,¢) € D}.

De maniere similaire :
log [B*| = {(&1,....&) € R": (e%,...,¢e) € B}

Par rapport au cas d’une variable, les domaines de convergence des séries entieres mul-
tiples jouissent de deux propriétés fondamentales nouvelles.

Théoreéme 5.6. Si D C C" est le domaine de convergence d’une certaine série entiére
> anz%, alors :
(1) log |D*| est un sous-ensemble ouvert convexe de R" ;

(2) pour tout & = (&,...,&,) € log|D*|, tout autre n = (ny,...,n,) € R"™ quelconque
avec :

m < &1y e M < &n,
appartient encore a l’'image logarithmique :

n € log|D7|.

Démonstration. Puisque nous savons maintenant que D = Int(B), on vérifie (exercice)
que :
log [D*| = Int(log |B*|),
ce qui fait voir le caractere ouvert.
Ensuite, soient deux points quelconques :

¢ € log|D| et n € log|D*|,
a savoir il existe une constante C' < oo telle que, pour tout o € N" :
|aa|€a1§1+---+an€n <C et |aa|€a1m+---+annn < C.

Comme nous I’avons anticipé plus haut, pour tout réel 0 < ¢ < 1, la combinaison ¢-convexe
entre ces deux inégalités :

|a/oz|t+1_t eal[tgl‘f‘(l_t)"]l“‘ """ +C¥n[t€n+(1_t)77n] < O < 0,

fait voir le caractere convexe :
té&E+(1—t)n € logD™.

La propriété (2), quant a elle, est laissée au lecteur-étudiant. U
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Corollaire 5.7. Si D C C" est le domaine de convergence d’une série entiére Y a,z%, on
a l’équivalence :

z €D <~ (Elf € log |D*| || < €% (1<j<n)).
Démonstration. Effectuer une synthese mentale de ce qui a été dit. U

6. Domaines de Reinhardt

La structure des domaines de convergence est maintenant bien comprise, elle comporte
deux aspects.

Définition 6.1. Un ouvert {2 C C" est dit logarithmiquement convexe lorsque son image
logarithmique :

log [*] = {(&1,....&) €R™: (%,...,e) € Q}

est un sous-ensemble convexe de R™.

Définition 6.2. Un ouvert 2 C C" est dit de Reinhardt complet lorsque :
(Z1yozn) € Q= <v|w1\ <lals oo Ve < lzals (Wi wy) € Q)

Lorsqu’il est non vide, un tel ouvert est connexe, puisqu’il contient I’origine en lequel
il est étoilé. Ce que dit le précédent Théoreme 5.6 se reformule alors comme suit.

Théoreme 6.3. Le domaine de convergence D d’une série entiere multiple > a,z* est un
domaine de Reinhardt complet logarithmiquement convexe, éventuellement vide. U

Réciproquement, étant donné un sous-ensemble quelconque R C R"™ ouvert satisfaisant :

(€,....6) € R — (vnl <&, Y < &, (s ) € R),

et qui est de plus convexe, il est naturel de se demander s’il existe une série enticre multiple
> a,z* dont le domaine de convergence D a pour image logarithmique log |D*| = R. Nous
verrons que tel est bien le cas, mais auparavant, il nous faut poursuivre les raisonnements
théoriques.

Théoreme 6.4. Si le domaine de convergence D d’une série entiére :

Z Qq 2 Z Z Aay,..., 2 (20)% ()

aeN? a1=0 an=0
est non vide, alors pour tout multi-indice f = (1, . . ., Bn) fixé, sa B-éme dérivée partielle :
| |
5 — _al  a-f _ e e P a—Pr | an—Pn
(a f)(Z) - Z Qo (a—p)! z Z Z Qoy,....0x al . ﬁl)‘ (an . Bn) 21 Zn
azf a1261

converge aussi normalement sur les compacts de D, et en particulier a I’origine, on a :
9°f(0) = ala,.

Démonstration. Comme dans la théorie a une variable, on constate (exercice) que pour 3
fixé, les p01ds g polynomiaux en o dont deviennent affectés les coefficients a,, sont de

toute facon absorbes dans les puissances fortement décroissantes :
k* = kf* - kom
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de nombres réels 0 < k; < 1 qui interviennent dans I’argument de convergence d’ Abel.
U

Les domaines de convergence de séries entieres a plusieurs variables exhibent une bien
plus grande diversité géométrique qu’a une seule variable, ou ce ne sont que des disques.
Dans les diagrammes suivants, on représente en coordonnées réelles (|21, |22|) 1’image,
par I’application :

(21, 22) = (‘21|, |22’),

de trois domaines de convergence distincts.

Al

ZZ?:O ZZZ:O 21t 2

-

> aeo (Z122)a

Alz2]

oo 00 oy o1 00
Zalzo ZQQ:O az!’zl 22

|21]
0 1 -

Une notion plus générale que celle d’ouvert de Reinhardt complet est la suivante.

Définition 6.5. Un ouvert (2 C C” est dit de Reinhardt (simple) lorsque :

(Groonm) €@ = ((%z,..,¢%5) €Q VO ER V0, ER).
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Un ouvert de Reinhardt n’est pas forcément connexe — penser a des anneaux emboités.
Mais le fait que par chaque point passe un produit n-dimensionnel de cercles S* x - - - x S1
entiecrement contenu dans 1’ouvert s’avere étre une condition d’invariance naturelle utile
lorsqu’on cherche a développer une fonction holomorphe en série entiere normalement
convergente.

Théoreéme 6.6. Soit Q2 C C" un ouvert connexe de Reinhardt (simple) contenant I’origine :
0 e Q.

Alors toute fonction holomorphe f € O(S)) admet un unique développement en série en-

tiere :
f2) = 3 aaz
aEeN”?
normalement convergente sur les compacts de ().

Démonstration. Contrairement aux apparences, cet énoncé n’est pas élémentaire, car, en
dimension > 2, la topologie de €2 peut fort bien étre plus complexe que celle d’un poly-
disque.

L’unicité du développement provient simplement d’une différentiation terme a terme,
qui, grace au Théoréme 6.4, fournit :

1 olelf
al 0zv

Pour établir I’existence, prenons € > ( arbitrairement petit, et en termes de la norme
euclidienne standard :

Ao = (0) (Va eNm).

2] = (a4 + ]z

introduisons 1’ensemble ouvert :
Q. = {z € Q: dist(z, C"\Q) > 5|z|},

constitué des points situés a une petite distance de sécurité du bord, distance qui croit
linéairement a 1’infini lorsque €2 est non-borné. Clairement, {2. est ouvert.
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Mais puisque €2, n’est pas nécessairement connexe (exercice ! faire des dessins!), considé-
rons plutot :
Q. := la composante connexe de 0 dans €)..
Assertion 6.7. Pour tout ) < eg < e1,0na:
/ /
Q, D0

g1’

U a=a

e>0

et de plus :

Démonstration. Pour vérifier la deuxieme partie, soit un point quelconque z € (). Puisque
(2 est connexe (par arcs !), il existe une courbe €™ :

v [0,1] — Q avec ~(0)=0 et (1) =z
Bien entendu, elle est compacte :
v([0,1]) € Q.
Ainsi, pour € > ( assez petit, on aura :
7([0,1]) € Q.

et puisque cette courbe a été introduite pour qu’on bénéficie de sa connexité, elle est en fait
entierement contenue dans la composante connexe 2. de y(0), etdonc z = v(1) € QL. O

Maintenant, pour z = (z1, ..., 2,) € (1, introduisons 1’intégrale multiple :

1 dt dt,,
g(Z) = - - / .../ f(t1217_..7tnzn> 1 [N .
(20)"™ Jjty=14e |tn|=1+¢ tp—1 tn, — 1

Bien entendu, ce choix d’un point :

z e QL C Q.
garantit lorsqu’on le dilate un peu que :
(I1+¢)z € Q,

et I’hypothese que () est de Reinhardt garantit & son tour que tous les points du produit
n-dimensionnel de cercles associé :

(Q+e)e®z, ...... , (1+¢)ez,) € Q (V01 -V 0,)

appartiennent encore au domaine d’existence de la fonction f € &'(2), ce qui montre que
I’intégrale définissant g a un sens.

De plus, des différentiations par rapport a z1, . . . , Z,, sous les signes intégraux montrent
que z — ¢g(z) est holomorphe lorsque z varie dans €.

Mais encore, pour z suffisamment proche de 1’origine, comme on a :

(t1217 R ,tn2n> e Q)

pour tous |t1] < 1 +¢,...,|t,] < 1+ ¢, la formule (multidimensionnelle) de Cauchy
d’intégration sur le bord distingué d’un polydisque montre — exercice d’application —
que :

g(z) = f(z) pour tout z dans un voisinage de 0.
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Par connexité de )., on conclut griace au principe d’identité que :
I3

g9(z) = f(2) (VzeQl),

et pour terminer la démonstration, il ne reste plus qu’a faire voir que ¢ elle-méme est
développable en série entiere convergente.

A cet effet, comme t;] = 1+ e pour 1 < j < n, on peut développer :

1 B Z 1 1
= R
(t1—1)-(tp, — 1) e 31 tont
la convergence étant normale. Ici, lorsque z € K’ € (. varie dans un compact et lorsque
|t;| = 1+¢, les points (t121, . . ., t,2,) restent dans un compact de €2. Par conséquent, pour
tout z € (2., on peut intervertir intégration et sommation infinie :

1 1 1
fz = g(z) = - / / ftz,_“?tnzn ( = )dt
(2) (2) (2im)n [t1]=14¢ [tn|=1+e (1 ' ) Z t11+1 tontl '

OZEN"
1 F121s et
-y = / / UTH fl)dt1~~-dtn
aeNn (2@71-) [t1|=14€ |tn|=1+4¢ tl t%n
= ful®)
= > fal2),
acNn

la convergence étant alors normale sur les compacts de €2.. Mais comme la formule de
Cauchy exprime — exercice d’application — que pour tout z dans un voisinage ouvert de
0 de type polydisque contenu dans {2 on a :

1 olelf
fa(z) = 2 1 e (0) (VaeNm),
ces identités se propagent dans tout I’ouvert connexe 2. :
1 ollf
fa(Z) = Zaa Oz (VaeN"),
ce qui achéve de démontrer qu’on a bien un développement entier :
fz) = > 2"aq (10 1= 2 0°1(0)),
aeNn
avec convergence normale sur les compacts de 2. U

7. Phénomene de prolongement holomorphe universel automatique

Résumons les considérations qui précedent afin d’y (re)découvrir une découverte ma-
gnifique, historiquement fondatrice de I’ Analyse a Plusieurs Variables Complexe.

(] Dans les domaines de Reinhardt (simples), grace au Théoreme 6.6 qui précede, les
fonctions holomorphes se développent en une unique série entiere convergente.

[] Mais les domaines de convergence des séries entieres sont des domaines de Reinhardt
complets, qui sont de plus logarithmiquement convexes, comme nous 1’a fait voir le Théo-
reme 6.3.

dt,
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U] Bien siir, la Reine de I’Intuition Mathématique qu’est la GEométrie peut nous montrer en
une infinité de figures que la plupart des ouverts de Reinhardt (simples) ne sont ni complets
ni logarithmiquement convexes !

[J On peut donc prévoir la découverte surprenante, en partant d’un domaine de Reinhardt
simple 2 C C" qui n’est pas forcément Reinhardt complet et qui n’est pas forcément
logarithmiquement convexe, que foutes les fonctions holomorphes dans €2 se prolongeront
holomorphiquement a un certain ouvert plus grand :

020

qui sera de Reinhardt complet et logarithmiquement convexe.

O Ainsi contrairement a la dimension n = 1 ou dans tout ouvert ) C C, il existe des
fonctions holomorphes f* € €(Q) explosant au bord :

l
£ — oo,

et donc ne se prolongeant jamais holomorphiquement au-dela du bord, des que le nombre
de variables zy, . . ., z, devient > 2, un phénomene entierement nouveau de prolongement
holomorphe universel automatique a des ouverts plus grands se produit.

Soit par exemple dans le bidisque unité de C? :
DxD = {(21,20) € C*: || <1, |2| <1},
pour une constante fixée 0 < ¢ < 1, le sous-ouvert :
Qe = {(21,22) € C*: |z1] <1, |22 < 1, min(|z1], |22]) < ¢}.

\|Z2‘ ‘|22|

Dx D
{lz1 22| = ¢}

|21]

Visuellement, on constate que €2, est de Reinhardt complet, mais son image logarith-
mique dans R? :

log || = {(&,&%) e R_xR_: & <logc ou & < logc}

n’est pas convexe.
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AS 52
(logc,0) 0 & (logc,0) 0 &
log |Q6| (07 log C) log |Qc| 5 (Ov log C)

Une fois que I’on a déterminé (visuellement !) son enveloppe convexe, on obtient (exercice)
que le plus petit ouvert de Reinhardt complet logarithmiquement convexe 2. contenant {2
s’écrit, comme anticipé sur la partie droite de la figure pénultieme :

§NZC = {|zl| <1, |z <1, |z120] < c}.

Théoreme 7.1. Soit Q2 C C" un ouvert connexe de Reinhardt simple avec 0 € (2, et soit :

Q>0

le plus petit ouvert de Reinhardt complet logarithmiquement convexe contenant (). Alors :

Vieo® 3Afeo@) fl,=1f

Démonstration. Tout d’abord, étant donné une famille quelconque :

(Qf)eeA

d’ouverts de Reinhardt complets logarithmiquement convexes paramétrée par un ensemble
d’indices A quelconque, on vérifie (exercice) que I’intérieur de leurs intersections :

Int (ZDA Q@)

est encore de Reinhardt complet logarithmiquement convexe.

Par le Théoreme 6.6, toute f € (£2) se développe en série entiere f(z2) = > aq, 2*
convergeant sur ). Chaque telle série entiere posséde alors un certain domaine de conver-
gence Dy qui, par le Théoreme 6.3, est de Reinhardt complet logarithmiquement convexe.
Sans scrupule, prenons alors :

A = 0(Q),
observons ensuite que :
Int( N Df) > 0D QO
feo@)
B
et constatons enfin par la logique ensembliste idiote que toutes les fonctions holomorphes
dans € se prolongent holomorphiquement a D, donc a Q! U

Voici une illustration plaisante de ce théoreme abstrait. Constatons sans délai qu’une
figure de Hartogs dans C? :

H = thm = {|Zl| < 1, ’22| < TQ} U {pl < |2’1| < ]_, |ZQ| < 1}

est un domaine de Reinhardt, puisque |e z;| = |z1] et |e?2 2| = |25/, pour tous 61, 6, € R.
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Affirmation 7.2. Le plus petit ouvert de Reinhardt complet logarithmiquement convexe

contenant H = H, ., est:

H=DxD.
‘Z2| “52

log p1 0 &1

H log|H*|

log r2

T2

Lzl

11

En particulier, nous retrouvons le fait que les fonctions holomorphes dans H se pro-
longent holomorphiquement a D? !

Preuve. En effet, I’'image logarithmique de H est :
Iog!H;hm‘ = {& <0, & < logra} U {logp < & <0, & <0}

&2
A

0 1

55

cvx (log|H*[) H=DxD

Visiblement, son enveloppe convexe est :
cvX (|Og ’H*l) = {& <0, & < O},

et on retrouve H = D x D via I’exponentielle. ]

8. Equation 0 a support compact

Pour commencer, rappelons qu’étant donné une fonction v € €>°(C), une solution a
I’équation :

ou

0z

est donnée par la formule intégrale de Cauchy-Green-Pompeiu :

ul(z) = i//(C g’(_ozdmd?,

laquelle est "> dans C, mais en général, n’est pas a support compact. Autrement dit :

8.1) %(% //C g’g d(/\dZ) = u(2).

:'U7
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Comme cela a déja été illustré plusieurs fois dans les paragraphes qui précedent, le pas-
sage a plusieurs variables révele des phénomenes nouveaux. Ici, des solutions g a support
compact existent pour 1’équation dg = ¢.

Théoréme 8.2. Dans C" avec n > 2, soit une (0, 1)-forme différentielle lisse :
Z ©; dz- =y € %ﬂcoo<Cn’ Ao’lT*C”),
i=1

a coefficients ; € €>°(C") dont les supports sont compacts qui est O-fermée :

n n

0=0p = Z (Z %dzk)/\dzj

7=1 k=1
dp; 0
=y (- 92499
- 8zk 8z]
1<j<k<n

Evidemment, la relation de Poincaré 0 = 0 o @ montre que 1’hypothése est nécessaire :
0=200g = Dp.

Démonstration. Nous affirmons que la solution est :

1 22y s Zn —
C

G — 21

Tout d’abord, grace au rappel :

dg
oz, Y
mais il ne semble pas clair que B%Qh = @p pour b = 2,... n. Or en tout cas, dans cette

intégrale de convolution, le changement de variable (; — (; + 2; donne :

1 p1(21 + (1, 22,0, 2 =
g(Zl,ZQ,...,Zn) = —/ ( n) dC1/\dC1
2w Jo (1
Un passage en coordonnées polaires (; = p; ¢* montre que la « singularité » Cil = pil e~i0
est annihilée par d(; A d(, = —2i p; dp, A db;, et alors g est € en toutes ses variables

(21,22, -y Zn)-
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Pour 2 < h < n fixé, calculons a présent :

dg 1 %(21+C17227”-72n) dey A dT
8§h n 27 C Cl ! !
O¢n
. 1 > Z1+€1a227"'azn —
[Bp = 0] = 5= = )dClAdC1
T Je C1
O¢n
1 > <1722a"'72n —
[C1+— G — 2] :T 61( )dgl/\dgi
T Je G — 2
0 1 on(Cryze, .0y 2n) _
= — | — dii N d
821 (2271'/@ Cl — 21 Cl Cl
[Rappel (8.1)] = pn(z1,22,- -+, 2n),
ce qui établit Og = ¢.
Z2, . sy 2n
g=0
(up,,f/_\ )
T
g=0

Qu’en est-il du support de g ? Tout d’abord, puisque :
suppyp; € C",

si [2/| = max (|2, ..., |za|) > 1 est assez grand, on a :

¢1(CI7ZQ7”'JZ7L) =0 (V¢ €C),
d’ou par intégration g(z1, 22, ...,2,) = 0, ce qui signifie que g est au moins a support
compact dans les directions 2y, ..., 2, — mais est-elle aussi a support compact dans la

direction z; ?
Oui, car de ’holomorphie de g en dehors du support (compact) de ¢ :

0
azg(z) = SOZ(Z> =0 (z€C\suppp, 1<i<n),

comme C™\supp ¢ D {|z| > R} pour R > 1, on déduit grice au principe d’identité :
g=0

dans I’'unique composante connexe non bornée D, de C™\supp ¢ — vue comme compo-
sante connexe du point a I’infini co —, laquelle contient I’extérieur {|z| > R} d’un grand
polydisque.

Le phénomene de Hartogs suivant exhibe un contraste frappant avec la théorie des fonc-
tions d’une (seule) variable complexe. Sa version la plus générale élimine des compacts qui
peuvent étre d’intérieur non vide.
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Théoréme 8.3. Soit Q2 C C™ avec n > 2 un domaine, et soit K € ) un compact avec Q\ K
connexe. Alors :

Vfe OO\K) 3Feo) F\Q\K = f.

Démonstration. Prenons deux voisinages ouverts relativement compacts emboités :
KeVeU e,

ainsi qu’une fonction-plateau y € €>° (Q, [0, 1]) satisfaisant :

(1 dans V,
X = {0 dans Q\U.
Prolongeons x := 1 dans K et y := 0 dans C"\2, ce qui donne une fonction lisse y €

€ (C", [0, 1]) définie partout.
Une fonction-candidate a I’extension de f pourrait étre :
Fi=(1-x/
mais cette F' n’est pas holomorphe partout, comme le montre un calcul de son 0 :
o= 0F = 9f —dx-f—x-0f,
= — fox.

Cette (0, 1)-forme ¢ est donc non nulle dans I’intérieur (non vide !) du sous-ensemble com-
pact :

L := suppdx € £,

avec en fait L C U\V. Or on peut voir ¢ = — f dx comme une forme différentielle €
de type (0, 1) définie partout dans C™, et de support compact.
Par conséquent, nous pouvons appliquer le Théoreme 8.2 qui précede :

JgeEX(R") dg = ¢ = OF,
de maniere a corriger la non-annulation de OF en introduisant :
F:=F- g,
fonction qui s’avere étre holomorphe partout dans €2 :
OF = 9F —dg = 0.

Cependant, on doit encore s’assurer que F| K = f partout dans Q\ K'!
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L’argument est le suivant. Puisque dg = 0 hors de L, la fonction g de classe € est en
fait holomorphe dans C™\ L. De plus, comme g est a support compact, le principe d’identité
implique que g = 0 dans ’'unique composante connexe non bornée D, de C"\ L, celle qui
contient le point oo a I’infini.

L = supp dx

Affirmation 8.4. D, intersecte Q\U C Q\ K.

Preuve. Prenons en effet une courbe continue du point oo jusqu’a un certain point de K, et
attendons qu’elle entre dans {2 pour trouver un point p sur cette courbe ainsi qu’un ouvert
W, > pavec:

pe W, c Q\U dot W, C Dy. O
Ensuite, le principe d’identité le long d’une telle courbe offre :
9 ‘Wp =0,
d’ou:
F:(l—())f—g:f—():f (dans W5p).
Pour terminer, puisque Q\K D W, a été choisi connexe, le principe d’identité — encore
lui! — nous permet de conclure que F' = f partout dans Q\ K. O

Dans ces arguments, un aspect topologique subtil, illustré par la figure, s’interpose, a
savoir le fait que I’ensemble :
O\L = Q\supp ox
n’est en général pas connexe, et a cause de cela, il est impossible d’affirmer que g = 0 dans
un ouvert complet de la forme 7' (0€2) N €, out #(0f2) est un voisinage ouvert de 02 dans
(G4
Sans compter que OS2 n’est pas forcément connexe !

9. Domaines d’holomorphie

Classiquement, un domaine est un ouvert connexe. Mais ici, la terminologie « domaine
d’holomorphie » accepte des ouverts quelconques.

Définition 9.1. Un ouvert  C C"*! est un domaine d’holomorphie s’il n’existe pas de
paire d’ouverts connexes :
) #+#w CwcCC
avec :
w g €, w = une composante connexe de w N 2,
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tels que :
Vfeo) 3Fgel(w) g‘w:f}w.

L’Exercice 9 propose de se convaincre que cette condition concerne en fait les compo-
santes connexes de (2.

Intuitivement, on demande qu’il n’existe pas d’ouvert plus vaste que €2 auquel toutes les
fonctions holomorphes se prolongent.

Y
<>

En effet, I’hypothese que €2 est un domaine d’holomorphie impliqgue — mais n’est pas
équivalente 2 — la condition qu’il n’existe pas d’ouvert plus grand {2 ; Q tel que :

Vieo©) 3feo(Q) fl,=1

Toutefois, dans la définition, on prend bien garde au fait que w N {2 peut consister en
plusieurs composantes connexes, méme une infinité (exercice mental). Ainsi, la définition
naive :

il n’existe pas d’ouvert connexe w ¢ ) tel que

Vied ) 3Fgelw) g‘wr‘lQ = f}wmﬂ
ne conviendrait pas, car elle demande une coincidence sur foutes les composantes de w N2,
alors que I’on cherche a conceptualiser la non-prolongeabilité locale au-dela de OS2 depuis
Q.

Autrement dit, on veut conceptualiser la non-prolongeabilité au-dela du bord, depuis
I’intérieur, ce qu’éclaircit la
Proposition 9.2. Pour un ouvert quelconque 2 C C", les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) €2 est un domaine d’holomorphie;
(ii) en tout point z € ), s’il existe un polydisque ouvert centré :

A= {weC: lwy—z| <ri,...,|wy — 20| <70} (F1yern > 0),

tel que :
Vfeo(Q) dgeO(A) g=f presdez,
alors en fait :
A C Q.

Le principe d’identité donne alors ¢ = f dans la composante connexe Ade ANQ
contenant z. Ainsi, cette proposition montre que 1’on peut « tester » si un ouvert {2 C C" est
un domaine d’holomorphie simplement avec des ouverts w = A qui sont des polydisques.
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Démonstration. Etablissons la contraposée :
J2eQdA>2 AgQ

() n’est pas un VfeoQ) 3ge o)
(domaine d’holomorphie> D . g
g= f presde z

L’implication <= est évidente avec w := A et w = A=1la composante connexe de
w N 2 contenant z.

= Par hypotheése, il existe deux ouverts connexes () # @@ C w C C", avec w ¢ €2, ol
w est une composante connexe de w M €2, tels que :

9.3) Vied(Q) 3gellw) g|_ = f|_
11 s’agit de « remplacer » w par un polydisque. Evidemment :
w # w,
car sinon, si w = w, il vient w C ). Appliquons alors le lemme suivant a :
V =w et U = w.

Lemme 9.4. Efant donné deux ouverts connexes non vides :
0 £V cUcC"
ona:

VU <+ (V\V)nU =0

Preuve. L’implication = est triviale.

< Par I’absurde, supposons U\ V" # (), prenons z; € U\V ainsi que 2z, € V/, et tragons
une courbe continue v: [0, 1] — V allant de z5 = 7(0) jusqu’a y(1) = z;. Repérons alors
son premier point de sortie :

v(t) € V pour 0 < t < t,, v(te) €V,
pour un unique 0 < ¢, < 1. Mais ce point :
v(t.) € (V\V) NU # 0
contredit I’hypothese faite ! U

Ainsi, d’un point 2y € w 2 un point z; € w\w, le long d’une courbe continue
v:[0,1] — wavec v(0) = zp et y(1) = 21, il existe un point :

Y(te) = ¢ € dwNuw
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appartenant au bord de w relatif a w.
Assertion 9.5. On a aussi (, € 0.

Preuve. Sinon, si ¢, € (2, il existe un voisinage ouvert connexe (., € W C (), et alors
W Nw # (), donc W C w car w est une composante connexe de w N Q, donc ¢, € 0w —
contradiction. |

Pour terminer la démonstration, choisissons un point :
z = (1), t < t, proche de t,,
et choisissons un polydisque ouvert centré :
z€ACuw avec A > (.
Comme (, € 02, ona (, &2, donc :
A ¢ Q.

Enfin, puisqu’on a supposé (9.3), et puisque 7y est un chemin continu de 2, a z dans w,
on déduit :

g=1f pres de z
— d’ou ¢ = f dans la composante connexe A de A N contenant z —, ce qui conclut la
démonstration de —. U

10. Théorie de Cartan-Thullen

Dans C">!, pour des rayons fixés r; > 0, ...,r, > 0, choisissons un polydisque ouvert
de référence :
O n.
A = {ZE(C N IR ST <rn},
et associons-lui la norme :
|2i]
|z|a = max —
Le cas spécial 7y = --- =1, = lavec A =D X - -- x D redonne la norme standard :
2 = J2lpr = max |xi.
1<i<n
Soit 2 C C™ un ouvert. Pour w € (), la distance au complémentaire est égale a la
distance au bord :

dista (w, CQ) = dista (w,09) = Cienafﬂ\w — (|4

Lorsque A = D", on abrégera parfois :
dist (-, ) := distpn(-, ).

I1 est bien connu qu’un sous-ensemble K C C™ est compact si et seulement si il est
borné et fermé. Mais nous aurons souvent besoin de vérifier qu’un sous-ensemble K C €2
de I’ouvert est compact (en lui-méme). Comment voir cela ?

Si K C 2 est compact, il est en particulier impossible qu’il existe une suite convergente
(2j)32, de points z; € K avec z; — ( € 0S, puisqu’alors ( € K, ce qui contredit

j—o0
K cC .
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Critere de compacité 10.1. Un sous-ensemble K C §2 d’un ouvert () C C" est compact
si et seulement si :

® K est borné dans C";

@ K est fermé dans (), i.e. tous les points-limites de suites de Cauchy d’éléments de K qui
convergent dans §) appartiennent encore a K ;

® dista (K,09) > 0. O

: )

Q

L’un des concepts les plus fondamentaux de toute la théorie provient d’une abstraction
de ce que signifie le remplissage d’une figure de Hartogs H,, ., C C%.

Définition 10.2. L’ enveloppe holomorphe d’un compact K C () est :
K = Ko = {¢eQ: Q) < sulpé|f(z)| pour toutes f € () }.
ze

Grace au principe du maximum sur des disques horizontaux, on vérifie en effet (exer-
cice) que :

—

prm(m = D x D.

Généralement, le fait que &(2) C €°(Q) garantit que :
I?ﬁ(g) C Q est fermé dans €2;

de plus, en appliquant la définition a toutes les fonctions-coordonnées f := z; pour i =
1,...,n, on se convainc aisément que K 5oy C C" est bornée.
Ainsi, ¢’est seulement la condition ® qui peut étre mise en défaut :

diStA([?ﬁ(Q),CQ) ; 0,

et les figures de Hartogs dont le remplissage déborbe de {2 montrent (exercice) que tel n’est
pas toujours le cas ! I’ objectif de la théorie de Cartan-Thullen est alors de déterminer sous

quelles conditions K C (2 est aussi compact, lorsque K C {2 I’est.

Lemma 10.3. L’enveloppe holomorphe d’un compact K C () est toujours contenue dans
son enveloppe convexe :

~

Kﬁ(Q) C CVX(K) c C".
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Preuve. Envisageons K C R?" C C". Toute forme linéaire réelle s’écrit :
ANz,y) =ct+arz1+byr+ -+ anty + by ys
= Re (c—{—(al —v=iby)z + -+ (an—ﬁbn)zn)
=: Re H(2).

Il est connu que I’enveloppe convexe de K est I'intersection de tous les demi-espaces fer-
més contenant K :

cwx(K) = ﬂ {(z,y) e R*: A(z,y) <0}
K e o
Alors pour ( =& +1n € K (), puisque la fonction z — e’ () est holomorphe dans (2,
nous avons :

exp (A(&,m) = |exp H(Q)| < sg}g!epo(Z)!

= sup exp(A(Jc,y))

(z,y)eK
eV =1,

d’ou A(&,n) < 0, ce qui signifie ( € cvx(K). O

N

Voici un théoreme préliminaire qui nous conduira plus tard vers la caractérisation sui-
vante des domaines d’holomorphie :

dista (K, aQ) = dista (f?ﬁ(g), GQ) (V K C Q compact).

Théoréme 10.4. Soit Q@ C C"?' un ouvert quelconque, et soit K C € un compact. On
suppose qu’il existe une fonction holomorphe f € O () qui satisfait :

(10.5) ‘f(w)} < dista (w,aQ), pour tout w € K.

Alors en tout point ( € K o), toutes les fonctions holomorphes g € O'(§2) ont un dévelop-
pement en série entiere :

Y )0 gl
() =y B0

aeN"™

qui converge normalement pour tout z dans le polydisque ouvert :
z € (+I[fQIA.

Observons que la conclusion est gratuite lorsque ( = w € K C K o()» puisque I’hypo-
these :
}f(w)| < distA(w,ﬁﬁ) VweK)
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garantit que w + | f(w)| A C Q, et il découle alors de la formule de Cauchy multidimen-
sionnelle — comme I’exprime le Corollaire 3.8 — que la convergence de 7;°(g)(z) vaut
pour tout z avec :

|2 —wla < t[f(w)],
quelque soit la proximité a 1 de 0 < ¢ < 1.

Démonstration. Fixons 0 < t < 1 et introduisons :
Lt = U Lt7w7

wekK
Liw = {z € Q: |z —w|a < t|f(w)]}.
Affirmation 10.6. Cet ensemble L, C €2 est compact.

Preuve. De retour au Critere de Compacité 10.1, les conditions @ et @ sont clairement
satisfaites (exercice mental), et pour vérifier la troisieme @, en utilisant I’hypothese 10.5,
nous avons :

L= U {z€Q: |2 —wla <t|f(w)]}

weK

c U {ZGQ: |z—w|A<tdistA(w,8Q)}

weK
= Lt'

Alors pour tout z € Zt avec z € ’Lvtvw pour un certain w € K, et pour tout { € 02,
I’inégalité du triangle et des calculs simples :

(= zla = [ —wla—|w—2|a
dista (OQ,w) — tdista (w, 00N)
(1 —t)dista (w, 09)
> (1—t)dista (K, 090)

A\

montrent la positivité stricte de :
dista (L;,89Q) > dista (L, 0Q) = (1 —t)dista(K,09Q) > 0. O

Maintenant, soit g € ¢(2). Puisque L; C (2 est compact, il existe une constante 0 <
Cy < oo avec :

sup|g| < C,.
Ly
Soit w € K, supposons temporairement que f(w) # 0, et abrégeons :

pi = tr;|f(w)] (1<i<n).

De la formule intégrale de Cauchy multidimensionnelle :

1 g(C177C71)
— ¢y - - dc,,
aw) (2im)" /C1—w1|:p1 /|§n—wn|:pn (G —wi) - (G — wy) @ ¢

découle par différentiation, pour tout o« = («, ..., ;) € N :

l... |
o% :u g(ChaCn) d dn
g(w) (2271')” /|<1—1U1:P1 \/Cn—wn|=pn (Cl _ w1)1+a1 L. (Cn _ wn)lJra” Cl C
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Une majoration | [ h| < [ |h| donne :

ar! ! C

G (P (s )
ol Ci
T @)

our® =i ---r% . De maniere équivalente :
ol Ot

[Fw) 9g(w)] < ot

inégalité qui est aussi trivialement valide lorsque f(w) = 0.
Mais puisque la fonction w — f(w)*l 9%g(w) est holomorphe dans €2, la définition
de K¢ (q) montre que :

|0%g(w)] < (2mp1) -+~ (27pa)

(Vw e K),

| £ 0%g(¢)] < sup | f(w)l* 0%g(w)]

weK
o Ot
= tlal pa
Ces inégalités garantissent alors que la série entiere 72°(g)(2) converge normalement pour
tout :

(VCe Ko@)

z € (+t|f(O]A.

. <
En faisant { — 1, nous concluons ! l

Corollaire 10.7. Soit K C €2 est un compact dans un ouvert 2 C C", et soit :
d := dista(K,CQ) > 0.

Alors en tout point ( € K o(0), toutes les fonctions holomorphes g € O(S)) ont une série
entiere T2°(g)(z) qui converge dans {|z — (| < d}.

Démonstration. Dans le théoréme, il suffit de choisir la constante f := d € 0(€2) — qui
est une fonction holomorphe ! U

A présent, que se passe-t-il lorsque €2 est un domaine d’holomorphie? Puisque les
fonctions holomorphes dans €2 ne peuvent pas toutes €tre prolongées holomorphiquement
au-dela de OS2, il est alors nécessaire, dans ce Théoreme 10.4, que tous ces polydisques
¢ + |f(¢)| A d’extension automatique soient entierement contenus dans (2, eu égard a la
Proposition 9.2.

Corollaire 10.8. Soit un ouvert 1 C C"?! qui est un domaine d’holomorphie, et soit
K C Q un compact. Si une fonction holomorphe f € (X)) satisfait :

|f(w)] < dista(w, 00) VweK),

alors aussi :

’f(C)’ < diStA(Ca 39) (V¢eKp@). U
De plus, en appliquant ce résultat a la fonction constante :
[ = dista(K,00) € 0(Q),

nous obtenons :
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puis en prenant I’infimum sur ¢ :
(10.9) dista (K,09) < dista (K (), 09).

Nous pouvons maintenant formuler le résultat qui exprime deux caractérisations du
concept de domaine d’holomorphie.

Théoréme 10.10. [Cartan-Thullen] Pour un ouvert Q) C C"?1, les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes.

(i) 2 est un domaine d’holomorphie.
(ii) Tout compact K C ) a une enveloppe holomorphe K o) C §2 qui est aussi compacte,

située a méme distance du complémentaire :

(0 <) diStA<K,EQ) = diStA(k@(Q),CQ).

(iii) 1/ existe une fonction f' € O () qui ne se prolonge nulle part au-dela de 052 :

<Vw € Q VD > w polydisque ouvert

— D C
dg € O(D) avec g = f' prés de w )

Terminologie 10.11. Un ouvert ) C C" satisfaisant la condition (ii) — et donc les deux
autres —

K C Q compact — [?ﬁ(Q) C 2 compact,

est dit holomorphiquement convexe.

Démonstration. On peut supposer {) connexe (exercice).

(i) = (ii). Nous avons quasiment achevé 1’argumentation, puisque 1’inégalité inverse
> dans (10.9) est triviale — rappelons que dist (K o(Q) 89) > () est la chose principale a
obtenir.

(ii) = (iii). Par I’absurde, supposons que {2 n’est pas un domaine d’holomorphie, a
savoir :

Jw e Q 3D > w polydisque ouvert centré avec D ¢ (2 tels que
Vfeo) 3Fge (D) g= fpresde w.
Comme précédemment, fixons un polydisque de référence :
A =D, x---xD,, (r1>0,....7n > 0).
Pour ¢ € 2, posons :
S¢ = max{s >0: (+sAC Q},
puis :
DC = C—f— SC A

Conséquemment, 01 N 0N # (.
Regardons maintenant le sous-ensemble dénombrable dense :

Qg == QN (Q+v=1Q)".
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/—\

Assertion 10.12. 1] existe ( € (g et il existe un voisinage ouvert connexe w O EC tels
que :
Vieo() Ihelw) h=fpresde (.
Preuve. Prenons w; € D\ et considérons le segment :
Y(t) = w4+t (w —w) (0<t<1),
compact, contenu dans le convexe D. Il existe un unique 0 < ¢, < 1 avec :
v([0,t.]) c Q, tandis que w, := y(t.) & Q.
Prenons alors ¢’ < t, trés proche de ¢, auxquel est associé :
w' = w A+t (w — w),
observons que :
dista (w', Q) < dista(w', w,) < dista(w',0D),
pour obtenir :
U, C D.
Par densité de Qg C €2, choisissons ¢ € {)q tres proche de w’, toujours avec :
O, c D,
prenons aussi un voisinage ouvert connexe :
O Cw CwC D,

et définissons :

h = g’w.
Alors la coincidence g = f preés de w se propage le long du segment continu 7([0, t/ ]) C
QN Djusqu’ag = h = f pres de w' et aussi pres de . O

Le but est maintenant de construire une fonction :
fte o)
qui va contredire I’existence, dans cette Assertion 10.12, de ( € (g, de w D EC’ et de
Rt € O (w) avec ht = ftpres de .
A cet effet, soit (Cj);?‘;l une suite, dense dans €2, d’éléments de (g qui répéte (visite)

une infinité de fois chaque ¢ € (1q.
Aussi, introduisons la suite de compacts :

K, = {2 € Q: |2la <, dista(,09Q) > 1},
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satisfaisant :
K; =IntK; CIntK;y1 C K (Vji=1),
et qui remplit :
oo
Q=JK;

j=1

Apres une translation et une dilatation de C”, on peut assurer que :
0eQ et 0 € Ky,

d’ott K; # () pour tout j > 1. Rappelons que (2 est supposé connexe.

Alors par I’hypothese (ii), on a compacité de :

Kip C Q (Vi=1).
Par conséquent :
dz; €l avec z; ¢ I/(\m(ﬂ) (Vi=1),
et donc, par définition de I’enveloppe holomorphe :
fi(z;) =1 tandis que
sup il < 1.

J

df; € 0(Q)) telle que

En élevant f; — (f;)™ a une puissance assez grande, on a méme :

1
su < =
up il < 5
Puisque ) # K; C Kj, et puisque €2 est connexe, il vient f; Z 1 pour tout j > 1.
De plus, comme > j277 < oo converge, en prenant un logarithme, on voit que le
produit infini de fonctions holomorphes :
0 .
J
fo=110-5)
j=1
converge uniformément sur tout compact fixé K, C €2 avec ¢ > 1 quelconque, donc ce
produit définit une fonction f' € () avec :

(10.13) fL#0,
puisque toutes les f; # 1.

Observation 10.14. En chaque point z; € €, toutes les dérivées partielles de f' d’ordres
< j — 1 s’annulent. U
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De retour au point ¢ € () de 1’ Assertion 10.12, on a:
C:le :ngz"':C]’V:"'7

pour une infinité de j; < jo < --- < j, < --- avec j, — o0. A ces points (j,» nous
v—00

avons associé une suite (z;, )22, de points satisfaisant :

zj, € U tandisque z;, & Kj, ;)

y N . . - e’} .
d’oul z;, tend vers OS2, puisque la suite (K 5, C K, ﬁ(ﬂ))uzl remplit (2. En extrayant une
sous-suite si nécessaire, nous avons convergence vers un certain point du bord :

—r D € 8QH8DC

Z.
J V—00

Alors la fonction it € 0(w D O) associée a f! par I'Assertion 10.12 qui satisfait
ht = f'dans [J; doit s’annuler a des ordres > j, — 1 en tous les points z;,, et puisqu’elle
est holomorphe dans un voisinage ouvert assez petit p € W, C w, elle doit alors s’annuler
al’ordre co en p, d’ou A = 0 dans w (connexe), puis f' = 0 dans O, et enfin f' = 0 dans
Q) (connexe), ce qui contredit (10.13). O

C’est le critere (ii) qui est le plus utile pour déterminer si un ouvert {2 C C" est un
domaine d’holomorphie. En fait, pour K C ) compact, puisque K4(q) est toujours borné
dans C" et relativement fermé dans €2, répétons que le point-clé est d’établir ’inégalité :

diStA([?ﬁ(Q),aQ) > 0.

Corollaire 10.15. Si Q) C C" est un ouvert convexe, alors ) est un domaine d’holomorphie.

Preuve. Pour tout compact K C 2, le Lemme 10.3 donne :

I?ﬁ(g) C cwx(K) C Q

puisque €2 est convexe (exercice). U
Corollaire 10.16. Si (€2, ).ca est une famille quelconque de domaines d’holomorphie dans
C", alors :
nt ([0 Q) = 0
acA

est encore un domaine d’holomorphie.

Preuve. Pour un compact arbitraire K C (2, il s’agit de faire voir que K o() €st encore
compact. Puisque K C §2 C €, pour tout a € A, et puisque {2, est un domaine d’holomor-
phie on a compacité de : R
Ko, C Q (Vae A),
et méme : R
dista (Kﬁ(ﬂa), 8Qa) = distpa (K, 6Qa).
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Ensuite, 2 C €2, implique (exercice) :

f(ﬁ(ﬂ) C f(ff(sza) (VaeA),
d’ou :
d|stA(Kg> , 002 ) d|stA(Kg> ), 082 )
= dista (K, 8Qa)
[ C Q] > dista (K, 09)
> 0.
Ainsi, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour touta € A :
(10.17) dista (K p(0),C) = dista(Kp), %) > ¢ > 0.

Affirmation 10.18. Alors aussi :
dista (Ko, 0Q) = ¢ (> 0).
Preuve. Sinon, il existerait un point w € 9 et un point { € K o(Q) avec :
|w—§}A < c—2¢,
pour £ > ( assez petit, et alors pour tout z dans le polydisque ouvert :
D, = {z eC": |z—wla < 6},
on aurait par inégalité triangulaire :
dlstA(Kﬁ ) ‘(—z’A < c—g,

ce qui entrainerait d’apres (10.17) :

Dw C Qa (Va€A),
signifiant w € Int (N €,), donc contredisant w € ). O
En conclusion, cette affirmation montre que K o) C (2 est bel et bien compact. U

Corollaire 10.19. Soit @ C C" un domaine d’holomorphie, soit f € C(X), et soit ¢ > 0.
Alors l’ouvert :

= {zeQ: |f(z)| <c}

est aussi un domaine d’holomorphie.

En particulier, avec f(z) := z — a, toutes les intersections 2 N {|z — a|a < ¢} avec des
polydisques ouverts sont des domaines d’holomorphie.

Preuve. Prenons un compact K C Q.. Alors :

sup|f| =: e < ¢
K

et d’apres la définition méme d’enveloppe holomorphe, il vient :

sup |f| = e < ¢
f(ﬁm)

En utilisant alors (exercice) :

= 0({lfl <c}) c oQuU{lfl=c},
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de:
IA(ﬁ(QC) - }?ﬁ(g) C ) compact — distA(lA(ﬁ(Qc),aQ) > 0,
[?ﬁ(gc) C {|f| < ¢} compact — distA([A(ﬁ(Qc),ﬂf\ =c}) >0
nous concluons :
distA(Kﬁ(Qc),an) > 0. O

Corollaire 10.20. Soit 2 C C" un domaine d’holomorphie avec 0 € ). Alors pour tout
entier j > 1, la composante connexe () > 0 contenant I’origine de :

= {z € Q: |zla < 7, distA(z,GQ) < %},
est a nouveau un domaine d’holomorphie.
L’intérét est de remplir :

0=y, Qc, cq,

7=1

par des domaines d’holomorphie connexes, tous bornés dans C™ et relativement compacts
dans ).

Preuve. 11 suffit de montrer que chaque :
{z € Q: dista(z,090) }

est un domaine d’holomorphie, puisqu’alors 2; = D; N {|z|a < j}, le sera d’apres ce qui
précede, ainsi que toutes ses composantes connexes.
Soit un compact K C D;. Grace a (ii) du Théoreme 10.10 de Cartan-Thullen :

% < diStA(K, GQ) = diStA([?/j(Q ,8(2) =: 0,
dou K o) C Dj. En utilisant 0D; = {dIStA z,00) 1} et une inégalité triangulaire :

0 < (S—f < d|stA(Kﬁ Q),@D)
< distA(Kﬁ(D].),ﬁDj),

cette derniere inégalité provenant de 1’inclusion K o(D;) C K Q) U

11. Enveloppes de domaines de Reinhardt

Le Théoreme 10.10 de Cartan-Thullen posseéde une autre application aux domaines de
Reinhardt 0 € 2 C C", et va permettre de déterminer précisément s’ils sont des domaines
d’holomorphie. Lorsqu’on prend leur image logarithmique log |2*|, il faut éviter les lieux
ou certaines coordonnées s’annulent, ce qui motive le préliminaire suivant.

Pour toute partition :

{1,...,n} = TUJ, InJ =40,
considérons les intersections :
Q== Qn{z=0,VjeJ} = C
O = n{z#0,Viel} = Ce
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Lemme 11.1. Soit 2 C C" un domaine de Reinhardt complet logarithmiquement
convexe — d’on 0 € ). Alors toutes ses intersections $); sont aussi de Reinhardt com-
pletes logarithmiquement convexes.

Preuve. Traitons le cas n = 2, déléguant a I’Exercice 10 (facile) le soin d’écrire la généra-
lisation.

Par symétrie, nous pouvons supposer [ = {1}, J = {2}. Au lieu de (21, 22), écrivons
(z,w) € C2

Soit (z,0) € Q. Puisque tout (2, 0) avec |2/| < |z| appartient au domaine de Reinhardt
complet €2, nous voyons que {2; est aussi de Reinhardt complet.

Pour vérifier la convexité logarithmique de €/, i.e. celle de 2}, prenons (z1,0) € Q et
(22,0) € Qavec z; # 0 # 2y, d’ol log |z1| € log |2} et log | 22| € log |Q2}|. Par ouverture,
(z1,w1) € Q et (z2,w2) € Q, pour w; # 0 # wy sufisamment proches de 0 € C. Par
convexité de log [Q2*|, pour tout 0 < ¢ < 1,ona:

t (Iog 21|, log |w1]) +(1—1¢) (Iog|z2|, log |w2|) € log |,
c’est-a-dire :
(Iz1) 22", Jwn [flwa] 7)€ |27
Mais comme € est de Reinhardt complet, il vient :
(’Z1’t|z2’17t7 O) € |Q|>

d’ou nous déduisons en prenant le logarithme :

tlog|z| + (1 —t)log|za| € log|Q7]. O
Théoreme 11.2. Pour un domaine de Reinhardt 0 € ) C C" contenant l'origine, les

quatre conditions suivantes sont équivalentes.

(i) ) est holomorphiquement convexe, i.e. :

K C Q compact = .[?ﬁ(g) C Q) compact.

(i) Q) est un domaine d’holomorphie.

(iii) 1/ existe une série entiére n Ao 2% =: fY2) possédant Q = D(f?) comme do-
aeN
maine de convergence.

(iv) () est de Reinhardt complet et logarithmiquement convexe.
Démonstration. (i) = (ii). Implication déja vue dans le Théoreme 10.10 de Cartan-
Thullen !

(ii) = (iii). Grace audit Théoreme 10.10, il existe f' € €(2) qui n’est nulle part pro-
longeable au-dela de 0f). Mais puisque (2 est de Reinhardt, le Théoréeme 6.6 la développe
comme série entiere f1(z) = 3 a,2z® convergeant dans (2. Evidemment, f! se prolonge
alors holomorphiquement a D ( > aazo‘) , domaine de convergence qui ne peut pas débor-
der de €2, puisque ce dernier est un domaine d’holomorphie.

(iii) = (iv). Le Théoreme 6.3 a déja démontré que 2 = D(f?) est de Reinhardt complet et
logarithmiquement convexe.

(iv) = (i). A chaque point w € C*", associons le polydisque ouvert :

AY = {(21,...,2) €C™ |z < Jwil, 1 < i < n},
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ayant pour adhérence :

AY = {|z,| < |wl|}
On se convainc aisément (exercice) que 1’hypotheése de Reinhardt complétude de €2 permet
de le représenter comme :

0= U Av

w € O*
Pour établir la convexité holomorphe de (2, étant donné un compact quelconque K C (2,

I’objectif est de faire voir que Kg(q) C (2 est aussi compact.

D’apres Borel-Lebesgue, il existe un nombre fini de points wy, . .., wy € 2* tels que :
Kc U A c U A" cQ,
1<m<Mm 1<m<Mm
cette derniere réunion finie étant compacte dans €. Abrégeons-1a comme :
L= U A"
I1<m<Mm

Des inclusions X C L C C", nous déduisons :
ffﬁ(ﬁ) C Zﬁ(ﬂ) - Eﬂ(@n)-
Clairement, Zﬁ(@n) C cvx(C") est compact dans C". Donc comme nous savons que K ()
est relativement fermé dans €2, il suffit de démontrer que :
(11.3) Loeny C 9,
puisque ceci impliquera :
0 < diston (Lo(en), Q) < distpn (Kp(a), 0).

En fait, pour éviter de prendre log 0 = —o0, il est nécessaire de traiter séparément toutes
les intersections de () avec les plans de coordonnées.
Ainsi, pour tout J C {1,...,n}, y compris J = (), avec :

I = {1,...,n}\J,

Cr=C"n{z=0,VjeJ} = Co
Cy:=Crn{z#0,Viel} = Ce
Pour tout ensemble £ C C”, généralisant :
E* = ENn{zn #0,...,2, #0},

introduisons :

notons :
E; = ENGC; et E; = EQC;,
en convenant pour [ = () que C} := {0}. Dans ces conditions :
E = LIJ E;.

Rappelons que le Lemme 11.1 a démontré que chaque €2; est aussi de Reinhardt complet
et logarithmiquement convexe.

Proposition 11.4. Pour toute partition [ 11 J = {1,... ,n}:
(Zﬁ(@n)); C Q; C Q,
et de plus :

~

Lﬁ((cn) C €.
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Cette deuxieme assertion — notre but (11.3) — découle de la premiere :

Démonstration de la Proposition 11.4. Traitons d’abord le cas J = (), ¢’est-a-dire mon-
trons que :

(11.5) (/L\ﬁ((Cn))Ilqu} = A*ﬁ((cn) c QF C Q.
Assertion 11.6. Pour atteindre (11.5), il suffit de montrer :

(11.7) log | Liycm | C log |€2°].

Preuve. En effet, prenons un point quelconque ¢ € Ef;j((cn), donc avec log (] € log |Q2*], de
telle sorte qu’il existe z € {2* avec :

(Iog |Chl, ..., log |Cn|) = (Iog |z1], .. ., log |zn|)
Conséquemment, il existe 61, ..., 0, € R tels que — puisque €2* est de Reinhardt :
(CGoeiGn) = (€721, 2,) € Q. O

Maintenant, résumons la maniére dont I’inclusion (11.7) sera atteinte. Introduisons :

L= U Avr

1<m<Mm

ainsi que son image logarithmique, qui est une réunion de M > 1 quadrants réels fermés
Q. CR™:

log |L*| = 1<%J<M{(51""’€") eR": & <loglwmal,. ... & < log|wmn|}

X

1<m<Mm
=: Q.

Affirmation 11.8. On a un diagramme d’inclusions-égalités basé sur deux lemmes qui

suivent :
L

Iog‘i}(cn)‘ & % (log|L*]) = cvx (log|L*|)
C cvx (log|€2|) = log |Q].

Un premier lemme, issu de la théorie de la convexité réelle, décrit I’enveloppe convexe
d’une famille finie quelconque de quadrants fermés. Sa démonstration, qui n’utilise aucun
concept « complexe », est repoussée a 1’ Appendice 13.

Lemme 11.9. L’enveloppe convexe de log |L*| est égale a :
cvx (log |L*[) = € (log |L*|)
= {(nl,...,nn) € R": pourtous \i,..., N\, =0 avec A\ +---+ N\, =1,
M1+ - A < max (M log |wpma| + - + Anlog |wpmml) }. O

Expliquons alors la premiere inclusion de cette affirmation.

Lemme 11.10. Ona: R
Iog{Lg(Cn)} C € (log|L*|).
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,a,) € N" quelconque avec || > 1, considérons la fonction holo-

Preuve. Pour (o, . ..
morphe monomiale :
P o a1 «
f(z) = 2% = 2"z,
. . , . ~ w
}, il vient sur la réunion L = Uygpey A"

(e < (0%
max [z%] < lg£§M|wm|.

Puisque A" = {|z| < |wn,
= max

max | f(2)] [max max,
Maintenant, prenons ( € Z}(Cn) quelconque. D’apres la définition d’enveloppe holo-
morphe :
(e — < < (03
€1 = 1A < max|f] < max |wp].

En passant au logarithme :
ajlog |G|+ -+ aylog |G| <  max (a1 log |wp 1| + -+ - + a, log |wm7n|).

Divons alors par |a| = ay + -+ - + «, et posons \; 1= 7o) € Q4 pour obtenir :

Alog |G+ -+ + Ay log |Gl < max (A log |wima| + -+ + Ay log |wim.nl).-
L’ensemble de tels A = ﬁ € Q1 étant dense dans R” N {z1 + - -- + z,, = 1}, en prenant
des limites de suites de Cauchy, nous déduisons que cette inégalité (faible) reste vraie pour

tous (Ai,...,\p) ERY avec Ay +---+ A, =1
En d’autres termes, I’élément quelconque ¢ € L}(Cn) a pour image logarithmique :
,Mn) € R™: pourtous Ay,..., A\, =0avec \j +---+ N, =1

(|0g|§1|77|0g‘gn’) € {(771’
M7+ 4 A <  max ()\1|Og [ W] + -+ + Anlog |wm,n|)}
O

= ¢ (log|L"]).
Grace a ces deux lemmes, les deux premieres inclusion et égalité de I’ Affirmation 11.8

sont maintenant justifiées, tandis que la dernicre égalité :
cvx (log |Q27)) = log |Q*].
est satisfaite d’apres 1’hypothese que €2 est logarithmiquement convexe. Ceci conclut la

preuve de (11.7), et simultanément aussi, de (11.5).
Il reste encore a traiter le cas général 1 < Card J < n de la Proposition 11.4.

Soit donc J # ). Le cas J = {1,...,n} est dégénéré, réduit & C; = {0}, donc suppo-
sons 1 < Card J < n — 1. Identifions C; C C™ avec C</ La remplacante de 1’ Affirma-

tion 11.8 s’énonce alors comme suit.
Affirmation 11.11. Dans C; = C!  on a le diagramme d’inclusions-égalités :

LCM ‘f(log][,ﬂ) 2 cvx (Iog|L§|)
C cvx (log|))

*

log ‘ (Eﬁ(C")>I
HYP
= log|Q].

Cette derniere égalité a déja été anticipée par le Lemme 11.1 qui a fait voir que 2; C C;

est logarithmiquement convexe.

La premiere égalité est a nouveau le Lemme 11.9 de convexité, mais dans un espace de
dimension inférieure R4, Ainsi, il reste seulement a établir la premiere inclusion. Bien
que la démonstration se limite a une répétition, imposons-nous la discipline de 1’exécuter.
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Lemme 11.12. Ona:
[(Loen);| € € (log|Ll).

Preuve. Aprés une permutation, on peut supposer que I = {1,...,x} avec 1 < Kk < n.
Prenons alors un point quelconque :

¢ = (Clye e Ga0,...,0) € (Zoenm),

avec (1 # 0,...,(. # 0. Abrégeons z; := (z1,...,2x), et, pour 1 < m < M, notons
Win,1 = (W1, ..., W) Pour tout o = (o, ..., ) € N¥ avec |a| > 1, considérons la
fonction holomorphe monomiale :

flz) o=z = 2",

vue comme fonction f € &(C"). Rappelons que w,,; # 0 pour tous 1 < m < M et tous
1 <7< n.Surlaréunion L = Uigmen A™ nous avons :

- i< max s
max | f(2)] | max  max, 27| < max juwp,

Soit (; € (Eﬁ((cn))j quelconque, d’oti :
61 < maxlef] < max fug .

Logarithmons, divisons, prenons des limites de suites de Cauchy, et déduisons pour tous
M, .., A €ERyavec A\ + -+ A\, = 1que:

Alog [Gr] 4 -+ + A log|¢e] < 12177%\4 ()\1 log [wy, 1| + -+ - + Ax log |wm,n|),

c’est-a-dire :

(log i, loglCul) € {(m,...,n.) € R": pourtous Ar,..., Ay >0 avec A+ + A\ =1,
)\17714_...4_)\&77& < 1?73%\4 (A1I0g|wm,1| —l—-..—|—>w|og|wm,n|)}
— % (log| ;). -

Pour terminer la démonstration de la Proposition 11.4, I’ Affirmation 11.11 fournit, pour
tout (¢, ...,Cx,0,. .., 0) € (L/}’((Cn)); un élément (z1, ..., 2,,0,...,0) € Q7 avec :

(Iog|§1|,...,Iog|§,€|,0,...,0) = (Iog|zl|,...,Iog|zﬁ|,0,...,0),
d’ou pour certains 601, ..., 0, € R — et puisque €); est de Reinhardt :
(GioeveyGos0,..,0) = (€21, €% 2,,0,...,0) € Q. O

Ceci termine la démonstration de la dernieére implication (iv) = (i) du Théoreme 11.2.
O

12. Enveloppes de domaines tubes
Définition 12.1. Un domaine {2 C C" est appelé tube lorsqu’il est de la forme :
Q=w+iR" = {z e C": RezEw},

pour un certain ouvert connexe w C R".



174 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Le tube associé a un domaine de R" sera toujours noté avec la méme lettre, mais capitale.

Puisque de nombreux w C R" ne sont pas convexes, le résultat suivant illustre encore
de maniere frappante le phénomene de prolongeabilité « compulsive » des fonctions holo-
morphes de plusieurs variables complexes.

Théoreme 12.2. Toutes les fonctions holomorphes dans un domaine tube 2 = w + 1 R" C
C">2 se prolongent holomorphiquement et uniquement au tube enveloppe convexe :

Q= T+iR" = cx(Q) = cvx(w) +iR",
c’est-a-dire :
VieoQ NfeoQ) fl,=1
Démonstration. Fixons a > (. Comme prototype d’ensemble non convexe, introduisons
deux segments :
L, := {(xl,0,0,...,O): 0< 2 < a} U {(O,xQ,O,...,O): 0< 2 < a},
ayant pour enveloppe convexe le triangle :
To = cvx(L,) = {ajl >0,2020, 21 + 19 < a}.

Abrégeons 2’ = (z3,..., 2,).

0 La

Ensuite, pour 0 < ¢ < % introduisons dans R? 3 (21, x2) les cercles C, . d’équations :
a(zy +32) — ¢ (27 +23) =a® (1 — ),

ou C, o dégénere en I’hypothénuse de 7, et ou Ca,% est tangent aux axes de coordonnées.

Pour 0 < c < %, considérons leur intersection avec le triangle T}, vu dans R? x R" 2 :
Koc = {(:L‘l,xg,()') ER": 0<x1, 0< 29, 21+ 29 <a,
a(zy+a2) —c(af +23) =a*(1— o)}
Ces K, sont des arcs de cercles contenus dans I’intérieur du triangle, excepté les deux
extrémités (1,0,0") et (0,1,0).
Ensuite, introduisons 1I’élongation suivante de L, dans les deux premieres directions
imaginaires :
. n 2 2 a?
Loe ={z+iy€C": 2 €Ly, yi +1y5 <%, ys3=--- =y, =0},
qui constitue un compact L, . C €2, lorsque L, C w.

Lemme 12.3. Siw D T, = cvx(L,), alors pour tout 0 < ¢ < %, I’enveloppe C)-holomorphe
de L, . contient K, :

—

Lapﬁ(g) D KG,C‘
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Démonstration. Pour faire voir qu’en tout point ¢ € K, ,ona:

|f(Q)] < sup|f] (¥ feO(Q),

a,c

I’idée-clé est d’introduire 1I’ensemble suivant, défini par une équation holomorphe dans le
tube au-dessus du triangle 7}, :

Sac = {(zl,zg,()') €C": Rez; >0, Rezp >0, Rez; + 23 < a,
a(z1+2) —c(2i+23) =a*(1—¢)},

lequel est une partie d’une surface de Riemann — variété complexe de dimension 1 — sise
dans C? x {0'}. Observons au passage que :

Sa,c N {yl =Y = 0} - Ka,c'

Montrons que .S, . est compact. En effet, des inéquations x; > 0, x2 > 0, x; + 22 < a, il
découle 0 < =1, 29 < a, et en prenant la partie réelle de cette équation holomorphe, récrite
comme :

c(yi +143) = a® (1 —c¢) —a(x1 4 x2) + ¢ (af 4 73)

2 2 2
<a"—ac—0+4+ca”,

a2

il vient y + y3 < %
De plus, comme 0 < ¢ < % et comme 0 < x5 < a, en tout point p* = (27, 23,0') € S,.,
nous avons : 5
— [a(zl + 29) —c(zf+z§)>) =a—2cz # 0.
822 p*
Cette non-annulation permet donc d’appliquer le théoreme des fonctions implicites holo-
morphes pour déduire que 2z est, localement pres de p*, une fonction holomorphe de z;.
Alors le principe du maximum montre que |f| ne peut pas atteindre — a moins d’étre
constante — une valeur maximale en de tels p*. Par conséquent, dans tous les cas, |f]
doit atteindre son maximum sur le bord 05, . de cette surface de Riemann S, ., lequel est

contenu dans notre compact (exercice) :

0S4 C L.
En résumé, nous avons établi que :
nggclf(é“ﬂ < sLt:SIf| (v fe o),
ce qui fait effectivement voir que :
Locp@y 2 Sae D SaeN{tn =12 =0} = Ko O

Revenons maintenant a la démonstration du théoreéme, qui sera réalisée en deux temps :
(a) en supposant d’abord la base w de €2 étoilée par rapport a I'un de ses points;
(b) en éliminant ensuite cette hypothese simplificatrice.

(a). Faisons 0 € w apres une translation, et supposons que w est étoilé par rapport a
I’origine — donc connexe! —, c’est-a-dire x € wet (0 < ¢t < 1 impliquent tz € w.
Observons que tout domaine tube {2 = w + ¢R™ dont la base w est 0-étoilée est lui aussi
0-étoilé.

Introduisons :

W = {w Dwétoiléen O telque V f € () 3 f1 € O() f1|Q =r},
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ainsi que I’ouvert 0-€toilé :

o= U w.

w1 EW

Assertion 12.4. Alors :
VieoQ) 3Nfeo®) flg="r

Démonstration. Etant donné deux ouverts wi,wy € W ainsi que deux fonctions holo-
morphes f1 € O(§2) et fo € O(§22) qui satisfont :

fl‘Q = f = f2’97
le fait que 2; N €y D €2 est connexe — parce qu’il est étoilé en 0! — garantit, grace au
principe d’identité, que f; = fo dans €2; N €2y, ce qui permet de produire une fonction
holomorphe bien définie f1; € & (Ql U Qg) dans la réunion. O

Proposition 12.5. L’ouvert & O cvx(w) est convexe.

Démonstration. Pour deux vecteurs linéairement indépendants quelconques vy, vy € W C
R™, le but est de faire voir que w contient aussi le segment [vy, vs].

Choisissons des coordonnées (1, T, T3, . . ., ;) € R™ dans lesquelles v; = (1,0,0) et
vy = (0, 1,0) sont les vecteurs unité le long des axes z; et 5. En fait, nous allons montrer
que tout le triangle 77 - w. En tout cas, puisque w est 0-étoilé, les deux cotés-axes L, de
T issus de 0 sont dans €2, donc :

d = dist (L1,0Q) > 0.
Introduisons alors I’ensemble :
A = {Oéaél: TQCCD}.

1l est non vide, puisqu’il contient [0, d[. Evidemment, il est ouvert dans [0, 1], et comme
T, C Ty pour a < d/, c’est nécessairement un segment, ou bien [0, a.| ou bien [0, a.].

Assertion 12.6. Le réel a, := sup 4 a appartient a A.

Preuve. Soit a < a, arbitrairement proche de a,, et soit ¢ > 0 arbitrairement proche de 0.
Comme 7, C w, le Lemme 12.3 s’applique :

—

La,Cﬁ(ﬁ) D Ka,c-
Ensuite, en observant que :
dist (L., 0Q) > dist (L,,0Q) = d > 0,

le Corollaire 10.7 donne, en tout point ¢ € K, ., de la forme ( = {+inavec ¢ = (&, &, 0)
et n = 0, la convergence de la série entiere 77°(f)(2) pour tout 2 dans le polydisque

{|z — ¢| < d} de toutes les fonctions holomorphes f € €(12).
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0 . aax

Enfin, puisque a ~ a, et ¢ ~ 0, indépendamment de d > 0, le voisinage ouvert :

Voo = U {(z1,22,2): max (|v1 — &, Jz2 — &), |2/]) < d}

© 7 geKae
O Y. D {:U120, To =0, o1 + 29 = ay, x’:O},
contient un voisinage ouvert régulier 7, dans R” de la diagonale-limite. Toutes les construc-
tions étant invariantes par translation verticale le long des directions imaginaires, la

réunion :

Qu U ("//*+i77),

neRn”

encore étoilée par rapport a 1’origine, contient strictement €2, contredisant sa maximalité.
g

Ainsi, A = [0, a,]. Puisque A est aussi ouvert dans [0, 1], il est nécessaire par connexité
de [0,1] que a, = 1, d’ou la conclusion 77 C w, qui clét la proposition et le cas simplifié
(a) du théoreme. O

(b) Soit maintenant w C R"™ un ouvert non vide quelconque. On peut supposer 0 € w.
Désignons par 2 le plus grand domaine tube a base w étoilée par rapport a 0 tel que :

VieoQ) 3feo(Q) f=f presde.
Grace a la partie (a) de la démonstration, w doit étre convexe.

Assertion 12.7. © D w.

Preuve. Sinon, il existe un point 21 € w\.
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Puisque w est connexe, nous pouvons joindre z; a 0 au moyen d’une courbe continue
polygonale (finie) contenue dans w. Soit alors x, € dw N w sa derniére intersection avec
ow.

En repartant de 0 vers 1, nous obtenons que . est connecté a ) au moyen d’une courbe
continue qui, excepté x,, est entierement contenue dans w N w.

Ensuite, soit w, > z, un voisinage ouvert convexe de x, dans R" avec w, C w. Alors la
fonction :

f dans ﬁ,

7= f dans €.,

est définie de maniere unique et est holomorphe dans Q N Q., le domaine tube de base
WU wy.

Astuce renversante et magique ! La convexité assure (exercice mental) que la réunion
w U w, est étoilée par rapport a z, !

Alors la partie (a) de la démonstration offre la conclusion que g se prolonge holomor-
phiquement au tube de base cvx (&7 U w*) , lequel est non seulement étoilé par rapport a .,
mais aussi (exercice mental) par rapport a 0! Double magie ! Back is magical !

Tout ceci contredit manifestement la définition par maximalité de (2. U

En définitive, 2 O €. Pour terminer, comme f = f pres de 0, le principe d’identité nous
offre f = f partout dans €2, ce qui conclut le théoreme. ]

13. Appendice : Enveloppes convexes d’unions finies de quadrants dans R"
Rappelons que I’enveloppe convexe d’un sous-ensemble £/ C R" est :

cx(E) = CﬂE C.
>

On démontre que cette enveloppe consiste en toutes les combinaisons barycentriques d’un
nombre fini de points de £ :

CVX(‘E) = {/‘ngl_’_"'—’_MHfH: H>]—7 517"'7§HEE7 Ml,...,MHER+,
e g = 1),

Lorsque ¥ = K C R™ est compact, il est connu que cvx(K) est aussi compacte, et qu’elle
coincide avec I’'intersection de tous les demi-sous-espaces fermés contenant K :

cwx(K) = AQO {neR™ A(n) < S;l(pA},
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ot les A € Lin(R™, R) sont des formes linéaires A(n) = Ay + - - - + A7, & coefficients
A; € R non tous nuls.

Toutefois, comme propose de s’en convaincre 1’Exercice 11, il n’est pas toujours vrai
que cvx(F) est fermée lorsque F C R™ est fermé, ce qui conduit a prendre I’adhérence
cvx(E). Alors un théoréme connu montre que :

cwx(F) = AQO {neR™: An) < s%p A},

ou a nouveau A € Lin (R™,R).
Pour des domaines de Reinhardt, le cas spécial utile est celui ol £ consiste en une
réunion finie de M > 1 quadrants réels allant vers —oo dans toutes les directions d’axes :

E:Q:: U szlgLn-ngM{§ERn5 §1<Qm,17--~>§n<Qm,n}7

1<m<m

avec certains sommets q1, . . ., qy € R".
Le méme Exercice 11, propose de montrer que 1’enveloppe convexe de tels () est tou-
jours fermée :

(13.1) cvx(Q) = evx(Q) = AQO {neR™: An) < sgpA}.

De plus, la proposition suivante montre que les coefficients \; des formes linéaires A em-
ployées pour déterminer cvx(()) peuvent étre supposés tous > 0.

A" A

g3

q4 i
qs

Proposition 13.2. L’enveloppe convexe d’une réunion finie () = (Q1U- - -UQy de quadrants
Q. C R™ de sommets q,, € R™ :

est fermée et égale a :

cx(Q) = F(Q) = {(nl,...,nn) € R": pourtous \i,..., N\, avec \y + -+ \, =1,

)\1771 + -+ )\nnn < 1£nai( (>\1Qm,1 + -+ Aan,n) }

smsM



180 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Des que 1’on sait la positivité de tous les \; > 0, en revenant a (13.1), observons pour
expliquer la proposition que :
supA = max supA
Q

1<m<Mm Qm

= Mmax sup {)\lgm,l +---+ )\ngm,n: gm,l g Qm,la s >€m,n g qm,n}

1<m<Mm

= max (Alqm,l +e Aan,n)‘

1<m<M

Démonstration. Commengons par établir I’inclusion cvx(Q) C €(Q).
Soit n = &y + -+ + pnéu € cvx(Q), avec H > 1 et avec pg, . .., uy > 0 satisfaisant
1+ - -+ + py = 1. On peut supposer tous les p > 0.

<

{/\-nglmax )\-qm}

<m<M

q1

q2

AN

Apres renumérotation, avec H = hy + - -+ + hy,ona:

€ eQn, a8 € Q.

Alors si nous récrivons :

. 1 1 P+t & M M RS Sy I
n = (Ml + .+ H’hl) [—“%4—.”4_#}; 1 + e -+ (/J“l + -4 /,,LhM) —/»L]id"!‘""‘!‘ﬂ%M ,

cette combinaison s’abrége comme :
n= St S
avec ..., pu > Osatisfaisant pp +---+p =1, etavecdes§ € ()i, qui appartiennent
aux quadrants correspondants, puisque ces derniers sont convexes.
Par conséquent, nous pouvons supposer que H = M, que &,, € Q,,, que i, = 0 avec
py+ -+ py = 1, asavoir :
n = &+ + e

Bien entendu :

Emi < Qmty ooeno-  Cmn < Qg (1<m<m)
Pour achever de montrer que 7 € €(Q), calculons :

M+ At = A (g + -+ )+ + A (pa&in + -+ )
= pn M+ Anan o + pna A&t + -+ Al
< max {Aua e Ani e M e Aubin |
< max {)\1611,1 R . Y/ s AMQua o+ /\onﬁn}.

Etablissons maintenant ’inégalité inverse cvx(Q) D €(Q).
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Pour tout { = ((1,...,(,) € cvx(Q), le but est de montrer que ¢ ¢ %(Q). Grice au
critére de séparation par un hyperplan — qui s’applique car I’enveloppe cvx(Q) = cvx(Q)
est fermée (Exercice 11) —, il existe une forme linéaire non nulle A(n) = A\ym1+- - -+ Ay,
a coefficients \; € R non tous nuls telle que :

¢ & {neR": An) <sgp/\},

c’est-a-dire :
supA < A(Q).
Q
Certains \; < 0 peuvent-ils étre strictement négatifs ? Non ! parce que, en tenant compte
du fait que () est une réunion de quadrants = R", si on fait —oo «— n;, d’ou \;n; — 00
si on avait \; < 0, ceci contredirait sup A < A({) < 0.
Q

A

Ainsi, tous les \; > 0. Mais si nous remplacons \; — Ve

nous parvenons a:

de somme égale a 1,

¢ & {neR": An) <sgpA}

— {neR™ A(n) < max Algn)},

1<m<Mm

ce qui veut bien dire ( € €(Q). O
14. Exercices

Exercice 1. Par le calcul, vérifier que :

d=0+0,
0 =000,
0=000,

0=000+0d0d.
Exercice 2. Dans un ouvert 2 C C”, pour tout compact K &€ €2, pour tout ouvert X € Vg € {2, pour tout
o € N”, montrer qu’il existe des constantes B, = B v, o < 00 telles que :
(6%
max [0°F| < B || ] v (v f € 6().

Exercice 3. Trouver une figure de Hartogs bien placée pour déduire le Théoréeme de Hurwitz du Théoreme
de Hartogs.

Exercice 4. Dans C" avec n > 1, pour des rayons 0 < R; < ocet0 < 7; < Rjavecl < j < non
considere I’ouvert produit d’anneaux :

Ar,R = {Z e C™: r; < |ZJ| < RJ}
Montrer que toute fonction holomorphe f € &'(A, ) admet un développement de Laurent :
f(z) = Z ¢y 2,
v e Z7L

qui converge uniformément sur les compacts K € A,. r, et dont les coefficients sont donnés, quel que soit le
choix de rayons intermédiaires r; < p; < R, par :

1 f(<1av<n)
L, = — Lol e d,
T fon o, G

nl=pn 61

Exercice 5. Montrer que I’intersection d’un nombre fini d’ouverts Hartogs-pseudoconvexes dans C™ est
encore Hartogs-pseudoconvexe.
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Exercice 6. Soit {1 C 23 C --- C §; C --- une suite croissante d’ouverts Hartogs-pseudoconvexes dans
C™. Montrer que U, 2, est encore Hartogs-pseudoconvexe.

Exercice 7. Détailler la démonstration du Théoréme 1.11. Indication: Quitte a rapetisser 7 > 0, le fait que 0S2
soit de classe "> permet de translater légerement A(D,.) + v, ot v € R?™ est un vecteur de norme |v| < r,
afin d’avoir A(ET) + v € . Un épaississement adéquat permet alors de produire une figure de Hartogs
entierement contenue dans (2.

Exercice 8. Dans C?, soit f(z) = >_, enz Ca 27 Une série entiere qui converge dans des voisinages ouverts
de (3,1) et de (1,1). Montrer que (1, 1) appartient au domaine de convergence D(f) de f. Indication:
Regarder deux points dans log |[D*|.

Exercice 9. Montrer qu’un ouvert Q2 = Uy 4 Q4 de C™ décomposé en ses composantes connexes {2, est un
domaine d’holomorphie, au sens de la Définition 9.1, si et seulement si toutes les €2, le sont.

Exercice 10. Traiter le cas général de la dimension n > 2 du Lemme 11.1.

Exercice 11. (a) Trouver un exemple d’ensemble fermé £ C R? dont I’enveloppe convexe cvx(E) n’est pas
fermée.

(b) Montrer que I’enveloppe convexe d’une réunion finie () = Uigmgm @m de quadrants @, = {f €
R": & < gm,--56n < qmn} ayant pour sommets des points qi, . .., gy € R”, est fermée.

Exercice 12. Dans un ouvert de Reinhardt, montrer que 1’enveloppe holomorphe K o) d’un compact de
Reinhardt K C €2, a savoir satisfaisant :

(217--~7Z'n) € K - ((ewlzl,...,ew"zn) € K, V01,...,9,L6R>,
est encore un sous-ensemble (relativement fermé) de Reinhardt de 2.

Exercice 13. EE
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Domaines pseudoconvexes,
Fonctions pluri-sous-harmoniques

Frangois DE MARCAY

Déartement de Mathématiques d'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction
2. Domaines a bords lisses dans R*

Soit d > 1 un entier, et soient x = (z1,...,x,) les coordonnées canoniques sur RY,
Rappelons que le bord d’un sous-ensemble quelconque £ C RY est par définition I’en-
semble des points qui ‘hésitent’ entre E et son complémentaire R%\ E, i.e. dont dont tout
voisinage intersecte F et R\ E. Autrement dit (exercice) :

OF := E\IntE.
Pour £ = O C R? égal 4 un ouvert :
o0 = Q\Q.

Pour un entier 1 < k < oo, la classe ¢ désigne les fonctions « fois continiment
différentiables. Par convention, pour x = w, elle désigne la classe des fonctions analytiques
réelles, c’est-a-dire partout localement développables en série entiere convergente.

Définition 2.1. Un ouvert Q C R? est dit 4 bord lisse de classe € avec 1 < k < 00, w
en un point p € 9N s’il existe un voisinage ouvert U > p de p dans R, et une fonction de
classe 6" :

r- U —R avec dr(p) # 0,

tels que :
QNU = {ze€U: r(z) <0},
oNU = {zeU: r(z)=0}.
Une telle fonction 7 est appelée fonction définissante locale de OS2 en p.

Sans démonstrations, rappelons quelques énoncés de géométrie différentielle élémen-
taire. Par convention, oo — 1 = ocoetw — 1 = w.

Lemme 2.2. Sis: V — R avec V' > p ouvert est une autre fonction €" avec ds(p) # 0
et QNV = {s < 0} ainsi que 92NV = {s = 0}, alors il existe un sous-voisinage ouvert
p € W CUNV et une fonction \: W — R avec A\(p) > 0 de classe €' telle que :

s(x) = AMz)r(x) vzew). O
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Le théoreme des fonctions implicites montre alors que 02 est une hypersurface réelle
de classe ¢’* dans un voisinage assez petit de p.

Définition 2.3. Un ouvert ) C R? est dit a bord lisse de classe € s’il I’est en tout point
p € 0.

Grace a des partitions de I'unité, il est alors possible de recoller des fonctions définis-
santes locales en des points de 0f2, puis de globaliser la fonction définissante.
Théoréme 2.4. Pour un ouvert ) C R? les deux conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Le bord 0X) est €"-lisse en chacun de ses points p € 5.

(ii) 1l existe une fonction €" globale :
r: R — R
telle que :

Q = {z eR’ r(z) <0},
o) = {xG]Rd: r(z) =0} et dr(p)#0Vp € 9Q. O
Cette derniere condition de non-annulation de la différentielle de r en tout point du bord
est essentielle, parce qu’elle garantit, grace au théoreme des fonctions implicites, que OS2
est une hypersurface lisse — sous-variété de codimension 1 — de classe €' de R.

La géométrie différentielle élémentaire nous apprend alors qu’en un point quelconque
p € 0L, I’espace tangent s’écrit :

T,00 = {veR": 0=dr(p)(v) = aa—g;(p)vl +-- 4+ aa—g;(p) Va}.

Si Q = {s < 0} avec 9 = {s = 0} pour une autre telle fonction globale s: R — R,
une version globale du lemme qui précéde fournit une fonction X : RY — R avec A\(p) # 0
pour tout p € 052 telle que :

s(z) = AMx) - r(x) (Y €RY),

d’ou par différentiation en un point quelconque p € 92 = {r = 0} :

ds(p) = d\(p) -r(p) + Ap)-dr(p),

—— 0

ce qui montre que cette définition de I’espace tangent ne dépend pas de la fonction définis-
sante globale choisie :

1,00 = {0r(p)(v) =0} = {ds(p)(v) =0}.

Lemme 2.5. En tout point p € 0 du bord d’un domaine Q0 C R? & bord lisse de classe

€, il existe des coordonnées affines centrées v = (x1,...,%q4-1,%4) avec x(p) = 0, avec
T,00 = {x4 = 0}, et il existe une fonction h = h(zx1,...,x4-1) de classe €"* définie
dans un voisinage ouvert de I’origine dans R telle que, prés de p :

Q= {xd: h(ml,...,xd,l)},
o) = {:Ed < h(wl,...,:pd_l)}. O
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3. Inéquation locale pour un bord de domaine dans C"

Soit un domaine 2 C C" a bord lisse 952 € ¢!, et soit un point quelconque :

po € M = 0.
Apres une transformation affine, nous pouvons supposer que les coordonnées
(z1,...,2,) € C" sont centrées en py = 0 qui devient I’origine et telles que :

T, M = {yn = O}.

Le théoreme des fonctions implicites permet alors de représenter localement le bord M de
ce domaine comme graphe au-dessus de son espace tangent horizontal 7, M :

M: {yn = F(xl,...,xn_l,yl,...,yn_l,xn)},
Q: {O>—yn+F(q:l,...,xn,l,yl,...,yn,l,xn)},

au moyen d’une certaine fonction locale F' de classe €™ par rapport a ses (2n — 1) variables
réelles. Comme I’espace tangent a 1’origine a été redressée en {y,, = 0}, il vient :

0= F(0) = F,,(0) = - = F,,,(0) = F,,(0) = - = F,_,(0) = F,,(0).
Il sera utile d’abréger :
2= (21,000, 2001), 7= (21, @001), Y= (Y1, Yno1),
et il est alors naturel de prendre pour fonction définissante implicite locale de 2 = {r < 0} :
r(z,y) = —yn + F(x/, Y, xn)

Le lemme suivant montre que 1’on peut toujours normaliser les termes d’ordre 2 en (z/, ')
dans la fonction graphante /' de maniere a ce qu’il ne reste qu’une forme hermitienne
diagonale en (z1,..., 2, 1). Cette forme hermitienne, que nous redéfinirons plus tard et
que nous appellerons forme de Levi, jouera un réle absolument fondamental dans la théorie
des fonctions de plusieurs variables complexes.

Théoréme 3.1. 1l existe des coordonnées holomorphes locales (2', z,) = (21, ..., Zn—1, 2n)
centrées en pgo = 0 € M dans lesquelles §2 est localement représenté par l’inéquation :

0> —ypt+e |Zl|2 i | |Zn—1|2 + Ox/7y’(3) + Ty Oz’,y’wn(l)a

g; € {—1,0,+1} (1<j<n—1).

Ici, la notation O, ,/(3) désigne une fonction-reste qui ne dépend que des variables
(2',y') etest d’ordre > 3 al’origine. En négligeant les restes, le bord de (2 s’identifie a une
simple quadrique d’équation :

Yo = e1la*+ -+ ens |zt
Quand tous les ¢; = 1, le domaine {y,, > |z1]|? + -+ + |z,_1|?} est strictement convexe
dans toutes les directions z;.

Démonstration. En spécifiant la forme générale des termes d’ordre 2 en (z’, 3/'), nous pou-
vons écrire 1’équation du bord M = 02 comme :

—
3
|

n— 1

Yn — <4 ai,j l‘ji[)k + 4 bi,j :ijk + 4 Cj,k yﬂ/k) —+ Ox’,y/(3) + Tn Oz/,y’,xn(l)v
j 1

<
I
—
>
Il
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au moyen de certaines constantes réelles a;,b;x,c;r € R, avec par exemple b;
1 _0*F o0 5 : . ) o -
1 u,00r (0), et il n’est pas nécessaire pour la suite d’arranger les symétries ay; = a;
et c;; = c;r. Le facteur 4 est placé a I’avance pour disparaitre lorsqu’on exprime cette

partie quadratique en fonction des z, et des Z,

-1

—
3

n—

(a0 (3 + %) (34 20) = b v (5 + %) (3= 3) —can (55— %) (=) ) =

(]

<.
Il
—_ =
7T
= =

3
|

= ( Zjzn [ajn = v=Tbjk — Cix] +

1 k=1

<.
I
ol

+ szk [aj,k + Ak, + \/jlbj,k — lebk’j + Cjk + Ckﬂ‘} +
+ Z;zg [ach + lebj7k — Cj,k} ),

ce qui fait apparaitre de nouvelles constantes complexes o, € Cete;;, € C telles que :

2 3 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
- “n_— ~n — -
= k22t ) ek Ziont Y Y Wk 22Oy (3) 420 Oar yr 1, (1),
j=1 k=1 7j=1 k=1 j=1 k=1

Il n’est pas nécessaire d’assurer les symétries o, ; = o 5, mais il importe d’observer (exer-
cice visuel) I’hermitianité :
€kj = &5k (1<g,k<n).
Pour faire disparaitre du membre de droite les termes quadratiques holomorphes purs en
Z.Z., €n les déplacant a gauche :

n—2v=1 Zj Dok k22K — (Zn +2v-1 Zj >k W%fk)

= €k ZiRKFrestes
2 \/jl ]7 ]

<
Il
—
e
Il
—_

nous voyons qu’il suffit d’effectuer le biholomorphisme quadratique :

[y

n—1 n—1

21 1= Ly e y Zpol 1= Zn—1, Zy = Zn — 2+v/-1 QO s 252k,
=1 k=

.
—

pour atteindre :

—_

n—1 n—1

€jk Zj Z, -+ restes.
1 k=1
Mais quelle est alors la forme de ces nouveaux restes ? Puisqu’il est tout d’abord évident
que :

<.
Il

Ow’vy’(3> = Og’,g’ (3)7
un calcul simple pour le deuxieme reste montre qu’il conserve aussi la méme forme :
Tn Om’,y’,wn(l) = (En + Oz’,y’@)) (Og’,y’(l) +z, Ogﬁg@@@))
= Og’,g’(:g) +z, Oz’,g’,gn(l)-

Pour terminer, une transformation C-linéaire appropriée 2z’ —— H’ - 2z’ normalise la
forme hermitienne >, >, €1 Z;z), de maniére a la rendre diagonale. d
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4. Phénomene d’extension de Levi

Nous avons déja vu qu’une figure de Hartogs bien placée permettait de prolonger toutes
les fonctions holomorphes au-dela du bord de certains domaines.

O Y2 Q Y2
/ N
P 21, T2 o P~ Z1, Lo
\
o0 o0
Quand I'un des €; = —1 du Théoréme 3.1 qui précede est strictement négatif, il est

alors possible de placer un petit disque tangentiellement au bord du domaine de maniere
a ce qu’il soit contenu — excepté I’unique point de contact qui est son centre — dans le
domaine, et alors des épaississements appropriés de ce petit disque produisent un analogue
de la figure de Hartogs.

Théoréme 4.1. [Levi 1909] Soit un domaine 2 C C"?2 a bord lisse 0S) € €, localement
représenté en un des points de son bord par ’inéquation :

Yn > é‘1’21|2 + -+ 5n—1|zn—1|2 + Ox’,y’(?)) + Tp Or’,y’,mn(l)-
S’il y a un entier 1 < j, <n —1avec:

i, = —1,

*

alors il existe un voisinage ouvert V. 5 0 tel que :
Vieo) 3Fe ﬁ(QUV) F’Q =f

Plus tard, ces ¢; seront réinterprétés comme des valeurs propres d’une certaine forme
hermitienne intrinséque sur I’espace tangent complexe T;- 02, mais avant d’en venir a cette
conceptualisation, il est préférable de transmettre les idées géométriques concretes.

L’énoncé et les arguments de preuve sont tout aussi vrais en supposant seulement 9€) €
%2, car il suffit de remplacer partout O,/ ,/(3) par 0, (2).

Démonstration. Détaillons seulement le cas n = 2, puisque le cas général n > 2 s’en
déduit par modifications symboliques mineures. Ainsi {) est défini par I’inéquation :

Yo > — ’21’2 + Oxl,yl (3) + T2 Omlylﬂ(l) + Ow2(2>'

Pour » > 0 petit, nous affirmons alors que les disques holomorphes définis, pour z € D
dans le disque unité, par :
A, (z) = (7“2, 22)
ont un bord A.,(0D) C {2 entierement contenu dans le domaine, pour tout zo € C assez
petit. En effet, demandons pour fixer les idées que :

jza| < §72, [yl < 577
et constatons que 1’inégalité, pour |z| = 1, donc pour |z;| = 7 :
(4.2) vt lalt = g2 4r? > 307 > 0(%) +0(r*) O(r) + O(r),

est effectivement satisfaite par » > 0 assez petit.
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Comme dans la démonstration du théoreme de Hartogs, la formule de Cauchy permet
alors de prolonger holomorphiquement :

1 (¢ %)
R1,%2) ‘= —— d )
f( ! 2) 2271' /K_T (—Zl C
cela dans I’ouvert :
{\21\ <1y x| < %7’2, lya| < %7“2} = V. O

Les paragraphes qui suivent sont alors consacrés a des rappels préliminaires a une
conceptualisation plus intrinseque de cette hypothese spéciale «g;, = —1».

5. Champs de vecteurs et formes différentielles sur R?

Soit d > 1 un entier, soient z = (x4, ..., z4) les coordonnées réelles canoniques sur R?
et soit un ouvert U C R?. Les champs de vecteurs réels et les formes différentielles réelles
de classe €"=! sur U s’écrivent :

d

Z li(x 8x et w = Z wi(x) dx;,

=1

avec des fonctions-coefficients ¢;, w; € €*(U, R).

Evidemment :
=D wili

Complexifions la situation, i.e. tensorisons avec C pour obtenir 7U ®r C et T*U ®g C,
avec des coefficients a valeurs complexes, décomposés en parties réelles et imaginaires :

li(z) = C(x) + V=14 (z) et wi(z) = wi(z) + v=1w; (z),

d’ou :

L=L+y=L" et w=w+ /.
Evidemment :

w(L) = W'(L') =" (L") + v=1 (' (L") + w"(L")).
En particulier, /=T est une constante librement déplacable :

w(v=1L) = v=1w(L).
De plus I’opérateur de différentiation extérieure satisfait :
d(w’ +v=1w") = dw' + v=1dw”.

Tout ceci vaut aussi pour des formes différentielles de degrés supérieurs.
Rappelons que pour 0 < k < d entier, une k-forme différentielle de classe 6*>! sur
U C R? ouvert s’écrit :

W Z Wiy, (T) diy Ao Ndy,

1<ii < <ip<d

et souvenons-nous qu’elle a pour différentielle extérieure :

aw“’ "
dw = Z Z 820] x)dx; Ndxy, N Ndz, .

1<ii < <ip<d j=1



6. Champs de vecteurs et formes différentielles sur C™ 189

La commutativité de Schwarz donne (calcul de révision) :

dod = 0.
Ensuite, soit un autre ouvert V C R? muni de coordonnées y = (41, . . ., %4), €t soit une
application de classe ¢ :
¢o: V. — U

y — x=0(y)
La tirée en arriére ¢*(w) d’une 1-forme différentielle w = w(x, dz) sur U est par définition
la 1-forme différentielle :
d

6@ = 3 walow) da) = 3 wilo) 3 5 ) dy,

i=1 i=1 j=1 ‘

J

et il y a une formule analogue pour les k-formes différentielles.
L’extension aux formes a valeurs complexes est simple :

qb*(w'—kﬁw") _ QZs*(W/)—F\/Tl(,b*(W”).

Par conséquent, la conjugaison complexe commute avec 1’opération de tirer en arriere :

gb*(w/_’_\/jlw//) — ¢*(w/)+\/jl¢*(w//)
— ¢*(w/) _ \/_—1¢*(w//)
— qb*(w/—ﬁw”).

Souvenons-nous que la barre de conjugaison ne touche ni ¢*(-) ni d(+).

6. Champs de vecteurs et formes différentielles sur C"

Maintenant, en dimension d = 2n soit un ouvert ) C C" =2 R?" a bord 9f) € €* au
moins deux fois continfiment différentiable. D apres ce qui précede, il existe une fonction
r: C" — R telle que 2 = {r < 0} avec 02 = {r = 0} et avec dr(p) # 0 quel que soit
r(p) = 0.

I1 s’agit maintenant d’analyser I’interaction de la géométrie complexe ambiante de C"
avec la géométrie réelle de de 1’hypersurface € :

M = 090Q.

Commencons par analyser la structure complexe du fibré tangent de C" lui-méme. Les
paragraphes qui vont suivre ont beau sembler élémentaires et simples, nous conseillons de
les étudier en profondeur.

Pour ¢ = 1,...,n, notons z; = x; + v=1y; les coordonnées complexes canoniques de
C", de telle sorte que x;, y; sont des coordonnées réelles sur R?" =~ C™. Aussi, notons
TC" = TR?" le fibré tangent réel a C".

Par définition, la structure complexe standard de 7'C" agit sur les champs de vecteurs
unitaires le long des axes comme le ferait une multiplication par /=T :

0 0 0 0
J(axz) © Oy o J(&%) T Oz

Apres extension de J par R-linéarité, nous obtenons un automorphisme de fibré
J: TC" — TC™ qui satisfait J> = — Id.
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Introduisons aussi le fibré vectoriel complexe C @i T'C". On vérifie (exercice) que c’est

une somme directe :
(C ®R T(CTL — Tl,()cn @ TO,l@n’

de deux fibrés complexes fondamentaux ayant pour fibres respectives, en un point quel-

conque p € C":
T,°C" = {X, - v=1J(X,): X, € T,C"},

THC" = {X, +v-1J(X,): X, €T,C"},

d’ot par conjugaison TH0C" = T%1C", et de plus {0} = T1O°C* N T™1C".
Pour 1 < 7 < n, introduisons les champs de vecteurs :

0 10 s 0 10 a0
dz;  20x; 2 0Oy 0z; 2 8@ 2 oy’
ainsi que les différentielles :
dz; = dz; + v=1dy;, dz; = dx; — v=1dy;.
Les sections locales de T1°C" et de T%'C" s’écrivent :
- 0
et ; bi(z,y) (9_2’

avec des fonctions-coefficients ¢; et b; de classe € dans leurs domaines de définition. Les

sections locales de T*C" et de T*%'C" s’écrivent :

n n

Z wi(z,y) dz; et Z wi(x,y) dz;.

i=1 i=1
Puisque les transformations biholomorphes locales de C™ :

(21, .-y 20) — (P21, 20)s e (21, 20)) =t (21,0, 7))
stabilisent les dz, et les dz, :
n
Oh;
et dz, = :
Z 6zk ’ ; %k
les formes differentlelles avec p fois dz, et ¢ fois dz, :
n = Z Z wih”,,ip;jhm,jq (IE, y) dzh FANKIRRIVAN dZip A del A
1<i1 < <ip<n 11 < <gg<n
conservent une invariante, et sont appelées pour cette raison des (p, ¢)-formes.
Sur des fonctions x = x(x, y), définissons premiérement :
ax = "L Oy
dz et ox = — dzy,
Z 8zk F X ; 0z, b
et deuxiemement sur des (p, q)-formes générales :
8C")ll Zp]l “Jq —
on = Z Z Z dzi Ndzg N« Ndz, Ndzj, N
1< < <ipsn 1)1 < <gg<n k=1
_ Ow;
on = Z Z Z . Z”jl Ja dzZp Ndzyy N+ Ndzg, \Ndzj A

1< < <ip<n. 11 < <gg<n k=1

Ja

LA dZ,,

A dz;,.
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La commutativité de Schwarz donne :

0 =000 =000,
et puisque :
d=0+0,

il vient :

Hod = —000.

7. Espaces tangents complexes a une hypersurface réelle lisse //>"~! c C"

Soit a nouveau M = 92 = {r = 0} une hypersurface de C" qui est le bord lisse de
classe " d’un domaine 2 = {r < 0}. En un point p € M, ’espace tangent réel a M
s’écrit :

LM = {(v/,v") €R" x R": 0 =220 3 (p) + 207 55 (p )}

Comme la différentielle dr(p) # 0 ne s’annule pas, il existe au moins un indice i tel que

%(p) # 0 ou g—;(p) # 0, donc cette équation est celle d’un hyperplan réel non-dégénéré

(Y] R2n71 C RQn-
Avec I’observation simple :
10 15 0 o
2Re | (o) +v10)) (3220) = 52 22 0)) | = ol Z(0) + o) 2(),
nous pouvons aussi récrire 1’équation de cet espace tangent comme :

0= 2Rez 52 (p) vi,

ce qui motive de supprimer cette partie réelle.

Définition 7.1. L’ espace tangent complexe en un point p € M de I’hypersurface M est :
TM = {veC 0=3 Z(p)u}.
Comme il existe un indice ¢ tel que —;( ) # 0, il est clair que T;CM >~ Crloest

un hyperplan complexe non-dégénéré de C". Quand nous écrirons v € T M, nous sous-
entendrons le point de base de v.

Nous affirmons que cet espace tangent complexe est un vrai concept mathématique, a
savoir qu’il ne dépend pas du choix de la fonction définissante r et qu’il est invariant par
biholomorphismes.

Lemme 7.2. Si s = Ar avec A\ > 0 sur M = 0S) est une autre fonction définissante de
Q= {r <0} ={s <0}, alors en tout point p € M :

{vecC: O:zi:g_;i@)vi} = {veC™ O:Zizg—;(p)vi}.

Démonstration. Puisque 7(p) = 0, quand on différentie s = A r par rapport a z;, le premier
terme disparait :

) = 2 rp). +Ap) D),

et comme A(p) > 0 est non nul, I’ensemble des zéros est le méme. U
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Lemme 7.3. Si h: w — h(w) =: z est un biholomorphisme local C* — C" :

b W(N)=M

R
qui transforme I’hypersurface réelle M = {r = 0} en I’hypersurface :

M = {s ::roh:()},

alors sa matrice jacobienne holomorphe dh fait se correspondre les espaces tangents com-
plexes :

N

dh(T®h™'M) = T°M.
Démonstration. A nouveau, la vérification est simple. Grace a la regle de la chaine, une
différentiation de s(w) = r(h(w)) par rapport & w; donne :

9s _ N or Ohy or Ohy;
ow; - 82]' ow; - 82]' ow; *
J J —0

Pour u € T®N quelconque, nous pouvons donc insérer, réorganiser :

= 3 O 4 = S Or Ohi ) = ST 2r
0= ~ Jw; U = Z 0z; ( ~ Jw; ul) T Oz Ujis
? J ? J
et reconnaitre le vecteur v := dh(u) transformé de u par la jacobienne holomorphe de
h. O

8. Forme de Levi de bords lisses M/ = 9¢) de domaines (2 C C"

Maintenant que la structure différentielle du bord a 1’ordre 1 est comprise grace la
conceptualisation des espaces tangents complexes 7C05), il s’agit d’étudier la structure
différentielle a I’ordre 2 des bords lisses de domaines dans C".

Soit donc un ouvert 2 = {r < 0} représenté par une inéquation définissante locale ou
globale. Sur le bord M = {r = 0}, la différentielle de  s’annule :

0= dr‘M = (87‘+57")|M,

simplement parce que 7 y vaut constamment zéro ! Une correction par le facteur multipli-
catif —/=T fait alors voir que la forme différentielle intrinseque :

—ﬁ@r}M = ﬁgr‘M
est réelle.
Cette forme différentielle est définie a multiplication par une fonction réelle > 0 pres,

puisqu’en remplacant r par une autre fonction définissante s = Ar avec A > (0 comme
précédemment, il vient :

—v=10s|,, = A(—v=10r|,,)-
Pour atteindre I’ordre 2, prenons-en la différentielle extérieure :
d(— v=10r) = (0+0) (— v=10r) = v=100r.
Définition 8.1. Sur un vecteur tangent complexe v € TCO, la forme (hermitienne) de

Levi a pour valeur : _ _
v=100r(— v=1v AD) = 90r(vAD).
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Un simple calcul :

9or = 9 <Z a_zk dzk> Z Z 8zj82k dzj \ dZy,

j=1 k=
agrémenté d’une connaissance de géométrie différentielle :

dz; A dzy, (v AT) = dz(v) dzy(T) — dz(v)_dz;(T)
= Uy Eka

conduit a la formule fondamentale :

887“ 7}/\1} Zzn: 5. az Vj Vg
J

j=1 k=

Lemme 8.2. Le changement de fonction définissante s = \r donne, en un point p € M =
0S) et pour tout vecteur tangent complexe v € T;CM :

n n n 82
Z > az aZk p)viTh = Ap) DY azja;k (p) v; T

j=1 k=1 j=1 k=1

Preuve. Comme v € T];CM , 1l vient apres conjugaison :

n@r( "L or

Différentions une premiere fois s = A7 :

0s oA i or

e R

0z, 0z ° 0z’
puis une deuxieme fois :

0%s 0?\ O\ Or O\ Or O%r
— = — It 5t T A —.
02,07 02,07y, 0z 0zj  0z; 07 02,07
Comme r = 0 au point p € M, observons que le premier terme disparait, sommons, et
constatons 1’annulation conclusive :

22t - (R () (S a) () +

=
—’—/\ZEEWU]U]“ |:|

Cette forme de Levi est clairement une forme hermitienne sur 7’ ;CM >~ C" 1 et le fait
que I’ambiguité » — A7 respecte, via A > 0, le fait que €2 est d’un cdté bien défini de
I’hypersurface M = 02 garantit que 1’on peut parler de son nombre de valeurs propres
> (), et de son nombre de valeurs propres > (. Redéfinissons-la concretement.

Définition 8.3. La forme de Levi d’un domaine 2 = {r < 0} a bord de classe au moins

€2 est :
n
vi € M, veTEM).
Zzazﬁzk j Uk » veT, M)

j=1 k=1
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Il est aussi possible de la polariser, en prenant deux vecteurs tangents complexes quel-
conques v, w € T;)CM :

887"(11/\10) = Z Z rvjwk

2:0Z
j=1 k=1 3%k
o2%r . &2%r
0z10z1 0Z10zn, Ul
= (W, - W,) : : :
92%r L. &%y v
0zZn021 0Zn0zn n

Comme T;CM &~ C"L, ceci doit plutdt étre entendu comme une forme hermitienne a

(n— 1) variables, ce qui devient plus transparent en revenant a 1’équation normalisée locale
du bord.

Observation 8.4. Si un ouvert QQ C C" a bord 9) € € a pour inéquation normalisée :

0> 7= —yot+elal’+ - +enalznil?+ 0wy (3) + 2, O ya (1),
alors a Uorigine TL0) = C"! x {0} et sur des vecteurs v = (vy, ..., v,_1,0), la forme
de Levi a pour matrice hermitienne réduite :
e, - 0
0 - &1
Preuve. Puisque v,, = 0, il suffit de connaitre au point-origine p = 0 les dérivées croisées
82%(0) pour 1 < j, k < n — 1, et leurs valeurs sont immédiatement visibles. 4

La forme de Levi jouit d’une invariance remarquable vis-a-vis des transformations bi-
holomorphes de C".

Lemme 8.5. Sous les mémes hypotheses que le Lemme 7.3, la forme de Levi de [’ouvert
h=1(Q2) = {s = roh < 0} en un vecteur tangent complexe quelconque v € T h~M coin-
cide avec la forme de Levi de I’ouvert ) = {r < 0} en le vecteur v := dh(u) transformé
par la matrice jacobienne holomorphe :

& O
S Py = 330 2 () o
sl (9w 8wk = 02;0Zy,
Démonstration. En effet, différentions s(w) = r(h(w)) une fois puis une deuxie¢me fois :

s or Oh; 82%s _ Z Z 3%r _ Ohy Ohy
owy 7 0z; owy’ Ow; 0wy, - 0200%Z; Ow; 0wy’

afin de sommer :

2 Oh h;
X% e = L% g D
— 9? =
- Z’L Zg 6Zgarzi Uevi,

pour reconnaitre le vecteur transformé v = dh(u) ainsi que son conjugué. U

Ainsi, I’hypothese d’existence d’une valeur propre strictement négative ;, = —1 dans
le Théoreme 4.1 était invariante et concernait la forme de Levi au point de référence.
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Définition 8.6. Un domaine Q = {r < 0} C C" abord 90 € £ lisse au moins deux fois
continiment différentiable est dit pseudoconvexe au sens de Levi lorsque sa forme de Levi
est > 0 en tout point p € 02 :
n n n 2
0= : %Uj — Z Z %(p) /Ujgk >0 (Vpe o).
j=1 =1 k=1
Par un argument simple, Levi a donc établi en 1909 que la non-pseudoconvexité ouvrait
la porte de Pandore a un phénomene d’extension de Hartogs. Au contraire, lorsque OS2
est pseudoconvexe, I’argument de contrdle par termes quadratiques dans 1’inégalité (4.2)
échoue. D’ailleurs, on démontre qu’il est impossible de placer des disques holomorphes
locaux analogues a ceux de Levi — voire plus généraux, non plats, courbés — de maniere
a prolonger toutes les fonctions holomorphes au-dela de 02 au moyen de la formule de
Cauchy.

Probléeme de Levi 8.7. Etant donné un domaine 2 C C™ a bord 9 € € pseudoconvexe,
existe-t-il une fonction holomorphe f' € €()) qui ne se prolonge holomorphiquement
au-dela de OS2 en aucun point p € 02?

Autrement dit :

Probléme 8.8. Tout domaine Levi-pseudoconvexe est-il un domaine d’holomorphie?

9. Plurisousharmonicité de la fonction > — — log dist (2, 092)

Dans le chapitre sur les fonctions sous-harmoniques, nous avons démontré qu’une fonc-
tion semi-continue supérieurement u: 2 — [—00, oo[ définie dans un ouvert 2 C C est
sous-harmonique si et seulement si :

V2o €Q Vr>0 avec Dy(20) C Q@ Vpe Clz]
(U(20+T) < Rep(z0+7) V7| = r) — (U(Zo+7') < Rep(z0+7) V7| < r).

Nous allons maintenant utiliser ce critere, lequel présente I’avantage de ne requérir que des
polyndmes, holomorphes dans C entier — donc dans ).

Par ailleurs, dans le chapitre sur les domaines d’holomorphie, nous avons démontré que
dans un ouvert {2 C C" qui est d’holomorphie, pour tout compact K C (2, si une fonction
f € 0(Q) satisfait :

|f(2)] < dist(2,00) (V2€K),
alors elle satisfait aussi en tout point de I’enveloppe holomorphe K o) de K :
| f(Q)] < dist(¢,CQ) (V¢ e R o)

Ici, la fonction distance dist = distp~ est calculée par rapport a la norme standard :

|z| == 1r21a<>;|,zz|

Une grande contribution d’Oka fut de découvrir la sous-harmonicité de la restriction a
toutes les droites affines complexes de la fonction :

Q — R
z — — logdist (2,89) = — logdist (z,[]Q),

qui est continue (exercice).
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Plus précisément, pour tout z, € €2 et tout vecteur complexe tangent non nul vy €
T Z(%Q =~ C", soit la droite affine :

20+ Cuy = {Zo+TU0: TE (C} ~ C.
Elle intersecte I’ouvert ) C C™ en un certain sous-ouvert non vide de C :
QZO,UO =N (ZO + CUQ).

Méme lorsque € est connexe, ces 2, ,,, ne sont pas forcément connexes. Comme on peut
changer librement de centre sur une droite affine :

V/Zl S QZO,UO thvo = QZO,UO'

zo0 + Cuvo

V0

Théoreme 9.1. [Oka 1942] Si un ouvert Q2 C C" est un domaine d’holomorphie, alors en
tout point zy € €) et pour tout vecteur non nul vy € TZ(% Q, la fonction :

QZO,'UO R
z — —logdist (z, CQ)
est continue et sous-harmonique dans €1, ,,,.

Démonstration. La continuité étant laissée en exercice, on peut, quitte a recentrer en un
point quelconque z; € €2, ,,, supposer que z; = 2y, et chercher a vérifier le critére rappelé
ci-dessus.

Soit donc r > 0 tel que le disque fermé de rayon r dans la droite complexe zy + C v est
contenu dans €2, ,, :

A= {z+7Tv: |T|<r} C Dy C L

Comme la restriction a ce disque A de toute fonction holomorphe f € () est une
fonction holomorphe de la variable complexe 7 € C continue sur A qui satisfait le principe
du maximum au bord :

m%’f(zo +Tv)| = m('i)ﬁ‘f(zo + 7 )|,

il est clair que : .
8Aﬁ(ﬂ) O A.
En direction du critére, soit un polynéme p € C[7] satisfaisant sur le bord de A :
— logdist (29 + 7 vg, Q) < Rep() v |r|=r).
Puisqu’on peut trouver (exercice) un polyndme P € C[z, ..., z,] a n variables tel que :

P(zo + Tvo) = p(7) (dans C[r]),
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en exponentiant, il vient :
|e‘P(z)| < dist (2,09) (Vz€A),

donc la fonction holomorphe e =7} € ¢'(€2) dans le domaine d’holomorphie €2 satisfait la
méme inégalité dans 1’enveloppe :

e PO < dist (¢,CQ) (VCeR),

ce qui équivaut a :
— logdist (20 + 7 v, Q) < Rep(7) I <),
et acheve I’argumentation. U

Rappelons qu’étant donné une famille quelconque (u,)q.c4 de fonctions continues ou

méme semi-continues supérieurement u, : {2 — [—o0, ool la fonction-infimum :
u = infu,: Q — [—00,00]
acA

est toujours semi-continue supérieurement. Ceci est vrai en particulier pour des suites
(u,)22 , et comme on doit souvent, en Analyse, prendre des limites — inférieures ou su-
périeures — de suites, la découverte d’Oka motive une définition qui introduit un concept
central en Analyse Complexe a plusieurs variables.

Définition 9.2. [Oka 1942] Une fonction définie dans un ouvert {2 C C" :
u: Q — [—o0,00],
la valeur —oo étant autorisée, est dite plurisousharmonique lorsque :
(1) w est semi-continue supérieurement ;
(1) pour tout point 2, € € et pour tout vecteur tangent non nul vy € T, la restriction de

20
u au sous-ouvert €2, ,, := QN (2o + Cwy) de C est sous-harmonique.

En particulier, la fonction © = —o0o est plurisousharmonique.

Bien que dans ce chapitre et ceux qui suivront, nous n’aurons en fait affaire qu’a des
fonctions plurisousharmoniques continues a valeurs dans | — 0o, ool, la théorie générale
demande seulement la semi-continuité supérieure pour plus de flexibilité.

Terminologie 9.3. Un ouvert 2 C C" est appelé pseudoconvexe lorsque la fonction conti-
nue :
Q> 2z — —logdist (Z,EQ)
est plurisousharmonique
De plus, I'intérét de cette définition est qu’aucune régularité n’est supposée sur le bord

de €, contrairement a la définition de Levi.
L’ observation fondamentale d’Oka se résume alors :

ouvert d’holomorphie =~ == ouvert pseudoconvexe.

Historiquement, c’est I’implication inverse qui a constitué le difficile

Probléme de Levi 9.4. Etablir I’implication inverse :

. ?
ouvert d’holomorphie =~ <= ouvert pseudoconvexe.

Pour en donner une solution, il est nécessaire de développer de nombreux concepts et
théoremes. Avant de commencer, achevons d’éclaircir le lien entre la pseudoconvexité au
sens de Levi, et celle au sens d’Oka, plus générale.
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10. Pseudoconvexité de domaines a bords lisses au sens de Levi et au sens d’Oka

Maintenant, tous les ouverts {2 C C" n’ont pas un bord lisse. Peut-on alors conceptua-
liser une notion de pseudoconvexité qui généralise celle de Levi et qui se dispense de toute
hypothese de régularité ? Oui nous dit Oka, car sa découverte de la plurisousharmonicité de
la fonction z — — log dist (z, C Q) dans les domaines d’holomorphie offre le bon concept.

Théoreme 10.1. Pour un ouvert ) C C"?2 a bord 05) € €2, les deux conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) Q = {r < 0} est pseudoconvexe au sens de Levi, a savoir la forme de Levi de son bord
0f) est positive :

n n 2
o°r _
0 < Z Z 9205, (2) v;0y, (V2 €00, ¥rsy 014t v =0).
j=1 k=1 J k

(ii) 2 est pseudoconvexe au sens d’Oka pres de son bord, a savoir il existe un voisinage
ouvert V de 0S) dans C" tel que la fonction continue :

QNY 3 z — —logdist (z,EQ)
est plurisousharmonique.

Démonstration. Commencons par (ii) = (i). En calculant les distances au moyen de la
métrique euclidienne, abrégeons :

d(z) := dist (2,CQ).

Comme la condition (i) de Levi que nous devons atteindre ne dépend pas de la fonction

définissante, nous pouvons choisir la distance signée :
— dist (2,CQ) pour z € QU IQ,
+ dist (z, Q) pour z € CQ.

r(z) ==

L’Exercice 3 propose de se convaincre de la véracité du

Lemme 10.2. Dans un voisinage ouvert assez petit V' O 052, la fonction distance signée
r: C" — R est de classe €>. OJ

Supposons donc que la fonction — logd de classe ¢ est plurisousharmonique dans
Q2N ¥ . En calculant a I’avance :
0 d; o 0 d.z d.d:
— (= logd) = — =2k i — = (= logd) = — Yz
gz, (o) d puss 92, 2, L 108 d) d | dd

sa plurisousharmonicité s’exprime en tout point z € {2 N ¥ et pour tout vecteur tangent
v € TEQ) =2 C" par la positivité :

0 < clz >N (—d)ZjZkuj@H% (Z d., vj) (Z dz,jk> :
j=1 k=1

j=1 k=1

-  ©° 9}
Alors si nous choisissons des vecteurs v qui annulent 0 = ). d, v;, le deuxiéme terme
s’évanouit, et comme d > 0, sachant que —d = r dans 2 U 02, nous obtenons :
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Un passage a la limite en faisant tendre 2 — 02 montre que la condition (i) de pseudo-
convexité au sens de Levi est satisfaite.

Traitons maintenant (i) = (ii). Comme la condition de Levi ne dépend pas du choix
d’équation définissante, nous pouvons supposer que 2 = {r < 0} avec r = la distance
signé, de classe ¢’ dans un voisinage ouvert ¥ D ().

Supposons par I’absurde que —log d n’est pas plurisousharmonique dans 7/, ¢’est-a-dire
que —log d restreinte a une droite affine complexe centrée en un certain point z € Q N ¥
n’est pas sous-harmonique. Comme d € %2, cela veut dire qu’un laplacien est < 0, donc
il existe z € QN 7 etil existe v € C" tels que la constante réelle suivante est strictement
négative :

0*r
—c = 07‘8?( — logd) (z + Tv) » < 0.
Un développement de Taylor a ’ordre 2 par rapport a 7 donne, au moyen de certaines
constantes o, § € C :

logd (= + 7v) = logd(z) + Re (at + 57%) + ¢ 77 + 0,(2)
— d(z+7v) =d(2) ‘eo‘7+ﬁ72| ecTTHor(2)
Maintenant, choisissons un vecteur v € C™ qui réalise la distance au bord :
lw| = d(z) = dist (2,0Q) = dist (z,09Q),

d’ou z + w € 012, et introduisons le disque holomorphe en 7 € C :

2(r) == z+ 710+ w e

dont le centre z(0) = z + w est au bord. Alors I’inégalité triangulaire nous permet de
minorer pour 7 ~ 0 petit :

d(2(r)) = d(z+ 1v) — |w| >
_ ’U)’ }ea7+,87'2| <6c7?+07—(2) . 1)
> ’w’ ‘eaT+6T2} (e%CTF _ 1)
> C17T. (C>0)
Par conséquent :
0
—d =0
or (2(7) o ’
92
d > 0.
el
Avec r = —d dans (2, un calcul simple tenant compte du fait que 7 — z(7) est holo-

morphe réexprime (exercice) tout ceci au point ¢ := z + w € 952 sous une forme :

qui contredit (i) de maniere flagrante. U
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11. Propriétés des fonctions plurisousharmoniques

Comment comprendre intuitivement les fonctions plurisousharmoniques ? Rappelons
que les fonctions lisses sous-harmoniques sont caractérisées par la positivité de leur la-
placien. Si donc z € 2 C C" est un point, si v = (vy,...,v,) € C"\{0} est un vecteur
non nul, si u € €>°(2) N PSH((2), la sous-harmonicité de la fonction :

¢ — u(z+Cv),

définie pour ¢ dans un voisinage de 0 € C entraine la positivité :

u(z—i—{v)

L’énoncé suivant montre qu’une telle positivité dans toutes les directions caractérise la
plurisousharmonicité des fonctions lisses u € €>°(12).

Théoréme 11.1. Une fonction u € €*(N2) est plurisousharmonique si et seulement si :

= TS
)3 02,07, (2) vk > 0

j=1 k=1

(Vz€Q, VoeTLQ).

Démonstration. Effectivement, il suffit que u € €(f2) pour que le calcul précédent ait un
sens.

La réciproque découle de la caractérisation connue des fonctions sous-harmoniques ¢’
définies dans des ouverts de C. U
Exemple 11.2. Pour f € 0(Q2), y compris f = 0, et pour ¢ > 0 réel, on a (exercice) :

[f1° € PsH(Q),

puisque — solution de I’exercice — cela découle du cas connu en une variable.

log|f] € PSH(Q) et

En tout point z € §2, on considére donc la matrice hermitienne :

0%u(z) 9%u(z)
821821 aznagl
0%u(z) 0%u(z)
0210%Zn 02n0%n
Pour la fonction norme euclidienne au carré :
2 ._ 2 2
e e Y R 1
— a ne pas confondre avec la norme de polydisque |z| = max (|z], ..., |z,|) ! — ainsi
que pour les deux autres fonctions :
2 2 2 2
CUl_’_—i_‘rn y1++yn7

on vérifie aisément (exercice) que cette matrice est définie positive.

Définition 11.3. Une fonction u: 2 — R est dite strictement plurisousharmonique

lorsque :
1) uveF*Q);
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(2) en tout point z € ) et pour tout vecteur tangent non nul v € T-Q\{0} :

Ce dernier concept strict :
u € SPSH((2),

sera central dans les prochains chapitres. Mais pour développer la théorie, revenons main-
tenant a la Définition 9.2 générale qui ne suppose que la semi-continuité supérieure. Tout
d’abord :

Théoréme 11.4. Si (u, )52, est une suite décroissante u, 1 < u, de fonctions u,, € PSH(2)
définies dans un ouvert ) C C", alors :
lim u, € PSH(Q).

V—r00

Démonstration. Découle de I’énoncé connu a une variable, en examinant ce qui se produit
sur les intersections de €2 avec des droites affines complexes. Le point-clé, c’est que 1’in-
égalité de sous-moyenne qui caractérise les fonctions sous-harmoniques passe a la limite,
et que la continuité (ou la semi-continuité) des u, ‘dégénere’ en semi-continuité supérieure
a la limite. U

En fait, la sous-harmonicité de u € PSH({2) revient a des inégalités de sous-moyenne sur
les droites affine complexes, comme suit. En tout point 2, € €2, pour tout vecteur vy € 7172
avec [vo| < dist (29, 0Q2)

1 27 )
u(zp) < —/ u(zo + vy e’e) do.
2 Jo
Théoréme 11.5. Etant donné un nombre fini M > 1 de fonctions uy, . . ., uy € PSH(S), et
desréelscy,...,cy =20,0na:
max (u1,...,uy) € PSH() et ciuy + - -+ + eyy € PSH(Q).

Démonstration. Découle de 1’énoncé connu en une variable. L’ intérét de cet énoncé, c’est
qu’il manifeste une flexibilité de PSH({2) qui s’avérera trés souvent utile, notamment la
prise de max (ul, e ,uM). Il

Théoreme 11.6. Si, en un point intérieur z € §), une fonction v € PSH(S2) atteint :

supu = u(zp),
Q

alors u = u(zg) est constante dans la composante connexe wy de ) contenant z.

Démonstration. Découle de I’énoncé connu en une variable, en remplagant €2 par wy, et en
faisant varier le vecteur vy € T Q\{0}. O

Théoreme 11.7. Soit u € PSH(SY). Si, en un point zy € ) :

— 00 < u(zp),

1

be(wo) est localement intégrable dans la composante connexe wy > zj de €.

alorsu € L

Démonstration. Découle de I’énoncé connu en une variable, au prix d’une adaptation qui
ne sera pas détaillé ici. U
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Théoreme 11.8. Soit u € PSH(S2). Si ¢ : [inf u, supu| — R est convexe croissante, alors :
Y ou € PSH(?),
en définissant 1(—o0) := lim tw(t) lorsque —oo = inf w.
— 004

Démonstration. Découle de 1’énoncé connu en une variable. O

Théoréme 11.9. Soit u € SPSH(Q) = €*(Q2) N PSH(QQ) une fonction strictement pluri-
sousharmonique. Si 1) est une fonction €* réelle définie dans un intervalle ouvert de R
contenant I'image u()) C R qui satisfait :

W(t) >0 et W(t) =0,
alors ¢ o u € SPSH(LQ) est strictement plurisousharmonique.

Démonstration. En un point quelconque z € €2, pour un vecteur tangent non nul arbitraire
v € TEO\{0}, il suffit de calculer et de réorganiser :

n n 82( o u) 3 ' n 9 n 3
ZZ&WJMW ;%[ Zm ]

~ Ou ~ Ou k% 82
= 9" (u(z)) - (2) v = (2) Tk + 2) v Uk
= aZ]' ; 82k j:l 1 8zk
. n au 2 n n
= w (U(Z)) Z g(z)’l] Z az 62’ 'U] Vk
i=1 v % j=1 k=1
>0
pour voir la positivité stricte. U
Théoreme 11.10. Soient uy, ..., uy € PSH(Q2). Si ¢: RM — R est une fonction convexe
croissante par rapport a chacune de ses variables, alors gp(ul, . ,uM) est plurisoushar-

monique dans ).
En particulier :
Uy + -+ Uy, max (u, . .., Uy), log (e + - + ™)
sont plurisousharmoniques.
Démonstration. Analogue au cas de une variable. U

Soit maintenant une fonction-régularisante x = x(|z1],...,|z,|) définie sur C" a va-
leurs dans [0, 1] lisse a support compact contenu dans la boule unité euclidienne {|z|| < 1}
qui ne dépend que des modules des variables complexes et dont I'intégrale an xXdx =1
est normalisée. Pour € > 0, posons :

we(z) =z x()-

Théoreme 11.11. Si u € PSH(S?) est plurisousharmonique dans un domaine ) C C" avec
u % —oo, alors pour € > 0, les convolées :

wlz) = wranls) = [ u(z =20 (O M)
> u(z)
sont € plurisousharmoniques dans le sous-ouvert :
.= {z€Q: dist(z,0Q) > e},
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et tendent en décroissant vers u en tout point z € €} :
ue(z) N\ u(z) (€\0, z€9).
Démonstration. Analogue au cas de une variable. U

Théoreme 11.12. Si h: Q — ' = h(Q) est un biholomorphisme entre deux ouverts
QcCCret ) C C" alors :

u' € PSH(QY) = woh € PSH(Q).
Démonstration. Analogue au cas de une variable. U

Théoréme 11.13. Si {u, },ca est une famille localement uniformément bornée quelconque
de fonctions u, € PSH(RQ), et si la fonction :

u(z) = supug(z) (z€9)
acA

est semi-continue supérieurement, alors u € PSH().
Démonstration. Analogue au cas de une variable. U

Le fait est que sup,. 4 u,(2) n’est pas forcément semi-continue supérieurement. En la
corrigeant, tout se passe bien.

Théoréme 11.14. Si {u, },ca est une famille localement uniformément bornée quelconque
de fonctions u, € PSH(S2), alors la régularisée supérieure :

u*(z) := limsup (sup ua(w)) > u(z) (z€9),
w—z acA

est la plus petite fonction semi-continue supérieurement qui est > u, est presque partout

égale a sup,c 4 u, et est plurisousharmonique :

u* € PSH((2).

Démonstration. Analogue au cas de une variable. U

12. Ouverts pseudoconvexes et enveloppes plurisousharmoniques

Définition 12.1. L’enveloppe plurisousharmonique d’un compact X C (2 dans un ouvert
de 2 C C'est:

~

Kpsu) = {z € Q: u(z) < supu pour toutes u € PSH(Q) }.
K

En prenant u := log | f(2)] avec f € '(2), on constate (exercice) que :

~

Kesni) C Koq)-

Toutefois, puisqu’il n’est pas clair a priori que cette enveloppe K psu(q) SOit relativement
fermée dans 2, nous le démontrerons plus tard.

Dans les ouverts pseudoconvexes, I’analogue du Théoreme de Cartan-Thullen pour les
domaines d’holomorphie s’exprime en termes de ce nouveau concept d’enveloppe.
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Théoréme 12.2. [Caractérisations de la pseudoconvexité] Pour un ouvert ) C C*?1, [es
trois conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La fonction continue z — — log dist(z, 8(2) est plurisousharmonique dans ).

(ii) 11 existe une fonction continue plurisousharmonique u € PSH()) N €°(Q2) a valeurs
dans R telle que, pour tout ¢ € R, I’ensemble de sous-niveau :

{z€Q: u(z)<c}
est compact dans ).

(iii) Tout compact K C () a une enveloppe plurisousharmonique K psu() C §2dont I’adhé-
rence dans C™ :

K, PSH(2) C Q
est aussi compacte, contenue dans ).

Démonstration. (i) = (ii). Comme z — \z|2 est plurisousharmonique et a ensembles de
sous-niveaux bornés — de simples polydisques ! —, la fonction continue :

u(z) := |z — log dist (z,09),
qui est plurisousharmonique et qui tend vers 1’infini au voisinage de 02, convient.

(if) = (iii). Soit un compact quelconque K C 2. Pour ¢ > 1 assez grand, on a K C
L.:={u<c},dou:

~

KPSH(Q) C LCPSH(Q) = L,
cette derniere égalité, élémentaire, se vérifiant en revenant a la définition :

Z\CPSH(Q) = {z € Q: u(z) < supu pour toutes u € PSH(Q)},
L

c

puis en prenant u = v, d’0U Lepsy(q) C Le, I'inclusion inverse étant triviale.

(iii) = (i). Soit un point quelconque 2, € {2, soit un vecteur non nul quelconque v, €
TféQ et soit r > 0 tel que le disque fermé :

A ={z+71v: |7|<r} C Q
est contenu dans 1’ouvert. Pour tout polynéme p(7) € C[r] majorant sur le bord de A :
— logdist (29 + 7 vg, Q) < Rep() (v |7|=r),

1’objectif est d’obtenir la méme inégalité en tout point de A, ¢’est-a-dire pour tout |7| < 7,
ce qui établira la plurisousharmonicité.
Récrivons cette hypothese comme :

(12.3) dist (20 + 7 vo, 9Q) > |e 77| pour tout |7| = 7.

(C’VL
Ay
QZD »V0
zo + Cuvg
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Prenons un autre vecteur non nul wy € C™ de norme 0 < |w0| <let,pour0 < A< 1,
introduisons les disques holomorphes paramétrés :

Ay: D, — C"
T — 2o+ Tvo+ Awge P,
Lorsque A = 0, nous retrouvons le disque « plat» :
Ayg: T — 20+ T

Notons alors leurs images dans C" :

A, = AA(]D)T) (0<A<1),
avec bien sir :
Ag = A C Q.
Jusqu’a quel moment ces A, restent-ils contenus dans 2 ? Introduisons donc :
A= {XNe0,1]: Ay C Qpourtous 0 < N < A}
Clairement, A > 0 est ouvert non vide. Posons :

Ay = sup .
AEA

Assertion 12.4. A est fermé.

Preuve. Par I’absurde, supposons que A = [0, \,[. Introduisons I’ensemble :

K = [ A\(oD,),

0<A<1

réunion des bords de ces disques, qui est compact dans C”. Explicitement :

K = {ZO+TU0+>\w06_p(T)Z Tl =7 0< A< 1}
C Q

et comme |wy| < 1, une simple inégalité triangulaire montre grice a I’hypothese (12.3) que
ce compact est entierement contenu dans I’ouvert.

Prenons maintenant une fonction quelconque u € PSH({). Puisque pour tout A < A,
arbitrairement proche de \,, le disque A (ET) = A, C Q est contenu dans I’ouvert, nous
pouvons composer :

T — wo A\(T),

ce qui, d’apres I’Exercice 1, fournit une fonction sous-harmonique dans un certain voisi-
nage ouvert de D),..
Mais alors le principe du maximum donne, en un point quelconque 79 € D, :
u(A,\(TO)) < sup u(A,\(T))
T|=r

< supu,
K

ce qui montre que :
A>\<7_0) € KPSH(Q) C Q,
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et ce, uniformément quelle que soit la proximité a A\, de A < \,, puisque par I’hypothese
(iii), I’ensemble Kpgy0) C €2 est un compact fixe contenu dans I’ouvert. Ainsi a la limite
par continuité :

A)\* (Er) - [?PSH(Q) C Qa

ce qui montre que A, € A — contradiction ! OJ

Le sous-ensemble A C [0, 1] non vide, ouvert et fermé, ne peut qu’étre A = [0, 1], i.e.
A = 1, donc :

A(Dy) C Q,
c’est-a-dire :
2o+ Tvo+woe P e Q (|| <r),
d’ou par inégalité triangulaire :
dist (20 + T v, LQ) > |wol [e 77| V|7 <r).

Or comme wy € C" avec |wy| < 1 pouvait &tre choisi de norme arbitrairement proche de
1, nous déduisons :

dist (zg—i-Tvo, EQ) > ‘e’p(7)| (|r|<r),

et enfin, en prenant le logarithme :
— log dist (Zo + T vy, 8(2) < Rep(7) (¥ |r|<r),
nous atteignons notre objectif. U

Théoreme 12.5. Si (Qa)aE , est une famille quelconque d’ouverts pseudoconvexes §1, C
C™, alors :

Int ( N Q) — 0
a€A

est encore un ouvert pseudoconvexe.

Démonstration. Pour tout @ € A, la fonction continue :

z — — logdist (z,@Qa)

et plurisousharmonique dans {2,. Mais puisqu’un supremum quelconque de fonctions plu-
risousharmoniques est encore plurisousharmonique lorsqu’il est continu 1’égalité :

— log dist (z,00Q) = sup — logdist (z,09,),
acA

dans laquelle le membre de gauche est continu dans (2, conclut. U

Faisons maintenant voir que la pseudoconvexité est une propriété locale.

Théoreéme 12.6. Pour un ouvert ) C C*>1 :
(V( € 02  Jw > ( ouvert tel que

= () est pseudoconvexe.
Q Nw est pseudoconvexe ) p

Autrement dit, la pseudoconvexité est une propriété locale du bord.
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Démonstration. En un point quelconque ( € Jf2, prenons un voisinage ouvert w > ( tel
que )2 N w est pseudoconvexe. Dans un sous-voisinage ouvert ( € w C w assez petit, on a
(exercice) :

dist (2,£Q) = dist (2,C(QNw)) (V2 € w).

Ainsi, la fonction z — — logdist (z, C Q) est plurisousharmonique dans un certain voi-
sinage ouvert w, > (¢ de tout point ( € OJf2. En prenant le complémentaire, dans (2,
de la réunion de ces w,, nous déduisons qu’il existe un fermé F' C () tel que z —
— log dist (z,C€2) est plurisousharmonique dans Q\ F.

Ensuite, prenons une fonction ¢ = ¢(|z|?) positive convexe strictement croissante de
| 2|2, donc plurisousharmonique, avec ¢(]z|>) — oo quand |z|> — oo et suffisamment
grande pour que :

e(|z]*) > —logdist (2,C() (Vz€F).
Alors la fonction continue :

u(z) := max (¢(|z]*), — logdist (2,CQ)),

toujours plurisousharmonique d’apres un théoreme élémentaire déja vu, satisfait (exercice)

la condition (ii) du Théoreme 12.2, donc €2 est pseudoconvexe d’apres (ii) <= (i).
D’ailleurs a posteriori, grice a ce théoréme, la fonction z — — logdist (z,C () elle-
méme — sans avoir a la corriger en u(z)! — est continue plurisousharmonique dans (2.
O

Maintenant, pour la théorie des estimées L? de Hormander, nous aurons besoin de munir
les ouverts pseudoconvexes de fonctions plurisousharmoniques lisses d’exhaustion. Voici
un énoncé tres général dont se déduira aisément le Théoreme 12.10 utile.

Théoreéme 12.7. Dans un ouvert pseudoconvexe ) C C", soit un compact K C € et soit
un voisinage ouvert :

w D KPSH(Q)
Alors il existe une fonction u € €°°(Q2, R) dotée des trois qualités suivantes.
(1) u < 0dans K tandis que u > 0 dans Q\w.

(2) Pour tout c € R, I’ensemble de sous-niveau {z €N u(z) < c} est compact, contenu
dans ().
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(3) u est partout strictement plurisousharmonique, c’est-a-dire :

n n 0% B
Z Z ijvk > 0 (Vz€Q, VoeTEQ\{0}).
j=1 k=1 Zj9%k

Démonstration. Commengons par construire une fonction continue v € PSH(Q2) N (1)
qui satisfait (1) et (2), avant de la régulariser pour atteindre (3).
Puisque ) est pseudoconvexe, il existe, d’apres le Théoréme 12.2, une fonction %
plurisousharmonique :
uy: 2 — R
avec {ug < ¢} C ) compact, pour tout ¢ € R. En soustrayant une constante assez grande
de ug, nous pouvons supposer que :

UO}K < =0 <0 (60 >0).

Maintenant, avec w D Kpgy(q) ouvert, le probleme €vident, ¢’est que uy peut prendre
des valeurs négatives hors de w, contrairement a ce que vise (1), et c’est pourquoi nous
introduisons le compact :

L= {ze€Q\w: u(z) <0},

que nous supposons non vide. De plus, introduisons un ensemble de sous-niveau de wuy
assez grand pour contenir le lieu de travail :

K' = {z€Q: u(z) < 2}.

Comme w est un voisinage ouvert de I?PSH(Q), il est clair que L C Q\w est a distance
> 0 de Kpsy(n). Alors par définition de I’enveloppe, nous avons :

Vze L dg,€pPsH(?) g.(z) >0 tandisque g,|, < 0.

[«

Régularisons chacune de ces g., pour obtenir des fonctions lisses plurisousharmoniques
h, € €*(,) N PSH(S).,) de la forme convolée h, = ¢, * w._ définies dans des sous-
ouverts ()., C € avec ¢, > 0 suffisamment petit pour que, quel que soit z € L :

e ().. D K';
° hz‘K<0;

e h.(w) > 0 en tout point w € w, d’un certain petit voisinage ouvert @, > 2.
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Grace au lemme de Borel-Lebesgue, il existe un nombre fini M > 1 de points
Z1,...,2u € Ltels que:

Alors la fonction continue plurisousharmonique :
U 1= max (hzl, Cey th),

définie dans un voisinage ouvert de K’ dans (2, satisfait toujours u; | .. < 0, tandis que par
construction u; > 0 dans un voisinage ouvert de L. Il reste a « recoller » cette fonction u;,
qui n’est pas définie partout dans €2, a la fonction .

A cet effet, avec la constante :

(0 <) C:=maxu < oo,
K/
introduisons la fonction définie pour z € {2 de maniere non unique par :

max (u1(z), Cug(z))  lorsque ug(z) < 2,

v(z) =

Cup(2) lorsque ug(z) > 1;
en fait, en des points z €  tels que 1 < wuy(z) < 2, ces deux définitions s’accordent,
puisque sur K’ = {up < 2},ona:
U1 < C
1 < uo(z)} —  max (u1(2), Cug(z)) = Cug(z).

De plus, cette méme vérification montre que v = ug dans {ug > 1}, et donc, méme si uy
n’est définie que dans un voisinage de K’, la fonction continue plurisousharmonique v est
définie partout dans €2, et elle exhauste €2, puisque u le fait. Enfin :

< 0.

V] = max (ul, Cuo)
Ensuite, il s’agit de régulariser cette fonction v € PSH(2) N €°() qui satisfait (1) et
(2). Toutefois, lorsqu’on régularise par convolution, on perd en général une petite partie
du domaine de définition de la fonction. Il faut donc inventer un nouveau procédé, qui va
découper €2 en couronnes.
Pour j € N, introduisons deux compacts :

L; = {z€Q: v(z) <j}, d; := dist (L;, CQ) > 0,
L= {z€Q: dist(z,L;) < 56}

Ensuite, pour 0 < ¢; < % 0, assez petit, introduisons les fonctions définies pour tout z € C"
par :

Z—C) dA(¢)

2 2
=) Ttk el 1P

0@ = [, vOx(
Ie=2l<e;

ou la fonction  est comme dans le Théoreme 11.11. D’apres ce théoreme, les fonctions v

sont € sur C" et strictement plurisousharmoniques dans C™ grace au terme ¢; |z|?; en

outre, puisque la partie intégrale est > v(z) lorsque z € L; et puisque le reste additionnel

gj (|z[*+|z1—1/?) est > 0 en tout point — y compris en I’origine z = 0 —, nous obtenons

la minoration :

v > v (dans Ly, Vj>0).
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En choisissant g > 0 et ; > 0 assez petits, on garantit :

UO‘K <0 et U1 < 0,

K
puis en choisissant tous les €; > 0 pour j > 1 assez petits, on garantit :

v; < v+1 (dans L%, Vj>1).

Affirmation 12.8. Pour tout j > 1, il existe un voisinage ouvert U; dans ) de la couronne
compacte C; = {j — 1 < v < j} dans lequel :

vi(2) = (j—1) >0 (VzeU;j).
Preuve. En effet, si j — 1 < v(z) < j, la minoration sur L; donne :
() = (G=1) > v(x) = (1) > j—1—j+1 =0,

Cette inégalité étant stricte sur un compact, I’existence d’un voisinage ouvert U; découle
de la continuité de v;. U

Ensuite, prenons une fonction ¢» € (R, R, ) avec ¢ = 0 sur R_ qui, sur R*, est
strictement croissante ¢/’ > 0 et strictement convexe ¢” > 0. Alors pour tout j > 1 les
fonctions composées :

d(v; = (G- 1))
sont > ( et strictement plurisous-harmoniques dans U;.
Puisque la réunion de L avec toutes les couronnes remplit :

Q=1L }31 Cj,

et puisque vy > v dans Ly, en choisissant successivement les a; > 0 positifs assez grands
pour étre toujours > v sur toutes les couronnes, la fonction :

u(z) = vo(z) + Z aj P (vi(z) = j+1)

> v(z),

de classe € parce que la somme est localement finie (exercice), est strictement plurisou-
sharmonique partout dans 2, et comme elle est supérieure a la fonction d’exhaustion v, elle
satisfait aussi (exercice) la condition (2).

Enfin par construction :

> v > 0. O

= vp| +0 <0 et O

U‘K Ulo\w

Avant d’énoncer /e théoreme fondamental de la théorie, conceptualisons la propriété (2)
ci-dessus.

Définition 12.9. [Fonctions d’exhaustion] Dans un domaine 2 C C", une fonction
u: ) — [—o0, oof est dite d’exhaustion lorsque I’adhérence dans €2 de tous ses ensembles
de sous-niveau :

{z€Q: u(z) < c}Q = {u< c}m Mo (VcER),

sont des ensembles compacts, contenus dans €2. On dit que ces {u < ¢} sont relativement
compacts dans ).



13. Exercices 211

Autrement dit, toutes ces adhérences relatives {u < c}Q sont fermées bornées dans C"
et a distance > 0 de 0f2, d’apres une caractérisation de la compacité déja exprimée dans le
chapitre consacré aux domaines d’holomorphie.

Pour une fonction arbitraire & : 2 — [—o0, 0o, on a toujours :

Q= U{u<c}

ceR

mais ces ensembles {u < ¢} ou leur adhérence {u < c} peuvent en général aller jusqu’a
0N). Lintérét d’une vraie fonction d’exhaustion est donc de remplir €2 par des ensembles
de sous-niveau relativement compacts.

Lorsque la fonction u: {2 — R est continue, puisque pour tout ¢ € R et tout € > 0 on

{lu<ce} C{u<c} C{u<c+e} Cc{u<c+e}

— la premiere et la troisieme inclusions pouvant €tre strictes!| —, il revient au méme de
demander la compacité de chaque :

{z€Q: u(z) <c}.
Le résultat suivant, corollaire de ce qui précede, est treés important pour toute la théorie.
Théoreme 12.10. Pour un ouvert 2 C C", on a équivalence entre :

(i) 2 est pseudoconvexe ;

(i) il existe une fonction lisse uw € €>°(S2) strictement plurisousharmonique :

Z Z —— v > 0 (Vz€Q, YoeTEQ\ {0}),

== 02;0Zy,
qui est d’exhaustion, i.e. telle que pour tout ¢ € R, I’ensemble de sous-niveau :
{z€Q: u(z) <c}
est compact dans ().

Démonstration. Effectuer la synthese entre le Théoreme 12.2 et le Théoreme 12.7 dans
lequel K :=(etw = Q. O

Rappelons que la caractérisation de la pseudoconvexité offerte par la propriété (iii) du
Théoreme 12.2 incorporait les adhérences des enveloppes plurisousharmoniques des com-
pacts K C €2, mais en fait, ces enveloppes sont fermées.

Proposition 12.11. Dans un ouvert pseudoconvexe ) C C" I’enveloppe IA(PSH(Q) de tout
compact K C () est fermée, et compacte.

Preuve. Soit un point quelconque ¢ € }A(PSH(Q). Alors le ‘gros’ ouvert w = Q\{(} est
un voisinage ouvert de K psu(q) auquel le Théoreme 12.7 s’applique. Ainsi, il existe u €
> (€2) N SPSH(S?) avec u‘K < 0 d’ou aussi u‘f{ < 0 telle que u}Q\w = u(¢) > 0.
Comme u est continue :

PSH(2)

C Q -[/%PSH(Q)' O
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13. Exercices

N

Exercice 1. Si h: Q — C" est une application holomorphe d’un ouvert 2 C C™ a valeurs dans C", etsi
u’ € PSH(Q') est plurisousharmonique dans un ouvert ' O h(£2) , montrer que la composée u := u’ o h est
plurisousharmonique dans Q. Indication: Traiter d’abord le cas ot u’ € €(€Y').

Exercice 2. Soit un domaine @ C C", soient z = (21, ..., 2,) € C" avec z; = x; + v=1y; les coordonnées
canoniques, et soit la norme euclidienne |z[? := |z1|* + - - - + |2, |* par rapport a laquelle on calcule :

dist (z,00Q) = inf {|z — (|: ¢ € 9Q}.
Avec les deux opérateurs réels d = 0 + 9 et d° := 51— (8 — 0), introduisons les formes différentielles :

o = 1dd°|z|?,
B = dd°log|2|?,
v = dlog |l2|* A g1

(a) Pour toute fonction plurisousharmonique u € PSH({2) montrer qu’en tout point zo € €2 et pour tout rayon
0 < r <dist (zo, 8(2), on a I’inégalité de sous-moyenne :

1

o u(z) a™(w).

u(zg) <
|z=z0l<r

(b) Pour toute fonction plurisousharmonique v € PSH(2) avec u #Z —oo, montrer qu’en tout point zg € €2,
pour toute paire de rayons 0 < s < r < dist (zo, 89), les inégalités suivantes sont satisfaites :

—00 < /M_S u(z0 4 2) v(z) < / u(z0+2) (z) < oo.

Izl=r

Exercice 3. Apres avoir vérifié que la distance signée a un bord lisse a une différentielle jamais nulle, dé-
montrer le Lemme 10.2. Indication: Utiliser le théoreme des fonctions implicites.

Exercice 4. EE
Exercice 5. EE
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1. Rappels (sans démonstrations) sur la transformée de Fourier

Soient x = (z1,...,74) les coordonnées canoniques sur I’espace euclidien réel R? de
dimension d > 1, muni de la norme :

|z = /a4 2

x-a' = a4+ xgrl,

dérivant du produit scalaire :

La transformée de Fourier d’une fonction Lebesgue-intégrable f € L'(R? C) a valeurs
complexes est la fonction d’une variable auxiliaire ¢ € R¢ définie par :

f(§) = f(z) e 2™ dy,
R4
Une simple inégalité triangulaire garantit alors que :
17 e < 1 Tascu,

et le théoréme de continuité des intégrales a parameétres montre que £ — f(&) est conti-
nue. En outre, le célebre Lemme de Riemann-Lebesgue montre que :

~

0= Jim J(e)

De plus, si on emploie le symbole :

pour désigner I’espace des fonctions continues qui tendent vers 0 a I'infini de R?, on dé-
montre que :

(): LYRY — (5‘%90

est une application injective.

Malheureusement, comme la transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R%) n’ap-
partient la plupart du temps pas a L'(R?), il est impossible en général de réappliquer
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une deuxieme fois la transformée de Fourier — modifiée seulement par un changement
de signe dans I’exponentielle — afin d’obtenir la formule d’inversion de Fourier :

Ja) = | Jleersmeds,

formule naturelle dont on peut deviner I’existence en effectuant un certain passage a la
limite dans la représentation d’une fonction lisse sur un cercle comme somme de sa série
de Fourier, et en faisant tendre le rayon du cercle vers I’infini.

Afin d’élaborer une théorie harmonieuse, élémentaire, séduisante, on introduit alors
classiquement 1’espace de Schwartz, lequel consiste en les fonctions de classe € dont
toutes les dérivées partielles décroissent tres rapidement a 1I’infini :

d d k|91t tag d
y(R ) = {f S %OO(R ,(C): Supd|x| W(I)‘ < 00, Vke N, V(Oél,...,Oéd> eN }7
zeR
et on démontre alors le fait remarquable que la transformée de Fourier en est un endomor-
phisme :

—

Z(RY) ¢ .7 (RY).

Il importe d’observer qu’il contient I’espace des fonctions indéfiniment différentiables a
support compact :

S (RY) > €X(RY),
pour la raison triviale qu’étre identiquement nul au voisinage de I’infini garantit de décroitre
tres rapidement !

Avant de revenir a I’inversion de Fourier, deux propriétés élémentaires tres souvent
utiles, satisfaites dans d’autres espaces que . (R?), doivent étre mentionnées.

La premiére montre qu’a travers le miroir de la transformation (-), les dérivations de-
viennent des multiplications monomiales :

02f (&) = (2im€)” F(£) (f e 7 ®Y),
ou, pour des raisons de contraction notationnelle, on a abrégé :

Horttaq
ay

R R T

La seconde propriété élémentaire montre que le produit de convolution :

fro@ = [ fe=not)dy = g+ (o)

et (2im€)" = (2im)tteagi . gga

commutatif, entre deux fonctions f, g € . (R?), fonction qui appartient aussi a . (R?), se
transmue en multiplication a travers le prisme de Fourier :

-~

F9(6) = F(&7(6),

ce dernier produit appartenant encore a . (R%).

Si donc on envisage . (R?) C L?*(R?) comme plongé dans I’espace des fonctions me-
surables de carré intégrable sur R? au sens de Lebesgue, le théoréme fondamental suivant
réalise 1’un des buts principaux de la théorie de base.
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Théoreme 1.1. La transformée de Fourier :

-~

fle) = | f@)etnsran

établit un endomorphisme isomorphe de ’espace de Schwartz :

o~

(): SR = S (RY
d’inverse donné par la formule d’inversion de Fourier :
fla) = | Fl&)er¥mede,
R4
isomorphisme qui est de plus isométrique pour la norme L? induite :

Hﬂ’LQ(Rd) = ||f||L2(Rd) (Vfes®yy). 0O

Grace a ce résultat absolument fondamental, en utilisant le fait connu que 1’espace
€ >(R%) des fonctions continues a support compact est dense dans L*(R?) :

oz

TR = LX(RY),

d’ou découle trivialement :

—y(Rd>l\-lle — [2(RY),
on réussit en utilisant des suites de Cauchy appropriées a prolonger la transformée de Fou-
rier en un opérateur linéaire :

F: LR — L*RY)
f— F(),
qui satisfait I’ identité de Plancherel :
Hﬁ(f)HLQ(Rd) = ||f||L2(Rd)'
Les démonstrations de tous ces énoncés peuvent €tre trouvées dans plusieurs manuels
d’Analyse.
2. Equation L(u) = f

Toujours dans R?, considérons maintenant un opérateur linéaire aux dérivées partielles :

L= Y a0

a coefficients a, € C constants, ou 9y = 03! ---0y¢, et ou 0 € N est 'ordre de L en
supposant bien siir qu’il existe au moins un a,, # 0 avec :

lal = a1+ 4+ a4 = o.

Le cas de coefficients a, = a,(z) variables, qui ouvre sur des problemes mathématiques
innombrables, ne sera pas discuté ici.

Probleme 2.1. Résoudre I’équation aux dérivées partielles scalaire :
L(u) = f,

de second membre une fonction quelconque f € € (R?).
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Trois exemples classiques de telles équations sont 1’équation de Laplace dans R? :

@4_ _|_@—f
02 oz

I’équation de la chaleur dans R4+ :

ou  0%u 0%u

E_a_x%_"'_a_:@ = f
ou encore I’équation des ondes dans R4*! :

0%u Pu  0%u

a—x%%—---%—a—ﬁ—w = f.

Dans ces trois problemes d’origine physique, on sait que la transformée de Fourier peut
étre exploitée d’une maniere clé pour en simplifier la résolution. Et pour le cas général qui
nous intéresse, sl nous nous souvenons que :

9af(€) = (2ime)" F(¢),

il suffit d’appliquer (/5 pour métamorphoser I’équation aux dérivées partielles en une simple
équation algébrique :

P&)u(§) = f(8),
en termes du polynoéme caractéristique de L :

P(&) == an (2imE)".

|a|<o

Rien n’est moins tentant alors que de résoudre rationnellement :

_ f(&
P(¢)
et de s’imaginer qu’une simple transformée de Fourier inverse :
— !
wi= L
P

va offrir une solution w sur un plateau d’argent.

Hélas, dans un cadre aussi général que celui considéré ici, une telle division par P ()
introduit nécessairement des singularités, sans compter que la transformée de Fourier in-
verse peut, dans de nombreuses circonstances, ne pas étre bien définie. Par ailleurs, comme
I’équation homogene L(u) = 0 posseéde en général un « trés gros» noyau, les solutions u
sont tres loin d’étre uniques.

Or une issue intermédiaire a ces difficultés, motivée par des découvertes physiques re-
montant au XVII®™® siecle, consiste 2 admettre 1’existence de solutions « faibles», en un
sens plus large, maintenant conceptualisées dans le cadre de la théorie des espaces de Hil-
bert, et de la théorie des distributions de Schwartz.
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3. Solutions faibles

Afin de décrire quelque peu les origines profondes de ce concept de « solutions faibles »,
vivant dans un espace plus gros que €’ >°(R?), fixons les idées en travaillant dans un ouvert :

Q c RY,
et considérons I’espace €>°(€2) des fonctions lisses a support compact dans 2.

Théoréme 3.1. L’espace €>°(N2) est dense dans L*(Q) pour la norme | - |12 :
@ = Q).

Démonstration. Méme si cet énoncé est censé €tre déja connu du lecteur, résumons-en les
arguments.
Soit une fonction f € L?(2). Avec un grand entier M >> 1, on commence par tronquer

f:

1
gu(z) = M7

f(z) lorsque |z| < M et |f(z)| < M et dist (z, R\Q) >
0 autrement.

Grace au théoreme de convergence dominée, pour tout € > ( arbitrairement petit, il existe
M = M(e) > 1tel que :
HgM - fHLQ(]Rd) < €.

Observons que gy, est une fonction L? a support compact dans . 11 suffit alors d’approxi-
mer gy, en norme L? par des fonctions 6> a support compact dans ).

Pour cela, la méthode classique, dite de régularisation, consiste a « lisser» gy en la
convolant avec une bonne approximation de I’'identité.

Soit donc une fonction réelle ¢ € € >°(R?) satisfaisant :

e ¢ =>0;
o suppy C {|z[ < 1}:

o [pa p(x)dr =1.
On peut par exemple prendre :
1
ce 1-l=? lorsque |z| < 1,
olw) = e |2]
0 lorsque |z| > 1,

avec la constante : )

. .
-
f|x|<1 e IoF dx

Ensuite, pour § > 0 réel petit, on introduit les renormalisées :

e = hl2)

Cc =

puis les convolées :
gu * p5(x) = /d gw(® —y) ps(y) dy.
R
En choisissant § < ﬁ on assure que :

supp gu * s € 2
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est encore a support compact dans €2, car situé a distance > ﬁ de RY\Q. D’apres des
propriétés bien connues, gy * s est €.
Le travail principal consiste alors a établir que :

0 = il 210

et 1l existe de nombreuses variations concernant la démonstration, avec utilisation de théo-
rémes de densité préliminaire dans €°(R?), ou avec examen des points de Lebesgue de
gu — le lecteur est renvoyé aux ouvrages d’ Analyse.

En admettant cela, la conclusion vient en prenant 6 = §(g) > 0 assez petit pour que :

lgw * 05 = gul| o ey < &

d’our par simple inégalité triangulaire | f — gy * 5|2 < e+ €. O

On introduit alors le produit scalaire L? entre deux fonctions quelconques ¢, €
¢>°(12) a valeurs dans C :

(o, V)12 = /ng(x)w(x)da:.

Il munit ainsi 4,>°(€2) d’une structure d’espace préhilbertien, mais (€, (-, -)2) n’est ja-
mais complet.

Or d’apres des théoremes classiques d’analyse fonctionnelle, I’espace L?(£2) des fonc-
tions mesurables u: {2 — C de carré Lebesgue-intégrable dans () :

lulzz@) = /() 2@y = ( / !u(@ﬁdz); < oo

est un espace de Hilbert, a savoir il est complet pour la norme | - |12 dérivée du produit
scalaire hermitien :

(U, v) 2) = / u(z)v(x) de (u,v € L3(Q,C)).
Q

Le fait que €>°(f2) soit dense dans L*(Q2) s’avere essentiel pour effectuer des calculs.

Définition 3.2. L’opérateur adjoint de L est :

L* =Y (-1kla,o.

|a|<o
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Cet adjoint apparait naturellement lorsqu’on effectue une intégration par parties, dans
laquelle aucun terme de bord n’interfere, puisque les fonctions sont a support compact :

<L90a ¢>L2 = <Zaaa?90a ¢>

L2(Q)

o Q
~ (o S -0lmaz)
o L2(Q)
= (o, L'V) ,

le fait que les a, soient constants facilitant le transfert de gauche a droite de toutes les
dérivations 0. En résumé :

Lemme 3.3. Pour toutes fonctions ¢, € €°(1) :
(Ly, 77Z}>L2(Q) = (e, L*¢>L2(Q)’
Maintenant, de tres brefs rappels sur les distributions s’averent nécessaires.

Définition 3.4. Une distribution sesquilinéaire sur un ouvert {2 C R¢ est une fonctionnelle
C-antilinéaire :
Q) 3 ¢ — T(p) € C

telle que, pour tout sous-ensemble compact K & (2, il existe un entier v = v(K) € Net
une constante positive finie 0 < C' = C(K) < oo satisfaisant :

T(p)| < Cmax|07p(x)| (V€ 62°(Q), suppp C K).

i8Iy

On note alors 2(€2) I’espace des distributions sur §2.

Le plus souvent, v = v(Q2) et C = C(2) sont indépendants du compact K & 2. Par
exemple, toute fonction u € L*(Q2) peut étre envisagée comme la distribution :

u(p) = / u(z) 9@) d,

avec v(K') = 0 pour tout compact K & ).
L’intérét majeur des distributions, c’est qu’on peut toujours les dériver jusqu’a n’importe
quel ordre. En effet, pour T' € 2'(Q) et a € N¢ quelconques, la dérivée :

T = S € 2(9)
est définie par son action :
S(p) = T((—l)'“‘ 3§s0) (Vo eB(@),

ce membre de droite ayant un sens, puisque ¢ est indéfiniment dérivable.
Alors par sesquilinéarité, pour tout scalaire A € C :

ST = T((~1)" o),
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et ainsi, lorsque T = Lu avec u € L?*() est la L-dérivée avec L = Y a,0% de la
distribution © mentionnée plus haut, il vient :

(3.5) Lu(p) = u(L*p).
En revenant maintenant a 1’équation a résoudre :
Lu = f,

si I’on se place dans I’espace de Hilbert L?((2), avec f € L*(f2), en recherchant une solu-
tion u € L?*(12), on peut interpréter cette équation comme égalité entre deux distributions,
et alors pour toute ¢ € €>°(§2),on a:

(0,16 g = /QQL.IFQ — (L)
= Lu(

©)
=ﬂwzzj¢:m@mm

La notion de solution faible a une équation aux dérivées partielles propose alors
d’élargir I’espace dans lequel on recherche des solutions — ce qui augmente les chances
d’en trouver ! —, tout en contournant, grace a la dualité distributionnelle, le fait qu’on ne
peut pas en général dériver des fonctions L2

Définition 3.6. Une fonction v € L?(2) est une solution faible de 1’équation aux dérivées
partielles Lu = f, de membre de droite f € L?(2), si :

(f.o)z) = (4, L°¢) 12 g (Ve (9).

Pour motiver encore mieux ce concept, énongons alors quelques obervations naturelles.
Pour v > 1 entier, soit € (€2) ’espace des fonctions continiment dérivables dans toutes
les directions jusqu’a I’ordre v :

¢ (Q) = {f: O —C: °f € €°(Q), ¥|f] gu}.

Lorsqu’on cherche a résoudre Lu = f avec, disons, un membre de droite continu f €
€ (), il est naturel de supposer que u € €°(£2), ot 0 est 'ordre de L = 2 laj<o @al;-

En revenant a I’intégration par parties du Lemme 3.3, un simple examen convainc aisé-
ment que sa formule :

(Lu, 90>L2(Q) = (u, L*(’D>L2(Q)

reste toujours vraie pour u € ¢°(Q2) et ¢ € €°(12), car les termes de bord disparaissent
aussi. L’intérét de cette égalité est que son membre de droite existe toujours, car ¢ € €°
peut étre dérivée par L*, et alors, en remplacant Lu = f, on obtient a nouveau, comme en
théorie générale des distributions :

<f7 @)LQ(Q) = <U, L*(10>L2(Q) (Vo €%°()),
ce qui re-justifie la notion de solution faible.
L’Exercice 1 donne, pour I’équation des ondes % — ‘?;Té‘ = 0, une justification supplé-

mentaire, d’ordre physique, a la nécessité des solutions faibles.
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4. Théoreme d’existence principal

Nous pouvons maintenant formuler le théoreme général qui garantit I’existence de so-
lutions faibles aux opérateurs différentiels a coefficients constants.

Théoréme 4.1. Soit @ C R un domaine borné. Pour tout opérateur aux dérivées par-

tielles :
L= ad,

|a|<o

a coefficients constants a,, € C, il existe un opérateur linéaire borné :
K = K;: L*Q) — L*(Q),

qui fournit universellement la solution de L(u) = f pour tout membre de droite f € L*(Q)
au sens ou :

L(K(f) = f (v f € L2(@).

Méme en dimension d = 1, I’unicité est mise en défaut — penser par exemple a L = %
dans R > x, opérateur pour lequel toute solution 8—; = f(x) peut étre perturbée en la

p)
solution u(x) 4 constante.

Démonstration. Le coeur technique principal de I’argumentation est une inégalité que nous
énoncons maintenant, mais dont la démonstration ne pourra étre donnée, au moyen de la
transformée de Fourier, que dans la Section S suivante.

Lemme 4.2. [Principal] /] existe une constante 0 < ¢ < oo telle que toute fonction ¢ €
> (Q) satisfait :

Wlisey < (@) =

La signification de cet énoncé peut ais€ément étre dévoilée. Si1’on s’imaginait que I’opé-
rateur L: E — [ agissait entre espaces vectoriels de dimension finie, le fait qu’il soit
surjectif équivaudrait au fait que son adjoint L*: F* — FE* entre espaces duaux soit in-
jectif, et alors une inégalité du type |¢|pr- < ¢ |L*(¢)| g+, garantissant I’injectivité, serait
automatiquement satisfaite. Rappelons ici que L?(Q)* = L?*(Q) est auto-dual, d’apres le
théoréme de représentation de Riesz.

Mais en dimension infinie, on a réellement besoin d’une telle estimée quantitative. Dé-
montrons donc ce Théoreme 4.1 en admettant le Lemme 4.2.

Notons Hy := %°(2) 'espace des fonctions lisses a support compact muni de la
norme :

<907 w>H0 = <L*<107 L*¢>L2’

Puisque ce produit est linéaire et sesquilinéaire par rapport a ses deux entrées, et puisque
I’inégalité-clé du Lemme 4.2 est satisfaite, c’est un espace préhilbertien.

L’Exercice 2 rappelle alors que la complétion H de H, est un vrai espace de Hilbert
(complet!), unique a isomorphisme pres, qui satisfait :

1) HyC H;

() (o, ¥)m = (@, ¥}, pour tous , ) € Hy;
(3) Hy est dense dans H.
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De plus, grace a I’inégalité-clé en question, toute suite de Cauchy en norme | - |y, est a
nouveau une suite de Cauchy en norme L?, et donc on peut voir H comme un sous-espace :

Hy, C H C L*(Q).
Affirmation 4.3. L’opérateur L* initialement défini comme :
L*: (HOv ” ’ ”Ho) — (LQ(Q)’ " ’ ||L2(Q))
et trivialement borné :

1LY oy = 1¥lety < 1o [y,

se prolonge a la complétion H O H :

comme opérateur satisfaisant encore :
*
Preuve. Etant donné ) € H, soit par densité une suite (1,,)>°, de fonctions v, € Hy avec :
0= lim — .
Jim [ =9[4
Alors pour tous entiers 711, 1y :

127 (@) = L7 () | oy < N¥m = ey, =0,

,M2—00

ce qui montre que (L* (@/}n)):;l est une suite de Cauchy dans L?(2), lequel est complet,
donc il existe une limite dans L?(2).

En fait, cette limite est indépendante de la suite approximante (1),,)5° ,, car si (&n)le
est une autre telle suite avec donc :

0 = fim 3],

n—oo

par soustraction et par inégalité triangulaire, il vient :

|{;En - QﬁnHH,

0= lim
n—oo
d’ou :

| 2" (vn) = L (¢n) HLQ(Q) < |on —tal, — O

n—oo

Pour terminer, la convergence en norme connue (exercice de révision) :
(0= dmnoll) = (i Il = Iola),
(0= tim |t @n) —@),) = (im 2@, = 12 0),).

n—oo n—oo

nous permet, en prenant la limite dans les inégalités HL*%
annoncé, pour tout ¢ € H :

| 2 < |¥n]m, d’obtenir comme
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Maintenant, puisque 1’objectif est de résoudre :
Lu = f,
fixons f € L?(Q), et introduisons la forme C-linéaire ¢: € >(2) — C définie par :
U(p) = (o, f>L2(Q)-

Affirmation 4.4. Elle se prolonge comme forme linéaire bornée définie sur la complétion

H de Hy = €>(9Q) :

H ¢ C
J /
H,.

Démonstration. En effet, ’inégalité de Cauchy-Schwarz suivie d’une nouvelle application
du Lemme Principal 4.2 donnent pour ¢ € €°(2) quelconque :

1) = (e, | < lelz@ 129
<c HL*90HL2(Q) ||f”L2(Q)

= lela,
avec la constante ¢’ := c| f|z2(q). Ainsi, £ est bornée sur le sous-espace ¢.°(§2) C H
dense pour la norme induite | - |y, et en raisonnant avec des suites de Cauchy (utiliser

I’ Affirmation 4.3), on se convainc aisément que ¢ se prolonge a H, avec la méme norme
d’opérateur
el < el flze- O

Ensuite, comme H est un espace de Hilbert, on peut appliquer le théoréme de représen-
tation de Riesz. Ainsi, il existe une unique fonction v € H avec :

lola = el < clflz2@)

au moyen de laquelle la fonctionnelle ¢ se représente comme simple produit scalaire :

) = {p.v)n = (L', L) > (Ve ).
Si on pose :

u = L*v,

en restriction a €>°(£2), on obtient donc :

<90a f>L2(Q) = £(¢) = <L*90a u>L2(Q) (Vpebe),
d’ol par simple conjugaison :

(f. o)) = (u,L"0) 12 (Vo e6(@),

ce qui achéve de démontrer que la fonction u € L*((2) ainsi obtenue est solution faible de
I’équation Lu = f.
Enfin, puisque v, donc © = L*v, sont uniques, on peut poser :

K(f) := u.

En inspectant les arguments qui précedent, on se convainc alors que 1’application :

f— K(f)
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est C-linéaire. De plus, on a par construction :
| K £l 2y = Tz = [1E70] 2y = Tola = el
< clflrzxe,

ce qui montre que 1’opérateur K : L*(Q) — L*(2) est bien borné. O

5. Démonstration de I’estimée-clé

Pour compléter la démonstration du Théoréme 4.1, il reste a établir ’estimée du
Lemme 4.2, a savoir :

leliror < L6 woeo.

Le raisonnement va exploiter le fait que si une fonction intégrable f € L!(R) est
A support compact, sa tranformée de Fourier f(£) = [ f(x) e 2™ dz, initialement
définie pour £ € R, se prolonge en fait comme fonction holomorphe entiére a tous les
( = &+11n € C. In fine, ce fait va réduire le probleme a I’inégalité simple suivante concer-
nant le produit d’un polyndme par une fonction holomorphe.

Lemme 5.1. Soit un polynéme complexe unitaire de degré m > 0 :
P(z) = 2"+ a1 2™ - A apm1 2+ an (a; €C).
Alors pour toute fonction holomorphe F € O (C) définie sur C, on a :

|2 1 2

IFO)|* < |P(e) F(e)|* df.

21 Jy
Cette inégalité est d’ailleurs satisfaite plus généralement par toute fonction holomorphe
Feo (“// (]D)) définie seulement dans un voisinage ouvert du disque unité fermé D =
{lz] < 1}.
Le cas spécial P =1:

1 2w )
(5.2) IFO)|° < 5 |F(e)|* df

T Jo
n’est autre que l’inégalit¢ de sous-moyenne connue, satisfaite par la fonction sous-
harmonique |F|2.
Démonstration. Commengons par factoriser :

P(z) = H (z — ) H (z=B) = Pi(z) Py(2),
la>1 |Bl<1

en séparant les racines qui sont hors, ou a I’intérieur, du disque unité D = {|z| < 1}, et
observons que :

1P0)] = [] Il > 1.

|a|>1
Maintenant, si on appliquait (5.2) a la fonction sous-harmonique |PF|? = |P, P, F|?,

2 < |ROFOI < [ROROFO < = [ |PE)FE)f 2

27 Jo
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2, on serait bloqué par le fait que :

o)) = TT 181 < 1.

ES!

pour atteindre a gauche |F'(0)

Pour régler ce probleme, I’astuce va consister a « faire sauter » ces racines « génantes »
£ hors du disque unité.
A cet effet, rappelons que le facteur de Blaschke :

b—z
Bg(z) = ——=
1-06z
vaut identiquement 1 sur le cercle unité (exercice) :
|B5(ei‘9)| =1 (VOER).

Si donc nous introduisons a la place de P, le nouveau polynome :

Py(z) = H (1-82),

I81<1

avec P,(0) = 1 qui satisfait :
P(z) = 1] (8-2) = 11 Bs(2) 1] Po(2),
I81<1 18I<1 181<1
d’ou crucialement :
Py(e”)] = |Po(e")] (YOER),

puisqu’il s’agit d’effectuer une intégration sur le cercle unité {e’}, ceci nous permet :

~ 1 [ o~ ,
[FO < [POPA0)FO)" < o= [ |Pie”) Po(e”) F(e”)[ db
0
L[ i0 i0 i0y |2
= — }Pl(e ) Po(e”) F(e )| do
27 Jo
de remplacer P par P, dans l'intégrale — tricky, is’nt it ? U

Démonstration du Lemme 4.2. Maintenant, il s’agit d’établir qu’il existe une constante 0 <
¢ < oo telle que :

lele < e| L, (Ve E2(Q).

Soit f € L?(IR) une fonction de carré intégrable a support compact, disons :

supp f C [—M, M],
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pour un réel M > 1 assez grand. L’argument ¢ de sa transformée de Fourier :

fle) = / f(x) e 2

peut étre remplacé par un nombre complexe ¢ = £ + in € C de partie imaginaire in € iR
arbitraire : "
fle+in) = [ flx) e e ™ da,

- S——
=:g(z)
car I’intégrale sur [—M, M| existe toujours, et un théoréme classique de dérivation sous le
signe intégral assure que f(C ) = ffM f(x) e~ dx se prolonge comme fonction holo-
morphe de ( = & + in définie sur le plan complexe C tout entier.

Nous affirmons que 1’on a la majoration cruciale :

o0

(5.3) / T UFer i) de < et / F(@)[*d,

— —00

car la fonction g(z) := f(x)e*™" introduite incidemment ci-dessus satisfait 1’identité de
Plancherel :

/Z |F(& +in)|” dg = /oo 5] de

—00

:/_ ’g(a:)ﬁdx
-/ @R dr < et | iwrar

M —00

En revenant a I’opérateur différentiel écrit en dimension d = 1 :

d\k
L = Z (07% <%) (ao;«éo),

0<k<o

si on le multiplie par une constante appropriée (ce qui ne change rien a 1’objectif) :

1
L — (2im)° ao L’
on peut garantir que a, = W, et alors son adjoint :
d \F
- ()
0<k<o

aura pour polyndme caractéristique :
QE) = QL) = Y (-1 a (2ir)
0<k<o
un polynéme qui devient unitaire en £, avec bien sir :
Lro(§) = Q&) @(¢) (Vi € 62°(R)).

Maintenant, comme 1’ouvert 2 C R est borné, il existe M > 1 assez grand pour que
Q) C [-M, M], et alors I’inégalité cruciale (5.3) appliquée & f := L*¢ donne :

> . ~ . 2 4 o 2
/ )Q(é’ﬂn)w(fﬂn) d¢ < e"“'”'/ |L*p(x)| da.

(o) —
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Ensuite, on pose dans cette inégalité 1 := sin § avec € R quelconque, et on effectue le
changement de variable translationnel £ — & + cos 6 dans I’intégrale de gauche :

(5.4)
/ ‘Q(£+cos9+z‘sin9) (’3(5+C059+isin0)’2d§ < ew/ L ()| da.

Par ailleurs, une application du Lemme 5.1 a la fonction holomorphe entiere F(z) :=
(€ + 2) et au polyndme unitaire Q(§ + =) donne :

2
‘go —/ ‘Qf—l—eze §—|—ew|d0

Pour terminer, en partant de 1’identité de Plancherel satisfaite par ¢ € €>°(R), une inté-
gration par rapport a £ de cette derniere inégalité :

lelieey = Nolig = [ 10O dt

0o 1 21 L ]
< / —/ Qe+ ) BE + )" do de
[Fubini] = — d&/ Q€+ €”) P(E+€7) \ d¢
2m
[Inégalité (5.4)] < 1-647”\/]/ \L*<p(x)\ dx
= c]| L

fait aboutir a I’inégalité désirée, en dimension d = 1. En résumé :

Proposition 5.5. Etant donné un ouvert borné non vide Q C [-M,M] C R avec M >
0, pour tout entier o > 1 et tous coefficients complexes a1, ...,a, € C, 'opérateur a

Coezﬁcients constants :
1 d o d o—k
L = — —
(2im)° (dx> * Z i (dm)
1<k<o

a un adjoint L* qui satisfait I’estimée uniforme suivante pour toute fonction p € €°(1) :

lola < ™ L% -

Le cas général de la dimension d > 1 quelconque s’atteint par une adaptation écono-
mique de ces arguments, comme suit.

L’adjoint de I’opérateur L = Y a, 0% étant L* = > (—1)l*l @, 92, il est visible qu’en
remplagant L — AL avec A € C, ona L* — X\ L*. Or comme il existe & € N avec
|a| = o tel que a,, # 0, si on décompose le polyndme caractéristique de L* :

Q&) = QILY)(E) = Qo(&) + R(S),

en spécifiant sa partie polynomiale homogene 0 # (Q),(£) de degré maximal o, avec un
polyndme-reste R(¢) € C[¢] de degré < o — 1, puisqu’il existe au moins un £° € R? de
norme |£°| = 1 en lequel Q,(£°) # 0, il est clair qu’en remplagant :

1
L— &b
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ce qui ne change rien a I’objectif, on peut supposer que :

0
620(6 ) =1
Choisissons alors de nouveaux axes orthonormés de coordonnées (&, ...,&,) € R4
tels que I’axe & soit dirigé par ce vecteur £%, d’ou £ = (1,0,...,0) dans les nouvelles
coordonnées, le changement :
{=A¢

s’effectuant au moyen d’une matrice spéciale orthogonale A € SO,4(RR), a savoir une ma-
trice satisfaisant "A - A = Idy.4 ainsi que 1 = det A, la mesure de Lebesgue étant alors
inchangée :

dgy -+ d€y = d&y -+ déa.

Pour alléger, renotons (1, . .., &;) ces coordonnées, en supprimant les primes.
Puisque ,(1,0,...,0) = 1, le polynéme caractéristique complet de L* devient alors :
Q) =&+ > & Su&, . ).
1<k<o

Or comme a% < 2im§&; a travers la transformée de Fourier, on doit avoir :

1 d\° 1 o\ 1 0 1 0
L' = (—— — =)
<2i7r0w1) 2 (2i7r8;v1) Sk(2i7rax2’ ’2maxd>

1<k<o

Observons aussi que les mondmes dérivationnels dans L* commutent, puisque tous les
coefficients a, € C sont constants.

Définition 5.6. En posant Sy := 1, I’opérateur adjoint partiel de L est :

Lt = Z Sp(& £2) 19 ot
2...d = k&2, -+, 8a Sim O )

0<k<o

Un tel opérateur surgit en effet naturellement ici, comme nous allons le voir dans un
instant. Pour commencer, la formule de Plancherel et le théoreme de Fubini permettent
d’écrire, pour toute fonction ¢ € €>°(12) :

el = [Pl = [ s [ deae [ dsilptne . 60

<A 2
= / dfz"'dfd/ ‘90(51752,-~~7§d)‘ déy,
Rd-1 —o0
ce qui montre qu’il est naturel d’introduire la transformée de Fourier partielle :
Fo,.alp) (1, &, ..., &) = / (1, T, . . ., xq) e~ A E2r2tH8a2a) oy iy,
Rd-1

de telle sorte qu’on a :

Fi(Foal @) (26 1) ) () = BlE1, Gy G,

seulement grace a Fubini :

o
/ e~ AT o) / (1, Ta, . . ., xq) e~ 22t FCaza) o gy = / o(x) e 2 d.
— Rd-1 Rd

o0
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[

—M7 My
N J
L ]

Yz

Souvenons-nous maintenant que €2 C R? est supposé borné, donc sa projection sur 1’axe
des x; est aussi bornée. Ainsi, il existe M; > 1 assez grand pour que :

Q C [—Ml,Ml] X ]Rd_l.

Alors pour tout (&, ..., &) € R?L, en regardant I'intégrale qui définit la transformée de
Fourier partielle ci-dessus, on voit que :

supp (xl — ﬁZ,...,d('fthv"'agd)) - [_MlaMl}-

Or les coefficients de I’opérateur adjoint partiel L;l ; de L, qui dépendent de (&, . .., &q),
sont constants vis-a-vis de x1. Nous pouvons donc appliquer la Proposition 5.5 qui a produit
une estimée uniforme utile, pour obtenir :

00 2
/ ‘91(92,...751(90)(',52,-~->fd))(§1) d§; <
00 2
(5.7 < €4WM1/ dey |Ly' 4P al@)(21,&0, -, &a)

Ensuite, on devine spontanément la commutativité :

(5.8) Lyt P a(o)(x1,&, .. &) = o a(L7@)(1,&, . .., &),

ce qu’on vérifie en écrivant le membre de gauche :

o—k
3 sk@,...,gd)( Lo ) For aln o, £,

2im 011
0<k<o

puis le membre de droite :

: 1 9 1 0 1 a\""
—2im(§2w2+++€aTa) g (- - Y Lo o Qo - -
/Rdl ‘ ( Z g (2i7r Ory’ 7 2w 8xd) (2i7r 8351) ASATECIREE zd)) 2

0<k<o

pour constater visuellement qu’il coincident bien.

d$d,
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L’estimée synthétique terminale

ol = 8] e = /R Lded [ ATt b))

N

[Inégalité 5.7]

[Commutativité 5.8] = t™1 / dxq / d&s -+ - d&y ‘92,...@ (L*QD) (x1,&, ..., &)
— 00 Ra-1

- eMMl/ dxl/ dmz'--dId’L*SD(xhﬂfm---’fd)
—c0 Rd-1
47 * 2
= e ”L 90HL2(Q)

acheve la preuve du Lemme Principal 4.2, et par la méme occasion aussi, celle du Théo-
reme 4.1. U

6. Exercices

Exercice 1. [Corde pincée, solutions faibles] Sur R2, soient les coordonnées (z,t), et soit I’opérateur des
62

W .

(a) Pour une fonction 27-périodique g € €2(R), vérifier que la formule de D’ Alembert :

gz +1t)+g(x—1t)

82
ondes 507

t) =
(e, 1) :
donne une solution a :
0%u 0% ou
922 o2 0, u(z,0) = g(=), a(mao) 0

(b) Soient aussi deux constantes réelles 0 < p < 7 et h > 0, et soit f(x) la fonction continue affine par
morceaux 27-périodique sur R dont le graphe sur [—, 7] apparait sur la figure. Montrer que la fonction :

flz+1)+ flx—1)
2

u(zx, t) =

donne une solution faible a :

Pu 0%u ou
922 o 0, u(z,0) = f(x), E(x’o) = 0.
Indication: Au moyen d’une convolution avec une suite régularisante, approximer f sur les compacts de R par

une suite (f,,)22 ; de fonctions € et introduire u,, (z,t) := W

2
dg,

et / dx; /d dés -+ - d&q )Lz,l‘..,dﬁl---,d(‘tp)(xl’ &2, -
— 00 Rd-1

:

7§d)

‘ 2

2
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Exercice 2. [Complétion d’un espace préhilbertien] Soit Hy un C-espace vectoriel préhilbertien (pas né-
cessairement complet), de produit scalaire hermitien (-, -)z, défini positif. On considere la collection de
toutes les suites (f,,)>2 ; d’éléments f,, € Hy qui sont de Cauchy pour || - | g7, , on introduit la relation :

(fa)os ~ ()2 = 0= lim | fu—fo]p,
et on définit le quotient :
H = {(fa)ir € Ho} [ ~.
(a) Vérifier que ~ est une relation d’équivalence. On notera F la classe d’équivalence d’une suite (f,,)22; €
Hy.
(b) Montrer que H hérite d’une structure de C-espace vectoriel.
(c) Montrer que H hérite du produit scalaire (-, -)  défini par :

<Fa G>H = nIL>mo<: <fna!]n>H07

ol F' et G sont représentés pas ()02, et (gn)5 ;.

(d) Avec des suites constantes, vérifier que H O Hy, et que {f, g)uz = (f, 9) n, pour tous f,g € Hy.

(e) Montrer que H est dense dans H.

(f) Montrer que H est complet. Indication: Etant donné une suite de Cauchy (F*)?° | dans (H, || ), chaque

F* étant représenté par une suite de Cauchy (f¥)°°_; d’éléments f* € Hy, montrer que 1’élément F' € H

représenté par la suite — dont on vérifiera qu’elle est bien de Cauchy — :

(flzfl(n) ) n=1’
oll N(k) > 1 est choisi suffisamment grand pour que :

1
|2 = Kl < Z (¥n = N(k)),

satisfait :

N

(g) Enfin, soient H et H' deux espaces de Hilbert (complets) qui sont des complétions de Hy au sens ol :
Hy C H, FOH-HH ~ <"'>H’Ho = (-, VHy,

HocH, B =H., (9

Ho <'7 '>Ho'
Montrer qu’il existe un isomorphisme C-linéaire ®: H — H' avec <I>| Hy = Id g, qui est unitaire au sens
ou:

[®(F)||,, = IFlu (VF € H).
Indication: Si F' € H est représenté par une suite (f,,)>2; de Cauchy dans Hy, montrer que ( f,, )02, définit
aussi un élément F’ € H'.

Exercice 3. EE
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Estimées L2 de Hormander

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Espaces de Hilbert 2 poids pour I’équation Ou = f

En dimension complexe n > 1, soit {2 C C" un domaine, a savoir un ouvert connexe.
L’ objectif principal de ce chapitre est de présenter en détail la résolution, due a Hormander
en 1965, de I’équation :
ou = f,

d’inconnue une (p, q)-forme différentielle lisse u € €5 (§2) de bidegrés quelconques 0 <
p<netdl<g<n—1:

u = E E uil,m,ip;kl,m’kq dZil VANRRIVAY dZZ’p VAN dzkl VANRRRIVAY dqu
1< < <ip<n 1<k < <kg<n
! / — PR
= E E Ur i dz' A dz8 [Abréviation]
Hl=p |K|=q

a coefficients lisses u,,, € €*°({2) dans le domaine, et de second membre une (p, g + 1)-
forme lisse f € €5°,,(9) :

p,g+1
f = E E fi1,...,ip;j1,...,jq+1 dzh A A dZZ'p A dEjl A A dquH
1< < <ip<ne 11 < <Jg+1<n
/ / — P .
=: E E fr. dz' A dz”? [Abréviation],
[Il=p |J|=q+1

laquelle doit nécessairement satisfaire 0 f =0, a cause de la relation 00 0 = 0 satisfaite
par la différentiation extérieure antiholomorphe — analogue a la relation d o d = 0 dite de
Poincaré — :
ou=f = 0=20f [Condition nécessaire],
et ce, sous I’hypothese géométrique cruciale que :
2 C C™ est un domaine pseudoconvexe ;

par souci de complétude, on rappelle qu’un théoreme fondamental caractérise le fait —
équivalent a posteriori a une définition — que €2 C C” est pseudoconvexe par 1’existence
d’au moins une fonction réelle de classe € :

p: Q —R
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qui est d’exhaustion au sens ou les ensembles de sous-niveau :
{zeQ: p(z)<c} € Q

sont compacts pour tout ¢ € R et telle que, en tout point z € €2 et pour tout vecteur tangent

wel,Q=C":
n n (92@ B n )
SN S ume > €)Y ol
J

j=1 k=1 i=1

avec une constante e(z) > 0. Un argument de régularisation permet alors de trouver une
fonction e: 2 — ]0, oo[ de classe "> satisfaisant cela en tout point z € €.
L’ objectif principal en ligne de mire est donc le

Théoréme 1.1. [Hormander 1965] Dans un domaine pseudoconvexe Q2 C C"?!, I’équa-
tion :

ou = f
possede une solution u € €5 (S2), pour toute f € €5, (Q) telle que af =0.

Toutefois, I’étude directe de 1’équation Ou = f en catégorie € présente certaines dif-
ficultés qu’il est avisé de contourner dans un premier temps avant de revenir ultérieurement
a la catégorie ¥ °°. D’apres un principe évident, plus 1’espace dans lequel on recherche une
solution est vaste, plus les facilités a en trouver une augmentent. Or en un certain sens, le
plus vaste des espaces fonctionnels est celui &’ des distributions.

Toutefois, un espace intermédiaire entre € et &', plus flexible qu’eux deux, car en-
richi de tous les concepts fondamentaux issus de la géométrie euclidienne classique, s’est
avéré, avec le temps et I’expérience de 1’histoire mathématique des équations aux dérivées
partielles, étre 1’espace L? des fonctions de carré intégrable. En effet, on y dispose d’un
produit scalaire qui permet d’effectuer des projections orthogonales (manquantes dans les
espaces de Banach), et surtout, nous verrons que dans les espaces de Hilbert, ce sera le
fameux Théoreme de représentation de Riesz qui fournira, tel un Deus ex machina, une
solution & I’équation Ou = f.

Précisément, 1’objectif intermédiaire sera le
Théoréme 1.2. [Hormander 1965] Dans un domaine pseudoconvexe 2 C C"?!, I’équa-
tion :

du = f,
interprétée au sens des distributions, posséde une solution u € Lf),q(Q, loc), pour toute
fe L2, 1(Qloc) telle que Of = 0.

Tout d’abord, qu’entend-on par L (€2, loc) ? Soit pour commencer une (p, ¢)-forme :
u = Z/ Z ' u[;KdZI /\dgK,
Il=p |K|=q
a coefficients mesurables ur,x : 2 — C, les primes signifiant que la sommation s’effectue

sur des multi-indices strictement croissants.

Définition 1.3. Le produit hermitien ponctuel entre deux formes mesurables sur {2 de
mémes bidegrés (p, q) :

u:Z,ZIuI;KdzI/\dZK et U:ZIZ/U[;KdZI/\de
I K I K
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est la fonction mesurable ) — C :
/7 !
UV = Z Z Ur,x Vr;K -
I K

En un point fixé z € €, c’est le produit hermitien standard sur le C-espace vectoriel de
dimension finie de tous ces coefficients. Alors d’apres des propriétés élémentaires connues,
la quantité :

lu|? == ueu,
est le carré d’une norme, et on a I’inégalité de Cauchy-Schwarz ponctuelle :

|u-v < ul vl

Pour abréger, la mesure de Lebesgue 2n-dimensionnelle sur C" = R?" sera notée :
dA.

Définition 1.4. On dit que u est de carré localement intégrable dans () :
u € L2, (9, loc),

lorsque, en restriction a tout sous-ensemble compact C' € €2 :

/ lu|? d\ < oo,
c

urx € L*(, loc) (VI =p, VIK|=q).

ce qui équivaut a :

Ici plus généralement, en suivant la technique dite des trois poids due a Hormander,
laquelle va consister en un artifice technique magique visant a dissiper le mystere de la
structure du bord 9€2 — non supposé lisse ! — que 1’on « approche » lorsque la constante
cde {¢ < ¢} € Q tend vers I'infini, nous considérerons des espaces de (p, ¢)-formes de
carré intégrable a poids.

Soit donc maintenant ¢ € ¢°(€2, R) une fonction continue, dite de densité.

Définition 1.5. L’espace des (p, ¢)-formes L? a poids la fonction strictement positive e =¥ >
Oest:

Lfnq(Qﬂ_w) = {u € Ly4(€2,loc): / lul?e ?d)\ < oo}

Q
Sur cet espace préhilbertien, on notera alors le produit scalaire :

(u,v), = / uev e ¥ dA
Q
0

U=p |K|=q

ainsi que la norme associée :

ol = (g = [ weweean
qui satisfont I’'inégalité de Cauchy-Schwarz intégrale :

[(w,v)o| < Jully ol
En présence d’un poids, une adaptation connue de résultats standard de la théorie des
espaces de Hilbert montre la
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Proposition 1.6. Pour une densité continue quelconque o € €°(Q,R), espace
Liq(Q,e*“") est un espace de Hilbert complet pour la métrique dérivée de sa norme

t

|- le-
Mentionnons que 1’on a un

Lemme 1.7. Pour toute (p, q)-forme u € L2 (,loc), il existe une densité p € €°(€0,R.)
telle que u € L7 (2, e~¥%).

€

- \
cr 1 K

J Q Q L

Démonstration. Etant donné une fonction h € L*(€2, loc) quelconque, I’idée, esquissée par
le diagramme qui préceéde, consiste a rabattre la croissance intégrale éventuellement grande
de h lorsqu’on s’approche du bord 02 en multipliant par un poids e~ ¥ qui tend assez vite
vers z€ro, ce qui revient a faire dominer la croissance de h par celle de ¢. L’Exercice 1
propose de mettre au point un argument rigoureux. |

Les (p, q¢)-formes u dont tous les coefficients uy,x € € sont lisses appartiennent au
sous-espace :

00 2 — 2
C,a(Q2) C L, (Q,e77) C L, (5, loc).
Si de plus le support de tous ces uy,x est compact, on écrit :

u e €= (9.

C7p7q

De la méme maniere qu’on démontre que les fonctions lisses a support compact sont
denses dans L2, pour des (p, q)-formes au lieu de fonctions et en présence d’un poids, on
propose dans I’Exercice 2 une démonstration de la

Proposition 1.8. Pour une densité continue quelconque p € €°(Q, R), 'espace 6.5 ()
est dense dans Lf,’q(Q, e~ %) pour la norme | - |, :

= @ = 12 (e, 0

P9

Maintenant, s’il s’agit de résoudre Ju = f dans les espaces de Hilbert L2, pour u €
Lg’q(Q, loc), la différentiation Ou n’est pas toujours définie. Heureusement, la théorie des
distributions lui donne un sens.

Exemple 1.9. L’intervalle |0, 1| C R étant prototype simplissime d’ensemble ouvert, I’opé-
rateur de différentiation standard :
D: ¢(0,1,R) — %.(]0,1[,R)
h — 1B
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n’est pas en général bien défini lorsque h € L?(]0,1[,R), mais la théorie des distribu-
tions lui donne un sens par dualité, en déclarant que D(h) agit sur les fonctions-tests
¥ € €°(]0,1[, R) par une formule :

(D). ¥) = =) = = [ W) v/ @) ds,

qui est automatiquement satisfaite (sans terme de bord), via une intégration par parties
(exercice) lorsque b € %! est différentiable 2 support compact. Ainsi, D(h) € 2’ est
toujours une distribution pour h € L.

Mais dans certaines circonstances favorables, cette distribution D(h) s’identifie a une
fonction L2, et I’on peut définir 1’espace de Sobolev :

W' (0,1LR) := {he L*: D(h) € L*},

de telle sorte qu’un opérateur D 2 valeurs dans L? est bien défini sur ce sous-espace :

L2 ..... D> LQ
e
Wl

les pointillés signifiant « n’€tre pas partout défini ». Pour plus d’information, on se reportera
aussi a I’Exercice 3. U

D’une maniere qui généralise aisément cela au cas d’un ouvert ) C C”, I’opérateur :
0: L*Q) — 2'(Q)

possede alors un sens précis et rigoureux, car si (xq, . ..,X,) € R?*" = C" sont les coor-
données canoniques, I’espace de Sobolev d’ordre 1 est défini en demandant que les dérivées
partielles dans toutes les directions appartiennent encore a L? :

WHQ) = {h e L*(Q): O,h € L*(Q), V1< i< 2n},
et I’on peut écrire :

Q) - 12(0)

o o

W1<Q)a

En revenant maintenant a la recherche de (p, ¢)-formes u satisfaisant Ju = f, pour
des raisons qui s’éclairciront ultérieurement, il s’avere utile d’introduire frois poids dif-
férents e~ %1, e=¥2, e~ ¥3 selon les degrés des formes, et ainsi, de considérer, avec (p, q)
quelconques — et maintenant définitivement fixés —, les deux opérateurs :

L?)’q (Q, 67901) ....... 5> L;27,q+1 (97 67502) ...... 5> L127,q+2 (gz7 67503)7

les fleches en pointillés signifiant qu’ils ne sont pas partout définis, opérateurs qui seront
dorénavant notés :

T =0 et S = 0,
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et qui ne sont en fait définis que sur leurs domaines respectifs :
DomT := {ue L} (e #): due Ll (e *)},
DomS := {f €L}, 1(Qe#): due L, ,(Qe %)},

de telle sorte qu’un diagramme rigoureux doit se présenter comme suit :

L2 (Q e o) o L2 (Qemer) D L2 (0, em%)
U / U /
DomT Dom S.
Lemme 1.10. L’opérateur T = 0 a un domaine dense :
Dom Tl — L}Q)’q(Q’e_%)?

ainsi que S = 0 :

S——all 2 -
Dom S"'7* = L .,(,e”%).
Démonstration. En effet, on a clairement :
DomT > %, ,(Q) et Dom S D %, ,11(9),
et ces sous-espaces sont déja denses, comme 1’a affirmé la Proposition 1.8. U

Définition 1.11. Un opérateur linéaire 7" entre deux espaces de Banach (vectoriels normés
complets) :

(X 1+ Ix) et .1 ly)
a domaine DomT" C X :

est dit fermé lorsque son graphe :
GrapheT = {(z,T(z)) € X xY: 2 € DomT}
est un sous-ensemble fermé du produit X x Y, muni de la topologie dérivant de la norme
du graphe :
@)y = l2lx +lyly (rEX,yeY).

Concretement, pour établir qu'un opérateur 7': Dom T — Y est fermé, a savoir, pour
établir que tous les points adhérents au graphe appartiennent encore au graphe, on part
d’une suite quelconque :

(xn, T(xn)):;1 € GrapheT,
qui est de Cauchy pour la norme du graphe, de telle sorte que, par complétude de X et de
Y, il existe deux points-limites :
X 3 2y = lim z, et lim T(z,) = Yoo € Y,
n—oo n—oo

et, pour conclure que :
Graphe T o _ Graphe T,
on cherche a vérifier deux choses :
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O 2 € DomT;
O Yoo = T(Too)-

Lemme 1.12. L’opérateur de différentiation standard :

L2(]0,1[) . L3(]0, 1)
U /
Dom D

est fermé.

Démonstration. Comme cela vient d’étre expliqué, en partant d’une suite :
(hn, D(hn)):;1 € Graphe D,
telle qu’il existe ho, € L% etl,, € L? avec:
[n = hec o =2 0 et [Dn) = loc]l 2 =22 0.

il s’agit de faire voir que hy, € Dom D, puis que o, = D(hy).

Or en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz | [ - 1| < ([ [£12)? ([, 1%)
obtient pour toute fonction-test 1) € €>°(]0, 1]) deux majorations :

/1 (b — 1) 0

n—o0

(NI

on

OOHLZ 7;}0 07

< max|¢] |, — b
0.1

qui permettent de passer a la limite dans les identités vraies par définition :

/01 hnw’:—/ol D(h) ¥,
/Olhoow'z—/olzmw,

I’identité qui signifie exactement que h., € Dom D et — simultanément! — que [, =
D(hoo)- g

Lemme 1.13. Les deux opérateurs TetS:

ce qui offre sur un plateau :

L; (Q eTPLY) s o, qu+1(Q em%2) s - [2

A

DomT Dom S,

sont fermés.

Démonstration. Le principe d’argumentation, treés similaire a ce qui vient d’€tre vu sur
10, 1], est laissé en Exercice 4. O

En résumé, nous avons présenté les éléments de pensée du théoreme suivant, qui va
constituer le vrai point de départ de la théorie.
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Théoreme 1.14. Dans un domaine ) C @”21, pour des densités continues arbitraires
01,02, 03 € €°(Q, R), les deux opérateurs O :

_ 9 9
L;q(Q?e PL) > qu_H(Q eF2) i > qu+2(Q e %3)

U A

DomT Dom S

sont fermés et a domaine dense. U

Puisque 1’équation de Poincaré 0 o 9 = 0 valable sur les (p, ¢)-formes appartenant a
&> () est naturellement héritée (exercice) par ces opérateurs qui prolongent 0, on a :

&p,q
T(Dom T) =: ImT C Ker?S,
et puisque Ker S C Dom S (exercice mental), on peut écrire :
SoT = 0.

Maintenant, en direction du Théoréme 1.2, donc dans des espaces L? a poids, il s’agit
de résoudre T'(u) = f avec f € Dom S satisfaisant S(f) = 0, et en abrégeant nos trois
espaces de Hilbert :

Hy = L (Q,e7%), Hy = L2 (9,79, Hs := L. (Q,e7%),

cela nécessite de faire un détour par la théorie générale des opérateurs non partout définis.

2. Théorie élémentaire des opérateurs non bornés de Von Neumann

Dans cette section, on raisonnera maintenant exclusivement avec des espaces de Hilbert
abstraits généraux. Soit donc pour commencer deux C-espaces de Hilbert :

(Hlv ” ' ||H1) et (HQ’ ” : ||H2)’
et soit un opérateur linéaire défini seulement sur un sous-ensemble de H; :

T

........... ~ H,
U /
DomT.
Naturellement :
KerT := {f € DomT: T(f) =0} et ImT := T(DomT).

Méme si le cas ot Dom T = H; sera couvert par les raisonnements de cette section, on
sous-entend incidemment que Dom T H,, puisque c’est ce qui se produit pour le O dans
les espaces L? a poids. De plus, on ne suppose nullement que T': DomT — H est un
opérateur borné (continu), a savoir il se peut que sa norme d’opérateur :

|T(f) sz,
17| :== sup ———— € [0,00],
f?;’;gT ||f||H1

soit infinie.
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Définition 2.1. L’opérateur T est dit a domaine dense lorsque :
WH'HHl — H,
et il est dit fermé lorsque son graphe :
GrapheT := {(f,T(f)) € Hi x Hy: f € DomT},

est un sous-ensemble fermé du produit H; X H, pour la topologie dérivant de la norme du
graphe :
1) Ly, = 1t + gl (remge ).

Pour de tels opérateurs 7' fermés et a domaine dense, Von Neumann a développé une
notion tres générale — et assez subtile — d’opérateur adjoint T, définie tout d’abord en
introduisant son domaine :

DomT — C
I, }

est bornée en norme | -
[ (T(F), ghm, |

c’est-a-dire qu’il existe une constante 0 < Cy < oo telle que :

DomT™ := {g € H,: laforme linéaire

(T(f), 9)m| < Cylflu, (¥ f € Dom ).
Notons alors cette forme linéaire :

Ag: f — <T(f)>g>H2'
Puisqu’elle est bornée, le théoreme de Hahn-Banach permet alors de la prolonger a [,
tout entier, sans changer sa norme d’opérateur, ce qui fournit :

AgI H — (C,

dense dans ;. En fait, comme on travaille dans un espace de Hilbert, il n’est pas nécessaire
de faire appel au théoreme de Hahn-Banach dans toute sa généralité, comme propose de le
rappeler I’Exercice 5.

Le théoréme de représentation de Riesz offre alors un unique vecteur g. € H; qui
identifie cette forme linéaire prolongée a un simple produit scalaire :

Kg(h) - <h7 g*>H1 (Vhe Hy),

d’ou en restriction & Dom T :

Ag(f) = Kg(f) = <f7g*>H1 (VfeDomT).

On laisse en exercice le soin se convaincre que 1’application ainsi produite g — g, est
linéaire, ce qui justifie de noter :
T"(9) = gs,
en termes d’un certain opérateur linéaire a priori non partout défini et non borné (tout autant
que I’était T') :
Hy «— DomT* T~
Ainsi, a tout opérateur 7' est donc associé son adjoint T™ :

‘‘‘‘‘‘‘‘ Lo~ H, ~ Hy <" H,

U/ U

DomT Dom T™.
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Une série de vérités frappantes ont été découvertes par Von Neumann en 1929.

Proposition 2.2. Si T': H, --» H, est un opérateur fermé a domaine dense entre deux
espaces de Hilbert, alors son adjoint Hy «-- Ho : T est lui aussi fermé a domaine dense.

Démonstration. Introduisons 1’application auxiliaire « magique » :
c: Hyx Hy — Hs x Hy
(f;9) — (9,=1),
qui transforme le graphe de 7" en :
o(GrapheT) = {(T(f),—f): f € DomT}.
Affirmation 2.3. Tout vecteur orthogonal :
(y,x) € [U(GrapheT)]L
est de la forme :
x=T"y avec y € DomT*.
Démonstration. Cette relation d’orthogonalité s’exprime comme :

(Tf)y)m, = (fro)m (V f €DomT).

Grace a cette identité et a ’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous voyons que la forme li-
néaire :
DomT > f } <T(f)7 y>H2

est bornée (continue), et cela signifie exactement que y € Dom 7™ avec en sus x = T™y.
O

Une reformulation équivalente de cette affirmation est que :
Graphe T* = [o(Graphe T)]L,

et puisque I’orthogonal d’un sous-ensemble quelconque d’un espace de Hilbert est toujours
fermé, nous obtenons que 7™ est fermé.

Ensuite, afin de montrer que Dom 7™ est dense, en nous souvenant qu’un sous-espace
. . . —1
V C H d’un espace de Hilbert H est dense si et seulement si V- = V' = {0}, prenons

un élément quelconque :
z € (Dom T*)L = (W)L,
et cherchons a montrer que z = 0. Ainsi :
0={(z9m (Vy € DomT*),

et en introduisant un terme nul quelque peu artificiel mais astucieux :

0= (zym+0,TYu_ (Vy € DomT*),
nous voyons que cela signifie que :

(2,0) € (Graphe T”‘)l = W = o(GrapheT)
= {(T(f),—f): f€DomT},

d’ou par identification 0 = — f, et finalement z = 7'(f) = 0, comme voulu. O
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Proposition 2.4. Si T: H, --+ Hy est un opérateur fermé a domaine dense, alors son
bi-adjoint coincide avec lui-méme :

(T%)" = T.
Démonstration. Nous savons déja que 1™ est aussi fermé a domaine dense, et que :
<f, T*(Q»Hl = <T<f),g>H2 (VfebDomT,VgeDomT*).

Grace a cette 1dentité, nous voyons que la forme linéaire :
DomT* — C
g — {T"(9), N, = (9. T(f)) n,

est bornée en norme H,, et ceci signifie précisément 1’appartenance :

f € Dom (T%)",
d’ou:

Dom T C Dom (T*)*
De plus, I’égalité :
(g, T(f N, = T"(9), [l = (9, (T") (/)

valide pour tout g € Dom 7™ (dense dans H5) donne :

T(f) = (T7)(f) (¥ € Dom ),
d’ou:

GrapheT C Graphe (T™)*.

Pour terminer, puisque Graphe T est fermé et se projette sur DomT" C H; qui est dense, on
vérifie (exercice : raisonner par contradiction) qu’on a ici « =» au lieu de « C ». U

Théoreme 2.5. [Von Neumann 1929] Si T': H, --+ Hs est un opérateur (non nécessai-
rement continu) fermé a domaine dense, alors son adjoint :

Hl «—- H2 ZT*

est aussi fermé a domaine dense, et il satisfait ’identité fondamentale :

(£, T (9)u, = (T(f),9)n, (Vf€DomT, Vg€ DomT*).
De plus :
(T7)" =T,
et aussi :
KerT* = (ImT)" = (imT)"],

(KerT)L = ImT™.

Démonstration. 1l ne reste plus qu’a établir les deux dernieres égalités. Lorsque g €
Ker T™*, I’'identité fondamentale devient :

0= <T(f),g>H2 (VfeDomT),

oo L i . . . .
ce qui signifie g € (Im T) , donc KerT™ C (Im T) , et I’'inclusion opposée est aussi
satisfaite par simple logique inverse.
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Pour la seconde égalité, puisque V+ = v pour tout sous-espace V' C H d’un espace
de Hilbert, et puisque (VL) t = V, en prenant I’orthogonal de la premiére égalité acquise :

KerT" = (ImT)" = (imT)",

on obtient (Ker T*) = Im T, ce qui est le résultat voulu apres simple échange notation-
nel 7% «+— T, pleinement 1égitimé par le fait que 7" et 7™ jouent des roles parfaitement
symétriques. U

3. Un théoréeme d’existence abstrait

De retour a notre diagramme :

_ T _ S _
L12;7q(Q>6 501) ........... > [2 (Q)e 502) ........... - Lz2),q+2(Q>e 4{93)

p,q+1

R

DomT Dom S,

dans lequel 7' = J et S = 0, sachant que :
ImT = T(Dom T) C KerS C Dom§S,
I’ objectif est d’atteindre 1’égalité :
ImT = KerS.

Maintenant que nous possédons les éléments de la théorie des opérateurs non bornés
de Von Neumann, nous pouvons dévoiler un théoréme d’existence abstrait s’appliquant
ci-dessous a :

F = Ker S,

et qui joue un rdle universel en analyse des équations aux dérivées partielles, y compris
pour des applications a la géométrie différentielle et a la géométrie algébrique, et surtout,
qui sera notre plus grand atout pour résoudre Ou = f.

Théoreme 3.1. Soit T: H, --+ H, un opérateur fermé a domaine dense entre deux es-
paces de Hilbert, et soit ' C Hy un sous-espace fermé qui contient I’image de T :

Hy < I~ H,

-
U
F' fermé
U
ImT.
Alors :
10<C <
l9lm, < C|T"g

F=ImT <+ .
‘Hl (Vg€DomT*NF)
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L’implication principale intéressante est « <>, et il s’agit d’'une estimée a priori
qui, dans les nombreuses circonstances ou on cherche a I'utiliser, représente toujours un
travail d’exploration calculatoire substantiel, spécifique a la situation géométrique visée.
Pour T* = &, obtenir cette estimée |g|y, < C|T*g|x, pour toutes les (p,q)-formes
g € Dom T sera difficile.

Lorsque I’hypothese de droite entre grandes parentheses est satisfaite, une information
supplémentaire existe, qui mérite d’apparaitre sous forme d’un deuxieéme énoncé, le plus
important et le plus utile des deux.

Théoreme 3.2. Entre trois espaces de Hilbert Hy, Hy, Hs, soient deux opérateurs fermés
T et S a domaines denses satisfaisant S o T = 0, i.e. ImT C Ker S :

Hy oo ls Hy oS Hy
U U
T
DomT ——=1ImT
N
Ker S
N

Dom S 2 Im S.
Si il existe une constante 0 < C' < oo telle que :
. 112 2
lol%, < € (|l +1159]3,) (V4 Dom T (1Dem ),
alorsona:

ImT = Ker S,

avec de plus unicité et information quantitative :
Vf e KerS J'u e Dom Tﬁ(KerT)L telleque Tu = f avec |u|lpg, < C|f|n,-

Le début de la démonstration de ce deuxieme théoreme observe que pour g € Dom 7™ N
Ker S quelconque, I’estimée (plus générale) supposée devient celle du Théoreme 3.1 qui
précede :

loli, < € (79[, +9) (Y€ Dom T KerS),

et donc avec I’ := Ker S, I'implication susdite principale « <= » offre KerS = ImT,
comme voulu. L’information quantitative apparaitra ultérieurement.

Démonstration du Théoréme 3.1. Commencons par I’implication « = », la moins intéres-

sante, mais qu’il faut quand méme traiter par souci de complétude mathématique.
Supposons donc que F' = ImT'. Puisque F' est fermé dans son espace de Hilbert Ho,

donc est un espace de Hilbert en lui-méme, 1’objectif est de démontrer que 1’ensemble :

B := {geDomT*NF: |T*g|u, <1},

est borné, et en fait, est contenu dans une boule fermée de rayon un certain nombre réel fini
0<C < oo
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Or en nous rappelant qu’un sous-ensemble d’un espace de Hilbert est borné si et seule-
ment si il est faiblement borné (voir la Section 8), il suffit, pour tout vecteur fixé f € F, de
démontrer que I’ensemble des valeurs des produits scalaires :

{(f.9)m, € C: g € B} & {z€C: |2| < Cf < o0}

est borné dans C. Mais F' = Im T par hypothese, donc il existe u € Dom T avec f = Tu,
et donc pour tout g € B, on peut majorer :

‘(fv g>H2‘ = ‘<TU7Q>H2‘

[g € DomT™] = ‘<U,T*g>H1|
[Cauchy-Schwarz] < wlw 1T 9] m,
lg € B] < fulm, -1
= Cf < oo,

ce qui signifie bien que B est faiblement borné.
Passons maintenant a 1I’implication principale « <= ». En supposant donc qu’il existe
une constante 0 < C' < oo telle que :

lgla, < C||T7g

«
‘Hl (VgeDomT*NF),

I’ objectif est de montrer que F', qui contient Im7’, vaut en fait F* = Im7’, a savoir de
trouver, pour f € F' quelconque, un vecteur u € Dom 7" satisfaisant T'u = f.

Lemme 3.3. Pour f € F fixé, avec la méme constante C, on a :
[(fs 9 m| < Clflum |1 T*9lm, (Vg€ DomT™).

Démonstration. Puisque I' C H est fermé, la somme directe orthogonale :

Hy, = F eé Ft,

permet de décomposer tout g € Dom 7™ :
g=9+y (¢ € F,g" € ),
et comme F' O Im T entraine :
Ft c (ImT)L = KerT™,
il vient 7*(¢") = 0, d’ou en particulier g” € Dom T™, et de plus aussi :
g =g—g" € DomT".

Comme f € F et ¢" € F*, observons aussi que :

(f,9")m, = 0,
ce qui permet, en observant que ¢’ € Dom T™ N F, de calculer-majorer :

‘<fag>‘H2 = |<fag/>H2 + <f7g//>H20‘

[Cauchy-Schwarz] < | flla ”9/ | &2,
[Hypothése principale] < |Nflm CIT* G | 1,
= C|flm |1 T"g|m,,

comme annonce. O
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Sur le sous-espace linéaire Im 7™ = T™ (Dom T*) C H,, soit maintenant la forme anti-
linéaire :
Afi ImT* — C
g — (f,9)m,-

Grace a I’estimation qui vient d’étre obtenue, A, est continue sur Im7* de norme ||Af| <
C'| f|| &, - En appliquant le théoréme de Hahn-Banach, ou en raisonnant d’une maniére pure-
ment interne a la théorie des espaces de Hilbert comme dans I’Exercice 5, en décomposant :

1 1
H =mT* @ (ImT%)" = (KerT)" & KerT,
prolongeons :
Kfi H, — C,

comme forme antilinéaire continue de méme norme ||A £l = IAf]l < C| f|,. en déclarant
Ay :=0sur (Im T*) L, le prolongement étant alors unique.

Deus ex Machina!

Le théoreme de représentation de Riesz appliqué a I’espace de Hilbert Im T =
(Ker T) " fait alors « descendre du Ciel » un unique vecteur u € (Ker T)l tel que :

Ap(h) = (u,h)m, (Vhe H),
ce qui, en restriction a Im 7™, donne :
Ar(Tg) = (u. T g)n, (Vg Dom ),
puis, en revenant a la définition de Ay :
(f,9)m = (w,T"g)m (Vg € DomT~),
identités qui garantissent que :
u € Dom (T")* = DomT,
de telle sorte que nous pouvons écrire :
(f,9)m = (T, 9)n, (Vg€DomT™),
et enfin des fins, comme Dom 7™ est dense dans Hs, ceci conclut que :

f=Tu. U

Démonstration du Théoréme 3.2. Une inspection rétrograde des arguments qui viennent
d’étre explicités montre, dans I’application réalis€e du théoréeme de représentation de
Riesz — Deus ex machina par excellence lorsqu’il s’agit de «résoudre» des équations

o . , . L. e
aux dérivées partielles —, que I’on peut choisir u € (Ker T ) unique satisfaisant de plus :

lel, = WA < Clf - m
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4. Densité en norme du graphe pour trois poids
En vue d’établir I’inégalité a priori :
. 12 2
172, < ez (sl + 18712, (¥ €DomT* N1 Dom ),

il est naturel de penser qu’il suffit de travailler avec des formes f € €5 . (€2), car G° est
dense dans I’espace L. Toutefois, en présence de poids variés et avec un opérateur adjoint
a traiter, ceci va requérir un travail non trivial et substantiel.

Rappelons que le produit scalaire ponctuel entre deux (p, ¢ + 1)-formes :

f= Z/ Z/f[;JdZI/\dEJ et g = Z/ Zlgj;JdZI/\dEJ,

[I|=p |J|=q+1 [I|=p |J|=q+1

f'g - Z, ZlfI;JgI_;Ja

l=p [J|=g+1

vaut :

et que la norme associé | f|> = f «f satisfait I’inégalité de Cauchy-Schwarz ponctuelle :

[f 9] < If11gl.

Gréce a ce produit, pour une fonction réelle lisse quelconque ¢ € €*°(Q2,R), on peut
introduire le produit scalaire L? i poids strictement positif ¢ =% :

(f,9) 3:/ Z Z fraany e ¥ dA,

[Il=p |J]=g+1

= [ 33

Hl=p [Jl=g+1

e 7dM,

qui satisfait I’'inégalité de Cauchy-Schwarz intégrale (exercice) :

[(f.9)e| < 1F1o gl

Proposition 4.1. Dans un ouvert Q@ C C", soit (n,) -
support compact :

| une suite de fonctions réelles a

m € €:°(9Q,[0,1]),
dont les niveaux-plateaux K, := {v = 1} C Q sont emboités :
K, C IntK,, (Vv>1),
et remplissent :

= UK,.

v>1
On suppose données trois fonctions lisses :

¥1 € (goo(Q)v ©2 € %00(9)7 ©3 € (500(9)7

qui satisfont :

on,

o2 Z ‘8"27 —¢1 Wrs1).
k
on,

e ¥ 82 < e ¥ (Yv>1).
k
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Alors 65 ,1(92) est dense dans Dom T N Dom S pour la norme du double graphe :
fo= T, + 1 e + IS,

Faisons remarquer que pour tout choix de (77,,) Zozl, il existe toujours de telles ¢1, @2, 3,
puisque les deux inégalités a satisfaire reviennent a :
n
= A = |2
on, «0n, = ’8171,| = Z

k=1

on,
0%,

< ePittT¥i (j=12v>1),

donc il suffit de choisir 5, puis (3, qui croissent assez vite a mesure que les compacts K,
remplissent 2.

Démonstration. Avant de régulariser les (p,q + 1)-formes f, tronquons leur support en
utilisant les fonctions 7,.

Lemme 4.2. Pour toute f € DomT*NDom S, on a convergence n, f — f pour ces trois
normes : e
0= Jim [T )~ T, = fim S — 1], = fim [$.0) SO

®1 w3 "
>y g

~~ N~

@ @ ®
L’intérét, c’est que ces 1, f ont un support compact, ce qui facilitera leur régularisation.

Démonstration. Grace a I’inégalité :

(= 1) fle7 < |fle7*,

la propriété @ découle du théoreme de convergence dominée, puisqu’on a convergence
ponctuelle (17, — 1) f — 0 partout dans €.

Pour @), il faut bien stir commencer par vérifier que 7, f € Dom S'! Comme S = 0 sur
les formes lisses, on se convainc (exercice) que tel est bien le cas, puis que :

Autrement dit : B
S(qu)—ﬁus(f)zaﬁu/\f-

Maintenant, I’Exercice 7 propose de trouver une constante 0 < C;, < oo ne dépendant
que de la dimension telle que pour toute (0, 1)-forme p et toute (p, ¢)-forme u :

(4.3) luAul* < C2uf[ul?.
Application :

Co | f1? O, |* e
Cp|fI2e ¢

1S(nf) = n S e <
<

Alors une intégration sur 2 :

/Q [ S(m.f) =n S [Ferdh = [S(mf) =n SO, < IFI2, < oc

~
— 0 ponctuellement

justifie I’utilisation du théoreme de convergence dominée pour obtenir :

0= lim 1S (n.f) —T]Z,S(J"")HSD3 (¥ f € Dom 5).
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Enfin, une inégalité triangulaire et une dernieére convergence dominée concluent @ :

|S(n.f) = SO, < [Sf)—nSH,,+InSEH-SH, — o

® P3  y—o00

De loin, @ requiert plus de travail. Il faut commencer par vérifier une
Assertion 4.4. Si f € DomT™, pour tout entier v > 1, on a aussi n, f € DomT™.

Preuve. Etant donné une (p, q)-forme u € Dom T, afin de montrer que 1’application :

U — <77Vf, Tu>so

2

est continue en norme | - |,,, ce qui donnera 7, f € Dom T™, calculons, en utilisant le fait
que 7, = 0, estréelle :

<77Vf, Tu>w = <f, nl,Tu>@2 = <f, T(nyu)%2 + <f, n,Tu — T(nyu)>
— <T*f, nyu>w2 + <f, —0n, A u>¢2

= <77VT*f, u>¢1 — <f, on, A u>¢2.

2 P2

Pour le premier terme obtenu, 1’application v — <77VT* f u>¢1 est clairement bornée

en norme | - |, grace a Cauchy-Schwarz.
Quant au deuxieme terme, majorons-le en utilisant Cauchy-Schwarz puis (4.3) :

‘(f, Iy Auy,

= ‘/ feOn, Au e‘“”d)\‘
Q

= ‘/ fe?-(?n,,/\ﬂe?d)\’
Q

(/ ViCas dk>2 (/ |, A’ e d)\)
Q Q

112 Cn (/Q | |On, | e d/\)

G ([ ke )

= constante |ul,,,

N

N

N

o] = [Onw|? car 7, = n,]

ce qui termine la vérification de 1, f € Dom T™. U

2
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Pour établir @, en utilisant 77, f € Dom T™, calculons :

(T ) =T f ), | = (T ), )y, = T F )|
= [(f, mTu),, = (f, T(nu))
= [(f, mTu—"T(nu))
= [(f Bn A, |

= / feOnm AT e‘*”d/\'
Q

Y2

Y2

< / |f e Om, AT| e 2 dA
Q
[Cauchy-Schwarz ponctuel] < / |f] |0m AT| e %2 dA
Q
[4.3) <Co [ 1l e F Jul on] e F ar
Q
[Hypothése] < cn/ Ifle=F |ule” 7 dA.
Q

En termes d’intégrales, cette inégalité s’écrit :

‘/ <T*(mf) a n”T*f>.u ¢ d)\‘ S Cn/ |fle™ 7 |ule™ 7 dA.
“ Q

Ceci étant vrai pour toute u € Dom T, en particulier pour toute u € €25 ,(£2), avec I’aide

de I’Exercice 8, nous déduisons une inégalité ponctuelle presque partout :
T f) =0, T f| e < CulfleF e 7,
laquelle équivaut a un contrdle par une fonction-dominatrice indépendante de v :
T f) =T f[ e < CulfPe .

Une intégration sur €2 assure alors la finitude de :

/ | T* (o f) = T f | e dX < Cn/ IfPe 2 d\ < oo,
Q N -~ Q

~
— 0 ponctuellement

et le théoreme de la convergence dominée donne :
UILn;o T (nuf) = m T f“w1 =0 (V f € Dom T*).
Enfin, une inégalité triangulaire et une derniere convergence dominée concluent O :
HT (qu) =T f“@l < HT (qu) - nuT fH@I + ”nuT f =T fH<p1 V—>—O>O 0. U
En remplagant f par 7, f avec v >> 1 arbitrairement grand, le Lemme 4.2 permet donc de
supposer, dans la suite de la démonstration de la Proposition 4.1, que f € Dom T*NDom S
est a support compact.

Naturellement, il s’agit maintenant de régulariser f, ce qui va étre possible sans déborder
de €2 grace a la compacité de son support.
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Soit donc une fonction x € €>°(R*") avec supp x C {|z| < 1} qui satisfait [ x = 1,

et, pour £ > 0 petit, soit x-(z) := 5= x(2). Posons :

Frxe = 2" > fro*xe dz' ndZ,
Hl=p |Jl=q+1

en soumettant tous les coefficients fr.; € L*(£2, e~#2) a convolution sur C" :
frixxe(2) = [ fra(w)xe(z — w) dA(w)
(Cn
= | Jru(z —ew) x(w) dA(w).

(CTL
En fait, autorisons € a varier seulement dans |0, £¢], ot :
£ 1= min (1, %dist (supp f, 89)) > 0,

de telle sorte que toutes les convolées fr.; * . sont a supports contenus dans le sous-
ensemble compact fixe de €2 :

= {w e C": dist (w,supp f) < g0} C €.

N

Il est classique que les fr.; * x., donc f * x., sont alors €>° a support dans ).
Premiérement, un théoréme d’ Analyse connu dans les espaces L? a poids offre :

0 = lim 17 = £ <],

Deuxiemement, comme f € Dom S, on peut écrire :

S(f * Xs) = (Sf) * Xe € CKCOO(Q%
et le méme théoreme de convergence offre aussi :

0 = lim 5 = (SP) *xel

Afin de conclure que f * y. = f dans la norme du double graphe :
e—

2

0 |.m(HT* (T f *XEH%+Hf—f*xsﬂwjt|\Sf—(Sf)*X5H%),

il ne reste donc plus qu’a traiter le premier terme.
La Proposition 5.4 ci-dessous donne 1’expression explicite complete de 7™ f lorsque

f S cpq+1(Q) :

T*f = (— p ! Z Z Z el — 8Zk <67<P2 fl;k,K) dZI /\d?K.

k=1
tl=p |Kl=q )1

Visiblement, cette expression peut se récrire sous forme abrégée comme :
ef2T T — T+ a,

ou U est un opérateur différentiel d’ordre 1 a coefficients constants, et o @ est une un
opérateur de multiplication par une fonction *°. Une telle écriture est aussi valable, au
sens des distributions, sur les éléments f € Dom 7.
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Maintenant, si nous écrivons en trois morceaux :
(U+a)(fxx:) = (Uf)*xe+a(f*x)
= ((U+a)f) xxe — (@f) x x. +a (f*xe),
les théoremes standard de convergence offrent les convergences en norme L? :

(U+a)f)*x. — (U+a)lf,

e—0
>

—@f)xx: — —af,
s;)O
a(f*x:) a;é af.
Tout ceci permet de voir que le premier terme en attente :
* 3 2
770112, = [
K
2
= | |W+a) (fx) = W) ()] 22t an,
| |w+a) =) s

borné sur K

2
P2 TATH(f % xe) — 2T e )

converge effectivement vers 0 lorsque ¢ 5 0. |

5. Normes de (p, q)-formes et expression de 7™ f

Dans un ouvert 2 C C", avec trois fonctions-densités 1, o, p3 € €>°(Q,R) aux-
quelles sont associées les poids e~ %1, e %2, e~ %3, en considérant le diagramme :

(Q,e*‘PZ) ...... 9 . 2

P,q+2

(©2,e7%)

ce qui précede a montré qu’afin d’atteindre :
VfE Lygi(e¥) avec df =0,
dJu € L;q(Q,e_“"l) telle que Ju = f,

il suffit d’établir une inégalité a priori du type :
2 2 x o2 2 .
1712, < c2 (s, + Iss12,) (¥ 1 € Dom T 1 Dom ),

pour une certaine constante 0 < C' < oo, et méme, il suffit de le faire pour des formes
lisses a support compact :

Vf e 6,,1(Q) C DomT*NDomS.

La premiere chose a faire, donc, c’est de calculer 7% f. Nous allons le faire pour f €
Gy 411(82), puis la formule obtenue aura du sens dans Z'(§2).
Soit donc une (p, ¢ + 1)-forme :

F=>">"frsd ndz’,

Hl=p |J|=q+1
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a coefficients fr.; € €>°(12), définis pour des multiindices croissants :
1§21<<2p<n et 1<j1<---<jq<jq+1§n.

Sans de telles conditions de croissance, il sera nécessaire de pouvoir parler aussi de f7.7,
et nous devons donc commencer par étendre ces coefficients a des listes non ordonnées
d’entiers appartenant a {1,...,n}.

Définition 5.1. Etant donnée une liste de (¢+1) entiersde {1, ..., n} deux a deux distincts :
M = my, ..., Mg, Mgy1,
si J avec {J} = {M} en est le réordonnancement croissant, on pose :

fI;M = 81}4 fI;J>

M

: : my - mg m
eyl = signe permutatlon( o e .q“)

JUo Jg Jett

Plus généralement, pour deux listes quelconques de > 1 entiers :
A:al,...,ar et B:bl,...,br,

il s’avérera utile de définir :

0 lorsque A ou B ont des éléments répétés,
0 lorsque Card {A} = Card{B} = r mais {A} # {B},

. . a
signe permutation ( bT ) autrement.
r

ay
by
En cohérence avec ceci, nous assignerons :

frow == 0 lorsque M a des éléments répétés.

Maintenant, si nous revenons au produit scalaire entre formes, il est naturel, pour deux
(p, q)-formes :

U = lelu];Kdzl/\dEK et v = Z/Z/UH;LdZH/\dEL,
Hl=p |K|=q |[H|=p |LI=q
de calculer le produit scalaire hermitien ponctuel par linéarité :

UV = , ' / Iul;Km dz' A dz5) o(d2P A dzZ"
( )+ ( )

l|=p |H|=p |K|=q |L|=q
? / / R
= E E Ur.g Vr;K,
l|=p |K|=¢q

et une comparaison avec la définition qui a été donnée précédemment montre qu’on doit
avoir :

(dz" Adz"™) o(dz" N dZ") = efjef.



254 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Lemme 5.2. Toute (p,q + 1)-forme admet I’écriture alternative :

F=>">"fryd naz’

Hl=p [Jl=g+1

= Z Z Zf[deZ /\de/\dZ

k=1
LIS i, k=t

Preuve. Fixons I, ainsi que :
J =1 < < Jg < Jgt1-

Dans la deuxieme écriture, au mondme différentiel f7.; dz’ A dz” ne peuvent correspondre
que ceux dont les indices satisfont :

(kYU {ks < <k} = {1 < <jg<lgr1}

ce qui revient a choisir I’entier k& parmi les (¢ + 1) indices j,, les ¢ indices 7, restants

devenant k; < --- < kg, sans autre choix. Ces ¢ + 1 possibilités nécessitent la division —~ +1’
sachant que pour les signes, les relations :
frax = €75 fr. et dzy A dz" = 8K dz’
) ) 2
montrent qu’il y a compensation, car (e?K ) = (+1)? =1. U

Lemme 5.3. Pour f € 65 ,,,(S2) et u € €5(52), on a en tout point de () :

n

f-gu— Z Z Zfleau”{-

I K k=1
\=p |Kl=q¢ =0

Preuve. En partant de :
U = Z/ Z /uI;KdzI A dzE
[Il=p |K|=q
que nous différentions :

5u— Z Z ZauIKdz /\d_k/\dz

= k=1
ltl=p [Kl=q =1

et en utilisant I’expression alternative pour f obtenue précédemment :

:—Z > fuend2 Adzendzh

— =1
Hl=p [Li=q (=

calculons le produit scalaire ponctuel :

fedu = ZZZZZZ

k=1 =
IH\ =p Hl=p |LI=q |K|=¢ = =7

Tuer = (dz" Nz A dz") «(d2' A dzg A dZ"),
k /

VY
_ _H L
= €7 &k Kk
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ce qui nécessite [/ = I, d’ou en réorganisant :

Pt = (7 S S G (3 hnelh)

I K k=1 L =1
||p||qk§ZK IIqu

Or dans la somme double entre parenthéses nous affirmons que tous les termes sont
égaux, en nombre ¢ + 1 qui compense le . En effet, puisque £ et K y sont fixés avec

Card {k, K} = ¢ + 1, pour que 6,{’?{ soit non nul, il faut que ¢ € {k, K}, ce qui représente
q + 1 choix exactement, puis nécessairement L = {k, K }\{/¢}, et enfin, tous les termes
sont alors égaux a :

0L
froregx = frnk,

ce qui donne bien la formule annoncée. U

Proposition 5.4. Pour f € 675 . ,(§2), ona:

=0 = (-t Y Y Z e o= (e—w f,;M) dz' A dzF

— k=1
ltl=p [Kl=q =1

Démonstration. Pour toute u € €25 () ettoute f € €25, 1(€2), la définition de I’ adjoint
s’exprime par :

<5*f, u>@1 = <f, 5u>¢2

Introduisons une notation pour les coefficients inconnus a déterminer :

= > D (0)) e d A dEE,

l=p |K|=q

Tfeuw=3"3"(0F)curx.

=p |K|=q

donc :
@F ), = / Ofou e dr

/Z Z 8fIKUIKe@1d>\-

[|=p |K|=q
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Par ailleurs, 1’expression obtenue pour f«Ou dans le lemme qui précéde permet, en
effectuant une intégration par parties basique, de calculer :

(f. ou),, = / feOu e #d)

- /z 52 e G i

Hl=p [Kl=q F=1

kgK
= /Z Z Z(‘? (6 72 fle)UIKd)\
=p K= oL OF

5 S e

k=1
tl=p [Kl=q }=1

ce qui, par identification, fournit les valeurs annoncées des coefficients (5*]“ ) . de 5*f .
’ O

Question 5.5. Cette formule est-elle valable pour tout f € Dom 7™ ?

Afin d’établir I'inégalité fondamentale, il est maintenant nécessaire de connaitre une
expression appropriée de | S f|* = }8 f] Commencons par un préliminaire.

Lemme 5.6. Pour une (p,q + 1)-forme f € L2 . ,(Q,loc), ona:

P == S e

k=1
ltl=p [Kl=q -1

Preuve. En partant de la représentation alternative du Lemme 5.2 écrite avec des indices

différents :
Z Z Z frorndz™ Ndzy A dZ",

— =1
= =1

nous pouvons calculer :

fof = —3 q+1 DD szmfm

k=1 (=1
tl=p Hl=p |Kl=q |Ll=g L 1

(d=" A dzy, A dz") (dzH Adz A dz")

— q+122 Z Z Zzeu frw fer

[Il=p |K|=q |Ll=q *=1 (=1

= Z Z Zf]k:K(< Z Zeu fML)
=p |Kl=q }=L IEl=a g,
= % |;;q Z fIkK<< 1) (q+ )M)’

kgK
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en observant que dans la somme double entre parentheses, une fois &, K fixés, seuls les
termes pour lesquels {¢, L} = {k, K} sont non nuls, et grace aux corrections de signes, ils
sont tous identiques — au nombre de ¢ + 1 —, ce qui nous conduit a destination. U

Par exemple, pour p = 0 et ¢ = 1, en partant de :

f= Z Fivge dZj N dZ;,

1<j1<ja2<n

la définition donne directement :

|f‘2 = Z }fj1,j2‘2

1< j1<gesn

expression qui coincide avec le résultat que le lemme général affirme.

. . . a2 .,
Ensuite, nous souhaitons obtenir une formule pour ‘8 f | . Il est avisé de commencer par
regarder le cas simple (p, ¢) = (0, 1). Partons donc de :

f = Z fj dgjv
j=1

que nous différentions :

of Z Z Of] dzi N\ dz;

7j=1 k=1

PIEDS

i<k >k

U «— K] = Z (afk - %> dz; N\ dzy,

; 0z; 0z
1<j<ksn

N

d’ ol : )
of;  Ofk
Eﬁk 8Ej

of;  0fi|”

1<]

1
:E Z@zk 0z;

Toutefois, puisque cette formule n’es t pas encore assez bonne pour nous, en utilisant :

o] = Z

!ot—b|2 = la*+|b]* —ab—ab (a,b€C),
nous développons :

_2_1n n %2
sl =5 3 (|52

Jj=1

Ofi [

0z,

df; fx 3fj O fr
) 2 Z Z (82k 0%, 8§k8_2j>’

jlkl
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et en observant que les deux couples entre grandes parentheéses sont invariants par I’échange
J +— k apreés sommation, nous parvenons a une formule finalisée :

= 8fj of; Ofx
i =3 ZZMJ

0z
=1 k=1 k
La proposition suivante généralise une telle formule aux formes lisses de bidegré quel-
conque.

Proposition 5.7. Pour une (p, q + 1)-forme appartenant a 65, ,(2) :

F=>">""frsd ndz’,

Hl=p [Jl=g+1

ona:

3f1 J

o) =30 > Z

|=p |Jl=g+1 j=1

s Dsir
DIDSDIPIEL .

Il=p |K|=q j=1 m=l
jeK mgK

Démonstration. Grace au formalisme mis en place et déja plusieurs fois utilisé, calculons
aisément :

af.af:( PN ZafIsz /\dzj/\cf‘]>

[I|=p |J|=gq+1j=1
Jj€J

( DI f: afHMdHAcr Ach>

0z
IHI =p |M|= q+1m o "

SN Y NS S U A ey ) (4 1 ),

I H J 1| M 1j=1 m=1
[I|=p |H|=p |J]|=g+1]| \q+3€ RS

=ey E{A,,JM
ce qui force H = I et donne une premiere formule non finalisée :
n n Y
7|2 / 4 / g,J afI;J afI;M
0z 0z
Hl=p [Jl=q+1|M|=q+1 ng m=1

meM

Ensuite, divisons cette expression en deux parties disjointes correspondant a la décom-

position :
2.2 -1t

j=m  j#m

ce qui donne un premier :

0 0
Terme, = Z Z Z Z%JM fn‘jM 6{;‘] 6{;24

[I|l=p |J|=q+1|M|=¢+1 j=1
=y

= M] Z Z Z afIJ

[Il=p |J|=¢+1 j=1
JgJ
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Pour I’autre somme sur {j # m}, soit a transformer :

Terme, := Z/ Z/ Z/ Z 52&{M%—af_]ﬂ-
j

[=p |Jl=q+1 [M|=q+1 1<j#m<n Pz
J¢J, mgM
Ici, pour que e v avec j & Jetm ¢ M soit non nul, il faut que les deux ensembles de

cardinal ¢ + 2 co1nc1dent :

{5:7} = {m, M},
donc il existe K = k; < --- < kg ordonné de cardinal g tel que :
{J} = {m,K} et {M} = {j, K},
et comme .J et M sont ordonnés, ceci veut dire que m se place dans K au bon endroit, et

de méme, que j se place au bon endroit dans K.
Par composition de permutations, transformons :

e} = 1] = e (= 1) e
Ui 4 m] = (=&x) (1) (—enir)
= _87{1,K 5M ;

de maniere a pouvoir écrire :

Terme, = — Z Z Z Z mK aaf_fj K afi;M

M9z
Il=p |J|=q+1 IM|=q+1  1<j#m<n "
(J}y={m,K} {M}={j,K} J&S, mgM

=y Y Y
l=p |K|=q 1§¢j;ﬁm§n 9z, 0Zm
J

K Zm

Ainsi, en additionnant ces deux termes nous parvenons a une expression qui n’est pas
encore celle de la proposition :

o =320 > Z

|=p |J]|=¢+1 j=1
JigJ

afz J

Yy Y D O
Il=p |K|=q 1<j#m<n (9zj 0Zp,
JEK Zm

Pour achever le travail, écrivons :

3
3
3

Z,

(SR
Il
S
<.
—
S,
m |
S
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ce qui conduit a trois au lieu de deux blocs :

wnzzzﬁjzzz

Hl=p |J|=q+1 j=1 Hl=p |Jl=g+1 5= 1
JE€

! ! 8f[mK af[-]‘K
5.8 —_ ) ) 1J )
5 Yy oy T
Hl=p |K|=q 1§€J¢T;<n
J m

3f1 J

SJg+1

Lemme 5.9. Etant donné des quantités A € C antisymétriques en leurs indices

supérieurs j, € {1,...,n} >k, ona:

n
YDA = Y
|J|=q+1 j€J [K|=q jﬂg}l(

a savoir plus précisément :

O (e Vi U D DR (I DR el

1< < <Jg+1<n 1<k < <kg<n JFk1,..,kq
Démonstration. Elémentaire, et proposée en Exercice 9. U
Le deuxiéme de ces trois blocs se transforme donc en :

—Z:ZE:%J=—Z§:Z

[I|=p |J|=g¢+1 j=1 |=p |K|=q J 1
JjeJ Jj¢

af[,]K

et lorsqu’on I’aditionne au troisieme bloc, le résultat se contracte en un seul bloc :

Yy ey s MWy 3 Sy A W
Hl=p |Kl=q¢ Jj=I lI|=p |K|=q 1<j#m<n J m U=p |K|=q j=1 m=1 m
JEK J¢ K #m jgK mEK

ce qui, en revenant a (5.8), conclut la démonstration de la formule annoncée :

Al = Y S [y sy s e O

I J 1j=1 I K 1 m=1
[ I|=p |J|=q+1J \IplqungK

6. Inégalité fondamentale pour les (p, ¢)-formes

Toujours dans un ouvert {2 C C", commengons par des préliminaires tres élémentaires.
Pour 1 < k < n, les opérateurs basiques :

0 = 0
F 0z, b 0z,
ont en effet des adjoints formels qu’il convient de comprendre a 1’avance. Soit une fonction
quelconque ¢ € (1) et soit le produit scalaire hermitien a poids :

(A, B) = | ABe*an,
v Q
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défini et étudié ici seulement pour A, B € € °(12). Introduisons donc les opérateurs :

o A Dy
—(Ae?) = = -2 A <k<n),
8zk( c ) sz 82k (t<ksn)

Op(A) == e¥
ainsi que leurs conjugés ¢, : ce sont eux les adjoints volontaires !
Lemme 6.1. Pour toutes fonctions A, B € €°(2), ona :

(4, 0x(B)), = —(0(4), B),,
@A), B), = — (A, 0(B)),

Preuve. Grace a une intégration par parties n’incorporant aucun terme de bord, on calcule
en effet aisément :

(A, 9uB)), = /QAa_Ze—wdA - _/Qﬁa%(/xe—w) a\
_ _/Q ew%(Ae—w)Ee—wdA
= —(8x(A), B)._.
De maniére similaire :
@A), B), = [ Z2Beein = _/ Ace L (Be#)erdr = — (A, 6(B))
o 0% Q 0z 5

Plus tard, nous serons intéressés par le calcul de certains commutateurs entre ces opé-
rateurs, lequel va — de maniere sérendipitaire — faire apparaitre tous les coefficients ma-

triciels de 0.
Lemme 6.2. Pour toutes fonctions A, B € €>°(2), ona:

/ (6,(A)5(B) - T 3(B)) e dx = / AL ey
Q J J Q 8@82;6

Preuve. Commencons par observer que les commutateurs en question sont d’ordre zéro,
c’est-a-dire agissent comme simples opérateurs de multiplication :

o _ (92 _0p oA 0 (0A Oy
(6906k 3k05g)(14) = (8zj 0z >62k 0Zk (0zj 0z; A)
2
_ Te g
8zj82k

Ainsi grace a cela et en utilisant le lemme qui précede, I’intégrale dans le membre de gauche
ci-dessus se transforme en :

gauche = (4;(A), (51{(3)% - <5k(14)7 gj(B)><p
= — (Bu(3;(A4)), B), + (0;((4)), B),

82
= (A, B>@. 0

o'
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Une fois cette mise en bouche avalée, toujours dans un ouvert {2 C C", si nous choisis-
sons une fonction i) € €°°(€2) qui croit assez rapidement pour majorer les normes des 07,
qui sont a priori non connues :

n
k=1

et si nous choisissons les trois fonctions-poids sous la forme :

on, 2
0%,

ed’ (Vv >1, dans ),

1 = @ — 29, P2 = @ — 1P, P3 = @,

alors les deux conditions qui garantissent I’applicabilité de la Proposition 4.1 fondamentale
de densité seront remplies, puisque :

eV = e¥3T¥2 — efr L

et alors avec un tel choix, la fonction ¢ reste entierement libre. En fait, dans peu de temps,
nous supposerons {2 pseudoconvexe et nous choisirons une fonction :

@ € €°°(2) N SPSH((?),

qui est d’exhaustion, afin que la géométrie de ) intervienne.
Rappelons que nous désirons atteindre I’estimée a priori :

1712, < ¢ (s, + 1612, (¢ € Dom T Do ),

donc nous venons de justifier parfaitement qu’il suffit de le faire pour f € €25 ., (€2), que
nous écrirons toujours sous la forme :

=N S e A
Hl=p |J|=q+1

Ici, les fonctions-coefficients fr.; x = 0 sont par convention supposées nulles lorsque J =
k, K s’écrit sous la forme d’un indice k£ suivi d’un g-multiindice ordonné K =k < --- <
k4, dans la circonstance ou k£ = k,, pour un v avec 1 < v < q.

Dans I’expression que nous avons obtenue pour 77 f = d'f, nous pouvons donc suppri-
mer la mention k ¢ K, ce qui, aprés multiplication par e¥, lance le calcul suivant :

Opa Ofrk i
Yr s — 1P~ 1 vtepr | —p2 P2
e T f E: E, E:e [ e 2 freix +e 5

Z A
Il=p |K|=q k=1 k k

= ()Pt Ny e [ K  frie + agjﬂ] ds!
k

I=p |K|=q k=1

R 0 0 ofr,
[p2 = v —¢] S Z Z Z [— Jﬁfl;k,]{"‘a;ifl;k,f(-i-g’zlzl(} dz!

I=p |K|=q k=1

= (1P Y TS ae(fre) de A dER +

I=p |K|=q k=1

plz Z Z fIdez A dzE

H=p |K|=q k=1

]d A dz
A dZy

A dzZy
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Récrivons cette égalité a trois termes en changeant leurs places vis-a-vis du signe égalité :
n
' ' I g =K I =K
S Y (3 deldinn) ) detnaz = -y -3 Y ( S i) ds A
Hl=p |Kl=¢ *Fk=1 H=p |Kl|=q
ce que nous pouvons abréger comme €galité entre vecteurs :
z2=x+y

de I’espace vectoriel CQ de dimension égale au nombre de (p, ¢)-formes indépendantes

dzf N dZE -
o= (I)(1)

Dans cet espace C? muni du produit scalaire hermitien ponctuel que nous avons noté e,
I’inégalité de Cauchy-Schwarz majore :

ZeZ — XeX + Xey —|-y.x —|-y.y
< 2xx 4 2 yey,

ce qui nous donne :

Z/ Z/ii(sj(fl;j,K)ék(fl;k,K) < (%Tf-Tf—irZ Z ZZ 61/) 8@/} fI,]KfIkK)

Hl=p |Kl=q Jj=1 k=1 Hl=p |K|=q Jj=1 k=1

Maintenant, comme pour des nombres complexes ¥V; € C et F; € C, nous pouvons
majorer de maniere élémentaire :

> VUL EF =

j=1 k=1

(Z ) (Z AP

le dernier terme a droite ci-dessous est majoré par :

0% Y
>y zzaz 2 o ik < (z\azj

[Il=p |K|=q Jj=1 k=

Mzzgmw

=p |K|=q k=1

= (¢+1) |fI2
d’ou :
S S S S ) w0 € 2( TS ) ),
U=p |K|=q j=1 k=1

et enfin en intégrant aprés multiplication par e % :

/ (Z > 225 frix) on( fIkK)) e ?d\ < 2<”T*f

Ul=p |K|=q j=1 k=1

@) [ v PR an)

Maintenant, additionnons a cette inégalité la formule pour |0 f|? que nous avons longue-
ment préparée a I’avance, récrite comme :

PIPIDMIL L TPl

Hl=p |Kl=¢ Jj=1 k=1 l=p [J|=g+1 j=1
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pour obtenir :

noon ———— Ofrjx Ofter )
/ |Iz_:p KX:Q ; k=1 ( fLJK) 5k(fIkK> 0% 0%; )e 7 dA+
af -
/(Z ZZ’géj) “dx <

l=p [J|=g+1 j=1

N J/

positif de toute fagon

< 2\|T*f”i1+ HSfH%—l—Q(q—i—l)/Q |0Y)? ™% d,

et pour atteindre enfin une inégalité fondamentale :

/Z Z (ZZfI]KfIkK 8‘) _“"d/\+/ (Z Z Z‘af”’

Il=p |K|=q ~j=1 k=1 lI|=p |J|=q+1 j=1

< 2T+ ISF], 20+ ) / 9

) e Yd\N <

1|2 d.

7. Théorémes d’existence dans des domaines pseudoconvexes

Dorénavant, supposons que {2 est pseudoconvexe, et que ¢ € €°°(£2) NSPSH(() est une
fonction strictement plurisousharmonique d’exhaustion pour €2. La stricte plurisousharmo-
nicité de ¢ s’exprime par I’existence d’une fonction réelle € strictement positive :

c: Q —10,00],

telle que :

n

c(2) Z |v;]? Z Z 8z38zk 2)vj Uy, (Vz€Q, VoeTEQ).

i=1

Alors dans I’identité fondamentale obtenue apres bien des efforts a la fin de la Section 6
qui précede, minorons la quantité a gauche entre grandes parentheses :

n — 82
CZ {f[;i,K‘ ZZf]]KfIkK (VH[=p, V|K|=q),
i=1

7j=1 k=1

souvenons-nous du Lemme 5.6, sommons-intégrons ces inégalités, négligeons le terme
positif de toute facon :

| etaniperan = [ o33 S o] e da

l=p |K|=q i=1

82
< / Z Z <ZZfI,]KfIkK8 8_)€_¢d)\
[Il=p |K|=q > j=1 k=1
< 2| f1, + IS, +2(a+ 1) / |0%1” |f[2 e d,
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soustrayons-réorganisons :
@+ ) [ (e=2uR)lrFerar < 2|7, + o,

et enfin utilisons 1 < (¢ + 1) ainsique 1 < 2:

[ e—2i0v) e an < 2, 24,
Q

Maintenant, si nous pouvions choisir la fonction ¢ € €*°(2) N SPSH(N?) telle que la
fonction c associée satisfasse :

2 < (c—2|0uf) e

en rappelant que e~ ¥T¥ = ¢, nous atteindrions 1’inégalité a priori que nous souhaitions :

251, = [ 2eisPeran < [ (e 2lu) ey
< 2|, + 21811,

Autrement dit, cela revient a rechercher une fonction d’exhaustion ¢ € €*°(Q2) N
SPSH(2) dont la fonction ¢ qui minore la positivité de =1 90y soit suffisamment grande
pour que :

2e¥ +2]0Y)* < ¢

Ici a gauche, la fonction n’est pas contrdlée, elle peut croitre assez rapidement au bord de
Q). Donc le probléeme revient a savoir si I’on peut rendre arbitrairement grande la positivité
de =1 00y pour une fonction d’exhaustion d’un domaine pseudoconvexe, et la réponse est
oui !

Proposition 7.1. Dans un domaine pseudoconvexe 2 C C", étant donné une suite quel-
conque {n, }3°, de fonctions n, € €>(9,(0,1]) satisfaisant :

{7]1,:]_} C |nt{7]y+1:]_} et Q= I/LZJl {nV:1}7

si ) € €°°(Q2) est un majorant quelconque dans :
on,|* < e* (v>1),

alors il existe une fonction ¢ € €><(2) N SPSH(Q) :

n
z) E i < E E 2) 0} Uy, (Vz€Q, VveTEQ),
i1 82382]@

j=1 k=1
telle que :
26¢+2|a77[)|2 <c (dans Q).

Dans ces conditions, comme promis, nous atteindrons I’'inégalité a priori que nous dé-
sirions :

1#05, < 1T sI5, + S7I, (71 €625,4(5).
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Démonstration. Partons d’une fonction ¢ € ‘5"0(9) N SPSH(S2) quelconque satisfaisant :

n

Z) E |Uz‘|2 E E Ujﬁk (Vz€Q, YveTLQ),
— 8z]8,zk
1=

1=1 k=1

pour une certaine fonction e € (€2, 0, oo[). Soit alors x € ¢*°(R,R) une fonction
croissante convexe. En composant :

== X009,
calculons et minorons :
-y 0% ¢ 09 - P
— ViU = Ui+ X 0@ A A= Vi Uk
jzl ; 82]6zk ! Z —1 Zj aZk: ! ]Zl ; 8zj8zk J
n a¢ 2 n n 82
— " e / —
— o ¢ ;8Zivz + x Cb;kz:;azjazkv]vk

WV

O+X’o¢-ez |v;]?
i=1

et donc si nous prenons :
= X, o ¢ - €,
il suffit de choisir x qui croit suffisamment rapidement pour que :

" 2
oo > 2e +2\8w|' -
e

Plus généralement, la méme preuve montre que pour foute fonction ¢: @ — 0, ool, il
existe une fonction d’exhaustion ¢ € %”OO(Q) N SPSH(Q) telle que :

n

c(2) Z |v;]? Z Z 8z38zk 2) vj U, (Vz€Q, VoeTEQ).

i=1

Théoréme 7.2. Dans un domaine pseudoconvexe Q0 C C">', I’équation Ou = f est réso-
luble dans l’espace des formes localement de carré intégrable de bidegrés quelconques :

V€ Lipa1(Q) avec 0f =0 3Jueli,, () Ou=f

Démonstration. Pour une forme donnée f € Liocp,+1(€2), nous pouvons augmenter la
croissance de , donc de (, de maniere a rendre (exercice) :

fe L),

L’inégalité a priori que nous avons obtenue :
1£12, < |7 f)2, + IS fI2, (¥ €DomT* ADom ),

alliée au Théoréme 3.2, fournit alors une solution u € L2 (2, e ¢*?¥) de Ou = f. Mais
alors, comme les poids sont 4> donc bornés :

u € LIOC (Q). O

Prq
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8. Appendice : Sous-ensembles faiblement bornés d’un espace de Hilbert
Rappelons qu’un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Théoréme 8.1. [de Banach-Steinhaus] Entre deux espaces de Banach (X, || x) et (Y, |-
Hy) soit une famille (Ti)ie  indexée par un ensemble quelconque I, d’opérateurs linéaires
continus :
T;
X —Y.

Si, pour tout x € X fixé :

cup |70, < oc.

i€l
alors les normes d’opérateurs sont uniformément bornées :

sup [| T3] < oo.
iel

Démonstration. Puisque X est complet, on peut appliquer les théoremes de Baire, dont
nous rappelons sans démonstration un des énoncés possibles, de la maniere suivante.

Théoreme 8.2. [de Baire] Dans un espace de Banach, toute réunion infinie dénombrable
Un>1 X, de sous-ensembles fermés X,, C X d’intérieurs Int X,, = () vides est encore
d’intérieur vide :
Int U X, = 0. O
n=1
Pour n € N entier (grand), introduisons en effet :

X, = {m € X: sup HE(x)HY < n}
icl

Ces sous-ensembles emboités X,, C X1 sont fermés, puisque tous les 7; sont supposés
continus, et I’hypothese principale signifie que :

X = [_OJOX”.

Comme X est d’intérieur non vide, la contraposée du théoreme de Baire fournit alors un
entier N > 1 assez grand pour que :

0 # Int Xy.
Donc il existe x( € Xy etil existe 6 > 0 petit tels que :
B(zo,6) = {z € X: |z —zo|x <6} C X,
Ensuite, soit un vecteur quelconque u € X avec |u|x < 1, et soit i € I un indice

quelconque. En observant que z + du € B(z¢,5) C Xy, on calcule alors :

[Tl = 5 |76+ w0) Tt

N

1
> ([Titao + 6 w)], + | Zitao)], )
[zo + du € Xx, mo € Xi] < %(N—I—N).

Ceci étant valide quel que soit |u|xy < 1 et quel que soit ¢ € I, en prenant un supremum

double : on
suplITi] = sup sup [Ti(w)], < = < oo,
iel i€l Julx<1
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on conclut. O

Rappelons que le théoréeme de représentation de Riesz implique que tout espace de Hil-
bert [ est égal a son dual /* = H = H** ainsi qu’a son bidual.

Proposition 8.3. Soit H un espace de Hilbert, et soit E C H un sous-ensemble quelconque.
Alors I est borné :

J0<R<oo EC{fecH:|flu<R},
si et seulement si E est faiblement borné :

Vge H 30<(C; <o ‘(e,g>H{<Cg (VeeE).

Etre borné signifie étre contenu dans une boule de rayon assez grand, et €tre faiblement
borné, avoir des projections bornées sur foutes les droites engendrées par des vecteurs non
nuls, car pour g € H, si nous notons L, € H* la forme lin€aire :

Ly H— C
f — <f7 g>H7
la seconde condition de la proposition signifie en effet que :

Ly(E) Cc {z€C: 2| <y} (Vg€ H).

Démonstration. Si E est borné, a savoir si |e|g < R < oo pour tout e € F, alors avec
g € H quelconque, une simple inégalité de Cauchy-Schwarz montre la faible bornitude :

[(e.9)u| < lelulgln < Rlgly = Cy < oo (Veek).
Réciproquement, supposons que pour tout g € H,on a:
|<€79>H‘ < Cg (Vee B),
inégalité qu’il est avisé de faire « pivoter » par conjugaison complexe :
‘<679>H| - ‘<97€>H’ - |<gu e>H‘
= |L€(g)‘ < Cga
de maniere a la ré-interpréter sous la forme :

sug|Le(g)‘ <0y < 0 (VgeH),
ec
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ce qui fait voir que cette nouvelle famille de formes linéaires (L.).cr indexée par E sa-
tisfait I’hypothese du Théoréeme 8.1 de Banach-Steinhaus, sur tout vecteur fixé g € H. En
appliquant ce théoréme, nous obtenons :

sup [ Lell < oo,
eck
et comme || L.|| = |le| z (révision mentale), ceci conclut que £ est bien borné. O
9. Exercices

Exercice 1. Démontrer le Lemme 1.7. Indication: Ecrire ) = U?‘;l K, avec une suite de compacts K; € ()

emboités K; C Int Kj,q, et, en raisonnant par récurrence sur j > 1, déclarer successivement ¢ sur les
. . . . . . . 2

«coquilles » disjointes K1\ K en fonction des valeurs | Ky ii\K; |ul* d\ < oo.

Exercice 2. Fournir une démonstration rigoureuse de la Proposition 1.8. Indication: Pour € > 0 arbitrairement
petit, commencer par construire une suite (7,,)52; de fonctions n,, € €>°(£, [0, 1]) lisses & support compact
dans €2 telle que :

Ju=mul, =20

puis convoler (1, u) * x. avec une famille régularisante (x. ). de fonctions x. € € (C™, R ) satisfaisant
supp X= C {|2| < &} pour toute > 0, ainsi que 1 = [ x. d\.

Exercice 3. [Espace de Sobolev prototypique] Ici, toutes les fonctions sont supposées a valeurs dans R. On
note W' = W1(]0, 1[,R) le R-sous-espace vectoriel de L?(]0, 1[) constitué des fonctions f: ]0,1[— R de
carré intégrable pour lesquelles il existe une fonction notée Ay € L? (]0, 1[) vérifiant :

/0 @) @) da = - / " As(e) gl do,

pour toute fonction ¢ € €2 (]0, 1[,R) de classe € a support compact dans ]0, 1.
(a) Montrer que W est un sous-ensemble dense de L> (]0, 1[)
(b) Montrer que :

1 1

Foahws = [ I@o@dr+ [ 2@ A @) da
définit un produit scalaire sur W1,
(c) Montrer que W, muni de ce produit scalaire, est un espace de Hilbert.
Exercice 4. Démontrer le Lemme 1.13. Indication: Localiser le probleme dans un ouvert relativement com-
pact de €2 au moyen d’une fonction-plateau.
Exercice 5. (a) Soit (H, | - | ) un C-espace de Hilbert, soit D C H un sous-espace vectoriel dense, i.e.
satisfaisant D Il = H, et soit une forme linéaire :

A: D — C.

Montrer qu’il existe un unique prolongement linéaire A: H — C avec /~\| p = A ayant la méme norme

d’opérateur ||A| = [|A[]. Indication: Utiliser des suites (h,,)2, de vecteurs h,, € D qui convergent vers des
éléments quelconques ho, € H.

(b) Généraliser ce résultat a une forme linéaire A: F — C qui est définie sur un sous-espace vectoriel
quelconque £ C H, pas forcément dense. Indication: Prolonger d’abord A a I’adhérence F, puis déclarer le

510 =1 £ . .
prolongement de A a ’orthogonal £~ comme étant identiquement nul.
Exercice 6. Sous la méme hypothese principale que le Théoreme 3.2, montrer que les opérateurs adjoints :

T* s*
Hy <o Hy <2 H;

satisfont :
KerT* = ImS* = Im S*.
Indication: Vérifier pour commencer que Ker 7% O Im S*.
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Exercice 7. Dans un ouvert 3 C C”, soit une (0, 1)-forme v = Z;-L:l ; dZ; et soit une (p, g)-forme

S ! I A 5K
u = lel:p Z‘K‘:p urx dz' A dz".
(a) Montrer que :
pru = (=1 > > (uj ULy ez g — oy Wlijha,ohig (= 1) ok, uI;j,kl,...,kH) dz' Az Az

[T=p j<ki<--<kq
(b) Vérifier que (a3 + -+ +a,)? < r(a? + -+ a?) pour des réels ay, . . ., a, > 0.
(¢) Etablir I’inégalité :
A < (g+1) |l ful.

(d) Lorsque u est aussi une (0, 1)-forme, pour améliorer la constante, montrer directement que |p A u| <

[l ]
Exercice 8. Dans un ouvert Q C RY, soit un nombre ~ > 1 de fonctions g1, ..., g, € L*(Q,loc) a valeurs
dans C, et soit h € L?((, loc) réelle positive ~ > 0. Montrer qu’on a équivalence entre :
1/2
(gl + -+ +19:1%) < (presque partout),
et:
_ _ 1/2
/ (Tagy + - +.9,) dA| < / (Joa]? + - + [0 |2) 2 B d (Vo € 62°(2,0)).
Q Q

Indication: Traiter d’abord le cas de fonctions continues g1, .. ., g,, h € €°(Q), puis utiliser un argument de
densité.

Exercice 9. Vérifier la formule du Lemme 5.9.
Exercice 10. EE
Exercice 11. EE
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Faisceaux

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Introduction

Apres les travaux précurseurs de Cousin sur les fonctions méromorphes a plusieurs va-
riables, les concepts généraux de la théorie des faisceaux ont été introduits en France par
Jean Leray pendant la seconde guerre mondiale, puis développés dans les années 1950-60,
notamment par Henri Cartan, Jean-Pierre Serre et Alexandre Grothendieck, pour ne citer
que les mathématiciens les plus connus. Les faisceaux sont rapidement devenus un outil
important et reconnu en géométrie algébrique et en géométrie analytique, ainsi qu’en to-
pologie, car ils expriment toutes les relations qui peuvent exister entre I’€tre global d’un
objet et toutes ses caractéristiques locales ou semi-locales. On se contentera ici de dévelop-
per quelques rudiments de cette théorie, notre prochain objectif étant d’utiliser son langage
afin d’établir le théoreme tres fondamental suivant : pour toute fonction holomorphe (resp.
méromorphe) donnée sur un petit ouvert d’une surface de Riemann, il existe toujours une
unique surface de Riemann qui constitue le domaine de prolongement maximal de cette
fonction en tant que fonction holomorphe (resp. méromorphe).

L’exemple de faisceau qui est a la fois le plus simple et le plus représentatif, c’est celui
de I’algebre € (X, C) des fonctions continues complexes définies sur un espace topologique
X. L’objectif conceptuel est de penser le fait qu’avec une fonction continue f: X — C,
toutes ses restrictions f ‘U: U — C a des sous-ouverts quelconques U C X sont aussi au-
tomatiquement données : on voudrait donc comprendre ¢’ (X, C) en voyant simultanément
aussi toutes ses restrictions ¢’ (U, C) a des ouverts quelconques U C X, et on voudrait aussi
comprendre la maniere dont ces restrictions dépendent des ouverts U. Certes, passer de X a
ses sous-ouverts U pourrait sembler artificiel ici, mais c’est en fait dans le sens inverse que
de tres nombreux problemes mathématiques se posent : comment, a partir d’une collection
d’objets qui sont définis seulement sur des petits ouverts, peut-on construire un objet qui
est défini sur ’espace tout entier?
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2. Préfaisceaux, faisceaux, et leurs morphismes

Classiquement, avant de parler de faisceaux, on commence par définir une notion
presque amorphe tant elle est générale : la notion de préfaisceau, laquelle ne requiert que
I’existence d’ applications de restriction. On va voir dans un instant qu’on est parfois forcé,
en partant d’un faisceau, d’aboutir a un préfaisceau qui aura perdu une partie de sa structure
initiale de faisceau, donc la notion de préfaisceau n’est en rien une généralité gratuite.

Définition 2.1. Soit X un espace topologique. Un préfaisceau (d’ensembles) .# sur X
consiste en les données suivantes :

(i) une collection d’ensembles non vides .% (U) associés a tout ouvert U C X non vide;

(ii) une collection d’applications :
pvU: tga(U) — ﬁ(V)

associées a toute paire d’ouverts V' C U avec pyy = |d qui, pour tout triplet d’ou-
verts W C V' C U, satisfait la propriété de transitivité :

PW,V © PVU = PWU-

L’ensemble .% (U) est appelé ensemble des sections au-dessus de U du préfaisceau .% .

La plupart du temps, le préfaisceau .# posséde une structure algébrique additionnelle.
Soit A un anneau quelconque et soit K un corps quelconque.

Définition 2.2. Un préfaisceau d’ensembles .% sur X comme ci-dessus est appelé un pré-
faisceau de groupes abéliens (resp. d’anneaux, de A-modules, d’algebres, de K-espaces
vectoriels) si, pour tout sous-ouvert U C X, I’ensemble .7 (U) est un groupe abélien (resp.
un anneau, un A-module, une algebre, un K-espace vectoriel) et si les applications pyy
sont des morphismes de la structure algébrique en question. Dans ces cas-1a, on suppose
alors toujours que .7 () = {0}.

En voici trois exemples.

(a) Si on assigne a tout ouvert U C X I’ensemble ¢’ (U, R) des fonctions réelles conti-
nue sur U et si pyy désigne le morphisme évident de restriction € (V,R) — € (U,R),
alors on obtient un préfaisceau d’algebres sur X, que 1’on peut noter €y.

(b) De maniere similaire, si X est une variété différentielle de classe 6, on obtient
un préfaisceau d’algebres sur X en considérant les fonctions de classe €* définies sur des
ouverts U C X qui sont a valeurs dans R (ou dans C), et on peut le noter €%.

(c) St X est une surface de Riemann, on obtient le préfaisceau des fonctions holo-
morphes sur X, classiquement noté O'y.

C’est a cause de ces trois exemples que les applications py;; ci-dessus sont classique-
ment (et intuitivement) considérées comme des applications de restriction, bien qu’en toute
généralité, les ensembles .7 (U) de la définition donnée ne soient pas nécessairement des
ensembles de fonctions définies sur U.

Observons que pour les trois préfaisceaux €, €' et Oy ci-dessus, les propriétés qui dé-
finissent les fonctions considérées sont purement locales. De plus, on se convainc aisément,
en examinant la maniere dont sont définies les trois sortes de fonctions en question, que ces
trois préfaisceaux €y, €% et Oy satisfont les deux propriétés additionnelles suivantes.
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Définition 2.3. Un préfaisceau .# sur un espace topologique X est dit étre un faisceau si,
pour tout ouvert U C X et tout recouvrement :

Yui=v

i€l
de U par des sous-ouverts U; C U, il satisfait deux conditions.

Axiome d’unicité 2.4. Les restrictions py, y(F) = py,v(F’) de deux sections F, F' €
Z (U) coincident sur chaque U; si et seulement si F' = F” sur U tout entier.

Axiome de recollement 2.5. Etant donné une collection de sections F; € .% (U;) qui coin-
cident sur I’intersection de leurs domaines :

pu.nv,u;(Fi) = puyro,u, (Fj)  dans .7 (U; N U;) pour tous 4, j € 1,

il existe une section F' € .% (U) dont les restrictions redonnent par restriction les sections
originales :

pUi,U(F> = F; (Viel).
Cette derniere section F' est alors unique par 2.4.

Voici deux exemples. Pour un ouvert U d’une surface de Riemann X, soit 0% (U) le
groupe multiplicatif de toutes les applications holomorphes f: U — C*. Avec I’application
usuelle de restriction, 0% est un faisceau de groupes abéliens (multiplicatifs).

Le faisceau .Z5; est défini de maniere un peu différente : pour tout ouvert U C X, le
groupe .# % (U) consiste en toutes les fonctions méromorphes f € .# (U) qui ne s’annulent
identiquement sur aucune composante connexe de U'.

Tous les préfaisceaux ne satisfont pas ces deux derniers axiomes supplémentaires 2.4
et 2.5. Détaillons a cet effet un :

Exemple 2.6. [Préfaisceau constant] Soit £ un ensemble arbitraire de cardinal > 2 qui
possede un élément distingué ‘0’ et un autre élément e # 0, par exemple un groupe abélien,
un anneau, un A-module ou un espace vectoriel sur R, et soit a nouveau X un espace
topologique. Alors le préfaisceau constant &x sur X est défini par :

&x(0) := {0},
&x(U):= E pour tout ouvert non vide U C X

avec comme applications de restriction pyy = Idg lorsque ) # U C Vet py v = 0 lorsque
U = (). Nous affirmons maintenant que si :

X=VuUV,

peut s’écrire comme réunion de deux ouverts disjoints non vides (il y a énormément
d’exemples), I’axiome de recollement n’est pas satisfait.

En effet, soit F} € &x (V1) définie par F; := 0 et soit Fy, € &x(V3) définie par F; =
e # 0. Puisque V4 NV, = (), on a gratuitement par définition coincidence des restrictions a
I’intersection :

pvicvavi (F1) = 0 = pvaavy v, (F).



274 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

S’il existait une section G € &x (V7 U V;) recollant Fy et Fy, on devrait alors avoir :

0=F = le,V1UV2(G) =G,
——
1d
e=1IFy= PVa, VoUW (G) = G’
——
1d
ce qui contredirait manifestement 1’hypothese e # 0. U

2.7. Morphismes de préfaisceaux. Soient maintenant .% et ¢ deux faisceaux de groupes
abéliens (ou de toute autre structure algébrique) définis sur le méme espace topologique X .

Définition 2.8. Un morphisme de préfaisceaux sur X :
0. F —Y9
est une collection de morphismes de groupes abéliens (ou d’une autre structure algébrique) :
v FU)—YU)

associés a tout sous-ouvert U C X qui commutent avec les morphismes de restrictions, i.e.
qui, pour toute paire d’ouverts emboités 1V C U, assurent la commutativité du diagramme
suivant :

2.9) Z(U) 22 q(U)
FV)—~ (V)

Définition 2.10. Un morphisme de préfaisceaux ¢: .#% — ¢ est dit injectif ou surjectif
suivant que tous les py: F(U) — ¢(U) sont injectifs ou surjectifs.

Deux préfaisceaux .# et ¢ sont dit isomorphes lorsqu’il existe un morphisme ¢: % —
¢ qui est simultanément injectif et surjectif.

Définition 2.11. On dit que .# est un sous-préfaisceau de ¢ si, pour tout ouvert U C X,
ona.Z(U) C 4(U) etsile morphisme o : .F(U) C 4(U) est induit par I’inclusion.

On vérifie alors (exercice) que la propriété de commutativité signifie : pf/ (. (U)) C
Z (V') pour tous ouverts emboités V C U, et que p7; coincide avec py/; sur F (U).

Si .# est un sous-préfaisceau d’un préfaisceau ¢ de groupes abéliens, on peut définir
un préfaisceau quotient 7 := ¢ / % en assignant a tout sous-ouvert U de X le groupe
quotient :

HU) = %(U)/Q(U)

D’une maniere similaire, on définit le préfaisceau noyau, le préfaisceau image, et le
préfaisceau conoyau d’un morphisme de préfaisceaux ¢: .# — ¢ en assignant a tout
sous-ouvert U de X :

U — Ker ¢y, U r— Im gy, U — Coker ¢y,

Ce sont des sous-préfaisceaux (respectivement) de .%, de ¢, de 4. La somme directe .7 &Y
de deux préfaisceaux de groupes abéliens .% et ¢ est le préfaisceau :

Ur— FU)dY(U).
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Le produit tensoriel % @, ¢ de deux préfaisceaux de A-modules est le préfaisceau :

U Z(U) 2, 9(U).

2.12. Perte de la structure de faisceau. On doit bien faire attention au fait que le préfais-
ceau quotient d’un faisceau par un faisceau n’est pas nécessairement un faisceau.

Exemple 2.13. Soit S =~ R / 277 le cercle unité dans C, soit @51 le faisceau abélien additif
des fonctions continues sur S! a valeurs complexes vues comme fonctions 27-périodiques
R >t —> g(t) € C, et soit Zs1 le sous-faisceau des fonctions continues sur S* 2 valeurs
dans Z, i.e. des fonctions localement constantes a valeurs entieres. L’ application exponen-
tielle :
p:=exp(2im-): G — Cin

est un morphisme du faisceau %1 a valeurs dans le faisceau ‘5;1 des fonctions continues
jamais égales a 0, et son noyau est précisément égal a Z1.

Pour tout ouvert U # S', il existe au moins un point ¢%° € S\ U, donc puisque la fonc-
tion logarithme admet une détermination univaluée dans C\{re®: r > 0}, I’application
y est surjective, ce qui entraine :

Cs1(U)/ Z5,(U) = €:(U) (YU #5Y).
Toutefois, pour U = S*, nous affirmons que :
‘551(81)/9@%1(51) > ‘551(51).

En effet, rappelons que le degré d’une application R / 21 3 t — g(t) € C* compte le

nombre (entier) de fois que cette courbe fermée tourne autour de I’ origine :

1 2 / t
2im Jo o g(t)

et soulignons que c’est un invariant d’homotopie, pour des déformations continues de

courbes demeurant dans C*.

dt,

Assertion 2.14. L'application g1 : €51 (S') — €4.(S*) a pour image :
¢s1(€s:(S") € {h: S' — C*: degh =0}.
Démonstration. En effet, pour t — ¢(t) continue sur S 1 la courbe continue fermée dans
C*:
t— ps1(g)(t) = exp(2img(t))

se rétracte homotopiquement en la famille suivante de courbes toujours a valeurs dans C*
paramétrées continilment par 0 < s < 1:

t — exp(s2img(t)),

courbe au final constante = 1 € C* pour s = 0, donc de degré zéro, donc par invariance
h := pgs1(g) est aussi de degré zéro. O

Ainsi, g1 n’est pas surjective, et on en déduit que le préfaisceau quotient s / Zs1
n’est pas isomorphe au faisceau €7, bien que leurs espaces de sections soit les mémes
pour tout ouvert U # S

Mais cet exemple est utile surtout a cause d’une
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Observation 2.15. Le préfaisceau quotient €1 / Y1 ne satisfait pas I’axiome de recolle-
ment 2.5.

f+

Démonstration. Décomposons S' = {e?? € C: § € R} en les deux sous-ouverts :

- 0. Yes + . 0 . 3 3T

U —{61<9<T et U _{6_T<0<I’
de réunion U~ U Ut = S' et dont I’intersection consiste en les deux intervalles ouverts
disjoints :
- + _ 3
vrnut = A{lo-F[<3tuflp-3 <3}
Ensuite, choisissons deux fonctions continues :
f7: U — C et fr. Ut — C,

en prenant simplement f~ = 0 et en prenant /™ quelconque satisfaisant :

f+<6i9) = 0 pour |9_37ﬂ" < %’

1 pour |9—%|<§.
Alors dans le préfaisceau quotient @1 / Zs1,ona:

f_|U*ﬂU+ - f+‘U+ﬂU*’
et pourtant, sur la réunion S* de ces deux ouverts, il n’existe pas de section globale :
f e (Gs)%s)(SY) ¥ Gai(SY) ) Zer (SY)
= €51(S") modZ,
qui se restreindrait a U~ et 2 U™ en f~ et en fT, puisqu’une telle fonction devrait &tre

partout continue sur S', ce qui est manifestement impossible en § = ?jf, comme 1’a déja
fait voir la figure. O

Exemple 2.16. On peut modifier comme suit I’exemple du préfaisceau constant &y donné
plus haut pour £ un groupe abélien afin d’en faire un vrai faisceau. Pour tout ouvert U C X,

soit &x(U) le groupe abélien de toutes les applications f: U — E qui sont localement
constantes, a savoir constantes sur les composantes connexes de U. Si U est connexe, il est

clair que (;[;X(U ) s’identifie & F, mais lorsque U n’est pas connexe, on voit que :
E = &x(U) # éx(U).

Pour V C U, soit &x (U) —» &x (V) la restriction usuelle des fonctions. On vérifie (exer-

cice) que &x est un vrai faisceau sur X, appelé faisceau des fonctions localement constantes
sur X a valeurs dans E.
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Afin de réparer la non-préservation des axiomes de faisceau par passage au préfaisceau
quotient, on introduit classiquement un procédé de « faisceautisation d’un préfaisceau »,
que nous allons exposer progressivement apres quelques préparatifs.

3. Collection des germes d’un préfaisceau

Commencons par introduire la notion de germe qui inspecte les préfaisceaux au micro-
scope.

Définition 3.1. Si .% est un préfaisceau sur un espace topologique X et si z € X est un
point quelconque, I’ensemble %, des germes de .# en x est défini comme étant la limite
inductive abstraite :

32:0 = “_m> ('gZ(U% pO,-)a
Usx

c’est-a-dire plus explicitement, .%, est I’ensemble des classes d’équivalence d’éléments
appartenant a la réunion disjointe :

U>szx

modulo ‘~,’ dans laquelle deux éléments :
FreZU), Uisx et F,e F(Uy), Uysx
sont considérés comme équivalents :
Fy ~y I3,

si et seulement si — par définition — il existe un voisinage ouvert V' > z avec V' C U;NU,
tel que :

pvo, (F1) = pvu, (F2).

Intuitivement et conceptuellement parlant, les germes sont donc des sections considérées
dans un voisinage arbitrairement petit du point de référence.

Définition 3.2. Pour tout ouvert U C X et tout point z € U, on note :
pe: FU)— F,

I’application qui assigne a toute section F' € % (U) sa classe d’équivalence modulo ~,.
L’image p,(F') d’une section F' € .# (U) est alors appelée germe de F en .

Lorsque .# est un faisceau de groupes abéliens, on vérifie pour tous Fi, Fy € Z#(U)
que (exercice) :

(3.3) pz(F1 £ Fy) = po(F1) & pa(F2),

et, pour tout sous-voisinage ouvert z € V C U, pour toute section F' € .Z#(U), que
(exercice) :

(3.4) pz(pvu(F)) = pa(F).

Exemple 3.5. [Germes de fonctions holomorphes] Considérons le faisceau &'y des fonc-
tions holomorphes sur un ouvert connexe X C C. Soit x € X. Alors un germe de fonction
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holomorphe f, € O, est représenté par une fonction holomorphe dans un (petit) voisi-
nage ouvert de x, et donc par conséquent, il est donné par une série entiere :

[e.9]
frzz Ck(z_x)k
k=0
qui possede un rayon de convergence strictement positif, ce dernier pouvant toutefois €tre
arbitrairement petit. Deux fonctions holomorphes définies dans un voisinage de = défi-
nissent le méme germe dans O’y , précisément lorsqu’elles ont le méme développement de
Taylor au point z. On en déduit immédiatement un énoncé crucial.

Proposition 3.6. L’espace Ox , des germes de fonctions holomorphes en un point x d’un
ouvert X C C est isomorphe a I’anneau C{z — x} des séries entiéres a coefficients com-
plexes en z — x qui convergent dans un disque ouvert de rayon positif non précisé autour

de x. O

Pour tout germe f, € Ox ., sa valeur f,(z) en x est alors bien définie : elle ne dépend
pas du choix d’un représentant. Il en va de méme pour ses dérivées de tous ordres.

Proposition 3.7. L’anneau ./, des germes de fonctions méromorphes en un point x d’un
ouvert X C C est isomorphe a I’anneau de toutes les séries de Laurent convergentes :

o0

Z cx (z — )"

k=ko
a coefficients complexes cy, qui ont une partie principale finie, i.e. telles que ky > —oo. [

De retour a la théorie générale, la vérification de 1’énoncé suivant est proposée en Exer-
cice 1.

Lemme 3.8. Si .% est un préfaisceau de groupes abéliens sur X, alors pour tout x € U, le
germe F,, admet une structure de groupe abélien. U

En outre, tout morphisme de préfaisceaux induit des applications entre germes.

Proposition 3.9. Soient deux préfaisceaux de groupes abéliens F et G sur un espace
topologique X, et soit ¢: % — & un morphisme. Alors en tout point © € X, ce dernier
induit un homomorphisme-fibre entre groupes abéliens :

Or: Fo — Y,

le résultat étant indépendant du choix d’un représentant F € F(U) de f = p7 (F) avec
U > x ouvert.

Démonstration. En effet, si F' € % (U’) est un autre représentant, a savoir s’il existe
x €V C UNU'ouvert avec :

PK%ZU(F) = PiU/(F/)
la commutativité des diagrammes (2.9) de morphismes donne :

pru (o (F) = ov(ptu(F) = ev (v (F) = pro (o (F7),
et en prenant la limite (classe d’équivalence) pour V' — x, on obtient bien :

p2 (u(F)) = pd (e (F")).
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Ensuite, pour ce qui est de la loi de groupe, soient f1, fo € %, avec deux représentants
Fy e F(Uy)et Fy € % (Us). Comme on vient de voir que ¢, (f1) et ¢.(f2) n’en dépendent
pas, on peut restreindre d’emblée F} et F5 a I'intersection V' := Uy M Us, puis calculer :

0o fi £ f2) = pl (ov(F) £ F))
e (ov(F) £ oy (Fy))
[Utiliser (3.3)] = p? (ov(F)) £ 2 (pv(F))
(

= @z fl) + @x(f2)
ce qui conclut. U

4. Topologie sur I’espace des germes d’un préfaisceau

Soit comme précédemment .% un préfaisceau arbitraire sur un espace topologique quel-
conque X . On souhaite maintenant munir la réunion disjointe des germes de .# en tous les

points x de X :
I 7
zeX

d’une topologie naturelle. A tout ouvert U C X et a toute section F' € .%(U), on associe
la collection des germes de cette derniere :

U, F] == {pm(F) € MLy Fu: x € U},
et I’on prétend que cette (immense) collection convient.

Proposition 4.1. Le systéeme de tous ces ensembles [U, F|, on U C X est ouvert et oi
F € Z(U), forme une base pour une topologie sur [ ], Fo.

Démonstration. Pour s’assurer que ce systetme puisse bien former une base pour une to-
pologie sur [ [, #,, on doit premiérement vérifier que tout élément de [ [, %, est
contenu dans au moins un [U, F], ce qui provient du fait que tout germe posséde un repré-
sentant local.

Deuxieémement, on se convainc par la réflexion — exercice tres recommandé — que
cette famille est stable par intersection :

[E,UIN G, V] = [H W],
ol W est I’ensemble ouvert (exercice) de tous les points x € U NV en lesquels p,(F) =
pa(G), etou H := pwy(F) = pwy(G). O

On introduit alors deux notations abrégées pour désigner cette réunion de fibres munie
de cette topologie canonique :

F = Germes(.F) = H Fo.
zeX
topologisée
Proposition 4.2. La projection évidente :
T F—X
qui envoie F,, sur x, est un homéomorphisme local.

Pour la notion d’homéomorphisme local, voir la Définition 6.2.
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Démonstration. Pour tout ouvert U C X, cette projection induit en fait un homéomor-
phisme de I’ouvert [U, F| sur I’ouvert U : elle est bijective, elle est continue, et son inverse
est elle aussi continue, par définition. U

Définition 4.3. Une sectionde # = Germes(.%) sur un ouvert U C X est une application :

o: U — Germes(¥) = H F

reX
topologisée

satisfaisant m o o = Idy, i.e. -
o(z) € F, (VzeU),
et qui est continue pour les topologies respectives.

La continuité impose une cohérence locale entre les valeurs de o : au voisinage d’un
point z, elles doivent étre données comme germes d’une méme et unique section.

Lemme 4.4. Une application ensembliste :

o: U — Hﬁw
xzeU

satisfaisant o(x) € F, pour tout x € U est continue pour la topologie canonique sur
Germes(.%) si et seulement si :

Vo € U 3JzeV CUsousouwert 3IF € F(V) (Vy eV oy :py(F)>.

Démonstration. En topologie générale, il y a plusieurs manieres d’exprimer qu’'une ap-
plication f: X — Y entre deux espaces topologiques est continue. Dire que 1’image
réciproque de tout ouvert est un ouvert n’est pas adapté ici, il est préférable d’appliquer la
définition équivalente :

Vee X VV > f(z)ouvert 3IU > zouvert f(U) C V.

Or les topologies sur X et sur Germes(.%#) sont telles que la continuité de o s’exprime
exactement (Exercice 2) comme 1’a énoncé le lemme. ]

Soit toujours .%# un préfaisceau sur X. Lorsqu’on parlait de ses ensembles de sections
Z (U), le terme ‘section’ devait étre entendu au sens abstrait. Mais maintenant, les sections
de Germes(.#) sont de vraies applications entre ensembles — de méme qu’en géométrie
différentielle, lorsqu’on a par exemple un fibré vectoriel 7: £ — M sur une variété M,
ses sections o: U — E|y sur des ouverts U C M sont de vraies applications.

Par conséquent, pour toute paire d’ouverts emboités V' C U C X, et pour toute section :

o: U — H o,

zelU
topologisée

il est possible d’opérer une restriction au sens conventionnel :

o, V— H T

eV
topologisée

et puisque ces restrictions sont ce a quoi on pense, on ne les notera pas pyy(s), mais bien

(4

Vv
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Lemme 4.5. A tout préfaisceau F sur un espace topologique X est associé :

T = Germes(.#) = H Fu

zeX
topologisée

qui est aussi un préfaisceau pour la collection suivante d’ensembles associés aux ouverts
UcCcX:

U — Z(U) := {sections continues o: U — .Z avec moo = ldy}.

Démonstration. Le fait que, pour tous ouverts W C V C U,on a:

oy = (o)l
provient instantanément du caractere ensembliste de I’opération de restriction. U
Dans la suite, 1’objectif sera d’établir que Germes(.%) est méme un faisceau. Jusqu’a
présent, on n’a parlé que de préfaisceaux d’ensembles, mais quand des structures algé-
briques sont présentes, quelque chose doit étre démontré.

Lemme 4.6. Si .% est un préfaisceau de groupes abéliens, alors ¥ est aussi un préfaisceau
de groupes abéliens.

Démonstration. Soit U C X ouvert. Pour toute paire de sections :

01, 0y € F(U,%,

on doit faire voir que o; &£ o, appartient encore a F(U , F ) le point étant de vérifier sa
continuité.

Soit un point quelconque x € U. La continuité en x de oy, o9 s’exprime, d’apres le
Lemme 4.4, par I’existence de deux sous-ouverts x € Vi C Uetz € V5, C U et de deux
sections :

F e Z(U)) et F, € Z(U,)
satisfaisant :
o1(y) = py(F1) (Vyev),
oa(y) = py(F2) (Vy€Va).
Prenons I'intersection V' := V3 NV, C U et utilisons (3.4) pour obtenir :
o1(y) = py(F1) = py(pvu, (F1)),
02(y) = py(F2) = py(pvu.(F2)).

Si donc nous introduisons
pvo (1) £ pvpp(F2) =0 G € F(V),
qui est une section du faisceau de groupes abéliens .%, alors en tout pointy € V :
o1(y) £ 02(y) = py(pvio,(F1)) £ py(pves(Fa))
= py (PV,U1 (F1) £ pV,Uz(F2))
= py(G),

ce qui démontre bien la continuité de 01 £ 05 enx € V' C U, donc partout. U
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Comme en géométrie (algébrique, arithmétique, différentielle), on notera :

L (U, 7)

I’espace des sections de .% sur U C X ouvert. De plus, le germe en un point z € U d’une
section o € T'(U,.7) sera noté comme en géométrie sans lettre p, juste avec , en indice
inférieur :

o, = germe decenz. 4.7

4.8. Principe d’identité et séparation de la topologie. Les propriétés des fonctions ho-
lomorphes ou méromorphes sur une variété complexe motivent la définition générale sui-
vante.

Définition 4.9. Un préfaisceau .7 sur un espace topologique X est dit satisfaire le principe
d’identité germique si pour tout ouvert connexe U C X, pour toute paire de sections ', G €
Z (U) dont les germes coincident en au moins un point un point x € U :

pI(F) = pa:(G)>
on a nécessairement F' = G.
Théoreme 4.10. Soit X un espace topologique localement connexe séparé et soit F un
préfaisceau sur X qui satisfait le principe d’identité germique. Alors [’espace topologique
Germes(.F) = [[,cx Fu est séparé.

Démonstration. Soient F, € 7, et G, € %, deux éléments distincts : F, # G, de cet
espace Germes (.%). L’objectif et de trouver deux voisinages ouverts disjoints de F). et de
Gy.

PREMIER CAS. Lorsque 7(F,) = = # y = n(G,), il suffit, puisque X a été supposé
séparé, de prendre deux voisinages ouverts U > x et V' > y qui sont disjoints : U NV = (),
et d’observer que 7~ 1(U) et 7—!(V) sont alors automatiquement deux voisinages ouverts
disjoints de F}, et de G,,.

DEUXIEME CAS. Supposons maintenant que y = x. Soient alors F' € .7 (U) et G €
Z (V') deux représentants des germes distincts F), # G, a savoir satisfaisant :

pe(F) =F, et p:(G) = Gy,

ou U et V sont deux voisinages ouverts de x. Soit ensuite /' C U NV un voisinage ouvert
connexe (il en existe par hypothése) de x. Alors les deux ouverts de Germes (.F) :

(W, pwu(F)] et (W, pwv (G)]

sont des voisinages de F) et de G, respectivement. Nous affirmons que leur intersection
est vide. Sinon, il existerait un élément :

H. € [W, pwu(F)] 0 [W, pwv(G)]
et en sa projection 7(H,) = z € W, les deux représentants satisferaient :
H = p.(F) = p:(G),
ce qui impliquerait griace au principe d’identité germique que :
pwu(F) = pwy(G),

d’ou immédiatement £, = G, par définition des germes : contradiction ! U
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5. Faisceautisation des préfaisceaux

Au début de ce chapitre, nous avons adopté une terminologie qui décidait d’appeler
« sections » les éléments .% (U) d’un préfaisceau .# associ€s a un ouvert U d’un espace
topologique X. Or nous I’avons déja dit, le terme « section» possede déja — en topolo-
gie et géométrie différentielle par exemple — un sens plus spécifique : si m: 2 — M est
un espace fibré (principal, vectoriel, efc.) au-dessus d’une variété lisse M, une section de
7 au-dessus d’un ouvert U C M est — d’apres une définition standard universellement
admise — une application lisse 0: U — FE «allant dans le sens inverse de 7 » qui en-
voie chaque point z € U dans la fibre £, := 7 !(x) «située au-dessus de lui», a savoir
brievement, une application qui satisfait 7 o 0 = Idy.

Or un préfaisceau .# n’associe pas nécessairement en général a un ouvert U C X un
espace d’applications de U a valeurs dans un autre espace : .% (U) est supposé étre juste un
ensemble, c’est a priori tres abstrait. Aussi la terminologie « sections» pour désigner les
éléments de .7 (U) est-elle 1égerement en décalage avec certains autres usages.

Mais en vérité, la plupart des (pré)faisceaux que I’on rencontre dans la vie mathématique
ordinaire sont de vrais espaces de « sections », et ¢’est pour cette raison que 1’on s’autorise
une légere confusion de langage lorsqu’on introduit la notion de préfaisceau. En effet, si M
est une variété réelle de classe €, le faisceau des fonctions ¢*° sur M possede comme
« sections» sur un ouvert quelconque U C M les fonctions f € €*°(U,R); de méme,
le faisceau des k-formes différentielles de classe > sur M posséde comme « sections »
les applications w € > (U ) A’“Tj\}). Ce sont bien des applications définies sur des ouverts
U C M. Classiquement, on utilise alors la lettre grecque « I' » pour désigner de tels espaces
de «sections » :

LU, %y) =€ UR) et D(UAT;) =¢>(U, ATy)).

La morale de cette discussion, c’est que lorsqu’on peut interpréter un préfaisceau comme
espace de « vraies sections-applications », alors le préfaisceau en question s’avere étre un
faisceau, puisque les sections, en tant qu’applications, satisfont automatiquement les deux
axiomes d’unicité 2.4 et de recollement 2.5. C’est alors tout le sens du théoreme que voici
de remplacer un préfaiseau quelconque .% par un espace de vraies sections-applications :

U — T'(U, Germes (7))

afin de le transformer en un vrai faisceau (i.e. de le « faisceautiser »), les axiomes 2.4 et 2.5
étant alors automatiquement satisfaits comme nous venons de le dire.

Prenons alors le temps d’énoncer un théoreme tres progressif et tres détaillé qui résume
ce qui a déja été vu avant qu’y apparaissent les informations nouvelles attendues.

Théoreme 5.1. [Faisceautisation d’un préfaisceau] Sur un espace topologique X quel-
conque (pas nécessairement séparé), a tout un préfaisceau (d’ensembles, de groupes abé-
liens, d’espaces vectoriels) ¥ sur X est associée de maniéere canonique la réunion disjointe
des germes de .7 en tous les points x € X :

F o= ” G,
zeX
topologisée

munie de la topologie dont une base d’ouverts est constituée (par définition) de tous les
ensembles :

U, F]| := {px(F)Ej:: e U},
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ouU C X est un ouvert quelconque et on F' € . (U) est une section arbitraire.
Alors (Proposition 4.2) avec cette topologie, la projection évidente :

—~

T F — X

qui envoie F,, sur x est un homéomorphisme local.
De plus et surtout, le préfaisceau des (vraies) sections continues de cette projection T :

U — I(U, :%”:) := {sections continues o: U — 7 telles que 7o o = dy }

constitue un vrai faisceau, et les trois propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) # posséde les mémes germes que % en tout point x € X :

Fo = Fa;
(ii) il existe un morphisme canonique de préfaisceaux :
v F — 7
défini, pour tout ouvert U C X, par :
w: FU)— T(U, ﬁ:)

5.2)
Fr— (U3 x> p(F) € Z,);

(iii) ce morphisme v est un isomorphisme lorsque et seulement lorsque .7 était un faisceau

au départ.

Démonstration. Afin de ne pas trop embrumer les idées directrices actives qui seules réus-
sissent a propulser la pensée vers 1’élégance et la limpidité qu’elle désire de tout son étre,
nous nous contenterons, comme nous 1’avons fait jusqu’a présent, de traiter seulement le
cas de (pré)faisceaux de groupes abéliens.

Comme le Lemme 4.6 a déja fait voir que .# est un préfaisceau de groupes abéliens, il
s’agit d’établir que .7 satisfait I’ Axiome 2.4 d’unicité et I’ Axiome 2.5 de recollement.

Or I'unicité provient directement du fait que les sections de .# sont de vraies applica-
tions entre ensembles, puisque si U = U,y U; est un recouvrement ouvert d’un certain
ouvert U C X, et si deux sections :

o e I'(U, i;fv) et o' € I'(U, %),

coincident entre elles apres restriction a tous les U, :

(Viel),

alors il est absolument instantanément clair comme I’éclair que 0 = o’ !

Pour le recollement, soit a nouveau U = U,<;U; un recouvrement ouvert d’un ouvert
quelconque U C X, et soient des sections continues o; € I'(U;,.#) coincidant sur les
intersections d’ouverts :
(5.3)

gi UiﬁUj = Uj‘UjﬂUj’

pour tous ¢, j € I.
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Pour tout = € U, il existe (au moins) un indice i(x) € I tel que = € Ui(z), €t au moyen
de la section continue associ€e o;(,) € F(Ui(x), F ), définissons une section globale sur U :

—

o U — F
T — Oy (),
dont la valeur ne dépend en fait pas du choix d’un indice i(x), puisque lorsque € Uy,
pour tout autre indice 7'(x) € I, I’hypothese (5.3) garantit justement que oy(y)(z) =
o) (). Il s’agit d’argumenter que o est continue.

Observons au passage qu’en tout autre point y € Uy, 1l découle aussi de y € Uy,
que :

(5.4) o(y) = oiy)(y) = i) (y).

Maintenant, soit x € U, et soit i(z) € [ avec x € Ui(z)- On regarde la section o;(;) €
F(Ui(x), F ), qui est par hypothese continue, ce qui veut dire qu’il existe un sous-ouvert
r €V C Uyyetil existe F' € F (V) tels que :

i) (y) = py(F) (Vyev).

Mais I’observation 5.4 qui signifie o

Useay = Ti(a) et qui devient apres restriction a V' :

oly = oiwly
fournit précisément une représentation :

o(y) = oiw)(y) = py(F) (Vyev),

qui exprime la continuité voulue de o, ce qui achéve de prouver que .% est un faisceau.
A présent, commencons par établir (ii) avant (i). Soit U C X un ouvert, et soit comme
en (5.2):
w: FU)— T(U, 7)
Fr— (U3 p,(F) € .%,).
Comme la section © —— p,(F') est continue d’apres le critere du Lemme 4.4, il est clair

A~

que ~yy est a valeurs dans I'(U, .%). 1l s’agit de vérifier que -y est un morphisme de faisceaux
de groupes abéliens.

Tout d’abord, vérifions que 7y est un homomorphisme de groupes abéliens, a savoir
pour Fy, F» € % (U), montrons qu’on a additivité vy (Fy £ F») = yu(F1) £ vy (F1). En
introduisant la restriction : .

Fl,= 1

zelU
topologisée

on calcule :

U — ZF|
"}/U(Fl :i:FQ) = |U

€T +—— p:c(Fl :l:Fg)
[Utiliser (3.3)] = (sc — po(F1) ipx(F2))

= v (F1) £y (F),

ce qui montre qu’on a bien additivité.
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Ensuite, établissons la commutativité du diagramme correspondant a (2.9) pour toute
paire d’ouverts V C U :

(5.5) F(U)—>T(U, Z)

En effet, pour tout F' € .% (U), on calcule :

V — c;fv|v

VV(PﬁU(F)) = | rt+= pﬂc(ng(F))
———
= po(F) par (3.4)
(U — ﬁva )

T — pa(F)

1%
7U|V7
ce qui est la commutativité !

Traitons maintenant (i). Fixons un point x € X, rappelons la notation (4.7) pour le
germe d’une section de .#, et introduisons une application qui formera un isomorphisme
Fp =2 Fy

A 7, — 5};
f —— germe en x de la section continue (U >y — py(F) € %U>
= (y — py(F)),,

ou le germe f = p,(F) € Z, est représenté par une section F' € % (U) dans un ouvert
U>zx.

Assertion 5.6. Le résultat ne dépend pas du choix d’un représentant.
Démonstration. Si f = p,(F) = p,(F"), on peut supposer apreés prise d’intersection et

restriction que F' € F(V) et [V € #(V) sont définies dans un seul et méme ouvert
V' > z. Alors les deux sections :

VBy»—)py(F)E%V et V9y»—>py(F')€f|V
coincident au voisinage de x, donc ont méme germe en z au sens (4.7). U
Assertion 5.7. L’application A est un homomorphisme de groupes.

Démonstration. Soient f,g € 7, représentés par f = p,(F) et g = p,(G) dans un seul
et méme ouvert V' > z. Alors F' 4 G représente le germe f + g, i.e. f + g = p.(F + G),



5. Faisceautisation des préfaisceaux 287

o A(f+g) = (3 — n(F£G))
= (v — n(F) £0,(@)
= (y — py(F))xi (y — py(G)L
= A(f) £ Alg),
et c’est ce qu’il fallait. O

Assertion 5.8. L’homomorphisme A est injectif.

Démonstration. En effet, soit f € %, avec A(f) = 0, représenté f = p,(F) par F' €
Z(U) dans un ouvert U > z. Or comme 0 = A(f) s’exprime par :

0= (y — py(F)),
en particulier au point y = z, il vient p,(F') = f = 0. OJ

Assertion 5.9. L’homomorphisme A est surjectif.

Démonstration. Par définition, un élément g € .%,, c’est un germe g = o, en x d’une
section o définie pres de x, continue a valeurs dans .# . Donc apres rétrécissement d’ouvert,
il existe V' 3 z ouvert, il existe F' € .% (V) tels que :

g = (Vay»—>py(F)€ﬁ}v>.

T

Mais alors f := p,(F’) satisfait naturellement A(f) = g. O

Il reste encore a établir (iii), a savoir 1’équivalence :

Z estun faisceau <= ~: F — Z estun isomorphisme de préfaisceaux.

L’implication ‘<= se voit directement, par mentalisation de ce qui précede.

Traitons donc ‘=>". L’hypothése est que .# est un faisceau. Le but est de montrer que
pour tout ouvert U C X, I’application :

w: FU) — I(U,ZF)
F— (Uaa:r—>px(F)€3‘}>

est un isomorphisme.

—~

Sidonco €T (U T ) est une section quelconque, nous devons montrer qu’il existe une
unique section F' € .F (U) antécédante, i.e. telle que vy (F') = o.
D’apres le Lemme 4.4, le fait que o est continue s’exprime comme suit :

Ve e U JaxeV, CUsousouvert 3IF, € F(V,) (Vy eV, oy :py(Fx)),
d’ou:
(5.10) o(z) = p(Fy).

Clairement, ceci produit un recouvrement ouvert de :

U=|JV.
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Assertion 5.11. Pour tous x,2’ € U :

PVenV,,, Ve (Fx) = PV Ve,V (Fx/)

Démonstration. En tout point y € V, NV, on déduit de la continuité exprimée a I’instant
que les deux germes en y de F), et de F/ coincident :

py(F2) = oly) = py(Fu),

ce qui veut dire qu’il existe un sous-ouvert :
Yy € Ww,xl,y C Vx N ‘/z/,

en restriction auquel :

varvy, (Fe) = pw, o vove (Fir).

I,z’,y’ x

Pw.,

z,z’,y’

Clairement, ceci produit un recouvrement ouvert de :

VonVe = |J Weays
yeVaenV,,

et ces conditions de coincidence alliées a I’ Axiome 2.4 d’unicité satisfait par le faisceau .7
donnent :

v ve (F) = pvava,v, (Fi),
et c’est exactement ce qui avait été asserté ! U
Ensuite presque instantanément, comme .# est un (vrai) faisceau, I’ Axiome 2.5 de re-

collement s’applique a ces coincidences pour fournir une — unique par 2.4 — section
Fe Z(U) telle que :

pvou(F) = F, (VzeU),
d’ou:
(5.12) pa(F) = pe(pv.v(F)) = pa(Fy).
Maintenant, en revenant a la définition (5.2), un calcul synthétique terminal :
U— 7|
’YU(F) — |U
> pu(F)
U — 7|,
x — pe(Fy)
U — 7|,
r — o(x)

[Appliquer 5.12] =

[Appliquer 5.10] =

Y

montre qu’on a bien yy (F) = o.

La démonstration — étendue et enrichie d’abstractions psychédéliques — du Théo-
reme de faisceautisation d’un préfaisceau est (enfin!) achevée. ]

Terminologie 5.13. On dit que .# est le faisceau associé au préfaisceau .% .
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Exemple 5.14. [Faisceau constant associé au préfaisceau constant] Comme dans
I’Exemple 2.6, soit X un espace topologique, et soit £/ un ensemble avec Card £/ > 2.
Quel est le faisceau associé (;(;X au préfaisceau constant &y ?
Une section du préfaisceau constant & sur un ouvert (§ ## U C X estun élément unique
e € &x(U) = E, donc on peut identifier :
&x(U) = {applications o: U — E constantes } .

Lorsque X n’est pas connexe, I’Exemple 2.6 a fait voir que U — &x(U) n’est jamais un
faisceau. _

En tout cas, les germes du faisceau associ€é &x en un point arbitraire x € X sont
constamment égaux (exercice) a :

gxﬂj = éDXJ = F VzeX).

Des définitions et propriétés vues plus haut se déduit une description agréable des espaces
de sections continues o: U — &x

Assertion 5.15. On a :
F(U, @ZX) = {applications o0: U — E localement constantes }

vV
1.e. constantes
sur les composantes connexes de U

De plus, la topologie canonique sur :

gX = Germes(éax) = H Ex .z

z€X
topologisée

induit sur les fibres x , = I la topologie discrete : tout singleton e € E est un ouvert.
Démonstration. Voir I’Exercice 4. U

En définitive, c’est I’ensemble des applications localement constantes U — E qui est
le bon vrai faisceau qu’il faut considérer et introduire.

Notation 5.16. Le faisceau constant de base X et de fibre £ — a ne pas confondre avec le
préfaisceau constant &y — sera noté :

EX = éax,
par exemple Zx, Ry, Cx, et ses espaces de sections seront notés I'(U, Ex).

Parfois, au-dela de I'exemple essentiellement trivial du (pré)faisceau constant, il est
(vraiment) nécessaire de passer au faisceau associé .7 a un préfaisceau .%, notamment
lorsque le préfaisceau en question provient d’opérations naturelles sans étre un faisceau :
I’Exercice 15 montre par exemple qu’une difficulté se produit lorsqu’on cherche a intro-
duire I’image inverse d’un faisceau.

Quand . = .Z est un faisceau, nous venons de voir qu’il est muni d’une topologie
canonique faisant de la projection :

T F — X
un homéomorphisme local surjectif. Ce fait va nous conduire a re-définir le concept de
faisceau d’une maniere différente (Définition 6.3) équivalente, et qui aura I’avantage de
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«rendre » les germes du faisceau, «visibles» comme fibres d’une certaine application
continue.

6. Définition du concept de faisceau comme espace étalé

La théorie des faisceaux la plus générale possible peut en effet étre reformulée dans le
cadre « amorphe » des espaces topologiques quelconques. Commencons par rappeler deux
notions topologiques « primitives » utiles.

Définition 6.1. Soient X et Y deux espaces topologiques, et soit 7: ¥ — X une appli-
cation continue. Si x € X est un point, la fibre de = est I’ensemble :

T Hz) = {yeY: t(y) =z}

Définition 6.2. Une application 7: Y — X entre deux espaces topologiques est un ho-
méomorphisme local si tout point y € Y posseéde un voisinage ouvert V' dont I’image
7(V) =: U C X est ouverte dans X tel que la restriction :

Ty V — U

est un homéomorphisme.

Dans quelques instants, nous allons voir que la définition suivante de la notion de fais-
ceau est équivalente a celle qui a déja été vue plus haut.

Définition 6.3. Un faisceau . sur X est un espace topologique . muni d’une application
continue :

7: Y — X

qui est surjective et qui est un homéomorphisme local. Les fibres d’un faisceau sont alors
notées :

Sy = 1 (2).

On dit aussi que . est un espace étalé au-dessus de X.

Pour I’instant, travaillons avec cette nouvelle définition. La plupart du temps, un faisceau
posseéde une structure algébrique naturelle, la plus « simple » étant celle de groupe abélien.

Définition 6.4. Si, en tout point z € X, la fibre ., d’un faisceau 7: . — X est un
groupe abélien, et si, sur le produit fibré :

S xx S = {(s1,8) €S x.L: 7(51) =7(s2) },
les deux opérations algébriques :

S xx S — S
(s1,82) —> S1 %+ 89

sont continues, on dit que .¥ est un faisceau de groupes abéliens.

En demandant que les opérations algébriques qui correspondent aux notions de groupes,
d’anneaux, ou de corps, soient continues, on définit de maniere similaire et aisément énon-
cable (exercice) les concepts de faisceaux de groupes, d’anneaux, ou de corps.
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Exemple 6.5. [Faisceau constant, bis] Considérons C muni de la topologie discrete, et
introduisons le produit :

CX = X X C,
avec la projection 7: Cx — X sur son premier facteur. Alors Cy est un faisceau de corps
sur X (exercice), de fibres (Cx), = C constamment égales a C, quel que soit x € X. De
maniere similaire, on définit les faisceaux constants Ry — X et Zy — X.

Définition 6.6. Sur un ouvert U C X, une section o d’un faisceau 7: . — X est une
application continue :

o: U — &
satisfaisant 7 o 0 = Idy. La collection de ces sections sera notée :
I'U,.7).

Les sections du faisceau constant Cx sont alors les applications localement constantes
U — C, i.e. constantes sur les composantes connexes de U C C.

Lemme 6.7. Si .7 est un faisceau de groupes abéliens sur X, et si U C X est ouvert, alors
pour toute paire de sections c1,05 € I'(U,.”), ona o, + 05 € I'(U,.7).

Démonstration. Cela provient de la continuité demandée par la Définition 6.4. U
Lemme 6.8. Sur rout ouvert U C X, I’application zéro :

U2+ 0, € .7,
est une section continue, i.e. appartient a I'(U, .7).

Démonstration. Soit © € U quelconque. Dans un voisinage ouvert x € U’ C U, soit une
section continue quelconque o € I'(U’, ). Alors ¢ — o = 0 est continue. U

Soit un point s € ., et soit z := 7(s). Comme 7 est un homéomorphisme local, il
existe un ouvert s € V C . tel que :

Tl V—U:=1(V)CcX
est un homéomorphisme. Par conséquent :
o= (7'|V)_1: Uu—1V
est une section, V' = ¢(U) est un voisinage ouvert de s, et ¢ est un homéomorphisme.

Proposition 6.9. Pour tout x € X, la topologie induite sur la fibre ./, = 7 () est
discrete.
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Démonstration. Les ouverts de la topologie induite sur 7! (z) sont de la forme VN7~ (z),
ou V est un ouvert de ..

Soit un point s € 7 !(z) quelconque. Comme 7 est un homéomorphisme local, il existe
unouverts € V C . tel que :

|, V= 1(V)=UcX
est un homémorphisme, donc est bijectif. Pour tout autre point s’ € V N7 !(z),ona:
(') =z = 7(s),
d’ou en fait s’ = s car 7 est en particulier injectif. Ainsi :
{s} =Vnria),
ce qui montre bien que les ouverts de 771 (x) sont des singletons. U

Proposition 6.10. Pour tout ouvert U C X, pour toute paire de sections (continues)
01,09 € I'(U,.%), en tout point v € U, on a :

o1(v) = 09(x) <= Jw €U’ C U sous-ouvert avec 01|, = 02|,

Démonstration. Posons :
s = oy(z) = o9(z) € 77 (z) C .
Soit un ouvert s € V' C . en restriction auquel la projection est un homéomorphisme :
ml,: V= 1(V)=UcCX

Les deux sections o1,09: U — ¥ avec o1(z) = oo(x) = s sont continues, donc il
existe un sous-ouvert x € U’ C U tel que :

an(U) cV et o (U') C V.
De plus, comme o, et o5 sont des sections, elles satisfont pour tout y € U’ :
Too(y) =y = Toos(y),
et comme 7|y est en particulier injectif, on déduit :
o1(y) = o2(y) (Vyer),
ce qu’il fallait. O

Théoreéme 6.11. Un faisceau au sens de la Définition 2.3 est un faisceau au sens de la
Définition 6.3, et inversement.
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Démonstration. Soit donc .% un faisceau au sens 2.3. Alors par le Théoréme 5.1, F = %
s’identifie a son faisceautisé, la projection :

—~

T F — X

est un homéomorphisme local, et pour tout ouvert U C X, les espaces de sections respectifs
s’identifient :

FU) = T(U, 7),
donc les Définitions 6.3 et 6.6 sont satisfaites.
Inversement, soit 7: . — X un homéomorphisme local surjectif, comme en 6.3.
Alors le préfaisceau :
Ur— I'(U, &) = {o: U— % continues}

est un faisceau .#’ au sens 2.3 (exercice) avec germes égaux aux 7-fibres :

F! =17 (x) (VoeX),

et on se convainc (exercice) que :
oyl ~ % ~
F =2 F =
ce qui conclut. U

Dans la suite, les faisceaux seront envisagés et étudiés selon ces deux perspectives équi-
valentes : a la fois comme espaces de sections, et comme espaces étalés.

7. Exercices
Exercice 1. En raisonnant rigoureusement avec les classes d’équivalence, établir le Lemme 3.8.
Exercice 2. Vérifier en détail le Lemme 4.4.

Exercice 3. Soit X un espace topologique quelconque.

(a) Définir la notion de (pré)faisceau d’anneaux commutatifs unitaires 7y sur X.

(b) Définir la notion de (pré)faisceau de «7x-modules P sur X.

(c) Montrer que pour tout point € X, la fibre &2, posséde une structure de .7,-module.
(d) Définir la somme directe Zx & 2x de deux préfaisceaux de o7x-modules.

(e) Cette somme directe Zx @ Zx est-elle un faisceau ?

(f) Définir la notion de sous-faisceau de &/ -modules 2x C Hx.
Exercice 4. Démontrer I’ Assertion 5.15.

Exercice 5. Comme dans I’Exercice 3, soient 2x C P des (sous-)faisceaux de .o/x-modules. On introduit
le préfaisceau :

U+— gzx(U)/gx(U) (U C X ouvert),

qui n’est en général pas un faisceau, comme 1’a fait voir I’Observation 2.15. On introduit donc le faisceau
associé par le Théoreme 5.1 a ce préfaisceau, que 1’on note & / 2.

(a) Vérifier que 'on a :
(2/2), = 2./2, (Voex).

(b) Lorsque U — Px(U)/2x (U) n’est pas un faisceau, vérifier qu’il existe U C X ouvert tel que :

(2/2)(U) 2 2(U)/2(U).
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(¢) On considere I’espace topologique X := R muni de sa topologie standard, et, comme dans les
Exemples 5.14 et 6.5 mais avec E = Z, le faisceau constant Zg. Avec le doubleton {0,1} C R, pour
U C R ouvert, on introduit :

Zro,1y(U) := {f: U — Z localement constantes : f(0)=0si0€U, f(1)=0si0€eU}.

Vérifier que U +—— Zgo,1)(U) constitue un faiceau.

(d) Montrer que :
[(R,Zz) [T(R, Znpy) = Z/{0} = Z.
(e) Montrer que :
F(R, ZR/ZMJ)) ~ 767,
et interpréter.

Exercice 6. Pour U C C ouvert, soit 4 (U) I’espace vectoriel de toutes les fonctions holomorphes bornées
f: U — C. Pour un couple d’ouverts U C V, soit 4(V) — ¥4 (U) 'application usuelle de restriction.
Montrer que le préfaisceau ¢ satisfait 1’axiome d’unicité 2.4, mais pas 1’axiome de recollement 2.5.

Exercice 7. Pour U C C ouvert, soit O¢(U) I’anneau des fonctions holomorphes sur U, et soit &% (U) le
sous-ensemble des fonctions holomorphes nulle part égales a zéro. On pose :

F(U) = OtU) [exp(Oc(U)).

Montrer que U — % (U), muni des applications usuelles de restriction, est un préfaisceau qui ne satisfait
pas I’axiome d’unicité 2.4.

Exercice 8. Soit un ouvert 2 C C™, avec n > 1. Pour U C Q ouvert, soit :

Oa(U) == {f: U — C holomorphe}.
(a) Montrer que U — O (U) constitue un faisceau d’anneaux commutatifs unitaires.
(b) En un point 2y € €2, identifier le germe O, ..

(c) Montrer que Ogq ., est un anneau local, i.e. n’ayant qu’un unique idéal maximal, lequel sera noté mgq ..

(d) Pour k£ > 1 entier, décrire explicitement :
k . k
(ma,2,) ainsi que : ﬁQ’ZO/(mQ’ZO) .

(e) La topologie sur Germes O, est-elle séparée ?

Exercice 9. Soit Q@ C C™, n > 1, ouvert. Soit E C €2 un sous-ensemble quelconque. On définit le faisceau
d’idéaux g de E, pour tout sous-ouvert U C €2, par :

Ip(U) = {f € OU): f(z)=0,VYz € ENU}.

(a) Montrer que U — £ (U) constitue un faisceau.
(b) Montrer que chaque germe . ., en un point zy € §2 est un idéal de I’anneau O, .

(c) Lorsque E = {a} se réduit a un point-singleton unique a € €2, calculer les germes .#g ., en tout point
z € Q.

Exercice 10. Soit X un espace topologique. Pour U C X ouvert, soit le préfaisceau :

F(U) := {fonctions F': U — R bornées : — oo < i?]ff <sup f < oo},
U

(a) Vérifier que .# n’est pas en général un faisceau.
(b) Montrer que le préfaisceau associé .% est le faisceau des fonctions localement bornées sur X .

(c) Montrer que .# = .7 si et seulement si, de tout recouvrement de X par une famille d’ouverts, on peut
extraire un sous-recouvrement fini, i.e. X est un espace topologique compact.
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Exercice 11. [Faisceau gratte-ciel] Soit X un espace topologique séparé (Hausdorff), soit ¢y € X un point
fixé, soit £ un ensemble quelconque, et soit e € E un élément fixé. Pour U C X ouvert, soit :

E lorsque U 3 xy,

gTon(U) = {{6}
et,pour V C U C X sous-ouverts :
Idg lorsque zg € V C U,
pPVU =

lorsque U # xy,

E — {e} lorsque zo € V.
(a) Montrer que &4+ est un faisceau d’ensembles.
(b) Montrer que ses germes en des points z € X sont :
P {e} lorsque x # xq,
(S1z0t), = E  lorsque = = xo.

Exercice 12. Soit .# un préfaisceau arbitraire sur un espace topologique quelconque X . Montrer que le
faisceau canoniquement associé a % :
F = H 7. T

reX
topologisée

qui vient accompagné d’un morphisme de préfaisceaux naturel :
v F — i?v,
est caractérisé par la propriété universelle suivante. Pour tout morphisme de préfaisceaux sur X :
p: F—9

dont I’espace image ¢ est un vrai faisceau, il existe un unique morphisme de faisceaux (en pointillés) qui
rend commutatif le diagramme suivant :

Exercice 13. Soit ¢: .# — ¢ un morphisme de faisceaux sur un espace topologique X pour une certaine
structure algébrique (groupes abéliens, anneaux, A-modules, A-algebres, K-espaces vectoriels). On rappelle
que par la Proposition 3.9, ¢ induit, pour tout z € X, un morphisme entre germes ¢, : %, — Y.

(a) Montrer que ¢ est injectif si et seulement si ¢, est injectif pour tout x € X.
(b) Montrer que ¢ est un isomorphisme si et seulement si ., est un isomorphisme pour tout x € X.

(c) Soit X := C\{0}, soit Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X, et soit 0% le faisceau des
fonctions holomorphes nulle part égales a zéro. Montrer que I’application exponentielle ¢: Ox — 0% est
surjective sur les germes.

(d) Montrer enfin que (X ) n’est pas surjective, et interpréter cela.

Exercice 14. [Image directe d’un faisceau] Soit f: X — Y une application continue entre espaces
topologiques, et soit .# un préfaisceau d’ensembles sur X.

Frn [T

v v

Pour tout ouvert V' C Y, on introduit :

FAF)V) = Z (£ (V).
(a) Montrer que V — f.(#)(V) constitue un préfaisceau sur Y.
(b) Lorsque % est un faisceau, montrer que f. (%) est un faisceau.
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Exercice 15. [Image inverse d’un faisceau] Soit f: X — Y une application continue entre espaces
topologiques, et soit & un préfaisceau d’ensembles sur Y.

[ g

v v
X——Y

Pour U C X ouvert, on introduit :

f9U) = lim GW).

WO f(U)
ouvert

(a) Montrer que U — f~14(U) constitue un préfaisceau sur X.

(b) Lorsque ¢ est un faisceau (sur Y'), montrer par un exemple que ce procédé ne fournit pas en général un
faisceau (sur X).

(b) Comment, alors, définir un faisceau sur X, aussi noté f 1'%, de maniére naturelle ?

Exercice 16. Montrer que la topologie canonique sur I’espace des germes Germes(%5°) du faisceau 6° des
fonctions indéfiniment différentiables sur R n’est pas séparée (Hausdorff).

Exercice 17. EE
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Faisceaux analytiques cohérents

Frangois DE MARCAY

Département de Mathéematiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Définition des faisceaux cohérents

Soit X un espace topologique, et soit &/ — X un faisceau d’anneaux commutatifs
unitaires sur X, ol .7 est un espace topologique, ou la projection ‘—’ est un homéomor-
phisme local surjectif, et out les espaces de sections I'(U, «7) pour U C X ouvert ont une
structure d’anneau.

Soit aussi un faisceau de .<7-modules sur X :

M — X,

ou ./ est un espace topologique, ou la projection ‘—’ est un homéomorphisme local
surjectif, et ou les espaces de sections I'(U, .#) sont des I'(U, .o/ )-modules.

Comme 1’a fait comprendre la théorie générale des faisceaux, on peut envisager <7 et
A alternativement et simultanément comme une réunion topologisée de germes :

g = H Ay, et M = H My,
X zeX
topologisée topologisée

sachant que ces germes %7, et .#, s identifient aux fibres des projections ‘—’ respectives.

La prise de germe d’une section M € I'(U, .#) en un point x € U d’un ouvert U C X
sera notée :

M— M, € #,.

Des élément fixés de ces fibres o7, et .#, seront notés a, € o, et my,n, € M,.
La théorie générale des faisceaux dit que ce sont en fait des germes de sections locales
continues définies dans des voisinages ouverts de x; rappelons en effet deux propriétés
fondamentales établies au chapitre précédent.

Principe d’extension germique 1.1. Tout germe m, € .#, posséde toujours un certain
représentant local M € I'(U, .#), a savoir une section continue M de ./ définie dans un
certain voisinage ouvert v € U C X qui redonne le germe :

M, = m,.

T

De plus, si m, € M, et n, € M, ont pour représentants M € T (U, .#) et N €
U(U, #) dans un ouvert commun x € U C X, alors :

My = Ny  (dans.#,) <= dax € V C U sous-ouvert tel que M‘V = N‘v (dans V).

Le plus souvent, une hypothese de noethérianité est satisfaite, qui peut etre conceptuali-
sée abstraitement comme suit.
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Définition 1.2. Un faisceau .# de ./-modules est dit localement finiment engendré
lorsque, en tout point x € X, il existe un nombre fini K > 1 de sections My, ..., My €
(U, .#') définies dans un certain voisinage ouvert z € U C X dont les germes engendrent
toutes les fibres :

My = Ay My + -+ .y My (Vye).

Exemple 1.3. [Oka 1950] Toutefois, I’engendrement fini local peut parfois étre mis en
défaut. Dans C2, prenons en effet deux boules ouvertes concentriques emboitées de rayons
O0<s<r:

B, = {(z,w) € C*: |z]*+|w|* < s} et B, = {(z,w) € C*: |z]*+|w|* <r},
prenons la diagonale :
A = {z = w},
et attribuons un nom a son intersection avec la différence entre ces boules :
A= AN (B\B,).
On doit pouvoir se convaincre visuellement que A est un anneau contenu dans la droite
complexe {z = w} = C = R2%

(C2 “w

[

B,

Observons aussi que la partie du bord de B, qui est dans cette diagonale :
O0B,NA C A

est un cercle ‘spécial’ de rayon s / /2 entierement contenu dans 1’anneau A, de telle sorte
que A est fermé du coté de 0B, tandis qu’il est ouvert du coté de 0B,..

Introduisons maintenant le faisceau des fonctions holomorphes s’annulant sur A, dont
les sections pour tout ouvert U C B, sont :

Iu(U) = {fe0U): f(z,2) =0, V(z,2) € ANU};

le fait qu’il s’agit d’un vrai faisceau a déja ét€ vu dans un exercice qui précede.

Le principe des zéros isolés montre alors que si U N A est connexe, et s’il existe un point
(20,20) € ANU,alors f(z,z) = 0 partout dans U N A, donc f est localement factorisable
par (z —w). On en déduit (exercice aisé) qu’en tout point b € B,., les germes de ce faisceau
valent :

(1.4) Tap =

Oy(z —w), si be A,
Oy si b¢ A.
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Assertion 1.5. En tout point a € A N 0B; du cercle spécial, le faisceau 94 n’est pas
localement finiment engendré.

Démonstration. Sinon, il existerait un voisinage ouvert a € V' qu’on peut supposer, apres
réduction, étre une petite boule ouverte centrée en a, de telle sorte que V' N {z = w} est
connexe, et il existerait un nombre fini J > 1 de fonctions fi,..., f; € Z4(V) C O(V)
satisfaisant :

Iap = Opfr,++ 0O [, (VbeV).

Mais le principe mentionné des zéros isolés forcerait ces f;(z, z) = 0 a s’annuler en tout
(z,2) € ANV, donc f;(b) = 0 en des points b € BsN ANV de la diagonale intérieurs a la
petite boule, d’ou b ¢ A, ce qui, en se remémorant (1.4), conduirait a I’inclusion impossible
de I’anneau local dans son idéal maximal :

Iap = O, 7Cmy = {gy € Oy: gy(b) =0}. O

Lemme 1.6. Si un faisceau ./ de <f -modules est localement finiment engendré, et si, en
un point v € X, il existe des sections Ny, ..., N, € U(U, #) définies dans un ouvert
U > x dont les germes engendrent :

My = o, .ZYim + e+ A .£Y£17

alors en fait, il existe un sous-voisinage ouvert x € V. C U dans lequel ces mémes sections
engendrent toutes les fibres :

My = Ay N1+ + - Ny (Vyev).

Démonstration. L’hypothese que .# est localement finiment engendré s’exprime donc,
quitte a réduire U > x, comme dans la Définition 1.2 :

%y:%'%y+"'+%'%y (VyeU).

Mais alors, comme Ny ,..., N, engendrent .Z, sur <7, il existe des germes ay . €
o, tels que :

A@@ ::ahLIAﬁx+‘”'4‘ahpxﬁix (1<k<K).

Le Principe d’extension germique 1.1 fournit alors pour ces germes ay, ¢, des représentants
Ay € T'(V, o) tous définis dans un certain sous-voisinage ouvert commun z € V' C U
tout en garantissant que :

%y - Z A’fvfy&y (VyeV, 1<k<K).

1<<L
Pour tout y € V, il vient alors par simple remplacement :
My = S Ay M,
1<k<K

=Y A,

1<k<K 1</<L
C > Ny,
1<l<L

et comme I’inclusion inverse ‘D’ est évidente, on a I’égalité annoncée. O
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Etant donné un faisceau .# de </-modules et étant donné un nombre fini arbitraire
Q > 1 de sections quelconques :

My,...,M, € T(U, #)

définies dans un voisinage ouvert U C X, les problemes qu’ont étudié (et résolu) Cousin
puis Oka ont montré qu’il était nécessaire de comprendre les relations existant entre leurs
germes, ce qui conduit en théorie générale des faisceaux a introduire, en tout point y € U,
I’ensemble des relations germiques :

Ry(My, ..., My) = {(al,y,...,aQ,y) € ()% 0 = aLy%y%—--‘—l—aQ,y%y}.

On peut vérifier (exercice) que U, Z,(M;, ..., M,) constitue un sous-faisceau de la

restriction (o7 )Q]U, les sections continues étant alors représentées dans des sous-ouverts
VcuU:
V> Yy — (Al(y)7 B JAQ(y))7

au moyen de sections continues Ay, ..., A, € I'(V, &) satisfaisant :
0 = Ay My ot g My, wen,

Mais en général, ces diverses fibres %, peuvent étre si découplées les unes des autres
lorsque y € U varie, qu’il n’est pas vrai, en général, qu’elles soient localement finiment
engendrées méme lorsque .# I’est, et ce phénomene justifie — apreés production d’un
exemple simple — I’introduction d’un nouveau concept.

Exemple 1.7. Dans C" avec n > 1, soient une boule ouverte B = {|z1|*>+- - - +|z,[* < r?}
de rayon r > 0, de fermeture B = {|z|>+- - - +|2,|? < r?}, et soit la fonction indicatrice :

" z lorsque z € B,
5(2) = {O lorsque z € C"\B.

Si & = O¢n désigne le faisceau des (germes de) fonctions holomorphes sur C", considé-
rons les relations engendrées en divers points z € C" par cette unique fonction :

Alors le principe d’unicité pour les fonctions holomorphes permet de se convaincre
(exercice) que :
0 lorsque z € B,

0, lorsque z € C™\B,
ce qui empéche (exercice) ces relations d’étre localement finiment engendrées en tout point
dubord z € 0B = B\B.

'@z(]—B) =

Définition 1.8. Un faisceau .# de /-modules est dit cohérent lorsqu’il satisfait les deux
conditions suivantes.

(i) . estlocalement finiment engendré.
(ii) Dans tout ouvert U C X, pour tout nombre fini Q > 1 de sections :

My,...,M, € T'(U, #),
la réunion disjointe de leurs relations germiques :

[T %.(m1,... My)

yeU
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est elle aussi localement finiment engendrée dans U, c¢’est-a-dire que pour tout x € U, il
existe un sous-ouvert x € V C U et il existe un nombre fini K > 1 de sections :

AL = (Ak,17"'7Ak,Q) S F(‘/,JZ%Q) (1<k<KK)

telles que dans V' :
Ry = Ay Ay + -+ A (YyeV).

Autrement dit, les relations germiques en divers points y pres de x sont en fait engen-
drées d’une maniere « cohérente » par de vraies sections locales de .7? définies de maniere
« cohérente » dans un vrai voisinage de x.

Observation 1.9. Si .Z est un faisceau cohérent de <7 -modules, alors tout sous-faisceau
N C M localement finiment engendré est encore cohérent.

Démonstration. 1l reste a vérifier que des relations germiques quelconques de .4 sont lo-
calement finiment engendrées, mais comme elles se plongent dans celles de .Z, cela est
automatiquement vrai. O

La proposition suivante montre qu’on pourrait, dans la Définition 1.8, requérir de ma-
niere plus générale mais en fait équivalente, que pour tout P > 1, et tous :

Ml,...’MQEF(U,%P), Mq:

(M‘va) 1<p<p’

la collection des P relations germiques simultanées :

{(al,yv---v%,y) € (%)Q: 0= al,yMl,py'{'"""aQ,yMQ,p , V1<p< P}7

soit localement finiment engendré.

Proposition 1.10. Si .Z est un faisceau cohérent de <f -modules, alors AN est aussi co-
hérent pour tout entier N > 1.

Démonstration. Au moyen de sections de I'(U, .#") du type (0,..., M,,...,0) avec 1 <
n < N, on voit que .Z" est localement finiment engendré.

Raisonnons par récurrence sur N > 2 en supposant que les relations germiques de .#Z"
sont localement finiment engendrées pour tout 1 < n < N — 1. Soit maintenant U C X
ouvert, soit Q > 1, et soient des sections My, ..., M, € I'(U, #™) qui comportent donc N
composantes :

(1<¢<Q).

M, = (Mq,n)

La réunion disjointe sur y € U des relations germiques :

I %, (..., 0,) c ] %,(Muy,... M)

1<n<N

yelU yeU
requiert, au sujet de germes (a1, . - -, Gqy) € #,%, qu’il satisfassent N équations scalaires :
0 = ay, Mly to gy MQy = ( § g,y Mq,ny> ,
1<g<Q IsnsN

donc en particulier la premigre qui concerne seulement .Z =1 :

0= A1y M1,1y +---+ Qqy MQ,1y (yel).
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Fixons un point quelconque x € U. Puisque .# est cohérent, il existe un sous-ouvert
x eV CU,ilexiste K > 1, etil existe Ay, ..., Ax € I'(V, &7?) qui engendrent toutes ces
relations de maniere cohérente dans V' :

(CLLy, ceey CLQ7y) c Z % . (Ak,1y7 e 7Ak’Qy>’

1<k<K

a savoir il existe des germes by ,, ..., by, € &, tels que :
gy = Z bk,y%y (I<g<QyeV).
1<k<K

Puisque le germe a, € @2 satisfait d€ja par construction la premiere équation, il lui
reste a satisfaire les N — 1 équations restantes :

0= 3 gy My,

1<¢<Q

1<g<Q 1<k<k

- Z bk7y( Z Ak,qu,ny) (2<n<N),

1<k<K 1<g<Q
TV -
= Nk,n
Y
ce qui fait apparaitre certaines sections Ny, ..., Ny € T'(V, .#~71).

Comme ces N—1 équations constituent des relations germiques pour . ~~!, I’hypotheése
de récurrence s’applique pour produire un sous-ouvert :

reWcCcV clU,

ainsi qu’un nombre fini L > 1 de sections By, ..., B, € ['(W, &%) telles que, au moyen
de certains germes ¢y, ...,y € &, On ait :
bk,y = E Coy * B&ky (1<k<K, yeW).
1<l<L

Ceci conduit a effectuer un remplacement pour obtenir, toujours avec y € W :

gy = E br.y Ak,qy

1<k<K

= E E Coy Beg Arg,

1<k<K 1</<L

- Z Cfﬂ!( Z BMAkvqy) (1<q<0),

1<4<L 1<k<K
NG

J/

Vv
=:Cy
4,

ce qui signifie que les sections C1, ..., C, € I'(W, o/?) ainsi définies :
(alg,... ,aQﬂ) = E C&y ((7&1y,...,(7&Qy),
1<l<L

engendrent les relations de maniere cohérente sur . U
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Proposition 1.11. Si deux sous-faisceaux %,. C # d’un faisceau cohérent de < -
modules sont cohérents, alors leur intersection % N . est elle aussi cohérente.

Démonstration. Pour établir que Z N .7 est localement finiment engendré, soit un point
quelconque x € X et soit U > x un voisinage ouvert dans lequel il existe des sections :

Ry,...,Rx € T'(U, %) et Si,..., 8, € I'(U,%)
qui, en tout point y € U, engendrent :
Ry = Z%&y et yy:z%'iy-
1<k<K 1<l<L

Alors des germes t, € %, N ., appartiennent a I’intersection si et seulement si :
Z A,y &y =t = Z bey &yv
1<k<K 1<4<L

pour certains ay,, by, € .
Or ces égalités peuvent €tre ré-interprétées comme faisceau de relations :

0= Z @k,y&y+ Z bgvy(_iy)
1<k<K 1<

entre K + L sections du faisceau .# . Grice a la cohérence de .#, sur un sous-ouvert x €
V' c U, 1l existe un nombre fini J > 1 de sections :

(Aj,la"'7Aj,K7 Bj,ly"';Bj,L> € F(V,QQ{K—H“) (1<3<y)

dont les germes engendrent ces relations en tout point y € V' :

(CLLy, e ;aK,y7 b17y7 ey bg’y> - E % . (Aj,l . ,AJ"Ky, Bij, .. ’Bj’Ly>7

1<y

)
Y

et ceci offre (exercice mental) les deux représentations :

Ry NSy = Z %(Z Aj,kRky)

1<y 1<k<K
= E %(E Bj,esey),
1<y 1<4<L

dont I’une seule suffit a exhiber I’engendrement fini local de Z N ..
Pour ce qui est des faisceaux de relations de # N .¥, 1’Observation 1.9 a déja fait
comprendre qu’ils sont alors automatiquement localement finiment engendrés. U

2. Faisceaux analytiques cohérents

Définition 2.1. Un faisceau .# de .o7-modules sur un espace topologique X est dit locale-
ment libre lorsqu’il existe un entier » > 1 tel que tout point x € X a un voisinage ouvert
x € U C X dans lequel :

My = (],)"

Un cas spécial mérite attention, lorsque X est une variété complexe et &/ = Ox est le
faisceau des germes de fonctions holomorphes sur X. Tout faisceau localement libre est
alors localement isomorphe a (Ox)".
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Théoreme 2.2. [OKka] Tout faisceau localement libre de O'x-modules sur une variété com-
plexe X est cohérent.

Démonstration. En effet, X = C" localement avec n = dim X, donc Ox = O¢n est
cohérent d’apres le théoreme standard d’Oka, puis la Proposition 1.10 donne la cohérence
de ( % X)r. |

3. Exercices

Exercice 1. Comme dans I’Exemple 1.7, soit B C C™ une boule ouverte de rayon r > 0, et soit y: C* —
R une fonction €*° telle que x > 0 sur B tandis que x = 0 dans le complémentaire C™\ B. En divers
points z € C", on regarde :

K, = {(fzvgz) € ﬁg 0= fz&z +gz(]- - X)z}'
(a) Déterminer explicitement £, en fonction de la position de z.
(b) Discuter les cas ot Z, est, ou n’est pas, finiment engendré.

Exercice 2. EE
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Théoreme de préparation de Weierstrass
et théoreme de division de Stickelberger

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Théoreme de préparation de Weierstrass

Notre premier objectif va étre d’établir une représentation locale «pseudo-
polynomiale » de toute fonction holomorphe de plusieurs variables complexes, a
multiplication pres par une fonction ne s’annulant nulle part. Comme dans la plupart des
manuels, nous suivrons une démonstration due a Siegel, la plus limpide et transparente qui
soit, sachant que Siegel a écrit un bref article en 1968 dans lequel il compare sa preuve
simplifiée a celles qui la précedent pour vanter la supériorité de la sienne !

Auparavant, deux rappels de théorie des fonctions d’une variable complexe s’imposent.

Théoreéme 1.1. [de Rouché] Si deux fonctions f,g € O (VZ) holomorphes dans un voi-

sinage ouvert V'x d’un disque fermé A C C d’intérieur A # () non vide satisfont sur son
bord :

{f(2)| > ‘9(2)’ (Vz€0A),
alors f et f + g ont méme nombre de zéros dans A, comptés avec multiplicité. d

Pour abréger, on convient de noter &'(F') ’espace des fonctions holomorphes dans un
certain voisinage ouvert d’un sous-ensemble fermé F' C C, par exemple F* = A. On en
déduit I’application utile suivante, laissée en Exercice 1.

Corollaire 1.2. Si une famille de fonctions holomorphes f, € O (Z) dépendant continii-
ment d’un paramétre t € |0, 1] n’a jamais de zéros sur OA, alors le nombre de zéros de
chaque f; dans A est constant, quel que soit t € |0, 1]. O

L’énoncé suivant, interprété avec k = 0, compte le nombre de zéros dans un disque.

Théoreéme 1.3. Si une fonction f € 0 (VZ) holomorphe dans un voisinage ouvert V'x d’un
disque fermé N C C d’intérieur \ # () n’a aucun zéro sur le cercle O, et si ses zéros
dans A, comptés avec multiplicité, s’écrivent :

ay,...,ay € A,

alors pour tout entier k > 0 :

1 /"(©)

2im Jon f(C)

Fd¢ = ab+ -+ db. U
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Soit donc maintenant f € ¢&'(U) une fonction holomorphe non identiquement nulle
définie dans un domaine U > 0 contenant I’origine de C", avec n > 1. Elle se développe
comme une série entiere convergente centrée en 0 :

) =3 10),

dans laquelle, pour les besoins qui suivront, on peut regrouper ensemble fous les termes
homogenes qui sont de degrés égaux a un entier k£ > 0 quelconque fixé :

(k) 1 ot tan §
zZ) = 0 > al"‘Zna",

a1+---+an =k
Lemme 1.4. [] existe un sous-ensemble dense de vecteurs non nuls v = (vy,...,v,) €

C"\{0} tels que la fonction d’une variable complexe :

C — f(CUb---aCUn)

est non identiquement nulle dans un voisinage de 0 € C.

Démonstration. Comme f # 0, il existe un kg > 0 tel que le polyndme homogene corres-
pondant f(*0) = (0 est non nul. Alors puisque :

FCv) =Y ¢ P(w),
k=0

il suffit de trouver un vecteur v satisfaisant f(0)(v) # 0, ce qui est possible sur un ou-
vert dense de C™\{0} — sinon, si f*¢)(v) s’annulait sur un ouvert non vide, le principe
d’unicité pour les polyndmes holomorphes entrainerait f (<o) (v) = 0. 0

Définition 1.5. L’ ordre en 0 d’une fonction holomorphe f # 0 définie dans un voisinage
de I’origine est :
ordo(f) == min{k € N: f¥(2) £ 0}.
Lorsque f = 0, on convient que f est d’ordre oo.
L’ordre en un point quelconque 2, € U d’une fonction holomorphe définie dans un
ouvert U C C se détermine en utilisant les coordonnées recentrées z — 2.

Ainsi, I’ordre est > 1 lorsque, et seulement lorsque, la fonction s’annule au point consi-
déré, situation qui focalisera notre intérét, puisque nous visons a décrire et a étudier 1’en-
semble des z€ros :

Zy = {z2€U: f(z) =0},
localement au voisinage de 0 € Z;. En tout cas, avec :
ko = Ol’do(f),
le développement commence par :
k
1) =3 19 ).
k>kg

Pour la plupart des vecteurs v € C™\{0}, on a alors grice au lemme qui précede f*(v) #
0, mais il est possible que pour certains v, on ait f(*¢)(v) = 0 tandis que pour un entier
minimal &, > kg :

f¥(w) # 0.
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En fait, le prochain théoreme — énoncé fondamental de la théorie — va €tre vrai pour
tous les choix d’un vecteur v € C™\{0} tel que I’ordre en 0 de la restriction de f a la droite
complexe Cv :

d = ordy(¢ — f(Cv)) <
est fini, avec toujours d > ko = ordy(f).
Apres un changement linéaire de coordonnées complexes sur C", on peut supposer que :

v =(0,...,0,1),
ce qui signifie que :
F(0,...,0,2,) = (2) (@ +O(2)) (aeC\{0}).
Sur C", soit z = (21, ..., Zp—1, 2n) =: (#/, 2,) et soit la norme :
|z| == max |z, 2’| == max |zl
1<i<n 1<j<n—1

Le Vorbereitungssatz figure pour la premiere fois dans le recueil publié en 1866 par
Weierstrall sous le titre « Abhandlungen aus der Functionenlehre ».

Théoreme 1.6. [de préparation de Weierstrass] Soit f € €'(U) une fonction holomorphe
dans un voisinage ouvert U de 0 € C", avec n > 1, telle que :

f(0,...,0,2,) # 0,
et soit :
d = ordg(z, —> f(0,...,0,2,)) > L.

Alors il existe un sous-voisinage ouvert 0 € A C U avec 2 A C U de la forme polydisque-
produit :

A= {] <r'} x{]z| <7} O<r,0<rn),

il existe une unique fonction holomorphe w € O(A) ne s’ annulant u(z) # 0 en aucun point

z € A, et il existe des fonctions-coefficients uniques a,(z'), . .., aq(2") holomorphes pour
|2'| < r"avec a1 (0') = --- = aq(0") = 0 telles que :

f(2) = ulz) (22 +ai(z) 28+ 4 aq(2))) (Vz€A).

Puisque u ne s’annule jamais, il en découle le

Corollaire 1.7. Dans le polydisque local 0 € A C U, ’ensemble des zéros de f est repré-
senté comme ensemble des zéros d’un pseudo-polynome en z, a coefficients holomorphes
enz :

{zeA: f(2) =0} = {(Z,20): 20 +ai(2)20" + -+ aq(2') = 0}. d
Lorsque d = 0, i.e. lorsque f(0) # 0, le pseudo-polyndme n’existe pas, f = wu est
une unité de 0(A), a savoir est une fonction holomorphe inversible, puisque % % est

holomorphe dans V.
On notera :

P(252,) = 2% +ay ()27 + - 4 ag(2).

Corollaire 1.8. Sous les hypothéses du Théoréme 1.6 de préparation, si le vecteur v €
C™\{0} est choisi tel que :
d = ordy(f),

puis redressé env = (0,...,0, 1), alors les fonctions-coefficients ay(2') satisfont :

ap(z") = O(|'") (1<k<d).



308 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Démonstration. Puisque u(z) est une unité, il faut que :
d = ordy(P).
En restriction a {z, = 0}, on déduit :
d > ordy (2" — P(2;0)),

a savoir aq(2') = O(|2']9).

Ensuite, on soustrait P —— P — ag4, on divise par z,, on pose 2z, = 0, on trouve
aqg_1(2') = O(]2'|*71), et ainsi de suite. O
Démonstration du Théoréme 1.6. 1l existe r, > 0 assez petit tel que f(0,...,0,2,) # 0

pour 0 < |2,| < 7,. Par continuité de f et par compacité du cercle contenu dans 1’axe des
Zn

{z' =0} x{laul =m0},
il existe ' > 0 et 0 < € < 1, assez petits pour que :

(1.9) f(Z,2,) #0 pourtous || <7, r,—e <z <rnte

Tn + €

Tn

Tn — &

Y.,

De plus, on peut supposer que :
{Iz] <2v'} x {|za| <21} C U

Maintenant, pour tout entier £ € N, introduisons les intégrales :

A 1 1 af ! k
N = g [ T e G

Puisque leurs intégrandes, jamais singuliers sur le cercle d’intégration, dépendent holo-

morphiquement du paramétre z’, elles sont holomorphes dans un voisinage ouvert de

{|Z'| < r'}. Pour k = 0, lorsqu’on fixe 2/, le Théoréme 1.3 dit que la fonction Ny(z')

compte le nombre de zéros de z, — f(Z/, z,) dans le disque ouvert {|z,| < r,}, aucun

z€ro ne se situant sur le bord.

Assertion 1.10. [cruciale] Pour tout |2'| < 1/, le nombre de zéros de z, — f(Z', z,,) dans
le disque {|z,| < r,} est constant égal a d.

Démonstration. En effet, la non-annulation (1.9) sur les cercles {2’} x {|z,| = r,,} garantit
que le Corollaire 1.2 s’applique, sachant que pour z’ = 0, ce nombre de zéros est bien égal
ad. U
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Nous pouvons donc désigner ces d zéros, qui dépendent de 2/, par :
U)Lz/, s 7wd,Z'7

sachant que cette dépendance est juste une dépendance ensembliste, elle n’est en général
pas holomorphe par rapport a z’. Par construction, on a :

wy e = =wqy =0,

et par (1.9), on sait que ces racines ne s’échappent pas trop loin :

|w1,z/| <Tp—E&, «iuiun. , ‘wd,zl

Maintenant, le Théoreme 1.3 calcule les intégrales en question :

Ni(2') = (wLZ/)k 4ot (wd,zl)k

Or, comme le rappelle I’Exercice 4, les fonctions symétriques élémentaires des racines :

o(2') = Z Wiy o+ Wiy (1<e<ad),
1< <+ <ip<d
peuvent €tre exprimées, au moyen des Formules de Waring inverses, comme polyndmes a
coefficients rationnels en les sommes de Newton Ny (z/), ..., Ny(2).
Par conséquent, puisque nous savons que les dépendances 2/ —— N(z') sont holo-
morphes, bien que chaque racine w; ,» ne dépende en général pas holomorphiquement de
2’, nous obtenons le point-clé qui fait marcher toute la démonstration :

Lemme 1.11. Les fonctions symétriques élémentaires o1(Z'),...,04(%') des racines
Wi, .., Wy dépendent holomorphiquement de z' dans un voisinage ouvert de
{lz'] <o} 0

Grace a cela, nous pouvons introduire le pseudo-polynome :
r. o .d N L d—1 d /
P(Zazn) .—Zn—O'l(Z)Zn ++(_1) Ud(z)
= (20 —wi1) (20 — Wa),

qui est donc polynomial en z,,, et dont les coefficients ne sont en général pas des polyndmes
en 2/, mais sont quand méme des fonctions holomorphes de =’

Pour |2/| < 7' fixé, z, — f(Z, z,) et z, —> P(Z’; z,) ne s’annulent jamais dans I’an-
neau {rn —e < zp| <+ 5}, et possedent exactement les mémes racines comptées avec

multiplicité dans le disque {]zn] < Tn}. Grace au théoreme d’élimination des singularités,
les deux fonctions de la variable z, :

f(Zs 2n) P(z'; zn)
P(2; z,) f(2 zn)
sont alors holomorphes pour |z,| < 7, + €. Cependant, lorsque (2’ z,) varie librement, il
n’est pas clair a priori que ces deux quotients soient continus.
Heureusement, toujours a 2’ fixé, la formule de Cauchy a une variable les exprime
comme deux intégrales :
o) = = fZ:6n) _dn et vla) = o P(56) dé,
T 50 Sutrre PE) G 2 = % ferre FE ) Gn 7

J/ J/

Uy (2) 1= et U (2n) 1=

v~ v~
=u Z’azn) :ZU(Z/,Zn)
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Or ces intégrales dépendent holomorphiquement de |z'| < 7/, et aussi de |z,| < 7, donc
elles sont holomorphes par rapport a toutes les variables, et définissent deux fonctions holo-
morphes u(z’, z,) etv(2’, z,,) dans un voisinage ouvert du produit {|2’| < r'} x{|z,| < r.}.
Mais comme dans I’ouvert produit d’un anneau :
{|Z,| < T/} X {Tn —e<z, < rn})

ou les deux dénominateurs P et f de u.(z,) et de v,/(z,) ne s’annulent jamais, on a par
construction :

[ zn) P25 20)
P(2; zn) . f(# zn)
le principe d’identité pour les fonctions holomorphes donne dans le polydisque entier
{12/| < '} x{|zna| <10}

w(Z' 2n) - v(2 20) = ua(2) - va(2,) = = 1,

(2’ zp) v 2,) = 1
Ainsi, nous avons établi que la fonction :
f(Z', 2n)
P(2; 2,)
est holomorphe dans {|2/| < 7'} x {|z,| < .} et ne s’annule jamais, a savoir est une unité,
ce qui termine la démonstration d’existence de P et de u.

w(Z' zn) = uy(z,) =

Concernant I’unicité, supposons que :

avec deux unités u et u, et avec deux pseudo-polynomes :

P(Z;2,) = 2%4a1(2) 2274 - 4aq(2) et P(%;2,) = 2%4a,(2) 2274 - 4ag ().
Mais comme u et u ne s’annulent jamais, pour tout |z’| < 7’ fixé, les deux polyndmes
2 — P(2; 2,) et 2, — P(2'; 2,) doivent avoir les mémes racines que z, — f(2, z,),
ce qui force leurs coefficients a; = a; a coincider, d’ou P = P, puis u = 1. U

Pour le cas n = 2 qui ne differe que tres 1égerement du cas n > 2 quelconque, on trouve
les éléments principaux de la démonstration qui précede, dus a Simart et encore améliorés
par Siegel, dans le Traité d’Analyse de Picard (tome II, 1% édition, 1893).

Fait remarquable, le Théoreme des fonctions implicites dans la catégorie des fonctions
holomorphes, classiquement démontré a 1I’aide d’un théoréme du point fixe par itérations « a
la Picard », ou de séries majorantes « a la Cauchy », se déduit simplement du Théoreme 1.6
de préparation de Weierstrass, avec le bonus d’offrir une représentation intégrale de la
solution.

Corollaire 1.12. Soit f € O(U) une fonction holomorphe définie dans un voisinage ouvert
U > 0de l’origine de C", avec n = 2, telle que :

of
Alors il existe un sous-voisinage ouvert 0 C A C U de la forme polydisque-produit :
A =NxA, = {7 <} x{|z] <ra} O0<r,0<r),

et il existe une fonction holomorphe o: A" — C tels que dans A :
0= f(Z,2,) <= 2z, = (7).
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De plus :

NS Loor
o) = 7 o TG )

Démonstration. 1l s’agit du cas d = 1 du Théoréme 1.6, qui donne :
Zn + a1 (') = 0,
d’ott p(2') := — ay(2’), et la formule intégrale apparait dans la démonstration. O
2. Théoreme de division de Stickelberger

Définition 2.1. On appelle polynéme de Weierstrass en z, tout polyndme unitaire :
28+ b (2) 257 4 b (),

a coefficients holomorphes dans un voisinage ouvert () € V/ C C" ' 3 2/ = (21,..., 2,_1)
dont les coefficients s’annulent a 1’origine :
0=0(0) = - = b(0).

Dans un article de Stickelberger, on trouve une formulation plus générale (voir I’Exer-
cice 6) du théoreme de préparation de Weierstrass sous une forme tres analogue a la division
euclidienne dans I’algebre de polynémes Clxy, . .., z,].

Théoréme 2.2. [Théoréme de division de Stickelberger] Soit f € &(U) une fonction
holomorphe dans un voisinage ouvert U de 0 € C", avec n > 1, telle que :

f(0',z) # 0,
et soit :
d = ordg(z, — f(U',2,)).

Alors il existe un sous-voisinage ouvert 0 € A C U avec 2\ C U de la forme polydisque-
produit :

A= ANxA, = {7 <} x{|z] <ra} O0<r', 0<r),
tel que toute fonction holomorphe g € O'(U) est divisible par f dans A au sens ou :
9(2) = a(2) f(2) + R(z) (vzea),

avec une unique fonction-quotient ¢ € CO(A), et une unique fonction-reste pseudo-
polynomiale de degré < d —1:
R(2) = R(#;2,) = co(2) (z0)" " +e1(2) (22)72 4+ car (7)),

. /
a coefficients c; € O(A).
De plus, il existe une constante k > 0 telle que :

max |¢| < k max|g| et max |R| < k max|g| (Vge o).
A A A A
Démonstration. Grace au Théoréme 1.6 de préparation, on a f(z) = u(z) - P(2'; z,), et

comme 1’unité u(z) peut étre absorbée dans ¢(z) et dans R(z), il suffit d’établir la division
lorsque f(z) = P(Z; z,) est un polyndme de Weierstrass de degré d, dans un polydisque :

{IZ'| <20} x {]zu] < 2r,} C U.
L’unicité est aisée, puisque en partant de :

g=qP+R=GP+R,
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une simple soustraction conduit a :
(¢-a) P = - (R-R),

donc pour tout 2’ fixé, les d racines de z, — P(Z’; z,) doivent étre racines du pseudo-

polynéme R(z’; z,) — R(Z'; z,) de degré < d — 1, ce qui force R = R, puis ¢ = .
Afin d’établir maintenant 1’existence des deux fonctions ¢ et R, choisissons r,, > 0,
r" > 0et0 < ¢ < r, satisfaisant de maniere analogue a (1.9) :

P(Z;2,) #0 pourtous |2'| <7, 1, —e < 2| <yt
et introduisons la premiere fonction :

1 ' G
47, 20) == 5 _9(7, )
27 Jigui=rate P(25G0) (G — %)
Par holomorphie de son intégrande, cette intégrale définit ¢(z) comme fonction holomorphe

dans un voisinage ouvert du polydisque A.
Ensuite, introduisons la deuxieéme fonction :

R:=g—-q-P

d¢n (12| <7/, |2n] < 7n).

qui est aussi clairement holomorphe autour de A, mais il y a mieux, en utilisant le fait que
g satisfait la formule de Cauchy sur les disques paralleles a 1’axe des z,, cette fonction R
est donnée par une expression :

/ 1 g('ZIa gn) 1 g(zl’ gn) /
R(Z »# ) 2m /Cn|=rn+a C’n — Zn C 2um /|Cn=rn+a P(Z,; Cn> (Cn - Z”> C (Z ) )
_ L g(zla Cn) |:P(Z/; Cn) B P(Zl; Zn):| dC
27 Jiuzrave P(2'56n) Cn = 2n "

dans laquelle la singularité cnizn va disparaitre.

En effet, si nous revenons a I’expression du polyndome de Weierstrass, nous pouvons
éliminer algébriquement ce dénominateur apres avoir posé ag(z’) := 1 pour harmoniser les
calculs :

P(2'16) = P(#'2n) _ ao(z)Gh+ai(2) Gt + - +aa(z') —ao(?) 2 — a1 (2) zp~" — - — aa(2')
Cn — Zn B Cn — Zn
d_ ,d d—1 _ _d—1 _
= ao(z') ngz: +a1(2') % + -t ag-1(2) g: — Z

ao(Z) (GE 4+ 20 ) +a(@) (2 + 4207+ aaa(2)

=207 ap(2) 428 (ao(Z) G+ ar () -+ 20 (a0 () G+ aa—1(2)),
—— —

=:Co(2';¢n) =:C1(2";¢n) =:Cq—1(2"; ¢n)

puis constater, apres réorganisation, que le résultat est polynomial de degré < d — 1 en z,,,
ce qui, apres intégration, éclaire le caractere pseudo-polynomial annoncé de :

a1 9(2',Gn) 1 9(z',¢n)
R(: — A=l _— AR ALYy NPV dCp + -+ + — EAMBAUYAVSIoVa ) dG,
(Z 7ZTL) Zn 2% (o= te P(Z,7<n) O(Z aCTL) C + + 2% o[ =rn e P(Z/7Cn) d 1(2 7< ) CVM
=:co(2') =:ca-1(z)
les coefficients co(2’), ..., cq—1(z’) étant bien holomorphes dans un voisinage de {|2/| <

7"}.
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Pour terminer, le théoreme de Cauchy de déformation continue de contours montre que
I’on peut remplacer les intégrales fl Cnl=rmte dans la formule vue juste a I’'instant qui donne

R(Z; z,) par les intégrales f‘ Cnlrn® En effectuant des majorations (exercice), on en déduit
que :

max|R| < 1 max|g| (Vge o)),

A A
ol la constante x; > 0 dépend des valeurs maximales des coefficients a;(2'), ..., aq-1(2')

sur {|2’| <’} ainsi que de :
1
Ky '= max ————.
s [P o)l
n|=Tn

Enfin, en revenant a I’expression ¢ = %% et en appliquant le principe du maximum sur les
disques verticaux a z, — ¢(2/, z,), on majore :

/
max|g| = max |¢(2,z,)| < K2 max|g| + k2 k1 max|g] (Vaeow)),
|2 |<r’ A A
|zn|=rn
ce qui conduit a la constante k := max (K1, ko + K2k1) de 1’énoncé, et conclut. O

3. Exercices

Exercice 1. Démontrer le Corollaire 1 directement & partir du Théoreme 1.1 de Rouché, ou bien a partir du
Théoreme 1.3 comme suit. Pour 0 < ¢ < 1, soit le nombre de zéros de f; dans A :

2im Jon [fi(C)

On introduit le sous-ensemble de [0, 1] :
J = {te[0,1]: Ny =Ny, Vs <t}.

(a) Vérifier que J # () et montrer que .J est ouvert.

(b) Montrer que J est fermé, puis conclure.

Exercice 2. (a) Soit un domaine 0 C U C C"™ contenant I’origine, avec n > 1, et soit une famille dénom-
brable (fx)5>, de fonctions holomorphes f € &(U) toutes non identiquement nulles. Montrer qu’il existe

un ensemble dense de vecteurs v € C™\{0} tels que les fonctions d’une variable complexe ( — fi(C v)
sont toutes non identiquement nulles dans un voisinage de 0 € C.

(b) Montrer qu’il peut y avoir des vecteurs exceptionnels v € C™\{0} pour lesquels certaines (voire toutes)
restrictions fi (¢ v) = 0 sont identiquement nulles.

Exercice 3. [Formules de Waring] Sur le corps de base Q, soient n > 1 indéterminées x1, ..., x,, soit X
une autre indéterminée et soit le développement du polyndme-produit :

(X—z1) (X —zp) = X" —01(2) X" 4+ (=1)" o, (),
dans lequel les fonctions symétriques élémentaires o1, . . ., 0y, de ¢ = (x1,...,x,) valent :
oe(z) = Z Xy e T, (1<e<n).
1< < <ipy<n
Par ailleurs, pour tout & > 0 entier, la k-¢éme somme de Newton est définie par :
Ng(z) = J;If + e —|—fo.
L’objectif de cet exercice est d’obtenir les formules closes, dues a Waring :

B (_1)i2+2i3+"'+(7l—1)in (21 + ’ig ot Zn)‘ i i i
N =k - Z P eT—— il i (01)1(02)2...(an) .

i1 42ig+tnin =k
i1 20,1220, ...,ip 20
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On commence par produire des formules inductives ouvertes, insuffisantes, puis on introduit des développe-
ments en séries formelles pour fermer directement les récurrences sous-jacentes.

(a) Vérifier directement que ’on a :
Ny = o1,
No = (

N; = (01)3 — 30109 + 303,

Ny = (01)* —4(01)%09 + 40105+ 2(02)% — 40y

0'1)2 — 20’2,

(b) Lorsque k < n, montrer que :
Ni = o1Np-1 =02 Nieo + -+ (1) 2 oy No + (1) ok,
en notant bien que le dernier terme est k, et non pas Ny = n comme on aurait pu le supputer.

(c) En supposant n > 4, écrire ces formules et en déduire une démonstration des formules de la question (a).

(d) Lorsque k£ > n, montrer que :
Ni = o1 Ng1 —02Ngo+ -+ (=1)" 20,1 Nj—ppi1 + (=1)" 1 0, N,
() En posant Y := +, vérifier que :

(I-2Y)(1—22Y) - (1-2,Y) =1— Y+ 4+ (-1)" o Y 4+ (=1)" 0, Y

(f) En utilisant le développement en série formelle de log (1 — T) =—> k>1 %’ vérifier que :
1 k
log (1 —21Y) + - +log (1 —z,Y) = — I; 2 NeYE.

(g) Par ailleurs, en utilisant la formule du multinéme :

¢ (11 +ig + -+ +ip)! i i in
e Y A
i1tiz+ - tin = )

établir que :

log (1—01 Y4+ +(~1)" 0, V") = = > V* >

k>1 i1+2i0+--+ni, =k

(71)i2+2i3+...+(n71)in (i1+i2+~~+in)!
ivtiz+ i il igh !

(h) Conclure en obtenant les formules de Waring annoncées, et tenter de les ré-obtenir en partant seulement
des formules de récurrence vues plus haut.

Exercice 4. [Formules de Waring inverses] En utilisant seulement la question (b) de I’Exercice 3, montrer
qu’il existe pour £ = 1, ..., n des polyndmes a coefficients rationnels P, € Q[T1,...,Ty] tels que :

oy :Pg(Nl,...,Ng) (1<e<n).
Exercice 5. Dans C? muni des coordonnées (z, w), soit la fonction f(z,w) := sinw + 22.
(a) Vérifier que ordy f = 1.
(b) Déterminer la décomposition de Weierstrass f = u - P.
(¢) Faire de méme pour f(z,w) := w + sinw + 22.

Exercice 6. Montrer que le Théoréme 1.6 de préparation de Weierstrass se déduit comme corollaire du
Théoreme 2.2 de division de Stickelberger.

Exercice 7. [Théoréme de Hensel analytique] Soit 2 = (2/,2,) € C"~! x C avec n > 2, et soit un
polyndme de degré d > 1 :

P(52,) = 28 + a1 (¢) 287+ 4 aq(2),
A coefficients a1, . . ., ag holomorphes dans un voisinage de 0’ € C"~1, tel que :

P(OI; Zn) = (Zn - al)dl ce (Zn - aK)dKa

(01)" ()" -+

(o)
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avec K > 1, avec des racines aj, . . ., ax € C deux a deux distinctes, avec dy,...,dx > 1,etavecd; +---+
dK = d.
Montrer qu’il existe des polynomes unitaires uniques de degrés respectifs d1, . .., dy :
Pi(?;2n) = 2% +ap1(2) 257 4o aga, (2) (1<k<K),

A coefficients holomorphes en 2’ prés de 0/ € C™* ! avec :

Pk:(ol; Zn) = (Zn - ak:)dk7

tels que :
P(2'52,) = H Pyu(2's 2p).
1<k<K
Exercice 8. EE
REFERENCES

[1]1 Cartan, H. : Sur le théoreme de préparation de Weierstrass, Festschrift WeierstraB, Arbeitsgemeinschaft fiir For-
schung des Landes Nordrhein-Westfalen, Wissenschaftliche Abhandlung, Band 33, 155-168 (1966).

[2] Siegel, C.L. : Zu den Beweisen des Vorbereitungssatzes von Weierstraf3, Abhandlungen aus Zahlentheorie und
Analysis zur Erinnerung an Edmund Landau (1877-1938), 299-306. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin, 1968.
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Géométrie locale des hypersurfaces complexes

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Revétement ramifié local associé a un polynome de Weierstrass

Grace au Théoreme de préparation de Weierstrass, la géométrie locale de I’ensemble
des zéros d’une fonction holomorphe quelconque va pouvoir étre comprise de maniere
transparente.

Soit donc une fonction holomorphe non nulle f € &(C") définie au voisinage de 0 € C”
avec f(0) = 0, représentée comme produit d’une fonction holomorphe v € &(C") ne
s’annulant jamais par un polyndme de Weierstrass :

f(2) = u(z) P(z; 20) = u(2) (20 + ar(2) 2 '+ -+ aa(2),
de degré d > 1, avec 2’ € C"1, de telle sorte que :

{f =0} = {P=0} > {0},
ol les coefficients a;(2’) sont holomorphes dans {|z'| < 7'} avec r’ > 0 et satisfont a;(0") =
0, etou |z,| < r, avec r,, > 0. Pour ce polydisque ‘horizontal’ de dimension n — 1 et pour
ce disque ‘vertical’, on utilisera parfois les notations :

DY = et | < '} et D,, = {z, €C: |z,] <7}

Tn

Y-




1. Revétement ramifié local associé a un polynéme de Weierstrass 317

Si nous décomposons P en produit de facteurs premiers irréductibles dans 1’anneau
local factoriel 0,

P =P P

ces facteurs P, sont alors tous, d’apres un théoréme vu précédemment, eux aussi des poly-

nomes de Weierstrass P, € O\ [z,], et comme il est de plus manifestement clair que :
{P=0} = {P=0}U---U{P =0},

il est possible et naturel de se restreindre a étudier I’ensemble des zéros d’un unique poly-
ndme de Weierstrass qui est irréductible.

Supposons donc P(z’; z,,) irréductible dans &, ce qui équivaut, on le sait, a son irré-
ductibilité dans &,,_1[z,]. Pour tout 2’ fixé, z, — P(2/,z,) est un polyndme de degré
constant d > 1, donc on peut former son discriminant par rapport a z,, :

A(2') = Disc., (P(2; 2,))
:ReszTL(P(Z';Zn) 3 (2; Zn))

Or dans I’anneau de polynémes &, _1[z,], I'irréductibilité de P équivaut, d’apres le
cours d’Algebre, a la non-annulation identique :

A(Z) £ 0.
Lorsqu’en point fixé 2/, on a A(2') # 0, les d racines de z, — P(2’; z,,) sont distinctes.
En général, pour tout 2’ fixé, nous noterons w; ./, ..., w, . les d racines comptées avec

multiplicité. Lorsque A(2’) = 0, au moins deux d’entre elles coincident. En 2’ = 0, toutes
les d racines sont égales a ('.
Puisque P est unitaire, nous pouvons I’écrire :

,’:]g

(1.1) Z Zn wzz

=1

D’apres une expression connue, le discriminant vaut alors :

A = (DT T (wier — wis),

1<i1<i2<d

mais cette expression (symétrique!) en fonction des racines n’est pas appropriée, il est
préférable d’invoquer le Théoréme de Lagrange, grace auquel ce discriminant peut étre ré-
exprimé comme un certain polyndme A, a coefficients dans Z en les cofficients a;(z’) du
polyndme de Weierstrass :

A(Z) = Aay(2'), ..., aq(2")).

[’étude algébrique des polyndmes discriminants est un sujet mathématique en lui-
méme, et nous ne pouvons résister a la tentation de signaler qu’aucune expression close
completement explicite n’est connue en degré d > 1 quelconque. Bornons-nous alors a les
contempler pour de petites valeurs de d.

Exemple 1.2. En degré 2 :
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en degré 3 :
A() = =4 (ar(2)) as(2) + (a1(z"))? (aa())* + 18a1(2") as(2') as(2') —
— 4 (ag(z’))3 — 27 (CLg(Z/))Q,
et en degré 4 :
A = —27aja} + 18 alazazay — 4ajas — 4aiaza, +
+ a2aja3 + 144 alazal — 6 alaza, — 80 ajasazay +
+ 18 alagag — 192 alaga?l + 16 a§a4 —4 agag —
— 128a3a? + 144 azalas — 27 a3 + 256 a3.
Puisque A, est un polyndme, le discriminant A(z) est une fonction holomorphe de
|2/ < r'.
Terminologie 1.3. Le lieu discriminant est le sous-ensemble :
{< eDi " A(Z) =0}.
En pointillés, on représente {A = 0} x {|z,| < r,}.

kzn

— ]

l W' x Drn
: : : ’

~

Yo

L’énoncé suivant exprime que les d racines wy ./, ..., wq > dépendent en fait holomor-

phiquement du ‘paramétre’ 2/, pourvu qu’on évite ce lieu discriminant.

Théoreme 1.4. [Géométrie locale des hypersurfaces] Tout point ' hors du lieu discrimi-

nant :

A) # 0,
posséde un voisinage ouvert b/ € W' C ]D)ffl suffisamment petit dans lequel il existe d

fonctions holomorphes :
wy,...,wg € O(W'),

avec w;, (2') # w;, (') pour tous iy # iy et tout 2’ € W', telles que :
P(52,) = (20 —wi(2)) -+ (20 — wa(2")) (V2 €W’).
Démonstration. Puisque b’ ¢ {A = 0}, pour tout z’ dans un petit voisinage ouvert b’ €

W' C D', les d racines de z, — P(2'; 2,) sont deux a deux distinctes :

wi1,z’ 7£ wiz,z’ (z’eW’,lgil F#i2<d).
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Or si nous nous souvenons que la dérivée d’un polyndme scindé Q(X) = (X —
aq) -+ (X — «ag4) ayant des racines deux a deux distinctes prend une valeur non nulle en
I’une quelconque de ces racines :

dQ

Qo) = I fo—a) #0 sica

1<j<d
i#i
en revenant a la factorisation ponctuelle (1.1), nous voyons qu’en chaque point :
(b’,wi7b/) (1<i<d)

qui est un zéro de P ‘au-dessus’ de V', la dérivée partielle ‘verticale’ :

oP
%(b/vwi,b/) = || (wip —wjp) # 0
n 1<j<d
J#i

est non nulle, donc le théoreme des fonctions implicites garantit que chaque racine w; . est,
pour 2’ prés de b/, une vraie fonction holomorphe w;(z’). O

Afin d’interpréter encore mieux ce théoreme, introduisons la projection (locale) sur I’es-
pace des 2’ :

m DV'xD, — DY!
(2, 2,) — 2,

et restreignons-la a I’ensemble des zéros de notre polyndme irréductible :
Tr‘{P:O}'

Vs %8 D>

Y 3

Y V2® p
v Ve >

Ve >

X

Définition 1.5. Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application continue
p: Y — X est appelée un revétement si tout point x € X posseéde un voisinage ouvert
U dans X (suffisamment petit) dont la préimage :

p ' U) =V

jeJ

consiste en une famille, indexée par un certain ensemble J, d’ouverts V; C Y disjoints
deux a deux tels que chaque application restreinte :

Ply, Vj%U

est un homéomorphisme (pile d’assiettes ouvertes disjointes).
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Si X est connexe, on démontre que les divers ensembles d’indices .J sont tous de méme
cardinal. Lorsque Card J =: d < oo est fini constant, on dit que p est un revétement a d
feuillets.

Corollaire 1.6. Hors du lieu discriminant, la projection sur le polydisque horizontal :
{(z,2,) e C" ' x C: P(;2,) =0, [Z] <7, |z| <70}
{ZeCr: A()#£0, |7] <}
est un revétement holomorphe a d feuillets. U

Définition 1.7. Un revétement ramifié p: ¥ — X est une application continue entre
espaces topologiques avec un sous-ensemble propre R C X dont le complémentaire X\ R
est connexe tel que :

p‘X\pfl(R): X\p_l(R) — X\R

est un vrai revétement a un nombre fini constant de feuillets.

‘ Figure 3-dimensionnelle ‘

On peut démontrer (exercice) que le complémentaire :

{I] < }\{A(¢) # 0}
est connexe.
Corollaire 1.8. Pour toute fonction holomorphe f € O(X)) définie dans un domaine §) C

C™ avec n > 1 non identiquement nulle, de telle sorte qu’en tout point z € ), son ordre
est fini :

1+tan

= ord, f := min {kGN: I(ay,...,a,) € N a1+ +a, =k, %W(z) #+ 0} < o0,

pour toute droite complexe affine L, = C passant par z en restriction a laquelle I’ordre
reste inchangé :

ord. (f}Lz) = dz,

et pour tout hyperplan affine complexe H, = C"! passant par z qui est supplémentaire
de L, dans C", la projection de I’ensemble des zéros :

{f =0}

sur H, paralléle a L,, localisée a un certain voisinage ouvert de z dans C", forme un
revétement ramifié local a d, feuillets.
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Démonstration. Dans un systeme de coordonnées affines holomorphes centrées en z, la
droite L, devient I’axe des z, et I’hyperplan H_ devient I’espace des coordonnées z’ en
termes desquels toutes les considérations qui précedent s’ appliquent. U

2. Exercices
Exercice 1. EE

Exercice 2. EE
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Propriétés algébriques de I’anneau local 0,
des germes de fonctions holomorphes

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Préliminaires algébriques

Sans démonstrations, rappelons quelques énoncés d’algebre commutative élémentaire
qui serviront dans la théorie analytique locale en géométrie complexe. Pour des révisions,
nous renvoyons a [1, 2]. Tous les anneaux et corps seront supposés commutatifs.

1.1. Anneaux noethériens. Soit A = (A, +, X) un anneau commutatif unitaire, dont les

éléments neutres 0, pour 1’addition et 1, pour la multiplication seront notés en abrégé 0 et
1.
Rappelons qu’un sous-ensemble I C A est un idéal de A lorsque :

e [ est un sous-groupe additif de A, a savoir f € I et g € I implique f +g € [;
e pourtouta € Aettout f € I,le produita f € I.
On note que 1 € I si et seulement si [ = A.

Définition 1.2. Un anneau est dit noethérien si tout idéal I C A est engendré par un nombre
fini d’éléments, a savoir il existe K > let f1,..., fx € I tels que :

I ={aifi+ - +acfc: ar,...,ax € A},
ce qui sera noté :

I = <f1a"~7fK>’

Dans ce qui suit, tous les anneaux qui seront considérés seront noethériens. En particu-
lier, un anneau quasi-principal !, 4 savoir un anneau dont tout idéal peut étre engendré par un
unique générateur, est noethérien, mais accepter des générateurs en nombre fini arbitraire
offre une bien plus grande généralité en extension.

On a une caractérisation classique.

Lemme 1.3. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) A est noethérien;
(ii) toute suite infinie dénombrable croissante d’idéaux dans A :
LcLcC--ClxClyyC---
devient stationnaire a partir d’un certain rang, a savoir il existe K > 1 tel que

I, = Ik pour tout k > K;

1. Un anneau est dit principal s’il est de plus integre, voir ci-dessous.
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(iii) pour toute collection non vide Ujc; I; d’idéaux I; C A, il existe un idéal I* C A
tel que pour tout j, si I; O I*, alors I; = I*. U

Tous les corps (commutatifs) K sont (trivialement) noethériens, puisque si un idéal [ C
K contient un élément 0 £ x € [, alorsz 'z =1 ¢ [,dou I = K.

Théoreme 1.4. [de la base de Hilbert] Si A est un anneau commutatif noethérien, si
n > 1 est un entier, et si X4, ..., X, sont des indéterminées, alors I’anneau de polynémes
A[Xy,..., X,] est aussi noethérien. O

Cet énoncé s’applique en particulier (souvent!) dans le cas ou A = K est un corps
commutatif, par exemple K = Q, R, C.

Corollaire 1.5. Dans un anneau noethérien A, pour tout idéal I C A[X, ..., X,], 'an-
neau quotient :

AlXy, ... ,Xn]/[
est aussi noethérien. O

1.6. Modules noethériens. La notion de module sur un anneau est une sorte d’analogue
de la notion d’espace vectoriel sur un corps, sans 1’opération d’inversion des constantes.
Comme précédemment, soit A un anneau commutatif unitaire.

Définition 1.7. Un A-module M est un ensemble muni de deux opérations sous lesquelles
il est stabilisé :

e il existe une addition interne qui est une loi de groupe commutative et associative :
MxM> (z,y) — x+y € M;
e il existe une multiplication par les scalaires :
AxM > (a,z) —> ax € M;
et ces deux lois doivent satisfaire, pour tous a,b € A ettous z,y € M :
a(r £y) = ax + ay, (ab)x = a(bx), (a+b)x = ax + bz, lz =
Un sous-A-module N C M est un sous-ensemble N C M stable par ces opérations :
NN CN et AN C N,

ce qui fait de NV un A-module en tant que tel.

Définition 1.8. Un A-module M est dit noethérien lorsque tout sous-A-module N C M
est finiment engendré, a savoir il existe un entier K > 1 et des éléments y1, ..., yx € N tels
que :

N=Ay+ - +Ay = (Y, -, %)

Proposition 1.9. Si M est un module finiment engendré sur un anneau noethérien A, alors
M est noethérien. U

Tout produit A®™ pour m > 1 entier posséde une structure naturelle de A-module avec
la multiplication :
a (avl, o ,xm) = (axl, e ,axm).

Proposition 1.10. Si A est un anneau noethérien, pour tout entier m > 2, le A-module
produit A®™ est aussi noethérien. U
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Démonstration. Pour m = 1, ¢’est trivial, car A est noethérien !
Raisonnons par récurrence sur m > 2, en supposant A®(m~1) noethérien. Soit N ¢ A®™
un sous-A-module quelconque. Introduisons la projection de A®™ sur son premier facteur :

prq (Cll, as, . .. ,am) = aj.
Comme pr;(N) est alors un idéal de A (exercice mental) noethérien, il est finiment
engendré, a savoir il existe 1, ...,z, € N tel que pry(xy), ..., pri(x;) engendrent pr, (N).

Par conséquent, tout élément x € NN peut s’écrire sous la forme :
r=amzr+- - +ax+y,
au moyen de constantes ay, ..., a; € A, et avec un reste y € [V satisfaisant :
pri(y) = 0.
Mais alors, puisque la collection de ces restes y appartient a I’ensemble :
N NKer(pr;) € NN A®M=D,
qui est un sous-A-module de A®(™~1) I’hypothese de récurrence s applique pour donner

un nombre fini de générateurs vy, . . ., yx, ce qui conclut. U

1.11. Anneaux integres, éléments premiers, éléments irréductibles. Un anneau integre
A — ou domaine d’intégrité — est un anneau commutatif unitaire distinct de I’anneau nul
tel que :
achA, bedA ab=0 = (azO ou b:O),
ou par contraposition :
(a#£0 et b#0) = ab#0.
On dit que a divise ¢, ce qu’on note :
ale,

lorsqu’il existe b tel que ab = c. Un diviseur de zéro est un élément a € A\{0} tel qu’il
existe b € A\{0} avec ab = 0.
L’intégrité de A se ré-exprime alors en disant que A ne possede aucun diviseur de zéro.
Le groupe des unités — ou inversibles — de A est :

A* = {ueA: Jv € A, uvzl}.
Etant donné a € A, les associés de a sont tous les au avec u € A*.

Définition 1.12. Dans un un anneau inteégre A, un élément p € A est dit premier si p # 0,
sip & A, et s’il vérifie le Lemme d’Euclide, a savoir pour tous a,b € A :

plab = (pla ou p|b).
Une abréviation a ne pas confondre avec A* sera parfois employée :
A* = A\{0}.
L’ensemble des éléments non nuls et non inversibles est alors :
A\A*.
Les deux concepts « premier» (ci-dessus) et «irréductible» (ci-dessous) concernent les
éléments de A*\A*.
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Définition 1.13. Dans un anneau integre A, un élément f € A est dit irréductible si f # 0,
sife&A* etsi:

f=uw = (uEAX ou UEAX).
De ces deux définitions découle (exercice de révision) une
Observation 1.14. Dans tout anneau intégre A :
«premier» =  «irréductible ». 0

Toutefois, comme le montre par exemple I’anneau quotient integre Clz, y, z] /(22 — zy),
les éléments irréductibles ne sont pas toujours premiers, puisque dans cet anneau (exer-
cice) :

z|lxy tandisque ztz, z{y.

On note :
I(A) == {f € A irréductibles }

C A"\A*.
Théoreme 1.15. Soit A un anneau noethérien intégre. Alors tout élément non nul et non-
inversible a € A*\A* admet une factorisation finie en irréductibles :

a= fi-fi,
ouL>=1leton fi,..., [ € (A). O

1.16. Anneaux factoriels. Soit A un anneau commutatif integre. On note :
P(A) := {p € A premiers}
C A"\A*.
La factorisabilité par éléments premiers est une condition plus forte que par éléments irré-
ductibles.

Définition 1.17. Un anneau intégre A est dit factoriel si tout élément non nul qui n’est pas
une unité a € A*\A* est produit d’un nombre fini d’éléments premiers :

a = p1-- Pk (3p1,.px EP(A)).

Par convention, les unités v € A* ont aussi une factorisation, © = w, a un seul terme.
Un cas limite d’anneau factoriel est celui ou il n’y a aucun élément irréductible, I’anneau
A est alors un corps K, d’ailleurs également euclidien, voir ci-dessous.

Proposition 1.18. Dans un anneau factoriel A :
«irréductible» <=  «premier ». U

Le fait que les irréductibles soient premiers garantit 1’unicité dans le théoreme fonda-
mental suivant.

Théoréme 1.19. Dans un anneau factoriel A, pour tout élément non nul a € A\{0}, il
existe une unité uw € A* et un nombre fini d’éléments irréductibles (premiers) py, ... ,px €
I(A) tels que :

a4 = upy---pk-
De plus, toute autre telle factorisation :

a = /Uql e qL (’UGAX, ql""quel(A))’
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a le méme nombre L = K d’irréductibles qui sont, apres permutation éventuelle des fac-
teurs, associés par paires :

g1 = WPy vvnn. , Qx = Wy Px.- Qwi,wcedx). [

Comme A est integre, il vient u = vw; ---wg. Ainsi a posteriori, dans la Défini-
tion 1.17, la décomposition a = p; - - - px en éléments premiers est en fait unique a per-
mutation pres (exercice).

Théoreme 1.20. Soit A un anneau noethérien integre. Alors A est factoriel si et seulement
si tout élément irréductible de A est premier. U

Théoreme 1.21. Tout anneau principal est factoriel. O

Théoreme 1.22. [de Gauss] Si A est un anneau factoriel, si n > 1 est un entier, et si
Xi,..., X, sont des indéterminées, alors I’anneau de polynomes A[ X1, ..., X, ] est aussi
factoriel.

Plus précisément, son groupe des unités est :

(A[X1,..., X))~ = A,

et tout polynome P € A[X, ..., X,| de degré > 1 admet une décomposition :
P(X) =uP(X) - F(X),
avecu € A* et P, ..., Py polynémes irréductibles de degrés > 1. U

1.23. Anneaux euclidiens. Une abstraction inspirée de Z ou de Q[X] conduit au concept
suivant.

Définition 1.24. Un anneau integre A est appelé un anneau euclidien s’il existe une fonc-
tion — parfois appelée stathme — :

d: A\{0} — N, (5(0) 1= —o0),

telle que, pour tous a,b € A avec b # 0, il est possible de diviser a par b avec un reste
d-inférieur au sens précis ou :

il existe ¢, 7 € A avec §(r) < d(b) satisfaisant a = ¢b+r.

L’unicité n’est pas demandée.
Lorsque A = K|z] est I’anneau des polynomes sur un corps K, la fonction degré :

d(a) == dega (a€K[z)),

avec deg (0) := — o0, est le stathme naturel qui munit K[z| d’une structure d’anneau eucli-
dien, I'unicité du quotient g et du reste r étant d’ailleurs satisfaite dans ce cas (révision de
I’algorithme d’Euclide).

Théoreme 1.25. Tout anneau euclidien est principal, donc factoriel.
Plus précisément, pour tout idéal I de A non réduit a {0}, il existe un élément a, dans
I\{0} avec :

o) = 1, 9

qui engendre :
I = Qo A, O
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Les anneaux principaux sont trop restreints, car pour n > 2, I'anneau K[z, ..., x,]
n’est pas principal, bien qu’il intervienne constamment en géométrie algébrique.

1.26. pged et ppem. Soit a nouveau A un anneau factoriel, et soient deux éléments non
nuls a,b € A*,

Définition 1.27. On dit qu’un élément ¢ € A est un plus grand commun diviseur entre a et
b, ce qu’on note :
¢ = pged(a,b) = aAb,
lorsque :
e claetc|b;

e sid|aetd]|b,alorsen faitd|c

Définition 1.28. On dit qu’un élément e € A est un plus petit commun multiple entre a et
b, ce qu’on note :

e = ppcm(a,b) = a Vb,
lorsque :
ealeeth]|e;
esialfetb]|f, alorsen faite| f.

Lemme 1.29. Pour tous a,b € A, il existe un pged(a,b) et un ppcm(a,b), uniques a un
facteur inversible € A* pres. U

Définition 1.30. Deux éléments a,b € A sont dits premiers entre eux lorsque a A b € A,
ce qu’on abrege par :
aNb = 1.

Soit maintenant (p; );c; une famille compléte de représentants, distincts & multiplication
par une unité € A* pres, d’éléments irréductibles de I’anneau factoriel A. Tout élément
non nul @ € A* s’écrit alors :

T
a=ul] @)"

il
avec une unité u € A*, et avec des exposants entiers r; > 0 tous nuls sauf un nombre fini
d’entre eux.

7

Lemme 1.31. Un pged et un ppcmde a = u [ p;

aNb = H (pi)min(ri78i),

icl

avb =[] ()™,

iel

“etdeb=v [] pi sont:

tous les autres pgcd et ppcm s’en déduisant par multiplication par un élément quelconque
de A*. O

Lemme 1.32. [de Gauss] Dans un anneau factoriel A, si a € A et b € A sont premiers
entre eux, i.e. si a A\ b = 1, alors pour tout c € A :

albe = alc O
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1.33. Résultants a une variable. Soit A un anneau (commutatif, unitaire) intégre, soit X
une indéterminée, et soient deux polyndmes non constants :

PX)=aX"+a X" '+ +an (a0 #0),
QX) = bg X"+ b X" 4+, (b0 #0),

de degrés m > letn > 1.

Définition 1.34. Le résultant de P(X) et de Q(X) est la constante Res(P, Q) € A donnée
par le développement du déterminant :

W a ap 0 0 0
ap ap . 0 0 s 0 0
ReS(P, Q) = det 0 0 0 e ag a cer Up—1 G
bp b1 by -+ bpg b, e 0 0 |
9 b.o by by bn—1 T 0 0 m
\0 0 0 PN bn—m bn—m-‘,—l bn—l bn )

dans lequel il y a n lignes décalées de a, suivies de m lignes décalées de b,.

L’écriture de la derniere ligne, ou b,,_,,, apparait, est valable lorsque n > m — sinon il
faut lire 0 a la place —, mais de toute maniere, on peut supposer n. > m grace a la relation
(exercice) :

Res(Q, P) = (—1)™" Res(P. Q).
Théoreme 1.35. [Relation de Bézout] I/ existe :
U € A[X] avec degU < n—1 et V e A[X] avec degV < m—1

tels que :

UX)P(X)+V(X)Q(X) = Res(P,Q) € A.
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Démonstration. Pour tout entier j = 1,...,m + n — 1, multiplions la j-éme colonne du
déterminant qui définit Res(P, (), et additionnons tous les résultats a la derniere, m + n-
eme, colonne, ce qui donne :

apg ap ag - 0 0 0 Xn—lP(X)

0 a a - 0 0 - 0 X"2P(X)
Res(P,Q) =det |0 0 0 --- a ay e Ay P(X) ,

bo by by -+ by by - 0 X"IQX)

0 bO bl bn—2 bn—l 0 Xm_2Q(X)

0 0 0 e bn—m bn—m—i—l e bn—l Q(X)

et ensuite, développons ce déterminant par rapport a sa derniere colonne.

Puisque tous les mineurs de taille (m +mn — 1) X (m +n — 1) qui sont associés a chaque
élément de la derniere colonne appartiennent a 1’anneau A, une organisation évidente du
résultat obtenu fournit les deux polyndmes U(X) et V(X), de degrés <n—let< m — 1,
comme cela se voit en relisant la derniere colonne. |

Introduisons maintenant le corps des fractions de A :
FracA := {% ca€eh be A*},

deux quotients } et Z—,l étant identifiés (exercice) comme lorsqu’on passe de Z a Q = FracZ,
I’intégrité de A garantissant que A* est stable par multiplication afin que 0 n’apparaisse
jamais au dénominateur.

Théoréme 1.36. Lorsque A est un anneau factoriel — d’oi A[X] est factoriel —, on a
équivalence entre :

(i) 0 = Res(P,Q);

(i) les deux décompositions en facteurs irréductibles de degré > 1 :

P(X) =uP(X)- - P(X) et Q(X) = vQ1(X) - Qu(X)
possédent au moins un certain facteur en commun P(X) = Q;(X).
En particulier :

= PANQ <= Res(PQ) #0.

Démonstration. Supposons que P(X) et Q(X) ont un facteur irréductible (de degré > 1)
en commun, disons R(X), d’ott P(X) = R(X) P(X) et Q(X) = R(X) Q(X).
En revenant a la relation de Bézout, la factorisation :

A 3 Res(P,Q) = R(X)[U(X)P(X)+V(X)Q(X)]

montre, puisque A[X] est factoriel, que R(X) doit étre un facteur premier de 1’élément
constant Res(P, @) (de degré 0), et ceci ne peut se produire que si Res(P, Q) = 0.

Réciproquement, si Res(P,)) = 0, a nouveau la relation de Bézout, écrite sous la
forme :
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fait voir, pour des raisons de degré, qu’il est impossible que tous les facteurs premiers de P
soient contenus dans 1/, donc au moins 1’un d’entre eux divise (). O

Ensuite, soit la cloture algébrique :
K := FracA.

Théoreme 1.37. Les deux équations algébriques :
P(x) =0 et Qxz) =0
possédent une racine commune v = « € K si et seulement si 0 = Res(P, Q).

Démonstration. S’il existe a € K avec P(a) = Q(«) = 0, larelation de Bézout — encore
elle! — dans laquelle on fait X := « donne :

A > Res(P,Q) = U(a) P(a) + V(e) Qa) = 0 € K,
et comme A — K s’injecte dans la cloture algébrique de son corps des fractions, on a
Og = 0p, d’ot Res(P, Q) = 0 € A.
Inversement, si Res(P, Q) = 0, alors :
U(X) P(X) = —V(X)Q(X),

et a nouveau pour des raisons de degré, au moins une racine de P(X) = 0 doit &tre une
racine de Q(X) = 0. O

Dans la cloture algébrique K, les deux polyndmes se scindent :

m n
P(X) =ao [] (X - ) et H (X —5)),
i=1 =1
grace a certaines racines :
Ozl,...,oszK et 517---7ﬁn€K-

Théoreme 1.38. Apres développement :

Res (P, Q) = ag by’ ﬁﬁ(az
=1

=1

z

Démonstration. Si on introduit les fonctions symétriques élémentaires respectives de ces
racines :

O = Z Qg -0 Ol et Ty = Z le "'5j57

1<i1 < <ip<m 1<g1 <+ <ge<n

définies pour 1 < & < metpour 1 < ¢ < n, il vient en développant les produits de facteurs
linéaires et en identifiant les puissances de X :

ar = Qo (—1)kO'k et bg = bo (—1)27'[.

Observons que le résultant Res(P, ()) est, apres développement du déterminant qui le
définit, un polyndme homogene de degré n en (ag, a4, ..., a,), et homogene de degré m
en (bo, by, . .., b,). En substituant ces valeurs des ay, et des by, nous déduisons que Res( P, Q))
est un polyndme en les fonctions symétriques élémentaires des racines «; et /3;, multiplié
par agbg'.

Cons1der0ns maintenant (v, . .., @y, f1,- .., 3,) comme des indéterminées formelles.
Si oy = B pour un ¢ et un j, alors P et () ont le facteur commun (X — ;) = (X — ;).
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Par conséquent, en tant que polyndme en les «;, 3;, le résultat Res(P, Q) doit étre divisible

par (oy; — f3;).
Il en découle que Res(P, Q) est divisible par :

m n

=11

i=1 j=1

= ap [ Q(a)

1

I

=ap [] (boa?+b1a?*1+--~+bn)
=1
= polyndme homogene de degré m en (bo, br, ..., by).

3

De méme :
S = (=1)™by H (ao B +a ﬁ;”fl +- 4+ am)
j=1

= polyndme homogene de degré m en (ao, Aty ..., am).

Ainsi, S a les mémes propriétés d’homogénéité que Res(P, (), donc il existe une constante

c € A telle que :
Res(P, Q) cHH(a

i=1 j=1
Pour déterminer cette constante ¢, si nous regardons la diagonale du déterminant qui
définit Res( P, Q), nous voyons qu’il contient le monome :

(a0)" (bn)™.

Comparons alors les coefficients de (8; - - - 3,)" dans Res(P, Q) et dans [[; T[; (o — 5).
Pour le résultant, il vient :

Res(P,Q) = agbl+--- = apby [(4)" +--]
— A by (=1 By B 4],

et pour le double produit, il vient :

m n m n
m
ITI (=) = TTIT 0™ (Bue )™ -
i=1 j=1 i=1 j=1
donc le coefficient constant recherché est a;f b', comme annoncé dans 1’énoncé. 4

Observons au passage que le résultant s’écrit de plusieurs manieres différentes :
Res(P.Q) = agbi’ [T 11 (s =8) = ai JT @ei) = (=™ 6" T P(5)).
i=1 j=1 i=1 j=1

La dérivée formelle d’un polynéme R(X) = co XP + -+ 4+ ¢p-1 X + ¢, est:
R(X) =pc Xl +-  4cp .
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Définition 1.39. Le discriminant d’un polyndme a coefficients dans A :

ao X" +a X" 4. ta, (ag #0),
est :
Disc (P) := i Res (P, P').
Théoreme 1.40. En fonction des racines a, . .., o, € Kde P :
Disc(P) = (1) a2 [ (- )™
1<iy <io<m

Démonstration. On vérifie (exercice) que la dérivée de P prend pour valeur en toute racine :
/
P'oi) = ao [] (s — ),
in#i

et on applique (exercice) une formule qui précede. U

2. Factorialité et noethérianité de 7,

Soient z = (21, ..., 2,) € C"les coordonnées holomorphes canoniques, et soit 1’origine
0eCn

Définition 2.1. L’ensemble des germes de fonctions holomorphes en 0 est :

O, = O := H ﬁ’(U)/ ~,

U>0
ouvert

ou I’on identifie f ~ ¢ toute paire de fonctions f € O(U) et g € (V') définies dans deux
voisinages ouverts 0 € U et 0 € V lorsqu’il existe un sous-voisinage ouvert :

0eW cuUnv,

en restriction auquel elles coincident :

f}w = 9|W'

Cette identification ~ est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence d’une
fonction holomorphe f € ¢'(U) définie dans un voisinage ouvert 0 € U C C" sera notée :

fo,

et sera appelée germe de f en 0.
On constate que &, est un anneau (exercice).

Lemme 2.2. L’anneau O, est intégre, identifiable a I’espace C{z} = C{zy,...,z,} des
séries entieres convergentes dans des voisinages divers de [’ origine :

0, = C{z} = {f: 3 aaz*: AR=R(f) >0, IC = C(f) > 0, |aa| < C-R" VaeN”}.
aeNn

Démonstration. L’intégrité provient du principe d’identité, et la coincidence 0,, = C{z}
de la développabilité en série entiere convergente des fonctions holomorphes. U
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Lorsque n = 1, I’anneau C{z} est principal (exercice), donc factoriel et noethérien
d’apres les théoremes qui précedent, mais dés que n > 2, 'anneau C{zy,...,z,} n’est
jamais principal, voir aussi I’Exercice 1.

Rappelons que le Théoreme de Gauss et le Théoreme de la base de Hilbert stipulent
que I’anneau integre C[z] = Clz1, .. ., z,] des polyndmes en 2y, . . ., 2, a coefficients com-
plexes est factoriel et noethérien. Or puisque :

Clz] = {Zaaza} C { Z aaza} = C{z},

finie infinie
convergente

et puisque, d’une maniere intuitive, lorsque le nombre de termes d’un polyndme tend vers
I’infini, il s’«approche » des séries entieres — fait qui pourrait étre résumé sous forme
d’un slogan :

« A I’infini, la Géométrie Algébrique se métamorphose en Géométrie Analytique »
—, on peut soupconner que C{z} va hériter de la factorialité et de la noethérianité de C|z].
Théoreme 2.3. L’anneau intégre 0,, = C{z} est factoriel.

Toutefois, il existe une petite différence entre C|z] et C{z} :

e les unités de C[z] sont les constantes non nulles :
Clz]* = C
e tandis que les unités de C{z} sont :
C{z}* = {ueC{z}: uw(0) £0} = O,
car % est alors holomorphe pres de 0, donc développable en série entiere convergente. No-

tons que I’inverse d’un polyndme de degré > 1 n’est jamais un polyndome !

Avant d’entamer la démonstration de factorialité de &,,, rassemblons trois lemmes pré-
liminaires qui vont montrer que les propriétés algébriques de ¢, sont reliées a — et méme
essentiellement équivalentes & — celles de I’anneau &,,_1[z,| des pseudo-polyndmes :

bo(2") 2 +bu(2) 257 4+ be(2),
en z, a coefficients b;(z’) holomorphes en 2’ = (z1,...,2,_1) pres de 0/ € C* 1.
Rappelons aussi qu’un polyndéme de Weierstrass est un élément unitaire de ,,_1[z,] :
2 ag(2) 2 4 ag(2),
dont les coefficients a; € ,,_; s’annulent a;(0) = 0 tous a I’origine 0 € Cm1. Afin de

bien les différentier, leur espace sera noté :

OV 2] C O ]z].

n

Le premier lemme dit qu'un quotient régulier d’un polyndéme par un polyndome de
Weierstrass est nécessairement un polyndme.

Lemme 2.4. Soit P € 0\ [z,] un polyndme de Weierstrass, et soit un germe holomorphe

he€ O, SiPh=:F € 0, 4|z, est polynémial en z,, alors en fait :
h € ﬁn_l[zn].
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La conclusion serait fausse en supposant seulement P € &,,_1[z,| (non de Weierstrass) :
prendre I = 1, et P = z, + a(z’) avec a(0') # 0, puis h := +, qui satisfait P h = 1 sans
étre polynomial en z,,.

Démonstration. Comme le coefficient dominant de P en z, vaut 1, I’algorithme standard
de division euclidienne de F' par P dans I’anneau de polyndmes a une variable 0,,_;[z,]
est possible sans apparition de dénominateur, et il donne :

F =PQ+R,
avec un certain quotient Q) € 0,,_1[z,], et un certain reste R € 0,,_1|z,] de degré :
deg, R < deg, P—1.

Nous pouvons alors raisonner comme lorsque nous avons établi I’unicité (facile) dans le
théoreme de division de Spith, ¢’est-a-dire en partant de :

P(h-Q) = R,

nous voyons que pour tout z’ fixé pres de 0, le polynéme z, — R(z';z,) doit avoir
deg, P racines comptées avec multiplicité, ce qui force R = 0, donc par intégrit€ h =
Q c ﬁn_l[zn]. O

Le deuxieme lemme corrige un produit de pseudo-polyndmes de maniere a en faire un
produit de polyndmes de Weierstrass.

Lemme 2.5. Soit P € O\ |z,] un polynéme de Weierstrass. S’il existe un nombre fini de
polynomes Q1 ..., Qx € O, _1|z,] de degrés > 1 tels que :

P = Q- Qx,
alors il existe des unités uy, ... ,ux € O |, avec uy ---ux = 1, et il existe des polyndmes
de Weierstrass P, ..., Py € OV z,] tels que :

Ql—UlPl, """ JQK_uKPK7

don:

P=P- P
Démonstration. Soit d := deg P, et,pour k = 1,... K, soient e := deg Q) > 1,d’ou :

d=e +- - +ex.

Le produit des coefficients dominants wuy, . . ., ux respectifs de @)1, ..., Qx doit étre égal a
celui, 1, de P, donc ug, ..., ux sont des unités de 0,,_1, et elles satisfont u; - - - ux = 1.

Par extraction de ces coefficients dominants, on peut écrire :
Qr = ur By (1<k<K),
avec de nouveaux polyndmes Py € &,,_1[z,] qui sont unitaires, sans changer le produit :
P=wPFP - ubPc =P - Fk.
Enfin, en posant 2’ := (', I’identité :
2 = P(0;2,) = Pi(0;2,) - P(0'; 2),

force Py (0'; z,) = z% pour k = 1,..., K, ce qui montre bien que les polyndmes P, . .., Px
sont de Weierstrass. 4
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En application des définitions algébriques, observons qu'un élément f € &, est irré-
ductible si :

f=gh aec g hed, = (g(0)#0 ou h(0)£0).
Par contraposée, f € 0, est réductible si :
dg € 6,\{0}, ¢(0)=0, 3Jhe ,\{0}, n0)=0, [f=gh

Le troisieme lemme acheéve de convaincre que les propriétés analytiques de O, se ra-
menent aux propriétés algébriques des polyndmes de Weierstrass.

Lemme 2.6. Pour un polynome de Weierstrass P € 0" [z, :
P est irréductible dans O,, <= P estirréductible dans O,,_1|z,].
Démonstration. Dans la contraposée :
P estréductible dans 0,, <= P estréductible dans 0,,_1[z,],

I'implication ‘<=’ provient du Lemme 2.5, puisque si P = Q1Qs avec Q1, Q2 € 0, EM
de degrés > 1, ce lemme fournit deux polyndmes de Weierstrass P, P, € OV¢ [z,] tels
que :

P:Q1Q2:P1P27

etcomme P;(0) = P»(0) = 0 s’annulent a I’origine (par définition !), cela rend P réductible
dans 0,,.

Pour établir ‘=", partons de I’hypothese que :
P(Z';2z,) = hi(2) - ha(2),
avec hy, ho € 0,\{0} non nuls et non inversibles, i.e. h;(0) = 0. Soit d := deg, P > 1.
En posant 2’ =0’ :
28 = hy (0, 2,) ha (0, 2,),
il vient que hy(0', z,) et ha(0', z,) ont des ordres d’annulation e; > 1 et ey > 1 avec
d=e; + es.

Donc on peut appliquer le Théoreme de préparation de Weierstrass, qui fournit deux
décompositions :

h1:u1P1 et hQIUQPQ,

avec unités u; € O et polyndmes de Weierstrass P; € 0" [z,] de degrés e;, d’oli en
revenant plus haut :

P = U1U2 P1P2.
Le Lemme 2.4 montre alors que ujus € O,,_1[z,]. Mais avec ey := deg(ujus), I’égalité :
d = ey + e+ es

force eg = 0, d’ou ujuy € C* est constant, et enfin uyuy = 1, car P, P, P, sont unitaires.
Ainsi :
P =PPF

est bien réductible dans 0,,_|z,], et méme dans &"V¢i [z,]. 0O
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Nous pouvons maintenant démontrer le Théoreme 2.3, que nous ré-énoncerons aupara-
vant sous une forme plus détaillée. En accord avec le formalisme algébrique, nous note-
rons :

g, = 0,\{0}

I’ensemble des germes en 0 de fonctions holomorphes non identiquement nulles.

Théoréme 2.7. L’anneau 0, = C{z} des germes de fonctions holomorphes dans un voi-
sinage de I’origine 0 € C" est factoriel, a savoir pour tout f € O non identiquement nul,
il existe une unité u € O et il existe un nombre fini K > 1 d’éléments irréductibles :

fi,o fx € ON\OY,

uniques a permutation preés et a multiplication par une unité pres, tels que :

f=ufi-fe
Plus précisément, si les coordonnées (%', z,) sont adaptées a 1’avance pour que
f(0, z,) £ 0, alors :
f=uP- P
avec des polynomes de Weierstrass Py, ..., Px € OV |z,] irréductibles et premiers, tout
aussi bien dans 0,,_1(z,| que dans O,

Démonstration. En dimension n = 1, soit z € C, et soit un germe f € &7 non nul. Si
f(0) # 0, c’est une unité. Si f(0) = 0, une factorisation de son développement en série
entiere par la puissance maximale de z donne :

d
f(z) = 2%g(2),
avec d > 1 entier et g € 0 déterminés de maniere unique. On se convainc (exercice) que
la fonction z — z est I’'unique élément premier (irréductible) de &7, ce qui conclut.

Soit maintenant n > 2, et supposons par récurrence que ¢, _; est factoriel. Quitte a
effectuer un changement linéaire de coordonnées, on peut supposer que f(0', z,) # 0. Le
Théoreme de préparation de Weierstrass représente alors :

f=uP,
avec une unité u € 0, et avec un polynome :
P(;2,) = 2% 4 ay(2) 247 + -+ ag(?),
dont les coefficients a; € ¢, s’annulent a I’ origine.
Grace au Théoreme de Gauss, 0,,_1|z,] est factoriel, donc il existe une unité :
v E (ﬁn_l[zn])X =0,

n—

et des polynémes irréductibles @)1, ..., Qx, uniques a permutation prés et modulo & |,
tels que :

P =vQi-- Q.
Or puisqu’on peut absorber v dans ()1 — v ()1, on peut supposer v = 1.

Ensuite, le Lemme 2.5 réorganise les coefficients dominants u, € &, | des @y pour
aboutir a :

f :uP: qu...QK = U’PI"'PKy
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avec des polynomes de Weierstrass P, = u; ' Qp € OV¢[2,] tout aussi irréductibles dans

Orn—1|2zn] que les Q, donc irréductibles dans &, grice au Lemme 2.6, ce qui démontre
I’existence d’une décomposition.

Pour ce qui est de I’unicité, comme la théorie algébrique le met en ceuvre, il suffit (exer-
cice de révision) d’établir que tout élément irréductible de &, est premier,

Lemme 2.8. Si un germe non nul irréductible g € 0,,\{0} divise un produit f, f de germes
f1, f2 € 0, \{0}, alors g divise fi ou g divise fs.

Démonstration. Grace au Théoreme de préparation de Weierstrass, on peut supposer apres
élimination d’une unité que :
Wei
g, f17 f2 S ﬁnfll[zn]

Puisque g divise f; f, dans &,,, le Lemme 2.4 montre que la divisibilité a en fait lieu dans
O —1|zy]. Puisque g est irréductible dans ¢, le Lemme 2.6 montre que g est aussi irréduc-
tible dans &,,_1|z,].

Or en raisonnant par récurrence sur 7, nous avons supposé que ,,_; est factoriel, donc
O, 1|z, Uest aussi grace au Théoreme de Gauss, et enfin, puisque dans tout anneau fac-

toriel, les éléments irréductibles sont premiers, g € 0,,_1[z,| est premier, divise f f avec
fi1, f2 € O, _1]z,), donc divise f; ou divise fo. O

Ce quatrieme lemme montre donc que les irréductibles de &, sont premiers, ce qui
garantit I’unicité d’une décomposition. U

Tout germe f € 0, admet (au moins) un représentant, c¢’est-a-dire peut étre vu comme
une vraie fonction holomorphe concrete f € ¢(U) définie dans un certain voisinage ouvert
0 € U C C". On peut alors re-considérer les germes f, de f autour de points quelconques
acU.

Exemple 2.9. Siun germe f € 0, est irréductible (en 0), il n’est pas nécessairement irré-
ductible en des points a proches de 0, comme le montre, dans C3 > (z,y, 2), le polyndme
x? — y*2 qui, autour des points (0,0, ¢) avec ¢ # 0 se factorise :

(@ +yvE) (@~ yva).

Voici toutefois une premiére manifestation de la cohérence de €, au sens d’Oka, notion
qui sera définie et étudiée ultérieurement. La factorialité de &), donne un bien-fondé au
pgcd et au ppcm de toute famille finie de germes de fonctions holomorphes.

Théoreme 2.10. Si deux germes f,g € O, sont premiers entre eux en a = 0, alors pour
tout a € C" présde 0, les germes f, et g, (de représentants de f et de g) sont aussi premiers
entre eux.

Démonstration. Si f(0) # 0 ou g(0) # 0, ’énoncé est trivial, donc supposons f(0) =
9(0) = 0. Grace au Théoreme de préparation de Weierstrass, on peut supposer que :

f(z) = P(¢s20) et 9(z) = Q(z';z)
appartiennent tous deux a &,,_1[z,]. Le Lemme 2.6 et le Théoréme 2.7 montrent qu’ils sont
alors premiers entre eux non seulement dans &,,, mais encore dans 0,,_1[z,).
Or le Théoréme 1.35 exprime le fait que f = f, et g = gy sont premiers entre eux par la

non-annulation :
Res., (P, Q) # 0 € O,_1.
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Puisque cette fonction de 2’ est non identiquement nulle, le principe d’unicité assure qu’elle
est aussi non identiquement nulle dans tout voisinage de tout point @’ € C"! proche de
0’. Comme P et () sont unitaires, leur résultant en tout point (a’, a,,) proche de 0 € C™ est
donné par le méme déterminant, lequel est donc non identiquement nul localement, et une
nouvelle application du Théoreme 1.35 montre que les germes P, et (), sont premiers entre
eux. U

Il reste a traiter la noethérianité, plus aisée que la factorialité.

Théoréeme 2.11. L’anneau 0, = C{z} des germes de fonctions holomorphes dans un
voisinage de 0 € C" est noethérien, et, pour tout entier m > 1, le 0,,-module :

dm
(n)
est aussi noethérien.

Démonstration. La Proposition 1.10 facilite le travail en le restreignant au cas m = 1. On
raisonne par récurrence sur la dimension n > 1.

e n =1.Soitunidéal I C &) avec I # 0etI # 0y,dou f(0) = 0 pour tout f € . Une
factorisation de série entiere par la puissance maximale de z donne :

f=2Y9(2),
avec un entier d; > 1 et une fonction holomorphe inversible ¢ € 07, i.e. satisfaisant
g(0) # 0. On vérifie (exercice) qu’avec I’entier :

d = min dy
fen{o}

ona (zd> = I, donc [ est principal, donc noethérien. Ainsi, &; est noethérien car principal,
mais en dimension supérieure, &,, perdra (heureusement) la principalité.

WV

L,

e n > 2. Par hypothese de récurrence, ©,,_; est noethérien, puis la Proposition 1.10 montre
que ﬁ@ 1 est noethérien, pour tout m > 1.

Soit un idéal I C 0, avec I # {0} et # 0,,d’outout f € 0, satisfait f(0) =
Apres un changement linéaire de coordonnées et élimination d’une unité, / contient un
polyndme de Weierstrass P(2'; z,,) de degré d > 1.

Ensuite, on applique a tout autre élément f € I le Théoreme de division de Stickelberger
par P :

f(2) = qp(2) P(; 20) + Ry(2s 20),
avec qr € O, et :
Ri(320) = col2) 287 4 -+ caa (),
d’ou Ry € 1.
Introduisons alors :

€ = {(007 ...,Cq_1) € O provenant de R} pour tous les f € ]}

On voit (exercice visuel) que % est un &,,_;-sous-module de ﬁ@dl Comme on sait que
0>, est noethérien, ¢ est engendré (Définition 1.8) par un nombre fini, disons M > 1, de
vecteurs : ) -
m m
(Co RRERES 1)
Au final, on obtient I’engendrement fini :

= (P, R ..., R™),

(1<m<™).
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ot les R(*) correspondent a ces vecteurs, lequel qui montre la noethérianité de @,,. U
3. Exercices

Exercice 1. (a) Montrer directement que pour n = 1, I'anneau &,, = 0, ¢ est principal, noethérien, et
factoriel.

(b) Montrer par un exemple que pour n 2> 2, I’anneau &,, n’est pas principal.
Exercice 2.
[Nullstellensatz de Riickert]

Exercice 3.
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Théoréme de cohérence d’Oka

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

It is no exaggeration to claim that Oka’s theorem became a landmark in the development of
function theory of several complex variables. Reinhold Remmert

1. Historique succinct
2. Enoncé

Dans un chapitre qui précede, nous avons démontré qu’en tout point fixé z de C”, avec
n > 1, ’anneau €, des germes de fonctions holomorphes en z est noethérien. Le théoréeme
suivant donne une information beaucoup plus profonde que la noethérianité ponctuelle,
en autorisant des points w a varier localement dans un voisinage d’un point z de réfé-
rence. Il exprime une propriété de finitude locale frappante pour la collection infinie non
dénombrable des relations germiques entre les germes d’une famille finie de fonctions ho-
lomorphes, en tous les points d’'un domaine. C’est cette découverte majeure qui a conduit,
a la fin des années 1940, a conceptualiser la notion de faisceau analytique cohérent.

Rappelons que le germe en un point w d’une fonction holomorphe G = G(z) définie
pres de w est noté :

G, =G (z)w

w

Théoreme 2.1. [de cohérence d’Oka] Dans un ouvert 2 C C", avec n > 1, pour tous
entiers P > 1 et Q = 1, pour toute famille de Q fonctions holomorphes vectorielles a
valeurs dans C* :
Fi,....,F, € 0(Q)",
ayant pour composantes :
(Fva)lgpQP = F, (1<g<0),

et pour tout point w € 2, soit le O,,-sous-module de O3 des relations entre les germes en
wde Fy,..., Fy:

R(Fr,y ..., Fy) = {(91,w, . ,gQM) €0l 0=qFi(z) +--- —l—gQ,wFQ(z)w}.

— Tw = 7
Alors :
Vzo € dsous-ouvertzy € w C €

3R>1 aGl,...,GR E ﬁ(W)Q
tels que en tout point w € w :
Bo(Frv.. Fy) = O,Gr 4+ 0, Gr,
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Autrement dit, en tout point w € w, il existe des germes €, . . ., € € O, tels que :
tw = 3 ernGral), Geaco
1<r<r

Démonstration. Examinons tout d’abord le cas simple P = 1 en dimension n = 1. Soient
donc Fi, ..., F, € 0(Q), et soit, apres translation, zo = 0 € €. Bien sir, on peut supposer
toutes ces F;, # 0 pres de 0.

Ainsi, il existe 0 < d; < - -+ < d, entiers, il existe des constantes ¢, # 0, et il existe des
fonctions-restes E,(z) = O(z) holomorphes d’ordre > 1 pres de 0 tels que :

Fy(z) = 2% (cg+ Ey(2)) (1<¢<Q).

Mais alors, déterminer Z,,(Fi, . .., Fy) pour w prés de I’origine revient a résoudre en les
germes inconnus g, ,, I’équation :

0 = Z_dlw |:g17w (C1 -+ &w) + 92w Zd27d1w(62 + &w) +--+ Jo,w Mw (CQ + &w)}

et comme le germe en facteur est non nul — & est un faisceau d’anneaux integres! —,
cela revient a résoudre :

0 = grw(a+ El)w + 92w D2+ + Gouw &uy

avec de nouvelles fonctions holomorphes Dy, ..., D, définies pres de 0.

Cette équation hyperplane étant linéaire avec un premier coefficient ne s’annulant pas,
il est clair que I’espace de ses solutions est engendré par les germes des Q — 1 vecteurs
indépendants :

Gy = (1, =22,0,...,0,0),

P atE

Goo1 = (1,0,0,...,0, =52,

? 7 e1+Ey
a savoir, il est clair qu’il existe Aq y, ..., Ag—1,0 € O, tels que :
(gl,w; ce 7gQ,w) = >\1,w G1 (Z)w + -+ >\Q—1,w GQ_I(Z)w' A

Lemme 2.2. En dimension fixée n > 1, pour tout P > 2, si le théoréme est vrai (par
récurrence) quels que soient (P', Q") avec 1 < P < P— 1 et Q' > 1 quelconque, alors il est
vrai quels que soient (P, Q) avec Q > 1 quelconque.

Démonstration. Soit donc P > 2, soient Fy, ..., Fy, € O(Q)*, et soit z € ). Pour w pres
de z, un germe (g1 4, - - -, Gow) € Zuw(F1, ..., Fy) doit satisfaire les P équations scalaires :
0 = gl,wﬂw"‘""i‘gQ,w&w = (Z gq,qu,pw) ;

1<q<Q Ispsp

donc en particulier la premiére :
0 — gl’whw + [N + gQ,w FQ,lw‘

Comme 1 < P — 1, I’hypothese (de récurrence) s’applique, donc il existe un nombre
S > 1 de fonctions holomorphes a valeurs dans C? définies dans un certain sous-voisinage
ouvert z € w C ()

Hy,...,Hs € O(w)<,
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telles que, pour tout w € w :

(gl,w;---7gQ,w) € Z ﬁw'(HS’lw’.”’Hs’Qw)7

1<s<s

a savoir, il existe des germes h,,, € 0, qui représentent :
Jqw = § hs,w Hs,qw (1€¢<Q, wew).
1<s<S
La premiere équation étant satisfaite, il reste a remplir les P — 1 dernieres :

0=2 9wk,

1<q<Q

[Remplacer] = Z Z hs,w%w@w

1<g<Q 1<5<s

- Z hsﬂ”( Z H&qu,pw) (2<p<p),

1<s<s 1<g<Q
NS

S

vV
=:Lsp

w

ce qui fait apparaitre S nouvelles fonctions holomorphes I, ..., Iy € O(w)"! a valeurs
dans C"1,

Pour résoudre ces P — 1 équations en les inconnues /; ,,, I’hypothese (de récurrence)
s’applique a nouveau et fournit un sous-ouvert de w contenant z, que nous noterons encore

w, et un nombre R > 1 de fonctions holomorphes Fi, ..., Ey € O(w)?® qui les représentent
en un point quelconque w € w sous la forme :
hs,w = Z Crw Er,sw (1<s<s),
1<r<r

au moyen de certains germes e, ,, € 0.
Alors un dernier remplacement :

Jew = Z hs,w&w

1<s<s

- E E Crw Er,s Hs,q
2w —

1<s<s 1<r<r

= Z er,w( Z Er,sHS,qw> (1<¢<Q),

1<r<Rr 1<s<s
produit les fonctions holomorphes G, ..., Gy € O(w)? qui engendrent uniformément et
finiment les relations %, (F1, . .., Fy) en tout point w € w. O

Grace a ce résultat ponctuel, dont la démonstration est assez proche de celle qui établit
la noethérianité d’un anneau germique ¢, nous savons maintenant qu’en dimension n = 1,
le théoreme est vrai pour tout P > 1 et tout Q > 1.

Il reste encore a s’élever en dimension, et ¢’est 1a qu’interviennent réellement les idées
d’Oka et de Welierstrass.
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Proposition 2.3. [Principale] Pour n > 2, si le théoréme est vrai (par récurrence) en
dimension n — 1 pour tout ' > 1 et pour tout Q' > 1, alors il est vrai en dimension n pour
P = 1 et pour tout Q > 1.

Démonstration. Avec ) C C" ouvert, soient donc un nombre Q > 1 de fonctions holo-
morphes scalaires F1, ..., Fy, € 0(), et soit, apres translation, un point zp = 0 € 2. On
peut supposer F, # 0 pres de zp = 0 pour tout g = 1, ..., Q.

Soient aussi les ordres d’annulation en O de ces fonctions :

. alel p
d, == min {\a\: aeN", —22(0) # O} (1<q<0).
Apres renumérotation éventuelle, on peut aussi supposer que 0 < dy < - -+ < do, d’ou:
dy = min d, et dy = max d,.
1<g<Q 1<q<Q

Apres une transformation linéaire, on peut aussi supposer que les coordonnées am-
biantes z = (2, z,) € C"~! x C satisfont :

d, = ordg (zn — F,(0', zn)) (1<¢<0Q),
donc le théoreme de préparation de Weierstrass fournit un sous-ouvert de la forme produit :
0 € D' xD,, = {|Z|<p}x{lml<p} C O (o >0, pp>0)

dans lequel existent des décompositions :
Fy(2) = Uy(2) Py(#5 20) (I<gq<0),

avec des fonctions holomorphes-unités U, définies dans ]D)Z,_l x D, ne s’annulant jamais,
et avec des polynomes de Weierstrass :

Pq(zl§ Zn) = qu + Pq,l(zl> qu_l +oeee Pq,dq(zl>»

dont les coefficients s’annulent tous 0 = P, ; (0) a I’origine de C"~*, pour 1 < iy < d,.
Mais alors, par transfert de ces facteurs-unités U, on a les isomorphismes en tout point
w e DZTl x D, :
‘%w(Fl)7FQ) %” %’LU<P17aPQ))
simplement parce que les équations :

Ozgl,wﬂw+"'+gQ,w&w et Ozhhwﬂw""""”h(w&w
sont équivalentes via :
JawUg, = hgw = ggu = ww Py (1<¢<Q).
I1 suffit donc de travailler, pour la suite, avec ces polyndmes de Weierstrass P, ..., F,,

et le fait qu’ils soient polynomiaux en la derniere variable z, va s’avérer €tre un point-
clé pour la réalisation d’un argument de récurrence sur la dimension n > 2, puisqu’un
polyndme n’est pas un germe, il possede de facto une essence globale.
Dans la preuve du cas initial simple n = 1, P = 1, nous avons déja entrevu I’existence
générale de Q — 1 solutions triviales :
(Ris - how) = (ﬁw,o,...,o,—ﬂwo,...,o)

= Ew € L@w(P17...,PQ) (2<¢<0),

et dans un instant, il va s’avérer incontournable et avantageux d’en tenir compte.
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Yo

n—1
Dp’ X ]D)/Jn

Puisqu’il s’agit de localiser 1’étude au voisinage d’un point quelconque w = (w', w,,) €
D:j,_l x D, , récrivons chaque P, sous la forme :
Py 20) = (20 —wy + wn)dq + Pya(2') (20 — wp + wn)dr1 + -+ Ppa,(2)
= (Zn — wn)d‘l + N 71(2{//) (Zn J— wn)dq_l + “ e —I— N 7dq(Z/)-

Sélectionnons ensuite ¢ = 1, donc regardons seulement P;. La présence de la puissance
la plus élevée (z, — w, )% garantit alors la finitude de 1’ordre :

e; = ord,, —y, (zn — Pr(w'; zn)) < dp < oo,
lequel est d’ailleurs donné en ces termes tout simplement par :
er = dy —max {0 < iy <di: Ny, (w') #0}.
Dans la figure, I’ordre de P, en z = (0 vaut 4, et en z = w, il vaut 2. Evidemment, pour la

plupart des w € ]D)Zfl x D, , cet ordre vaut en fait 0!

Grace a e; < 00, le théoréme de préparation de Weierstrass s’applique pour fournir un
sous-sous-voisinage ouvert :

n—1
wew D xD, CQ,
de la forme produit w = w’ X w,, avec une fonction holomorphe jamais nulle dans w
envisagée comme un germe :
V1 € O(w),

ainsi qu’un polyndme de Weierstrass :

Qi,w(zl; Zn wn) S ﬁn—l,w’ [Zn - wn]y
degznfwn in = €1,

a coefficients locaux (germiques) dans les variables horizontales 2z’ — w’ tels que :

(2.4) P o= v Q.

w
Le point-cl€ ici, c’est que la derniere variable z, — w, du germe Q7 ,, devient globale,
puisqu’elle est polynomiale, contrairement a ses coefficients, qui dépendent de la variable
horizontale 2’ ~ w' et qui ne sont définis que dans le tout petit ouvert =’ C C"~! autour
de w'.
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—

!
@' X Dp,

Yo

/\

\_

Géométriquement, une globalisation verticale s’exerce : on passe du petit ouvert @’ x
w, a I’ouvert-colonne w’ X {|z,| < pn}, ce qui s’annonce favorable en direction d’une
récurrence sur la dimension n > 2.

n—1
Dpf x Dp,

Notation 2.5. Les « bons » éléments de :
ﬁn—l,w’ [Zn - wn]

qui sont intermédiaires entre les germes purs de 0, , et les fonctions holomorphes
« globales » définies dans ]D)Z,_1 x D, , seront notés avec une étoile, comme ()7 ,, ci-dessus.

Rappelons a présent un lemme-clé vu auparavant, qui s’énonce pour les besoins présents
sous la forme suivante.

Lemme 2.6. Soit polynéme de Weierstrass Q € O [z, — wy,| unitaire a coefficients

n—1,w’
s’annulant en z' = W', et soit un germe v € O, ,,. Siv Q € O,y |20 — Wy] est encore un
polyndéme en z, — w,, alors en fait, v € O,_1 |2, — w,] Uest aussi. O

De la représentation (2.4) de Weierstrass laissée sur le bord du chemin plus haut, nous
déduisons donc la polynomialité de :

J— *
Ul,w = ‘/Lw S ﬁnfl,w’[zn - wn];
ce qui nous conduit a la récrire :

% *
ﬂ - ‘G,w ’ Ql,w‘

w
Bien entendu :
deg, _, Vi

1w — dl — €1.

Prenons maintenant un germe quelconque en w de relation :
hw = (h’l,w7 h‘?,wa SR hQ,w) € '%w(Pla P27 s 7PQ)7

et divisons 114, - . ., ho. par ce polyndme de Weierstrass ()7 ,, ce qui donne dans un sous-
sous-sous-voisinage de w que nous noterons encore w :

_ * *
hq,w = Squw Ql,w + Rq,w

__ Sq,w *
= vlw&vaRq,w (2<¢<Q),

)
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avec des germes-quotients s,,, € O, (en fait des fonctions holomorphes définies dans
w), ainsi que des polyndmes-restes :

R;w S ﬁn—l,w’ [Zn - wn] (2<¢<Q),
de degrés en z, — w, :
deg R, , < degQj, —1=1¢ -1 (2<q<0Q).

Ensuite, ajoutons a h,, une combinaison appropriée des relations triviales de maniere a
faire disparaitre le plus de quotients s, possible :

S S
et Y S, e (p p0)
wt Z ’Ulw—qw (th,hQ,w, 7hQ,w) + Z V1w &w’ ’ &w’ ’O
2€q<Q 2€g<Q 7
S2,w
- (hl,w7h2,w7 o -th,w) + 2_7 (&w’ _&wuo) cee 7070> +
1w
+ ........................... +
+SQ_7w<PQ 70707 707 Pl )
V1,w —w

82w Squw S2,w
= |\ hpt+t—F, + - +—F hy———P
w
V1,w V1,w

N J/

S
Qw
L) hQ,w - Pl )

V1,w V1,w

* *
- (rl,w, Ry RQ@).

Dans le résultat obtenu, la bonne nouvelle, c’est que les Q — 1 dernieres composantes-
germes R, ..., Ry, sont polynomiales en z, — wy, ce qui est favorable pour exécuter
un raisonnement par récurrence sur 1 2> 2. Mais la premiére composante 71 ,, n’appartient
pas a priori 3 O, 4|2, — w,|. Heureusement :

Assertion 2.7. Le produit 11, V1 4 =: S5, € On—1w[2n — W)
Preuve. En effet, puisque le calcul que nous venons de conduire nous a fournit une relation :

71w, 5 R € XZy(Py, P P,

Lawy L4 qps =+ 9 LlQuw w 1,42,---514q),
nous devons avoir :
_ * *

0 =1, + R, + + Boy B,

c’est-a-dire avec un membre de droite polynomial :
* * *
1w V1w Ql,w - - R27w &w - RQ,w &w S ﬁn—l,w’ [Zn - wn]a

et puisque @7, est un polyndme de Weierstrass en z, — w, au point w = (w',w,), le
Lemme 2.6 magique s’applique a nouveau ! U
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Grace a tous ces calculs et observations, nous pouvons maintenant constater :

S 1
q,w _ * *
hw + E v Ew - v (TLwUl,wa ’Ul,wRQ,wv HRI Ul,wRQ7w>
2<q<Q 1,w 1,w
- lLawr) V1w 2wy * -y V1w "Quw
Ul,w
2.8) (e s Sy
. —. 1,’1.0’ 2,7.U’ ey Q,w
Ul,w

qu’apres correction par des combinaisons linéaires appropriées de relations triviales, le
germe quelconque de relation h,, € %, se raméne a des relations entre germes qui sont
globaux dans la direction z,.

Avant d’appliquer I’hypothese de récurrence, prenons le temps d’estimer les degrés en
2, — w, de ces divers objets. En partant de :

* * _ * *
LUJCgLuf - __}%Zuugéw _""__}%Qﬂvfzgw’

nous pouvons estimer le degré en z,, — w,, du produit :

deg ( Lo Q’{’w) < max (deg Ry, + deg Pq>

AN

= e1— 1+dy,
d’ou pour le premier facteur :
deg ST < —degQ7, +e1—1+d,
= dy — 1.

Ensuite pour tout 2 < ¢ < Q, enrevenanta S, := Vi*, Ry, il vient :

deg S;, < degVy, +degR,,
< di—e+e —1

= d; — 1.
En conséquence, abrégeons :
0 = do—1, 0y i=dy—1+dg—dy,  ...... : dg = dy — 1+dy —dg,
et observons la constance :
di+6 =dy+06y = =dog+6g = dy+dy— 1.

3. Fin de la démonstration [Erreur dans les livres]
Ainsi, il existe des germes ¢, ;. qui sont les coefficients dans les développements :
* 5q_iq
Sqﬂu = E (Zn - wn)w tq,iq,w’ (1<g<Q),
0<iq<dq "

ce que I’on peut récrire avec de nouveaux germes sous la forme [Erreur] :

dqg—1
* _ E : q7 g )
Sq,w == (Zn> o, Sq,lq,w"

0<iy<8q
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Avec I’expression initiale des polyndmes de Weierstrass P,(2; z,)

Py = Z (Zn)dq_jqwnpq,jq@/)w,v

w
0<jq<dq
la détermination de Z,,, (Pl, cee PQ), apres la réduction (2.8) modulo les relations triviales,
devient :
_ *
0= Z S, q,w &w
1<g<Q
. dq—iq dq—Jjq /
= E ( E (Zn) o Sq,iq,wf) < E (zn) - Pyj.(2 )w,
1<g<Q 0<i¢<dyq 0<jq<dq

— Z (Zn)d1+dqflf€wn ( Z Z Sq,iq,w’ Pq,jq (Z/)w/>-

0<t<d1 +do—1 1<q<Q ig+jq=¢
0<iyg<bq
0<jq<dy

Alors une identification a zéro des coefficients des puissances de z,, —donne un systeme
de d; + d, relations entre germes dans I’espace C" ' a (n — 1) variables (21, ..., Zp_1) :
Q ) ) ~n

0 = Z Z Sq,iq,w’ Pq,jq (Z,)w’

1<q<Q ig+jg=F
0<iq<dq
0<jq<dq
v w’e]D)Z,_l, YV 0<l<di+do—1).
Clairement, ’hypothese (de récurrence) de la Proposition 2.3 s’applique pour fournir un
rayon positif 0 < p” < p’ et un nombre fini R’ > 1 de fonctions holomorphes :

Sr/7q77;q (Z,) E ﬁ(]D)Z//_l) (1<T,I<R/)7

dont les germes engendrent ces relations au sens oll, en tout point w’ € ]DZ,TI, il existe des
germes U,y € 0,1, tels que :

E !/
Sq:iqzw/ = urlaw/ ST/,q,’L'q (z )

1</ <R/

UJ/

Pour terminer, il suffit de remplacer :

6q—1
S* = Z R Uyt /S/ ;
= 2 (=) > W S,

0<iq<dq 1<r/ <R/
§ : § : dq—iq /
- ur/7w, < (Zn) S”qu’iq (Z ) ’ Y
Wn, w
1</ <R/ 0<iq <0,
NS -~ >
=: G,,J’q(Z/;Z'n)
—_—w

ce qui introduit R” - Q nouvelles fonctions holomorphes G, ,(2'; z,,) définies dans ]D)Z,Tl X
D, , puis en revenant a (2.8) :

he = — Y f}‘j—’i@w+ 3 1:;1: Gr(2) . O

2<g<Q ’ 1<r/ <R/ ’
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Grace a la Proposition 2.3, nous atteignons la dimension n = 2, seulement pour P = 1,
et pour tout Q > 1. Mais une nouvelle application du Lemme 2.2 nous permet d’atteindre,
toujours en dimension n = 2, tous les P > 1 et tous les Q > 1, et ensuite, les engrenages
mécaniques de ce lemme et de cette proposition achevent, par récurrence double sur n et
sur P, de dévorer le théoréeme. ]

4. Arguments corrects

Fin de la démonstration du Théoréme 2.1. Ainsi, il existe des germes s, ;. . qui sont les
coefficients dans les développements :

bg—1
x q g
Sq7w = E (Zn - wn)w Sqiqgw! (1<¢<0Q).
0<iq<dq "

Avec I’expression initiale des polyndmes de Weierstrass P,(2'; z,,) :

& - Z (Z”)dq_jqwnpq,jq(zl) .

w

0<jq<dq
la détermination de %,,, (Pl, cee PQ) , apres la réduction (2.8) modulo les relations triviales,
devient :
»
0= Siuh,
1<g<Q
_ 8g—1q . dq—Jq . !
— Z ( Z (2n — wn) . Sq,'zq,w/) ( Z (2n — Wy + wy,) . P, ;. (z )w/
1<g<Q 0<ig<dq 0<jq<dq

oo XYY () TR () () s Pagy(2)

- . . Wn,
1<9<Q 0<i4<dg 0Ky <dq 0<ky<dg—jg

Z (Z” - w”)j:-i_d(g_l_e Z Z (qu_qjq) (wn)kq Sq,iq,w’ Pq.,jq (Z/) , (>

w
0<e<dr +do—1 1<g<Q igtjgtkqe=t
0<i4<d,
0<jq<dg
ngququq

ceci au sens des germes, i.e. dans C{z' — ', 2, — w, }, et en tout point w = (W', wy,) :
V' et Y w,,.

Tous les coefficients des puissances de (z, — w,) doivent donc s’annuler dans C{z’ —
A T
w'}:

0= Z Z (qu:]jq) (w”)kq Sqiq.w’ Pq,jq(zl) )

w
1<q<Q ig+jg+hg=t
0<i4<dq
0<jg<dq
0<kq<dg—Jq

ce:
Vuw', Yw, V0<I<Ld+dy—1.

Avec la convention que F,;, := 0 pour j, < 0 et j, > d,, ces équations peuvent étre
réorganisées en collectant les puissances de w,, :

0= > ()" > Do (") sasew Pais(2),,

0<Kk<dq 1<9<Q ig+jg=l—~K
0<iq <6y
0<jq<dyq
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Mais puisque ces annulations doivent étre vérifiées V w,,, en faisant w,, = 0, puis en
dérivant un nombre fini de fois par rapport a w,, en w, = 0, nous voyons que tous les
coefficients des puissances de w,, doivent s’annuler, et donc nous obtenons un systeéme pur
dans les (n — 1) variables 2’ et w’, a savoir les annulations suivantes dans C{z’ — w'} :

— dq _jq . . !
0 = : : : : ( K ) Sq,zq,w/ qujq(z >’w/
1<q<Q ig+jg=L—r

0<iq<dq
0<jg<dq

(Vw', ¥ 0<l<di +do — 1, ¥ 0< k< dy).

L’hypothese (de récurrence) de la Proposition 2.3 s’applique pour fournir un rayon po-
sitif 0 < p” < p’ et un nombre fini R” > 1 de fonctions holomorphes :

S'r'/7q77;q (Zl) G ﬁ(DZ//il) (1<T’§R’)’

dont les germes engendrent ces relations au sens ol en tout point w’ € ]DDZ,Tl, il existe des
germes U,y € O,_1, tels que :

— § . !/
quiqvwl - urlﬂul ST/7Q77'Q (Z )w,'
1<r’' <R’

Pour terminer, il faut remplacer, développer, et réorganiser :

5 _i
S;,w = Z (Zn - wn)wi q Z U’ ! ST’,q,iq (zl)wl

0<iqg<dyq 1<r' <R/
8o —i m Sg—ig—m /
= 2 > 2 Ul (wa)™ () T Sva(),
N Mq ’ , W, DN Ty
1</ <R 0<ig<dgq 0<mg<Ig—iq ~~ \ —~ )
= érw = G,«,q(z)

ce qui, en introduisant le nombre R de triplets (1, 4,,m,), s’écrit effectivement sous une

forme adéquate :
S;’w - Z er,w GL@'(U ’

1<r<RrR
et un retour final a (2.8) termine la démonstration :
S e
h, = — g 22T, + E 22 GH(2) . O
Vi —W Ul,w w
2ggsQ 7 I<r<r 7

5. Exercices

Exercice 1. EE
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Théorie des ensembles analytiques complexes

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Sous-ensembles analytiques : propriétés élémentaires

Dans ce qui va suivre, {2 C C”" sera toujours un domaine, i.e. un ouvert connexe. La
théorie élémentaire des fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes établit le

Théoréme 1.1. [d’identité] Si une fonction holomorphe f € O(Q) définie dans un do-
maine ) C C" s’annule identiquement sur un sous-ouvert non vide w C 2 :
f}w =0,
alors f = 0 partout dans ). O
L’ objet de ce chapitre est I’étude des ensembles qui sont localement zéros d’un nombre
fini de fonctions holomorphes. Le cadre est donc plus général que celui de la géométrie

algébrique complexe, mais de nombreuses analogies exactes existeront entre ces deux théo-
ries.

Définition 1.2. Un sous-ensemble A C () est appelé un sous-ensemble analytique (com-
plexe) si :
(1) Aestfermé;

(2) autour de tout point a € A, il existe un ouvert connexe a € U C () et un nombre fini
L > 1 de fonctions holomorphes fi, ..., f. € O(U) telles que :

ANU = {z€U: fi(z)=---= fi(z) =0}.

Pour n = 1, on voit (exercice mental) qu'un sous-ensemble A C (2 est un sous-ensemble
analytique si et seulement si A est discret.

Théoreme 1.3. Si un sous-ensemble analytique A C §2 d’un domaine ) C C" est d’inté-
rieur Int A # () non vide, alors A = ().

Démonstration. Nous affirmons que Int A = 2, d’ou A = ). Sinon, s’il existe :
a € Int A\IntA = JInt A,

cette fermeture et ce bord étant déterminés dans {2, prenons un ouvert connexe a € U C (2
et des fonctions f1, ..., fi € O(U) telles que :

ANU = {fi == f, =0},
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Puisqu’il existe des points b € UNInt A arbitrairement proches de a, avec des voisinages
ouvertsb € V, C U NInt A, il vient :

OEfl’VbE”.EfL’Vb7
mais alors le principe d’identité pour les fonctions holomorphes implique :
0= fl = - = fL (dansU),
d’ot ANU C Int A, ce qui contredit a € JInt A. O

Un théoreme classique a une variable complexe énonce que les singularités isolées au
voisinage desquelles une fonction holomorphe est bornée sont en fait illusoires. En voici
la version a plusieurs variables complexes, qui s’avérera extrémement utile pour toute la
théorie.

Théoreme 1.4. [d’extension de Riemann] Soir A ; Q un sous-ensemble analytique
propre d’un domaine Q2 C C", et soit une fonction holomorphe g € C(Q\A). Si g est
localement bornée au voisinage de A :

Vae A da e U, C Q ouverttelque sup |g] < oo,
Ua\A

alors g se prolonge holomorphiquement a travers A :

3G € 0(Q) Gly, =0

Démonstration. Le casn = 1, ou A C €2 est discret, bien connu, est donc admis ici.
Supposons . > 2, et notons z = (2/,z,) avec 2’ = (z1,...,2,-1). Aprés une trans-

lation, a = 0 est I’origine. Par hypothese, il existe une fonction holomorphe f # 0 non

identiquement nulle f € &'(U) définie dans un voisinage 0 € U C 2 telle que :

AnU c {f=0}.

En effectuant au besoin une transformation linéaire sur les coordonnées, on peut suppo-
ser la finitude de :
d := ord, (zn — f(0, zn)> < oo0.

Comme dans la démonstration du théoreme de préparation de Weierstrass, il existe p’ > 0,
pn > 0, > 0avec e < p,, assez petits pour que :

f(Z/aQn) # 0 (V12" <0, pn —e<|¢nl < pn +e),

et de plus, pour tout |2’| < p' fixé, la fonction z, — f(Z/, z,) a exactement d z€ros isolés,
comptés avec multiplicité, dans le disque D, ..

Puisque, pour tout |2/| < p fixé, z, — g(2/, z,) est bornée au voisinage des zéros
isolés de z, — f(Z/, z,), le théoréme classique de Riemann a une variable garantit que
2, — g(2', z,,) est en fait holomorphe dans D, ..

Par conséquent, la formule de Cauchy s’applique :

1 e
g(/zla Zn) = _/ M an = G(Z/: Zn)7
2im [Cnl=pn C” ~ “n
et comme ¢ est continue et bornée sur le compact :
{‘2/’ < /0/7 ‘Cn’ = pn} C Q\A,

cette derniere intégrale, visiblement holomorphe par rapport a ses deux «parametres »
(#, z,), produit le prolongement holomorphe recherché G. g
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Théoréme 1.5. Si A G Q est un sous-ensemble analytique propre d’un domaine Q2 C C",
alors Q\ A est connexe.

Démonstration. Sinon :
MNA = O UQy, 0y, Qy ouverts non vides, €Q; NNy = (.
Alors la fonction :
0 lorsque z € €y,

9(2) = 1 lorsque z € o,
est holomorphe dans Q\ A et bornée, donc se prolonge grice au théoreme qui précede en
G € 0(Q), mais G‘Ql = g|Ql = 0 implique G = 0 dans 2 par le principe d’unicité,
contredisant G = g = 1 dans (). O
Définition 1.6. Un sous-ensemble £ C ) d’un domaine {2 C C" est appelé fin si :
(1) E estfermé;
(1) en tout point e € F, il existe e € U C () ouvert connexe et il existe un sous-ensemble
analytique propre A ; U tels que :

EnU C A
En particulier, un sous-ensemble analytique propre A ; Q) est fin.

Théoreme 1.7. Soit E C ) un sous-ensemble fin d’un domaine 2 C C™. Alors :

(1) Q\FE est dense dans ) ;

(2) Q\E est connexe;

(3) entout point e € E, il existe une courbe analytique réelle y: [0,1] — ) satisfaisant :
7(0) = e et v(t) ¢ B, YO<t<1.

Démonstration. (1) Enun point e € F, le Théoréeme 1.3 a déja fait voirque A D ENU ne

contient pas de point intérieur a €2, donc E N U non plus, et ainsi, 2\ £’ est dense dans ).
(2) Si Q\ F n’était pas connexe, il existerait €2, (25 C € ouverts non vides tels que :

Q\E = Ql U QQ avec Ql N QQ = @

Nous laissons alors au lecteur-étudiant le soin de vérifier qu’il existe un point e € FE, un
voisinage ouvert connexe ¢ € U C (2, et un sous-ensemble analytique propre A ; U avec
AD ENU,tels que:

UNA Cc U\E = (UNQ)u(UNQ,),
S—— ——
£0 #0
la réunion étant disjointe non vide.
Comme A est d’intérieur non vide, et comme on a en fait 1’égalité :
UD\NA = [(Unu)\A]U [(UnQ)\A],

0 0

ceci contredit la connexité de U\ A obtenue précédemment par le Théoreme 1.5.
(3) Pour e € FE, quitte a rapetisser U et a effectuer une translation, on peut supposer
que :
e=0€ ENU C {z€U: f(z) =0},
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avec f € O(U) satisfaisant f(0/,0) = 0 et f(0',z,) #Z 0, dou f(0,z,) # 0 pour 0 <
|zn| < pn, avec p, > 0 assez petit. Mais alors :

(1) = (0, 5-)
satisfait clairement y(t) € {f =0} D ENU pour 0 <t < 1. O

Définition 1.8. Un point a € A d’un sous-ensemble analytique A C () d’un domaine
Q) C C™ est dit régulier s’il existe un voisinage ouvert a € U C ) et un nombre entier
0 < ¢ < n de fonctions holomorphes f1, ..., f. € O(U) telles que :

ANU = {z€U: fi(z)=--- = f.(z) =0},
avec :

dfi(a) A+ A df.(a) # 0.

Le théoréme des fonctions implicites (holomorphe) garantit alors que A N U est une
sous-variété complexe de U, de codimension (complexe) égale a c.

Notation 1.9. L’ensemble des points réguliers de A sera noté :
Reg A,

et son complémentaire :
Sing A = A\Reg A,
consiste en les points dits singuliers de A.

D’apres ces définitions, Reg A est ouvert dans A, donc Sing A est fermé dans A.

On prendra bien garde au fait qu’étant donné A = {f; = --- = f. = 0}, il est en général
faux que :

Sing A = {zeU: dfi(z) A+ Ndf.(z) =0}
— penser par exemple, dans C2, a A := {2z = 0}, pour lequel la différentielle d(2}) =
2 z1 dz; s’annule en tout point de A, mais en fait, A = {z; = 0} = Reg A est partout
régulier.

2. Applications propres et finies

Soient X et Y deux espaces topologiques séparés, localement compacts, et dénom-
brables a I’infini.

Définition 2.1. Une application continue ¢: X — Y est dite ouverte lorsque 1’image
©(U) de tout ouvert U C X est encore un ouvert de Y.
Elle est dite fermée si p(F') C Y est fermé pour tout fermé F' C X.

Définition 2.2. Une application continue ¢: X — Y est dite propre lorsque 1’image
réciproque f~!(L) de tout compact L C Y est encore un compact de X.

Définition 2.3. Une application continue ¢: X — Y est dite finie lorsque :
Cardp~'(y) < oo (Vyey).

Proposition 2.4. Soit f: X — Y une application continue entre espaces topologiques
séparés localement compacts. Si f est propres, alors f est fermée.

Démonstration. Exercice-Examen. O
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Proposition 2.5. Si [ est propre et finie, alors pour tout y € f(X) et tout voisinage U D
f~Yy), il existe un voisinage ouvert V> y tel que f~*(V) C U.

Démonstration. Exercice-Examen. U

Proposition 2.6. Si f est propre, finie, et surjective, alors en tout point y € Y, avec
y) = {w}qu (1 < L < ), il existe un voisinage ouvert V- > y et des voisi-
nages ouverts Uy > x, mutuellement disjoints avec :

—1
(V) C 1<LZJ<LU£’

tels que chaque restriction :
f!U[: u —V (1<r<L)

est propre et finie.

Démonstration. Exercice-Examen. O

3. Germes d’ensembles analytiques complexes

En un point fixé a € C”, considérons I’ensemble 2(, des sous-ensembles analytiques
complexes Ay C U de voisinages ouverts connexes U > a. Pour deux éléments Ay € 2, et
Ay €U, écrivons Ay ~ Ay s’il existe un sous-voisinage ouvert connexea € W C UNV
tel que Ay N W = Ay NW; on vérifie (exercice) qu’il s’agit d’une relation d’équivalence
sur 2.

Définition 3.1. La collection des germes de sous-ensembles analytiques complexes en un
point a € C" est le quotient :

A, =2, / ~ .
La classe d’équivalence Ay € 2, de Ay € 2, est appelée le germe de Ay (en a).
Pour deux éléments A,, B, € 2{,, on écrira A, D B, s’il existe un voisinage ouvert
connexe W > a et deux représentants Ay, By, de ces germes dans W tels que Ay, O By .

On dira qu’un germe de fonction holomorphe ia € 0,, s annule sur un germe A,
d’ensemble analytique complexe :
ia’éa =0
si, dans un voisinage ouvert connexe U > a ou existent deux représentants f; € O(U) et
Ay C U,onan|AU =0.

Définition 3.2. L’idéal (exercice mental) de &, , :
I(A,) = {f, € Ona: LJAG =0}
est appelé idéal d’annulation du germe A, d’ensemble analytique complexe.

Maintenant, étant donné un idéal quelconque a C 0, ,, rappelons que son radical est
défini par :

Va = {f €0,.: IKEN, (f )" €a}.

Lorsque a = 1/a, on dit que a est radical. De plus, il est immédiat que

Observation 3.3. Tout idéal d’annulation .% (A,) est radical. 0
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En outre, comme nous avons démontré que &, , est nothérien, tout idéal a C 0, ,

possede un nombre fini L < oo de générateurs f1 ,...,f. € O,
Y a a7 )
a = E O Ea.
1<<L

Comme en géométrie algébrique, idéaux et ensembles de zéros sont intimement liés.

Définition 3.4. Etant donné un idéal a C 0, ,, son ensemble de zéros sera noté :

V(a) = {z eU: filz)=-=fi(z) = O},

ou U > a est ouvert, et o f1,...,f, € O(U) sont des représentants des germes d’un
systeme de générateurs :

a=(fr, - fo,)
On vérifie (exercice) que ¥ (a) ne dépend pas du choix des générateurs.

Proposition 3.5. Avec ces notations, les propriétés suivantes sont satisfaites.
1) Si éa C &a’ alors f(éa) D /(&a)

(2) Siay; C ay C O, , sont des idéaus, alors ¥ (a;) D ¥ (az).

3 J(”//(u) D
@ 7 (7(4,)=A

a*

(5) Siay,...,ax C O, sont des idéaux avec K = oo admis, alors dans 2, :
7/( 3 ak) - N #(w).
1<k<K 1<k<K

(6) Side plus K < oo, alors :
7/( N ak) - U #(w)
1<k<K
(7) Si Ay ..., Ay, €, avec M < o0, alors :
1<msM 1<m<M

Démonstration. Exercice-Examen. O

Proposition 3.6. Dans un domaine ) C C", étant donné une collection quelconque
(A ) de sous-ensembles analytiques complexes A, C €) — sans restriction sur
Y/ ~yel Yy

CardI' —, Dintersection :

N4, cQ

vyel
est un sous-ensemble analytique complexe de ().

Démonstration. Exercice-Examen : appliquer la noethérianité de &, ,. U

A partir de maintenant, les sous-ensembles analytiques complexes seront notés avec la
lettre X, au lieu de A.
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Définition 3.7. Un germe X, € 2, de sous-ensemble analytique complexe est dit réduc-
tible s’il se décompose en deux germes X; , Xo € 2, :

Xa = &a U&aﬂ
avec X # X, et Xy #X,.

Terminologie 3.8. Un germe X, € 2, de sous-ensemble analytique complexe est dit
irréductible s’il n’est pas réductible.

Théoreme 3.9. Un germe X, € U, d’ensemble analytique complexe est irréductble si et
seulement si son idéal d’annulation .9 (ia) est premier.

Démonstration. Exercice-Examen : imiter la preuve en géométrie algébrique. U

Théoreme 3.10. Tout germe X, € 2, se décompose de maniere unique — a permutations
pres — en un nombre fini :

X, = X, U U Xy,

de germes irréductibles Xma e U, tels qu’aucun Xmla ne contient un autre Xm2a.
Démonstration. Exercice-Examen. O

Exemple 3.11. Un sous-ensemble algébrique (globalement) irréductible A C C" n’est pas
forcément irréductible (localement) en 1’un de ses points @ € A, comme le montre :

X = {(z,y) € C*: 2° —2° —y* =0},

dont le germe a I’origine X, se décompose en deux composantes irréductibles {y =
+xv1 — a3 }

Exemple 3.12. Méme si X, est irréductible en I'un de ses points a € X, pour b € X arbi-
trairement proche de a, le germe X, n’est pas forcément irréductible, comme le montre :

X = {(z,y) € C*: 2° — y*2 =0},

aveca =0etb= (0,0, z,) ol 2, # 0, puisque x = +y +/z pres de b.

4. Quotient d’un idéal premier a C 0,
Onnotera 0,, 0 = C{zy,...,2,}, etpourtout 0 < p < n:
Opo = C{z1,..., 2},
ce qui, pour p = 0, devient &,y = C. Soit un idéal :
a C Opyp.
Hypothese 4.1. Cet idéal est propre :
{0} S a S O,

et il est premier :
(a1 ga ay & a) =  aqjay € a.
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Théoréme 4.2. Apres une transformation linéaire des coordonnées (z1, . . ., z,), il existe
0 < p <n—1tel que l'inclusion :

ﬁpy() — ﬁn,g/a,

est injective.
De plus, 0,9 / a est un module de type fini sur 0, via cette injection, et plus précisé-
ment, il existe dp,q =1, ..., d,, > 1 tels que :

n
dp+1—ip4+1 dn—i
ﬁn,o/a = E E ﬁp-zpil PPz r ™,

v=p+1 1<iy<dy

Démonstration. Par hypothese, il existe un germe de a\{0} — notons-le f, € O,.
Comme a # 0, o, nécessairement f,(0) = 0.
Apres une transformation linéaire, I’ordre de f,, restreint a I’axe des z,, :

1 <d, = ordo(zn — fn(O’,zn)) < 00,

est fini.
Le théoreme de préparation de Weierstrass fournit alors un polyndme de Weierstrass :

d Z dn—i
Pn(zla ey Rn—1, Zn) =z, + Pn,in(zla s 7zn—1) 2",
1<in<dn
et une unité u,, € O , tels que, en tant que germes :

Soit 0,10 = C{z1,...,2,-1}.SiaN O,_19 = {0}, on prend p := n — 1, et I'argu-
mentation se termine par une

Affirmation 4.3. Alors I’anneau quotient :
Onp/a
est finiment engendré comme O,,_ o-module.
Comme f,, € a, il y a une surjection d’anneaux quotients :
0 «— Opofa «— Ono/(fn)
Démonstration. Avec I’aide de Stickelberger, divisons un élément quelconque g € 0, ¢ :

g9(z) = q(2) P.(2) + Z Gi, (21, Zpy) 20

1<in<dy,
Comme q P, = ;- f, = 0 modulo a, il vient :
Z dn—in
ﬁmo/ﬂ = ﬁnfl,o *Zn . ]
1<in<dn

Que se passe-t-il lorsque a N &,,_1 ¢ # {0} ?

Soit donc un germe non nul f,,_1 € a N O,_1p, asavoir f,_1 = fr_1(21,..., 2n—1)-
Comme a # 0, , nécessairement f,,_1(0) = 0.
A nouveau, une transformation linéaire de 1’espace des (z1, . . ., z,_1) garantit la finitude

de:
1 < dn—l = Ordo (Zn_l — fn_1<0,...,2n_1)> < 0o0Q.
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Le théoreme de préparation fournit alors un polyndme de Weierstrass :
P e dn—1 P . dn—1—in—1
n—1\%1y -3, 24n-2,%n-1) = Zp_1 + n—l,lnfl(zla s 7ZTL—2> Zp—1 )
1<in71 gdnfl

et une unité u,,_; € O _, 0- tels que

fre1 = Up—1 Py

En abrégeant 2’ := (21,...,2,-1) et 2" := (21,...,2,_2), divisons alors un élément
quelconque g € 0, par F,, et ensuite tous les coefficients qui apparaissent par F,,_ :

gmoda = q(z) P”(Z)o+ Z gin(Z,) Zgn_ln

1<in<dn

O + Z (q'bn Pn—l(Z’)o + Z gin,in71 (Z”) Zzi—llln—l) Zgn_ln

1<in<dp 1<in—1<dn-1

dn—l_in—l d —1
E E Gin in—1 (Zh R ZR—Q) “n—1 "t

1<Zn<dn 1<in—1<dn—1

L’ argumentation s’itére automatiquement jusqu’a atteindre le point d’arrét, aN &, o = {0}.
Le cas p = 0 peut tout a fait se produire. U

A la fin de la démonstration, nous obtenons des polyndmes de Weierstrass :

dpt1 ) dp+1—ip+1
Z,00 + g Poitip (21,45 2p) 201 = 0 moda,
1<ip+1<dpt1
dp+2 dpt+2—ipt2 _
2y + E Ppi2ipin (21, o5 2py 2py1) 2,05 = 0 moda,
1<ipy2<dp42
dn 4 z Zp, % 2,) 247 = (0 moda
nzn 1y« ~py ~p+ly---y~n n == .
1<in<dn

Si nous considérons le deuxieme polyndme, et si nous divisons, au sens de Stickelberger,
tous ses coefficients holomorphes P2 ;, ., par le premier polyndme, nous pouvons suppo-
ser que ces derniers sont tous polynomiaux en leur dernicre variable 2, ;.

En notant Cyy1.1,. . ,Cpr1,d,,, 1€8 dpy1 racines du premier polyndme, formons alors le
produit de d,;; copies du deuxieéme polynome dans lequel z,,; est successivement rem-
placé par ces racines :

dp+2 . dp+2—ip+2
H Zpra T+ § : Pot2,inea (215 - 253 CpaLiipsa) Zpha

1<tp+1<dp+1 1<ipra<dpt2

Puisque le résultat est symétrique et polynomial en ces racines, le théoreme de Lagrange
permet d’exprimer le résultat en fonction des coefficients du premier polyndmes, ce qui, en
abrégeant e, 5 := dj, 1 d, 2, fournit une nouvelle équation satisfaite par 2, a coefficients

holomorphes ne dépendant que de (21, ..., 2,), comme pour le premier polyndme :
6p+2 D ep+2—Jp+2
p+2 -+ E Pp+2,jp+2 (21, R ,Zp) Zp+2 = 0 moda.

1<pra<ept2
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Ce procédé se généralise pour traiter toutes les équations polynomiales suivantes, et
nous concluons que :

Zpt1 moda, z,po moda, ...... , 2z, moda,

sont entiers sur 0, ,, ¢’est-a-dire satisfont une équation polynomiale unitaire a coefficients
dans 0, . En fait, il existe une démonstration plus directe et plus économique.

Proposition 4.4. Dans les termes du Théoreme 4.2, tout germe :
gmoda € ﬁmo/a

est entier sur O, .
En particulier, les n—p derniéres fonctions coordonnées z, mod a sont entieres sur O .
De plus leurs polynomes minimaux :

/. __ € / ey—1i
Qu(2;zymoda) = = + E Qui, (2) 2™ € O,olal,
1<Z‘z/<€u
unitaires a coefficients dans 0,,, sont de Weierstrass :

QW-V(O') =0 (p+1<v<n, 1<iv<ey).

Démonstration. Nous venons de voir que &, /a est finiment engendré sur &),. Soient
donc Ti,..., Ty € Oy des générateurs de O, /a comme O, -module. Pour tout g €
On0,0nag-aC acaraestunidéal, d’ou:

g- ﬁn,ﬂ/a C ﬁn,()/aa

et par conséquent, il existe des éléments Ay, m, € O, tels que, pour tout 1 < my < M:

g- Tml - = Z hm1,m2 Tmz'
1<mo<M
Autrement dit :
g+hii - R T, 0
hM,l e g+ hM,M T 0

et alors en abrégeant le déterminant de cette matrice par :
Alg) = ¢" + T ({he}) "'+ + T ({ha}),
un raisonnement élémentaire d’algebre linéaire (exercice) donne :
0=A%9) Ty = = Alg) - T

Comme ces 7}, ne sont pas tous nuls — sinon &, o / a =0, ce qui a été exclu! —, grace a
I'intégrité de 0, / a issue de I’hypothese que a est premier, il vient :

0=A(g) = g"+m(z)g" "+ +mu(z),

ce qui montre le caractere entier sur 0, de g € O, / a quelconque.

En particulier, ce résultat s’applique a :

g = 2z, moda (p+1<v<n).
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Un raisonnement d’algebre générale montre alors que les polyndmes minimaux de ces
2z, mod a sont encore unitaires et a coefficients dans 7, :

moda) 0= Qux) =t Y Qul)g

1<iy<ey

Si’un de ces (), n’était pas un polyndme de Weierstrass, a savoir s’il existait ¢, tel que
@y, (0) # 0, en sélectionnant I’entier maximal ¢, parmi ces 4,, on pourrait écrire :

Qu(02) = 27 (Qua(0) +0(2)).

et le théoreme de préparation de Weierstrass fournirait alors une fonction holomorphe
u(Z’, z,) ne s’annulant nulle part et un polyndme de Weierstrass @), (z’ ; z,,) tels que :

Qu(22) = u(?,2)Qu(;2),
deg,, Q, = d, —i. < d, — 1,
puis en réduisant modulo a, on déduirait :
0=0, (2'; z,moda),
en contradiction avec le choix, (),, de polyndme minimal. O
Toujours en supposant I’'idéal a premier, introduisons maintenant les corps de fractions :
K := Frac 0, et L := Frac(0,/a),

en notant que ’intégrité de 0, / a est requise pour construire son corps de fractions.

Le fait que 0, / a soit un module de type fini sur &), permet de déduire, avec des
raisonnements élémentaires d’algebre, le

Corollaire 4.5. Le corps L est une extension finie de K, et plus précisément :

L = K(zp+1,...,zn) = K[zpﬂ,...,zn}. U

Etant donné un corps commutatif k, rappelons que k(uwi,...,uy) =
Frac (k [u,..., uN]) désigne I’ensemble des fractions rationnelles — quotients de
polyndmes — en les variables uy, ..., uy, a coefficients dans £, muni des opérations évi-
dentes. Mais en fait, lorsque w1, . .., uy sont annulés par un polyndme non identiquement
nul sur £ — on dit qu’ils sont algébriques sur k —, toutes ces frations rationnelles se

ramenent a des expressions polynomiales.
Il est bien connu que toute extension algébrique finie de corps peut €tre ramenée a
I’adjonction d’un unique élément algébrique.

Théoreme 4.6. [de I’élément primitif] Soir K un corps commutatif, soit E C K un sous-
ensemble avec Card E = oo, et soit :

L = K(ul,...,uN)

une extension algébrique finie de K, ott uy, ..., uy sont algébriques sur K. Alors il existe
c1,...,Cx € E tels que :

L = K(01u1+---+cNuN). Ol
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Griace a cela, avec :
E :=C C Frac0,y =: K,
il existe des constantes ¢, 1, ..., c, € Ctelles que :

L := Frac(0,0/a) = Frac 0, (cpﬂzpﬂ + -+ ¢z, mod a),
c’est-a-dire en abrégé L = K(Z,;,) ou :
Zpt1 = Cpr1Zpt1 + -+ 2z, moda.

En notant a nouveau 2,4, pour simplifier, ce Z,., nous obtenons :
L = K(Zp+1) == K [Zp+1:| .

Probleme 4.7. Maintenant, il serait agréable que tout élément g € 0, / a soit représenté
sous la forme g = G(z,41) au moyen d’un polynéme G € 0, X|, mais cela n’est pas
vrai en général. En tout cas, comme g € Frac 0, /a = K|z,.1], il existe au moins un

polynome G € Frac 0,0l X] tel que g = @(zpﬂ).
Nous allons maintenant argumenter qu’en corrigeant 1égerement G, on peut faire qu’il

soit a essentiellement a coefficients dans &, , et non dans Frac 0, .

Raisonnons maintenant dans un cadre algébrique général. Soit A un anneau (commuta-
tif, integre) factoriel et soit K := Frac A son corps de fractions. Pour application, ayons en
tete que :

A= 0, et K = FracA = Frac 0.
D’apres un théoreme bien connu, A est intégralement clos dans son corps de fractions,

-a-di i un élé s Vec ai, as i ux uti
c’est-a-dire si un élément Z; € FracA avec a;,ay € A premiers entre eux est solution

d’une équation polynomiale unitaire a coefficients dans A, alors en fait a, est une unité de
A, donc Z—; c A.

Soit aussi B ; A un sur-anneau (commutatif, intégre) strict qui est un module de type
fini sur A, et soit . := Frac B son cors de fractions. Pour application, ayons en téte que :

B = ﬁmo/u et L = FracB = Frac 0.
Sans supposer A factoriel, la démonstration de la Proposition 4.4 justifie une

Proposition 4.8. Tout élément g € B d’une extension finie d’anneaux B O A commutatifs
integres est entier sur A. De plus, le polynéome minimal de g sur A est lui aussi unitaire. [

Puisque I’extension de corps . O K est alors aussi finie, le théoreme de 1’élément
primitif fournit un élément :

EeB (avoir en téte & = z,41),

tel que :

L = K(&) = K[g].
En vertu de la Proposition 4.8 qui précede, cet élément £ est donc entier sur A, et son
polyndme minimal unitaire :

Q(X) € A[X],
QX) = X+ X'+ + Q1 X +Q.,
Q&) =0,
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est de degré e = [L: K] > 1, avec des coefficients Q1, ..., Q. € A. Sa dérivée par rapport
aXest:

@

dx -
Proposition 4.9. [-clé] Sous ces hypothéses concernant A, K = Frac A, B, L. = FracB, &,
Q(X), pour tout élément :

= e XN (e— QX+ Qe

g € BcL =K[],
qui s’écrit :
9 = G(&)

au moyen d’un certain polynéme G € K[¢] a coefficients fractionnaires, en fait, aprés
multiplication par %(f ), il existe un polynéme :

Sy(X) € A[X], deg S, < deg@ — 1,
a coefficients dans I’anneau de base A, tel que :

dQ
T2 9 = 5,0)

Ainsi, pour résoudre le Probleme 4.7, en multipliant seulement par :

a@p+1

Izpi1

(Z/; zp+1)7

nous pourrons supprimer tous les dénominateurs éventuels qui apparaissent dans la repré-
sentation g = G(z,+1) d’un élément quelconque g € Frac 0, / a au moyen d’un polynéme
G € Frac 0, X].

Démonstration. Soient &1, s, ..., & les e racines de Q(X) = 0, avec :

51 = 57

et soit L(Sl,fz,...,fe) = ]L(fg, . ,58) I’extension galoisienne finie de K. Comme
Q&) =10,1 < i< e, et comme (Q est unitaire, chaque &; est entier sur A.

Comme g € B D A, I’extension d’anneaux étant finie, ¢ = G(§) est entier sur A.

Un fait algébrique de la théorie de Galois montre alors que tous les conjugués g; :=
G(&), 1 < i < e, sont aussi entiers sur A.

Formons alors 1’expression suivante :

QX) = Q&) ey — Xe—&+Q(X =)+ + Qe (X — &) A
> e = ¥ ( X-¢ ) et

ST X TG T QX T €T 4 Qe ) GLE)

1<i<e

X D G+ X T D (G Q)GE)] ot X (€T HQE T+ Q) G(&)

1<i<e 1<i<e 1<i<e
= XA+ X2 A+ Aoy
1 Sg(X).

1<i<e 1<i<e

Affirmation 4.10. Ces coefficients Ay, A1, ..., A._1 appartiennent a K.
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Démonstration. Par hypothese, les coefficients de :
GX) = Go X'+ G X2+ + Gy
sont dans K, et @1, ..., Q.1 € A C K aussi. Comme ces :

A; = polynme, <G0,G1,...,G6_1; v o Ql,...,Qe>

sont invariants par les permutations des racines &; de Q(X) = 0, le théoréme de Lagrange
montre qu’ils s’expriment en fonction des coefficients de () :

A; = polynme; <G0,G1,...,G6_1; Ql,...,Qe> e K O
Affirmation 4.11. Ces coefficients Ao, A1, ..., A._1 sont entiers sur A.

Démonstration. Sans développer les G(&;) = g :

A] = p0|ynmej <g17"'7ge; 617"'756; Qlu"')Q@)u

puis I'invariance par permutation et le théoréme de Lagrange donnent :

Aj = pOIynmej <gl7"'7ge; Qla--'7Qe>'

Comme gy, ..., g. sont entiers sur A et comme ()q,...,Q. € A, ces A; sont aussi entiers
sur A, puisque les entiers forment un anneau. U

Ainsi, en posant X = £ = & dans le calcul ci-dessus :

i(—ﬁa(f)ﬂL > %G(&) — G(X) = X“TTAG+ XA A+ Ay,

2<i<e
on obtient bien :
We)-g = Sy(€) = €T A+ ETEA 4+ Ay
avec Sy(X) € A[X]. 0
Corollaire 4.12. Sous les mémes hypotheses, avec le discriminant :

A := Resy (Q(X) @(X)> e A,

’ dX

pour tout g € B, ona :

A-g = Ry(§) € Al¢],
au moyen d’un certain polynome R,(X) € A[X] a coefficients dans A avec deg R, <
deg ) — 1.

Démonstration. Dans une relation de Bézout :
A = U(X)Q(X) + V(X) (),
remplacons en effet X = ¢ :
A =UEQE) +VI(E) ),
multiplions par g et utilisons la Proposition 4.9 :
Ag=V(©)5Z©)g = V(€S
Une division de V'S, par () donne R, de degré < e — 1. U
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5. Théoreme de paramétrisation locale

Maintenant, en appliquant les considérations algébriques générales qui précedent, reve-
nons a la situation concrete ou a C &, , est un idéal premier, ou :

A = ﬁp,(] et B = ﬁmo/a,
avec les variables horizontales (z1,. .., z,) = 2’ et les variables verticales :
"
<2p+17 Zp42y - 7Zn) =z,

et rappelons que 2, joue un role spécial, puisque :
FracO,0/a = Frac 0,0 [z,11].

Le discriminant du Corollaire 4.12 vaut alors :

0
A(’Z/) = Reszp+1 <QP+1(Z,;ZP+1)7 @(Z,;2p+l)>7

Ozp11

et en un point 2’ fixé, il détermine si les racines de P, 1(%’; zp1+1) = 0 sont mutuellement
distinctes — par le critere A(z’) # 0 — ou non.
La correspondance entre notations est :

QX) = X+ QX+ 4 Qe = Quu(izn) = 535+ D Qurripn ()55
1<ip+1<ept1

D’apres ce qui précede, 2,11, 2p42, - - ., 2, satisfont modulo a des équations de Weiers-
trass :

(mod a) 0 = Qpt1 (Z/; Zp+1)a
(mOd Cl) 0= Qp+2 (2/5 Zp+2) = =Qy (Z/§ Zn)a
avec par construction :

Qp+17 Qp+27 SR Qn € a,

et donc le sous-ensemble analytique complexe associé a I’idéal premier a C 0, :
¥ (a) = {z€C'presde0: f(z)=0, V[fe€a}

est contenu dans I'ensemble {Qpy1 = Qpio =+ = Q, = 0}.

D’une certaine maniere, tout le travail qui vient d’étre effectué a eu pour objectif de pro-
duire ces équations concretes, afin d’obtenir des informations géométriques intéressantes
sur ¥ (a) C ¥ ((Qpr1, Qpr2, - - -, Qn)).

Dans ce contexte, en voyant g dans &, / a ou dans 0, , la formulation du Corol-
laire 4.12 devient :

Proposition 5.1. Pour tout g € O, il existe un polynome R, € O,q|z,11] de degré
< epy1 tel que :
A(Z) g(2,2") = Ry(Zs 2p11) € a. O
En particulier, pour g := 2p49,...,2,, €n notant I, ..., I, les polyndmes corres-
pondants, on obtient :
A(Z)z, — R, (z’; zl,) € a (p+1<v<n).



366 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Par conséquent :
¥ (a) C {zprés de0: Qpi1(252p41) =0,
Qpi2(2; 2pr2) =+ = Qu(2;20) =0,
A(2) 2pr2 — Rpia (75 2p40) = - = A(2) 2 — Ru (25 20) = 0},

Interprétation Géométrique 5.2. En tout point 2’ € CP proche de 0’ tel que A(2') # 0, il
existe un voisinage ouvert 2’ € U’ tel que :

(1) I"équation Qp41(2', zp+1) = 0 se résout en e, graphes holomorphes locaux mutuel-
lement disjoints :

Zpr1 = Pi(2), ... .. s zpr1 = Do, (7)),
avec @q,..., P, ., holomorphes dans U "
(2) les coordonnées verticales restantes sont graphées au-dessus de ces e, solutions :
. Rp+2 (Z,’ ®z‘p+1 (Z/)) . Rn (Z/7 ¢7;p+1 (Z/>)
Zp4+2 = A(Z/) g eeeeeaean , Rp — A(Z/)

(1<ipt1 <epti)-

Nous pouvons maintenant résumer et synthétiser comme suit tout le travail que nous ve-
nons de réaliser. Ce résultat s’exprime pour I’instant de maniere essentiellement algébrique,
et des éclaircissement géométriques vont suivre.

Théoreéme 5.3. [de paramétrisation locale, version algébrique] Pour tout idéal premier

{0} ; a ;Cé O, il existe 0 < p < n — 1 tel qu’apres un changement de coordonnées :
2= (21,0 2 Zpr1s Zpr2, s 2n) = (2,27),

les propriétés suivantes sont satisfaites.

(1) L’homomorphisme naturel 0, — O, / a est injectif.

(2) O,p / a est un O, -module de type fini.

(3) Tous les éléments de O, /a sont entiers sur O, .

(4) Avec les corps de fractions K := Frac 0, et I. := Frac ﬁmo/a :

L = K(zp+1) = K[zp41].

(5) Pour tout p + 1 < v < n, le polynéome minimal @), (z’; zl,) € O,olz,] de z, mod a sur
K est un polynéme de Weierstrass :

(moda) 0= 2"+ Z Qui, () 27 (p+1<v <),
1<iv<ey
c’est-a-dire Q,,;,(0") = 0.
(6) En termes du discriminant :

/ / 9 /
A(Z ) = ReSZm_1 (Qp+1 (Z ; Zerl), acjp:f (2; ; Zp+1)> )
P

pour tout autre indice p+ 2 < v < n, il existe un polynome R, (z’; zl,) € Opz,] de degré
< deg ()11 tel que, modulo a :

A(2') 2z, — R,,(z';zy) =0 (pr2<v<v) O
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Ainsi, Qp11, les Q, etces Az, — R, pour p 4+ 2 < v < n appartiennent a I’idéal :
Qp-‘rl’ Qp+2’ ce Qn € a et Azp+2—Rp+2, ...... s AZn—Rn c a.

Mais ce n’est pas tout : I’idéal a en question n’est en général pas engendré (complete-
ment) par ces éléments que nous venons de construire, et pour cette raison, il va dorénavant
étre nécessaire de tenir compte aussi d’un systeme initial f, € 0, o de générateurs :

Cl:<f1,...,f]_>, ”f/(a):{flzszzo}O

Comme a est supposé premier, rappelons que le germe d’ensemble analytique complexe
associé :

X, == V(a)
est irréductible. Voici alors maintenant un énoncé plus intuitif sur le plan géométrique. En
particulier, il exprime qu’au-dessus du lieu { A(2") 0} ou le discriminant ne s’annule pas,
les équations que nous venons de construire déterminent exactement X ;. Pour simplifier,
on le notera X.

Théoréme 5.4. [de paramétrisation locale, version géométrique] Avec les hypothéses,
les notations, et les conclusions du Théoreme 5.3, il existe une base de voisinages ouverts
0 € U C C™ arbitrairement petits de la forme produit :

0eU=UxU" c C’xC"?,
tels que les propriétés suivantes sont satisfaites par le germe d’ensemble analytique com-
plexe X = V' (a).
(1) La restriction a X N U de la projection sur le premier facteur :
T XNnU — U
est propre, est finie, et vérifie 7=(0') = 0.
(2) En dehors du lieu discriminant — fin dans U’ — :
XNUN{(,z") e U xU": A(Z) #0} =

= {(z',z"): A(Z') #0, Qpi1(252p101) =0,

_ Bpa(ine) R
p+2 A(z’) y e , Zn A(Z’) .
) Siz=(2,7") € U x C"? satisfait :
0= Qpn1 (z'; zp+1) = A(2) zpy2 — Rpio (z’; zp+2) == A(Z)z, — R, (z'; zn),

alors en fait 2" € U".

(4) La partie singuliere Sing X est contenue dans ['image inverse du lieu discriminant :
SingXNU c 7 '({A(¢) =0}).
(8) La restriction de la projection hors de 'image inverse du lieu discriminant :

o (XNnU)\mH{A=0} — U\{A=0
oy’ XOONTHA=0} — T\A=0)
est un revétement holomorphe non ramifié a e, 1, = deg ()41 feuillets.

(6) (X NU)\7m *{A = 0} est un sous-ensemble ouvert connexe de X NU.

(7) m: X NU — U’ est surjective.



368 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Démonstration. A voir ultérieurement. U

6. Exercices

Exercice 1. Soit un ouvert  C C", et soit £ C 2 un sous-ensemble fin, ¢’est-a-dire localement contenu
dans un sous-ensemble analytique propre.

(a) Si une fonction u € PSH(Q\ E) est localement bornée supérieurement au voisinage de E, au sens ou :

Vee E 33U 3 e ouvert supu < 00,
U

montrer que :

3l u € PSH(Q) = u.

“|Q\E
(b) Montrer que les fonctions plurisousharmoniques se prolongent comme fonctions plurisousharmoniques
a travers les sous-ensembles analytiques A C (2 tels que codim, A > 2 en tout point a € A.

Exercice 2. EE



