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Dans ce chapitre, on commence par étudier I’espace de Hilbert concret et tangible
(% = C*, avant d’introduire le concept général au moyen d’une définition mathématique
abstraite.

1. Espace vectoriel complexe hermitien concret C" en dimension finie

Les espaces vectoriels sont omniprésents en mathématiques : algebre linéaire ; matrices ;
déterminants ; schémas numériques pour les équations différentielles ; et en physique : prin-
cipe de superposition en mécanique quantique ; équations différentielles ordinaires ; élec-
tromagnétisme. Ce chapitre vise principalement 1’étude des espaces vectoriels qui sont de
dimension infinie. Ils interviennent fréquemment en Analyse.

Le corps des scalaires de tous les espaces vectoriels considérés sera toujours supposé
égal a R ou, le plus souvent, a C. Soit donc E un espace vectoriel sur C (ou sur R). Les
éléments de F' sont des vecteurs que I’on peut :

e additionner: v+ w € Esiv,w € E;
e multiplier par des scalaires : A\v € Esi A€ C(ou X € R)etv € F.
Définition 1.1. Une norme | - | sur E est une application a valeurs positives :
E>v—|v]| €0,00]
satisfaisant :
e positivité stricte : |v| = 0 si et seulement si v = 0;
e invariance par dilatation : [\v| = |\||v| pour tout A € C (ou A € R) ettoutv € F;
e inégalité triangulaire : |v + w| < |Jv| + |w]| pour tous v, w € E.

La positivité stricte exclut que certains vecteurs non nuls puissent avoir une longueur
nulle. Ensuite, I’invariance par dilatation est exigible pour des raisons a la fois structu-
rales (compatibilité avec la multiplication par des scalaires \) et « physiques » (changement
d’unité de mesure). Enfin, I’inégalité triangulaire n’est pas seulement calquée sur la géo-
métrie élémentaire dans le plan, elle exprime surtout une compatibilité du comportement
avec I’addition v + w, et aussi, elle jouera un rdle technique crucial en tant que moyen de
comparaison dans tous les calculs de majorations qui vont suivre.

Par exemple, pour tout entier n > 1, I’espace :

R™ = {(x1,29,...,2,): z; € R}
1
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est canoniquement muni de la norme dite euclidienne :

]2 2
@1 a, . w)| == e+ ad - a2,
On peut aussi munir R" d’autres normes (vérifier que les trois axiomes sont satisfaits) :

max (|z1],...,|za])  ouencore: |ay|+ -+ |my.

fivz “12
1 {max(Jzy], [z2]) < 1} 1

T 1
0 1

{lza] + [22] < 1}

!
En fait, sur un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes entre elles au sens suivant.

Proposition 1.2. [Equivalence des normes en dimension finie] Soient | - |, et | - |2 deux
normes quelconques sur un espace vectoriel réel ou complexe E. Si la dimension de F est

finie :

dim £/ < oo,
alors il existe deux constantes 0 < ¢ < C < ¢ telles que :
clola < Joli < Cvls,
pour tout vecteur v € E.
Géométriquement parlant, les boules unités {[v]; < 1} et {|v]> < 1} pour les deux
normes deviennent contenues 1’'une dans 1’autre apres une dilatation (contraction) appro-

priée : disque dans un carré ; carré dans un disque.
Cet énoncé exprime que, de toute majoration :

lv]1 < quelque chose,
obtenue avec la premiere norme, on peut déduire une majoration analogue :
HUHQ < méme chose a la constante C pres,

avec la deuxieéme norme, et vice-versa.

Démonstration. On traite le cas d’un R-espace vectoriel . Sin := dim £/ > 0, on sait que
E = R"™. Puisque le cas n = 0 est trivial, supposons n > 1.
Fixons alors une norme de référence sur R" :

|| = max (Ja1], ..., |zn]),
laquelle le munit de sa topologie standard. Il suffit de faire voir que toute norme quelconque
|| sur R™ est équivalente a |z|, puisque «étre des normes équivalentes » est une relation
d’équivalence (exercice).
Si (e1,...,e,) est la base canonique de R™, en termes de laquelle tout vecteur z =
(x1,...,2,) s’écritx = x1 €1 + - - - + 2, €, il vient par inégalité triangulaire :
+ ezl en]

|z1] €1

=] <
< Cll,
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o la constante C' := ). |e;]| est finie. Il reste a trouver 0 < ¢ < oo telle que ¢ |z| < |z|
pour tout x.
Observons que I’inégalité valable pour tous x,y € R" :

Y

le =yl < Cla—y
montre la lipschitzianité, donc la continuité de 1’application :
R" 3 z — |z| € R;.
Soit maintenant la ‘sphere’ unité pour la norme de référence :
SH = {ac e R": ]x\ = 1},

qui est frontiére de 1’hypercube compact [—1, 1]". Etant image inverse du fermé {1}, cette
‘sphere’ S| est fermée, donc compacte.

Par conséquent, la restriction a S| de ’application continue » — |z| y atteint son
minimum :

¢ = min [z = fz.],
|z|=1

en au moins un certain point z, € S).|.

Or x, # 0 n’est pas I’origine de R™ — puisque 0 ¢ S|.| —, donc |x.| > 0, d’ott nous
déduisons que I’inégalité visée est au moins vraie sur S, :

c-1=clz] < |z| (V]a|=1)

Pour un z € R™\{0} non nul quelconque, en appliquant cette inégalité au vecteur %

qui appartient 2 .S)., il vient :
T T
clml < gl

d’ou ¢|z| < |x| apreés pulvérisation des dénominateurs.

Lorsque E est un C-espace vectoriel, avec n := dim¢ £, on se rameéne 2 R?". ]

Quand on travaille en dimension finie n > 1 sur le corps des nombres complexes C =
R + v=1R au lieu de R, il faut remplacer la norme euclidienne ci-dessus par la norme dite
hermitienne :

[z 22z o= o (1 o+ el o+ [2af?),
ou I’on a bien entendu :
2. .2 2
|zk|” = 27 + y;, (k=1-n),
si chaque nombre complexe z; est décomposé en partie réelle et partie imaginaire :
2 = Tk + vV-1Yg (k=1--n).
Contrairement a ce qui va se passer en dimension infinie pour C*°, dans C", la somme
S, |z converge toujours, et de plus, on peut définir un produit scalaire dit hermitien
par la formule :
(z,w) := 21Wy + 29Wa + + -+ + 2,Wh,
ou pour tout wy = uy + =1 Uk, le nombre complexe conjugué est :
Wy == Uy, — /=1 Vg (k=1--n),

et ce produit scalaire hermitien redonne visiblement la norme hermitienne introduite a I’ins-

tant :
I2I = V{2, 2).

On constate aisément que ce produit hermitien satisfait les propriétés suivantes.
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Lemme 1.3. [Propriétés du produit hermitien sur C"] Pour tous z, 2, 2", w,w', w" € C"
ettous \,ju € C,ona:

(i) (w,2) = (z,w);
(i) (z/ + 2" w) = (Z,w) + (", w),
(z, W' +w") = (z,0) + (z,0");
(iii) (Az,w) = Az, w),
<Z7 :uw> = ﬁ<27 w> ,
(iv) (z,2) e Ry;
(V) (z,2) =0= 2z =0. O

En renversant les roles, ces cinq propriétés élémentaires peuvent aussi étre envisagées
comme cinqg axiomes définissant la notion de produit hermitien abstrait sur un espace vec-
toriel complexe de dimension finie.

Dans le cas d’un R-espace vectoriel, les barres de conjugaison disparaissent.

Maintenant, dehors la dimension finie !

2. Espace hermitien concret /2 = C™ en dimension infinie

Car oui ! Notre objectif est d’étudier les espaces vectoriels normés qui sont de dimension
infinie, 1.e. qui ne sont pas de dimension finie, car ils seront tres utiles en Analyse ou I’on
regarde des espaces de fonctions.

Contrairement a la dimension finie, sur les espaces vectoriels de dimension infinie,
toutes les normes ne sont pas équivalentes.

Exemple 2.1. Soit ¢° := ¢°([0,1],R) I'espace des fonctions continues sur I’intervalle
[0,1] C R, muni des deux normes :
1
e = [ Uf@lds el = max £

Bien qu’une premiere inégalité soit vraie et souvent utile :

1 1
ngluwm<émwm:wwm

nous affirmons qu’il n’existe pas de constante 0 < C' < oo réalisant I’autre inégalité
nécessaire a une équivalence :
o < Clflp vrewo)

If

A

3=
—_
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En effet, pour n > 1 entier, soit la suite de fonctions continues positives :

—n*r4n lorsque 0 < 7 < %,

Jalw) = 0 lorsque % <z <1
Alors :
anH%?O =n — o9

tandis que par la formule donnant 1’aire d’un triangle :
11 1
[fall =357 =3
donc en particulier, pour ces f,, € €, une telle constante 0 < C' < oo n’existe pas. U

Les espaces vectoriels normés de dimension infinie les plus ‘simples’ sont ceux qu’on
appelle espaces de Hilbert, car leur norme dérive d’un produit scalaire entre vecteurs et
le produit scalaire permet de faire beaucoup de géométrie comme en dimension finie, avec
une notion naturelle d’orthogonalité, des projections orthogonales, des bases orthonormées,
un bon comportement de la dualité, efc. En un certain sens, les espaces de Hilbert sont les
espaces de dimension infinie les plus simples possibles, car ils sont dotés de la structure
géométrique la plus riche.

L’espace C" de dimension quelconque n > 1 sur les nombres complexes est de di-
mension finie, mais c’est en partant de lui que nous allons nous diriger vers la dimension
infinie. Le modele le plus simple d’un espace hermitien de type C" et de dimension infinie
serait bien entendu C*, i.e. C" avec n = oo. Il a un autre nom : on I’appelle classiquement
(%, «petit-£2» a I'oral pour le distinguer des espaces « grand-L? » de fonctions de carré
intégrable :

L*(R) := {f fonctions mesurables sur R telles que [, | f(z)|*dz < oo},
dont nous reparlerons dans peu de temps.

Définition 2.2. [Espace (%] L’espace ¢* est constitué des suites infinies dénombrables :
2= (21,22, -, %i,...) €EC®

de nombres complexes z; € C telles que :

o0
Z |z:]* < o0.
i=1

Bien entendu, cette quantité >~ |z;|% lorsqu’elle est finie, satisfait pour tout nombre
complexe A € C:

o0 e}
2 : 2 2 2 : 2
i=1 i=1
z .o . . . . 2 . v A , . .
Une définition similaire pour /3 peut aisément étre formulée, mais nous travaillerons
principalement avec /%, que nous noterons parfois /2.
Immédiatement, une premiere question surgit :
e (? ainsi défini est-il un espace vectoriel ?
Ce n’est pas évident, car il se pourrait trés bien que Y-~ |z; + w;|* ne soit pas < oo
lorsque les deux sommes > - [z;|* et > >, |w;|* sont toutes deux < co. Autre question :

e Existe-t-il aussi un produit scalaire hermitien sur /> = C* comme c’était le cas sur C" ?
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Encore une fois, cela n’est pas clair, car il se pourrait que ) .—, z;W; ne soit pas < 0o
o] 2 e8] 2
lorsque Yozl <ooetd X |wi|? < oo
Etudions donc cet espace /2 de suites infinies dont la somme des modules au carré
converge.

Lemme 2.3. Pour tous z,w € (%, on a la convergence de :

o0

(z, w) = (2, w)p = Z 2z w; < 00.

i=1

Démonstration. En effet, pour un indice quelconque fixé ¢ > 1, on a la positivité :
2

d’oui en faisant passer |z;| |w;| = |2; w;| & gauche :

Sommons alors ces inégalités pour ¢ = 1 jusqu’a I’infini, ce qui nous donne :
oo oo
(2.5) Y lami| <3 (Jalf + wil?) < oo,
i=1 i=1
et donc par inégalité triangulaire infinie, on obtient bien la finitude de :

o0

g 2 W;

i=1

(2, w)e| =

0o
< Z |zz@z| < Q. O
i=1

Ainsi, > ;% z;w; constitue un candidat naturel pour définir un produit scalaire hermi-
tien sur (% qui sera formellement analogue a celui Y ;" | z; W; qui existait sur C", mais pour
Iinstant, on ignore encore que /% posséde une structure d’espace vectoriel !

En tout cas, on peut d’ores et déja introduire la quantité :

=\
] = Jele = (Z |zz~|2> < &,
=1

laquelle va, dans un instant, s’avérer étre une vraie norme sur le vrai espace vectoriel /2.

Un examen plus approfondi du calcul précédent va nous montrer que la valeur abso-
lue de la quantité (z,w) = > .=, z W; est toujours majorée par le produit |z| |w]. Cette
inégalité élémentaire, en tout point analogue a I’'inégalité :

- = ==
[0 w| < v wl,

satisfaite par le produit scalaire entre deux vecteurs U, w € R? du plan euclidien, est
tellement importante qu’elle a recu un nom distinctif.

Théoréme 2.6. [Inégalité de Cauchy-Schwarz] Pour tous z,w € (%, ona :

> < (L) (T wr)
=1 i=1 i=1

c’est-a-dire en notation abrégée :

|(z,w)| < ]l
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La démonstration qui suit est valable aussi bien en dimension finie sur C"* que sur (2 =
C*® en dimension infinie. On donnera méme plus loin une autre démonstration de cette
inégalité de Cauchy-Schwarz, en ajoutant I’information supplémentaire que 1’inégalité <
devient une égalité = si et seulement si 2 et w sont colinéaires.

Démonstration. Puisque I'inégalité est trivialement satisfaite lorsque z = 0 ou w = 0, on
peut supposer que z # 0 # w, ce qui permet d’introduire les deux éléments :

Z/'— V4 _<21 Z9 Zi )
B 1 BN - T

/ w (w1 () w; )
w = = , ey Ty
Jw] Jw] ™ w] Jw]

de ¢? construits en renormalisant convenablement z et w afin de se ramener a des éléments
qui sont de ‘norme’ égale a 1 :

|2 _ e _ APIR  (]
Z:”ﬂz_Wd =1 et ”w"'—§:|mwz—uw2—1'
“

Lorsque nous aurons établi que |- || est bien une norme sur I’espace vectoriel £2, nous serons
autorisés a dire que cette renormalisation nous ramene a considérer deux vecteurs 2’ et w’
de ¢? qui sont de norme 1.

Appliquons alors a 2’ et w’ I’inégalité (2.5), ce qui nous donne formellement :

et:

N

o oo
I — 1 /2 /12
§ |Zzwl| <3 § <|Z| + [w; )
i=1 =1
Mais on peut immédiatement remplacer a gauche les valeurs des z; et des W, :

[e.e]

Z; W

< (171 + ')

I2] Jwl
:%<12+12):17

et ensuite, si I’on fait basculer a droite le produit des normes | z| |w]| qui apparait en facteur
commun dans les dénominateurs de la somme a gauche, on obtient bien :

o0 oo
‘<Z; w>‘ = Z ZiW;| < Z ‘ziwi‘ < e fwl. O
i=1 =1

A présent, Cauchy-Schwarz nous va nous permettre d’établir que ¢? est stable sous
I’opération somme, donc que ¢? est un espace vectoriel ; de plus, I’inégalité triangulaire
va étre vraie.

Lemme 2.7. Comme en dimension finie, la quantité :

00 ) %
|2 = (Zm )
=1

définie pour tous les éléments z = (21, 2z, . . ., 2i, . . . ) de {2 satisfait :

|2 +wl < [z + wl (V2 we ).
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On en déduit alors que | - | constitue une vraie norme sur le vrai espace vectoriel (2,
puisque les deux autres conditions pour €tre une norme sont trivialement satisfaites, en
particulier I’homogénéité |\ z| = |\||z| sous dilatation.

Démonstration. En élevant au carré I’'inégalité a établir :

2
: 2
Iz +wl* < (Il +Jwl)”™ = [21* + |wl® + 2] 2] Jwl,

on se ramene a considérer une inégalité qui lui est équivalente. Maintenant, si on explicite
toutes les sommes infinies impliquées :

00 9 00 00 00 1 00 1
Z(Zi-i-wi)(?ri-@i) < Z zizi + w;w; + 2 (Z |Zi|2>2<z |wi|2>2,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
si on développe le membre de gauche :
[e%s) 0o [e%s) o o) 00 %) 1 fo%) 1
Z zﬁi—l—z wlm—l—z (ziwﬁwﬁi) < Z ZZ'EZ'—FZ U}ZEZ—FQ (Z ’Zi‘2>2 (Z ‘wl.|2>27
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

et si on soustrait de part et d’autre ZZ ZiZi+ ;, ww;, il reste a €tablir :

) o0 2 00 % 0 %
Sam+ Y wm £ 2 (Y ) (3 k)
i=1 i=1 i=1 =1

Mais cette derniere inégalité, vraie, est conséquence évidente de Cauchy-Schwarz. ]
Corollaire 2.8. L’espace (? est un espace vectoriel. U
Nous pouvons maintenant revenir a la définition possible (z,w) = > .o, zw; d’un

produit scalaire hermitien en dimension infinie. Grace aux résultats précédents, on peut
vérifier facilement que les relations suivantes sont satisfaites, car toutes les sommes infinies
qui y sont impliquées convergent.

Lemme 2.9. [Propriétés du produit hermitien sur (%] Pour tous z, 2, 2", w,w',w” € (%
ettous \,;u € C,ona:

On déduit naturellement de (ii) et de (iii) que :
<)\/Z/ + )\//Z//, w> — )\/<Z/’w> _|_ )\//<Z//,w>7
<Z7 Iu/w/ + M”w”> — ﬁ,<2, w/> + E”(Z, w//>‘
Nous verrons dans un instant que ces propriétés peuvent €tre envisagées comme cing
axiomes abstraits pour définir les espaces hermitiens de dimension infinie.

Résumons ainsi toutes les propriétés que nous avons établies au sujet de (2 = C* qui
sont en tout point analogues a celles des espaces C" de dimension finie.
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Théoréme 2.10. [Structure de (2] L’espace (% des suites infinies dénombrables :
2= (21,22, ..., 2i...) €EC®

de nombres complexes z; € C dont la somme des modules au carré converge :

[e.e]

212 =3 Jaf < oo

i=1

est un espace vectoriel complexe normé dont la norme :
|2l = /(2 2)

dérive d’un produit scalaire hermitien naturel :
oo
(z,w) = Z 2 W; (z,we £2).
i=1
La valeur absolue de ce produit scalaire hermitien est toujours contrdlée par le produit
des normes grdce a ’inégalité dite de Cauchy-Schwarz :

|(z,w)| < 2] ] (zwe ),

et de plus, cette inégalité est une égalité lorsque, et seulement lorsque z et w sont coli-
néaires, a savoir : lorsqu’il existe deux constantes \, p € C telles que 0 = \ z + pw.

Démonstration. Seul le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz n’a pas encore été établi. Nous
allons en fait redémontrer 1’inégalité d’une maniere différente et traiter ensuite le cas d’éga-
lit€. Puisque tout est trivial lorsque z = 0 ou w = 0, on supposera que z # 0 et que w # 0.

Soit § I’argument du nombre complexe (z, w). En remplagant w par w’ := €% w, I'inéga-
lité¢ de Cauchy-Schwarz reste inchangée (puisque |e??| = 1) et le produit hermitien (z, w’)
devient un nombre réel (puisque (z,w') = e~*{z,w)). On peut donc supposer que (z, w)
est réel.

Ensuite, pour ¢ € R, le polyndme du second degré en ¢ a coefficients réels :

0< 2+ tw]®> = (z+tw, 2+ tw)
= (z,2) +t(z,w) + t (w, z) + tt (w, w)
() () + o) 2 () = [ 428 (2, w) 2

— P(t)

a toujours des valeurs positives, puisque c’est un carré. Il est donc nécessaire que son dis-
criminant soit négatif :

4(z, w)* —4|z)* |w|* <0 <= Cauchy-Schwarz,

ce qui redémontre I’inégalité.

Enfin, on a I’égalité (z, w) = |z| |w| qui signifie I’annulation du discriminant si et
seulement si ce polyndme P(t) a une racine double ¢y, et alors dans ce cas, pour cette
racine tg,on a:

0= P(to) = ”Z +t0’LUH2,

c’est-a-dire justement, z et w sont colinéaires ! U
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Définition 2.11. [Complétude] Un espace vectoriel normé (£, | - |) sur C (ou sur R) est
dit complet si les suites de Cauchy sont en fait convergentes dans F, ¢’est-a-dire :
Pour toute suite (vy)72, d’éléments v, € E satisfaisant :

Ve>0 dK>1 telque (kzl,kzg>K:> ||vk1—vk2H<€>,
Il existe une (unique) limite v,, € E, a savoir qui satisfait :
Ve>0 dK=>1 telque (k:}K:>||vk—vooH<5>.

L’hypothése que (v;)2, est une suite de Cauchy exprime que tous les vy, et vy, de-
viennent arbitrairement proches entre eux pourvu que k; et ky soient assez grands. Mais
cela ne veut pas dire que les v, convergent vers une valeur, car 1’endroit ou les vy, devraient
«atterrir » pourrait fort bien ne pas appartenir a I’espace £ dans lequel ils se situent.

Ainsi, demander que (£, |-||) soit complet, cela revient a demander que toute suite d’élé-
ments de E qui est faite pour converger converge effectivement vers un élément (unique)
appartenant a E. Intuitivement, £ n’a aucun «trou» en lui-méme, il n’a aucune trace
d’«incomplétude ».

Rappelons aussi que toute suite convergente est de Cauchy (exercice de révision). Il est
connu, aussi, que R" et C" ~ R?” sont complets pour tout n > 1 (exercice de révision).

Qu’en est-il de % ? L’ énoncé suivant montre que les propriétés de (% sont trés analogues
a celles de C".

Théoréme 2.12. [Complétude del%] L’espace (% est complet.
Démonstration. Soit donc :
Ze = (Zk1s Zh2y oo Zhiy o) € £ (k>1),
une suite de Cauchy dans (2, ¢’est-2-dire satisfaisant :
Ve>0 dJK>1 telque (k;l, ky > K = |z, — 2, ]2 < 5).

Alors pour tout 7, on a la majoration triviale du 7-€me terme par une série positive infinie,
ce qui nous permet de déduire :

s ;
Zk’l,i - Zka,i’ - (‘Zk:l,’i - Zk’z,i‘z)z g (Z ‘Zkl,i - zk’z,i‘z)
=1
< e

Grace a cette inégalité, pour tout ¢ fixé, la suite (z;)7> , d’éléments de C est de Cauchy.
Puisque C est complet, il existe une unique limite :

R0y = k||_>m ki
0

Posons alors :

Zoo = (Zoo1y 2002y« - + s Zoviiy - - - )-
On vient ainsi de démontrer que chaque composante z,; de la suite z, =
(2.1, 262, - - - 2845 - - - ) de €2 converge vers un certain nombre complexe 2. ,;. Main-

tenant, le probléme qui se pose a nous, c¢’est de savoir si ce 2., appartient vraiment a /2, et
ce n’est pas encore clair.
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En effet, il se pourrait tres bien que la somme >~ |zo0|? diverge vers oo et c’est bien
l1a que le probleme de la complétude se pose : I’élément-limite peut « sortir» de 1’espace
dans lequel la suite se situe. Il faut donc des arguments supplémentaires.

A cette fin, fixons maintenant un entier arbitraire 1 > 1. Pour tous ki, ks > K, a nouveau
pour la raison triviale que "7, < 37 , on a une majoration simple :

I

2
Z |20 = 2| < o — 20 < €7

=1
Or a présent, nous pouvons faire tendre ko vers co, ce qui nous donne :

I

2 2
E |Zk1,i_zoo,i‘ < €%

=1

Mais I’entier 1 étant arbitraire, on peut le prendre arbitrairement grand, la somme Zle
reste toujours majorée par €2, et alors pour I = oo, en renotant & au lieu de &y, on obtient
tout simplement que pour tout £ > K :

oo

2 2
E |zk,i_zoo,i < e

i=1
Ceci montre en particulier que 2;, — 2., appartient a £* !
Mais comme nous avons déja établi que /2 est un espace vectoriel, nous en déduisons
que :
Zoo = 2k — (21 — 200) € 2.
Enfin, ¢ > 0 étant arbitraire, on conclut immédiatement de ||z, — 2.0]* < & pour k >
que limg o0 |21 — 200> = 0. El

Dans le cas de R™® = (%, des raisonnements trés analogues, et d’ailleurs 1égérement
plus simples, conduisent a un résultat qu’il vaut la peine d’énoncer explicitement afin de
bien en apercevoir les petites nuances.

Théoréme 2.13. [Structure de (2 z]1 L’espace 62 des suites infinies dénombrables :
x:=(r1,%9,...,T4...) € R®

de nombres réels x; € R dont la somme des carrés converge :

|z)? = Z x; < 00,

est un R-espace vectoriel normé complet dont la norme :
|z = v/ {x, z)

dérive du produit scalaire euclidien infini :

o
= E i Yi (z,y€?).
i=1

En sus de l’inégalité triangulaire, il jouit de I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

(@, 9)| < =]yl (wyer),

qui n’est égalité que lorsque x et y sont colinéaires. U
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3. Espaces préhilbertiens

Toujours pour fixer les idées, nous travaillerons avec des C-espaces vectoriels en préci-
sant parfois les simplifications agréables dont bénéficient les R-espaces vectoriels.

La plupart du temps, ces espaces seront entendus dans 1’intuition comme étant de di-
mension infinie, puisque la dimension finie est (trop) simple !

Définition 3.1. Une application f: E — C définie sur un C-espace vectoriel E est dite
anti-linéaire si elle satisfait :

fz+w) = f(z) + f(w) (s weE),
fAz) = Xz (A€C,z€E).

Autrement dit, les multiplications par des scalaires sont perturbées par une conjugaison
complexe.

Définition 3.2. Une application ¢: F x E — C est dite sesquilinéaire si elle est linéaire
par rapport a la premiere variable et anti-linéaire par rapport a la seconde variable :

Az + pw, 1) = Ap(z,1) + pe(w,t),
Pz, pw +vt) = (2, w) +Tp(z,1),

pour tous z,w,t € Fettous \, u, v € C.
Lorsque le corps de I’espace vectoriel est R, une forme sesquilinéaire :
p: ExE—R
est tout simplement une forme R-bilinéaire
Définition 3.3. Une telle forme sesquilinéaire est dite hermitienne si 1’on a de plus :
p(z,w) = p(w, 2),
pour tous z,w € F.
Sur R, une forme ‘hermitienne’ est tout simplement une forme symétrique :

<,0(:1:,y) = QO(y,iL') Vz,yeE).

Proposition 3.4. Toute forme sesquilinéaire hermitienne p: EE x E — C est déterminée
de maniere unique par sa restriction a la diagonale :

{(z,2) e EXE: z € E},
autrement dit par la connaissance de la fonction :

C >z p(z,2) € C,
gradce a la formule dite de polarisation :

4o(z,w) = p(z4w, z4w) —p(z—w, z—w) +v=Te(z+v=Tw, z+v=-Tw) —v=1p(z—v=Tw, 2—v=Tw).
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Démonstration. Vérifier cette formule qui est non seulement belle mais s’avérera tres sou-
vent utile ultérieurement est un jeu d’enfant, puisqu’il suffit de développer le membre de :

droite = @(z,2) + p(z,w) + p(w, 2) + p(w,w) —
= ¢(2,2) + ¢(z,w) + p(w, 2) — p(w, w) +
+v=1p(z,2) + @2, w) — p(w, 2) — v=Tp(w,w) —
—v=19(2,2) + (2, w) — p(w, 2) + V=T p(w, w)
= 0 +4o(z,w)+ 0 + 0,

et d’additionner chacune des 4 colonnes. U
Observons au passage que cette démonstration n’a pas utilisé I’hermitianité de .

Lemme 3.5. Sur R, toute forme bilinéaire symétrique est déterminée par ses valeurs sur la
diagonale grdce a la formule de polarisation :

do(a,y) = p(z+y,z+y) —plr—yz—y)
Démonstration. Mais ici, on utilise vraiment le caractere symétrique de ¢ :

droite = o(x,2) + @(z,y) + (y,z) + o(y,y) —
— w(x,2) + o(z,y) + oy, v) — 0y, )
= 0 +2¢(x,y)+2¢y,z)— 0,

sinon, le calcul n’aboutit pas. U

En effet par (contre-)exemple, la forme anti-symétrique bilinéaire non nulle sur R? :

((x17x2)7 (y1>y2)> = T1Y2 — T2l

s’annule identiquement sur la diagonale. Mais de toute maniere, nous ne nous intéresserons
qu’aux formes symétriques ou hermitiennes.

Définition 3.6. Un produit scalaire hermitien sur un C-espace vectoriel £ — de dimension
finie ou de dimension infinie — est une forme sesquilinéaire hermitienne :

p: ExFE—C
qui est définie positive au sens ou :
(z,2) >0,

pour tout z € £\{0} non nul.
La notion analogue existe également pour les R-espaces vectoriels.
On définit aussi une forme hermitienne (faiblement) positive par :

90<sz> =0 (VzeE).

Classiquement, on note de maniere abrégée (-, -) au lieu de (-, -) un produit scalaire,
complexe hermitien ou réel symétrique.

Définition 3.7. Un espace pré-hilbertien sur R ou sur C est un R- ou C-espace vectoriel £
muni d’un produit scalaire (-, -).



14 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Si E est défini sur R, on peut lui associer son complexifié E¢=F+ =1E, qui est le
C-espace vectoriel constitué des élements :

T4+ v=1y (z,y€E)
que I’on additionne de maniere évidente, et que 1’on multiplie par des constantes com-
plexes :

(a+v=1f)- (z+v=1y) == az— By +v=1(ay+ fz).
Si (-, -) g est un produit scalaire (réel) sur F, alors la formule :
(T + vy, ut+v=Tv) e o= (@, u)p + (Y, 0)p — V=1 (2, 0)p + v=1{y, U)p
offre un produit scalaire (hermitien : exercice !) sur E°.

Proposition 3.8. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie ou infinie muni
d’un produit scalaire hermitien (-, -). Alors I’application :

2 /(z,2) = 7]
définit une norme sur F qui satisfait I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
[(z, w)| < |2] - w] (Vzwe B),
avec égalité seulement lorsque z et w sont colinéaires.

Démonstration. Les arguments sont les mémes que dans la démonstration du Théo-
reme 2.10 — sans changer les symboles ! —, a ceci pres que le produit scalaire est main-
tenant abstrait, général. O

Il importe de noter que I'inégalité de Cauchy-Schwarz reste vraie sans hypothese de
stricte positivité, car cela est parfois utilisé.

Proposition 3.9. Pour toute forme hermitienne faiblement positive p(z,z) > 0 sur un
C-espace vectoriel E :

|Q0(Z,U))‘ < \/()O(sz) ’ \/QO(’U),’UJ) (Vz,weE).

Démonstration. Le méme argument utilisant un polyndme du second degré fonctionne

(exercice), mais les cas d’égalités peuvent étre (beaucoup) plus nombreux que les cir-

constances de colinéarité, a cause de la présence de vecteurs dits isotropes sur lesquels

©(z,z) = 0 dégénere. d
Proposition 3.10. Sur E muni d’un produit scalaire (-, -), on a I'inégalité triangulaire :

Iz +wl < 2] + fw] (V2,weE),

avec égalité lorsque, et seulement lorsque z = 0, ou w = 0, ou encore lorsque w = cz
avec c € R

Démonstration. On calcule, on majore :

Hz+wH2 = <z—|—w,z+w>
(2,2) + (z,w) + (W, 2) + (w, w)
|2[* + 2Re (2, w) + Jw|?

[Cauchy-Schwarz | < 217 + 2| 2] Jw] + Jw]?
2
(=1 + )",
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et on retrouve la triangulaire au carré !

Puisqu’on a trivialement égalité lorsque z = 0 ou w = 0, on peut supposer que z # 0 #
w.

Siw = cz avec ¢ > 0, alors clairement :

|z +wl = [|1+e)z] = A+ fz] = J2l +elzl = 2] + Jwl.

Réciproquement, une inspection du calcul qui précede — lequel n’incorporait qu’une
seule inégalité — montre qu’on aura égalité |z + w| = |z| + |w| seulement si on a eu
égalité au moment d’appliquer Cauchy-Schwarz, d’ ot la colinéarité w = c z avec ¢ € R*,
et si donc on demande que :

[(X+e)2]| = 20 + el =],
a savoir que |1 + ¢| = 1 + |¢|, cela force ¢ > 0. O

Théoreme 3.11. Dans un C- ou R-espace vectoriel E de dimension finie ou infinie muni
d’un produit scalaire (-, -), pour tous éléments z,w € E, les identités remarquables sui-
vantes sont satisfaites.

e Développement d’un carré :

|2+ wl* = [2]* + 2Re (z,w) + Jw]*.

Identité de polarisation sur C :

tew) = [z wf’ = e —wl + vz +varef* - verfe - varwl”

Identité de polarisation sur R :

4zy) = Jo+y) oy

Identité du parallélogramme :
|z + wH2 + |z - w”2 = 2]|z|* + 2 |w|>.

Formule de la médiane :

2[5 + 3 = wl” = el + ol

Démonstration. Les trois premieres identités ont déja été vues et expliquées.
Pour le parallélogramme, il suffit de développer sans réfléchir :
Hz+w”2+ Hz—wH2 = (z+w,z+w)+(z—w,z—w)
= <Z,Z> + <va>o + <w7 Z>oo + <w7w> + <Z,Z> - <va>o - <w,Z>OO + <w7w>
= 2]2* + 2 uw]*.
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Chose amusante, la médiane et le parallélogramme sont une seule et méme chose a
dilatation pres :

252+ 5z —wf” = F et ol + 5]z —w]
= |2* + Jwl?,
et donc, il est tout a fait permis de les confondre ! U

Définition 3.12. Deux éléments z, w € E d’un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(-,-) sont dits orthogonaux, ce qu’on abrége par z_Lw, lorsque :

0= (z,w).
Méme en dimension infinie, le plus antique des héros mathématiques parle d’or.
Théoreme 3.13. [de Pythagore] Si z_Lw, alors :
|2+ w|” = [z + Jw]*. O

4. L’espace de Hilbert L?(R%)

Il y a au moins deux raisons profondes qui expliquent I’importance et I’omniprésence
des espaces de Hilbert dans les mathématiques.

Premierement, ils apparaissent comme généralisation naturelle des espaces euclidiens
de dimension finie : de méme que le plan R2, I’espace R? ou 1’espace R" (voire dans C"),
ils bénéficient des propriétés familieres telles que le produit scalaire, 1’orthogonalité, les
projections (orthogonale), le théoreme de Pythagore, etc. Crucialement, on demande que
les espaces de Hilbert abstraits soient complets pour la topologie qui dérive de leur norme.
Cette condition de complétude est cruciale, et on la requiert afin que les constructions
géométriques et les passages a la limite se passent aussi bien en dimension infinie qu’en
dimension finie, et aussi, afin qu’il existe de bonnes bases orthonormées — de cardinal
infini — le long desquelles on puisse décomposer chaque vecteur.

En fait, la complétude est une hypothese naturelle qui est satisfaite par les objets ma-
thématiques connus, puisque les espaces (% et % sont complets, et puisque 1’espace des
fonctions f: R? — C mesurables dites de carré intégrable :

/Rd ’f(:c)}zda: < 00,

espace paradigmatique auquel cette section est consacrée, est tout aussi complet. Ici bien
entendu, le point :

r = (Il,...,l’d),

posseéde d coordonnées € R, et :
dr = dxy---dxy

désigne la mesure de Lebesgue.

Deuxiemement, la théorie des espaces de Hilbert s’est avérée au fil du temps €étre un
cadre conceptuel tres souple et treés puissant, presque un langage a part entiere voire une
sorte d’esperanto mathématique, grace auquel on peut formuler et résoudre élégamment
des problemes d’analyse mathématique, en les plagcant dans un espace fonctionnel adéquat
riche de structures géométriques.
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Soit donc un entier :
d > 1.

Apres (%, le deuxieme exemple canonique et ultra-concret d’espace de Hilbert est donc :

L*(RY) .= {f: R? — C mesurables: / |f(z)]?dr < oo}.
R4
De maniere analogue, 1’exemple des fonctions L? sur le cercle unité, ou, de maniére équi-
valente, des fonctions 27-périodiques sur R :
L2 ([_ﬂ-a ﬂ-]) )

effectue un lien historique profond et originaire entre les séries de Fourier et les espaces de
Hilbert (voir prochain chapitre).
En tout cas, sur I’espace L?(R?) qui se comporte au mieux, la norme est naturellement

définie par :
. \2
sy = ([, 170 ac)

Une différence cruciale entre I’espace L'(R?) des fonctions Lebesgue-intégrables sur R?
et cet espace L?(IR?), ¢’est ’existence d’un produit scalaire :

<f7 g)LQ(Rd) = . f(l’) g([lﬁ') dma
R
entre deux fonctions quelconques :
f: R — C,
g: RY — C,

a partir duquel on retrouve la norme :

1oy = (F: Fhzza) ™

On démontre qu’il n’est en aucune maniere possible de définir un produit scalaire sur I’es-
pace de Lebesgue L'(R?) qui redonnerait sa norme naturelle [ |f].
Toutefois, comme pour I’espace Ll(Rd), la condition :

HfHL2(Rd) =0

implique que f(z) = 0 pour presque tout z € R<. Si donc on identifie comme il se doit
les fonctions qui sont égales a un ensemble de mesure nulle pres, I’espace L2(IR?) est alors
muni d’une vraie norme | - | 12(ra).

Or pour que la définition du produit scalaire :

[ 1) g da

ait un sens, il faut au moins s’assurer que la fonction f g soit intégrable sur R?, & savoir que
fg € L'(R?). Tel est bien le cas, grice a des arguments trés élémentaires.

Proposition 4.1. L’espace L?(R?) jouit des propriétés suivantes.

(i) L?(R?) est un espace vectoriel.
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(ii) * — f(x) g(x) est intégrable chaque fois que f, g € L*(R?), et I’inégalité de Cauchy-
Schwarz :
‘<f’ g>L2(Rd)‘ S HfHL2(Rd) HgHL2(Rd)
est généralement satisfaite.
(iii) Si une fonction g € L*(R?) est fixée, alors 'application :
L*(RY) — C
f— {f,9) 12(me

L .

g-

est C-linéaire continue :

[Zo(D] < N9l 2y 11120
——

constante

avec de plus :

<f7 9>L2(Rd) = <g> f>L2(Rd)'
(iv) L’inégalité du triangle est satisfaite :

Hf + g”L2(Rd) S ”pr(Rd) + ”g”L2(Rd)'
Dans la suite, on s’autorisera a admettre 1’équivalence notationnelle flottante :

BTN N .

ainsi que :
() = (e = <'a '>L2(Rd)a

suivant que 1’on souhaite alléger 1’écriture, ou que I’on préfere notifier explicitement de
quelle norme précise il s’agit.

Démonstration. Pour f,g € L?(R%), et z € RY, de I'inégalité :
|f(x) +g(@)| < |f(2)|+]g(x)]
< 2max (|f (@), lg(=)]),
on déduit :
|f(2) + g(@)|" < 4max (|f(2)* + |g(2)]?)
< Alf(@) +4g(x),

[lreaP<a [1eea [ g8
< 00,

ce qui montre que f + g € L*(RY).
Aussi, puisque pour tout A € C :

I Ay = 1 s

on conclut que L?(R?) est bien un espace vectoriel.

d’ ol :

Ensuite, concernant (ii), pour voir que f g appartient a L!(R?), il suffit de se rappeler —
réminiscence des mathématiques babyloniennes — que pour tous A, B > 0 réels positifs,
ona:

2AB < A?+ B2,
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de telle sorte que :

1 2 2
L lr@a@dr < 5 1 + Dol

< 0.

Pour démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[, ta)a@ds

observons d’abord que si |f| = 0 ousi |g| = 0, alors f§g = 0 presque partout, d’ou
(f,g) = 0 et I'inégalité est triviale : 0 < 0. Nous pouvons donc supposer que | f| > 0 et
que |g| > 0, donc en divisant f et g par leurs normes respectives :

- I 9
= T

ce qui ne change pas I'inégalité a démontrer puisqu’elle est doublement homogene, 1’in-
égalité a démontrer devient :

<l ey N9 oy

[ @3] de <1

mais 1’inégalité que nous venons d’obtenir, appliquée a fet a g, donne justement le résultat
voulu :

>\ = Lz 2
[ 1@ 3@ dx < 5 {1, + [l )
. 2 2
=1 =1
puisque 3[1% +1?] = 1!

L’assertion (iii) découle de la linéarité de I’intégrale, et la continuité de L, découle de
I’inégalité de Cauchy-Schwarz (exercice de révision mentale sur les opérateurs linéaires
continus d’un espace vectoriel normé, résolu en détail page 42).

Enfin, pour démontrer 1’inégalité triangulaire (iv), on applique I’inégalité de Cauchy-
Schwarz simplement comme suit :

2
|f+al" = +g, f+9)
=P+ (f.9) + (9. /) + ol
LA +2[(f, )] + 19l
LA+ 207109l + gl

= (I + lgl)*

et il suffit de prendre la racine carrée de 1’inégalité obtenue. U

<
<

Tournons maintenant notre attention vers la notion de limite dans 1’espace L*(R?). La
norme | - |,2(rey induit une métrique naturelle en déclarant que la distance entre deux
fonctions :

f e L*R% et g € L*(RY)

est la norme de leur différence :
dist (f,9) = |f - gHL2(Rd)‘
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Une suite de fonctions :
(fn)oo € LQ(]Rd)

n=1
est dite de Cauchy si :
dist(fm, fm) — 0 lorsque ni, ng — o0.
On dit aussi qu’une telle suite converge vers une fonction-limite :
/€ LARY),
sil'ona:

0= lim dist (fn,f).

n — oo

Théoreme 4.2. L’espace L*(R?) est complet pour sa métrique :

diSt(f’ 9) = Hf _9HL2(Rd)'

En d’autres termes, toute suite de Cauchy de fonctions de L?(R?) admet une fonction-
limite qui appartient encore a L?(IR?). Ce théoréme, qui contraste fortement avec la situa-
tion de I’intégrale de Riemann, montre & merveille toute la puissance et toute I'utilité de

I’intégrale de Lebesgue.

Démonstration. L’argument est trés analogue a la démonstration de la complétude de
L*(R%), et nous en détaillons les ingrédients afin de mieux (ré-)intégrer mentalement la

théorie.
Etant donné une suite arbitraire de fonctions mesurables de carré intégrable :

(fa)2, € L*(RY),
qui est de Cauchy pour la norme L? :

Ve>0 3IN=N(g)>1

(4.3) <n m > N> — <\|fn—meL2(Rd) < g),

I’ objectif, pour établir la complétude de L?, est de trouver ou de construire une certaine

fonction f € L?(RY) telle que :
0= lim |/,

n—o0

—f HL2(]Rd)'
A cette fin, extrayons tout d’abord une sous-suite auxiliaire :

(for) pr

ayant la propriété de converger assez rapidement en norme L? :

1
ank+1 - f”kHL2(Rd) < ok

pour que la fonction (mesurable) F': R — R, U {oco} définie par :

F('T) = fm(x> +Z ‘fnk+1(x) _fnk(x)}
k=1
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ait une norme L2 finie :

17l oy < 1Fmll ey + D Wi = Foull oy
k=1
=1
< Hf”1”L2(Rd)+Z ok
k=1
< il oy +1
< o0,

ce qui signifie que :
F ¢ L*(RY).

Autrement dit, I’intégrale de son carré est finie :

/ F(r)*dr < oo,

R4

et ceci force ses valeurs 2 étre finies en presque tout z € RY :
0 < F(z) < oc.

Ensuite, pour tout entier K > 1, la fonction issue d’une simplification téléscopique :

~
—

fnx(x) = fm (33‘) + (fﬂk+1(x> - fnk(x))

1

e
Il

satisfait alors uniformément par rapport a K :

@) < @]+ s (@) — fo (@)

< F(x),

et donc, en faisant K — 0o, nous voyons que la série infinie ) -, converge absolument
pour définir, en presque tout x € R, une certaine fonction mesurable finie :

4.4) KIL)rr;Oan(x) =: f(z) € R.

C’est elle, notre fonction désirée, nous 1’avons faconnée ! Car de ce qui précede, I'in-
égalité valable presque partout :
fI<F,

d’ot |f|? < F? — souvenons-nous que f est a valeurs dans C, ce qui justifie ici la notation
module |f| — nous assure crucialement que :

/ |f(@)]?de < / F(z)*dz < oo,
Rd Rd

ce qui montre que :
f € L*(R%.
Naturellement, on s’attend a ce que :

0= k:II—>mOO ank - f”LQ(Rd)’
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et pour vérifier cela, on remarque que I’inégalité valable par construction presque partout :
’f ng f } < 2F
assure la domination uniforme :
”fnk - fHLQ(le) < 2 HF”LQ(Rd)
< 00,

donc grace au théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on conclut que la sous-
suite ( fnk)zoz1 de la suite ( J"}L)ZO:1 converge en norme L? vers la fonction f € L?(RY) :

im [ o) = F@)fde = [ i [0 = S do

k—o0 d k—oo
[Utiliser (4.4)] = 0.
Pour achever la démonstration du théoréme de complétude de L2(IR%), il reste encore a

. . . N o) A~ . .o
faire voir que la suite entiére ( fn)w1 converge en norme L? vers la méme fonction-limite

f que la sous-suite (f,, ), ;-

Or cela découle logiquement de tout ce qui a été dit, puisque, si ¢ > 0 est arbitrairement
petit, en revenant a I’expression (4.3) de la Cauchycité de (f,,)22 ;, si un indice K > 1 de
la sous-suite est choisi assez grand pour que :

ng = N(e),
et pour que, grace a la convergence qui vient d’€tre établie :
anK - .f”LQ(Rd) < &,
alors pour tout n > N(¢), une simple inégalité du triangle :

an - fHLQ(Rd) < an - an

<e+te,

L2(R4) + anx o fHLQ(]Rd)

offre la délivrance. U

Une propriété additionnelle de L*(R?), surprenante au premier abord mais trés proche
du théoreme de Weierstrass d’approximation des fonctions continues par des polyndmes,
stipule qu’il suffit d’une famille dénombrable de fonctions pour approximer toutes les fonc-
tions possibles.

Théoréme 4.5. Dans ’espace L*(RY), il existe une suite de fonctions :
(fa) ooy € LARY)

qui est dense :

o0

Vf S LQ(Rd) Ve>0 = fN(s) € (fn)nzl Hf - fN(S)HLQ(Rd) < e
Démonstration. Introduisons la famille de toutes les fonctions combinaisons linéaires fi-

nies :
Z )‘@ ’ ]‘RQ(:U>7

finie

de fonctions indicatrices de rectangles d-dimensionnels compacts :

RQ = [CLLQ, blj(@] X e X [ad@, bd’(@] (—oo0 < a;,g<b;g <o)
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a coordonnées rationnelles :

aLQa bz,@ S Q (léiéd),
et a coefficients complexes :

)\@ € @ +1 Q,
dont les parties réelles et imaginaires sont elles aussi rationnelles. Comme Q¢ et Q? sont
dénombrables, et comme une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est toujours
dénombrable, cet ensemble de fonctions que 1’on pourrait appeler fonctions en escalier ra-

tionnelles a la propriété mirifique d’étre dénombrable. Apres rénumérotation, nous pouvons
donc le considérer comme étant une suite :

o0
{3 %01} = )2
finie

et nous allons démontrer que cette suite est dense dans L*(R?).

Soit en effet une fonction quelconque f € L?(R%) et soit € > 0 arbitrairement petit.
Pour tout entier K > 1, la fonction doublement tronquée définie par :

f(z) lorsque max |x;| < K etlorsque }f(x)‘ <K,
Tif = 1<i<d
0 sinon
satisfait au moins ponctuellement :
2

et comme les valeurs f(z) sont nécessairement finies presque partout puisque | |f|* < oo,
on a (exercice mental) :

f(l’) = lim TKf(l’) (pour presque tout € R%).
K — o0
Le théoreme de la convergence dominée assure alors que :
0= K“_rPOO Hf - TKfHL?(Rd)'

Etant donné ¢ > 0 arbitrairement petit, il existe donc X = K(g) > 1 assez grand pour
que :

Hf_TKfHL2(Rd) < e/2

Or la fonction doublement tronquée Tk f est mesurable, elle est bornée et elle a comme
support un ensemble borné. Par conséquent, elle est intégrable :

1
Trxf € L*(RY).
On pense alors spontanément a un théoréme censé étre déja connu au niveau de ce cours.

Théoreme 4.6. [Densité de fonctions-types concretes] Les trois familles de fonctions sui-
vantes sont chacune denses dans I’espace L'(R?) pour la norme L' :

e les fonctions dites étagées, qui sont sommes finies d’ensembles caractéristiques de sous-
ensembles mesurables quelconques E C RY :

Z A1lg (AeC);
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e les fonctions dites en escalier, qui sont combinaisons linéaires finies de fonctions carac-
téristiques :
E A1lp (A€0),

de rectangles d-dimensionnels bornés :

R =[ay,b1] X -+ X [ag, by (as, bi €R);

e les fonctions continues a support compact :
O(R4 = d i = }
{fe%(R,(C) f OsurR\{1r2?<>§|xz|/K} pour K > 1 O

En appliquant la deuxieme assertion de densité a la fonction bornée T f de support
borné donc intégrable :
TKf S Ll (Rd)7

on trouve donc une fonction étagée :

telle que :

TKf_ZA'lR

finie

< —
S UK’

en norme L', mais pas pour I’instant en norme L2, et ¢’est pourquoi on ajuste la contrainte
d’approximation a €tre a I’avance aussi petite que 557 afin que tout se passe comme il le
faudra a la fin, notamment afin d’obtenir un majorant de la forme /2 4 ¢/2 = «.

Or un examen de la construction de cette approximante dans la démonstration du théo-
reme de densité montre qu’on peut aisément supposer que sa taille et son support ne dé-

bordent pas trop de celui de Tk f :
o |3 A1 <2K,
o RC {|z| <2K},

en abrégeant |z| := max{|z1], ..., |z4| }.
Ensuite, on perturbe tres 1égerement ces coefficients A € C en des coefficients ration-
nels :

L1(R4)

/\Q € Q+ i@,
et on perturbe aussi les extrémités des segments qui définissent les rectangles d-

dimensionnels R pour obtenir de nouveaux rectangles Rg a segments-extrémités dans Q
de telle sorte que :

€
D N1 =) Ag- g, < ,
finie finie L' (R) 24K
d’ou par inégalité triangulaire :
g2 g2 g2
T f — Ao -1 < = ,
2 fz R P MK T24K 12K

avec de plus :
[ ] ‘Z/\Q'lRQ| <2K,



5. Définition des espaces de Hilbert abstraits et des bases hilbertiennes 25

° R@ C {|ZL” < QK}
En particulier, on a la majoration aisée utile :

Tif = Ag-1g,

finie

max
|z|<2K

< 3K,

Pour vérifier que la fonction ainsi obtenue ) Ag - 1g, approxime alors f en norme
L? a e pres, il suffit de vérifier qu’elle approxime Tk f a £/2 pres, ce qui repose sur des
majorations-engrenages maintenant parfaitement huilées :

2 141
(TKf_Z)‘@'lR@ ) :/ TKf—Z)\@'lRQ
finie L2(R%) |z|<2K finie
1 1
< T f — Ao - 1 T f — Ao - 1
<3K‘TKf—Z Ao 1,
finie L1(R4)
&2
< 3K
12K
2
_ (=
-(3):
d’ou au final par simple inégalité triangulaire :
Hf—ZA@.lRQ < !\f—TKf\}LQ(Rd)+‘TKf_Z)\Q.lRQ
finie L2(R9) finie L2(R9)
< €/2+¢/2,
ce qui conclut. 0

5. Définition des espaces de Hilbert abstraits et des bases hilbertiennes

Nous pouvons maintenant définir les espaces de Hilbert abstraits et généraux, sans égard
a leur dimension, i.e. sans mentionner qu’il soient ou bien de dimension finie, ou bien de
dimension infinie (dénombrable ou non-dénombrable).

Résumons notre parcours. Nous avons établi que ¢? est un espace vectoriel hermitien
complet en tout point analogue a C", afin de présenter et d’étudier un exemple concret et
tangible d’espace de Hilbert avant toute définition abstraite. Cette stratégie de type induc-
tif qui consiste a faire passer le concret avant 1’abstrait n’est pas dénuée de sens, puisque
nous verrons plus loin que fout espace de Hilbert abstrait de dimension infinie dénombrable
est isométriquement isomorphe a (* (Théoréme dit de Riesz-Fischer qui sera vu ultérieure-
ment). Nous utiliserons a présent les lettres f, g, h pour désigner des éléments d’un espace
de Hilbert, en ayant a 1’idée que les applications principales de la théorie ont cours dans
certains espaces de fonctions.

Définition 5.1. [Espace de Hilbert] Un espace vectoriel normé (H, | - |) sur C est un
espace de Hilbert s’il est complet et si sa norme :

| £ = /{fs ) (feH)
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provient d’un produit scalaire hermitien (-, -) satisfaisant les cinq axiomes suivants :

() {9,) = ([, 9)
(i) (f"+f"9) = (f9) + (", 9),

(figd+9g")=(f9)+(f,9");
(i) (Af,9) = X[, 9),
(fing) =1t 9);

(iv) (f,f) € Ry:

V) {(f.f)=0=f=0.
En des termes équivalents, un espace de Hilbert est un C-espace vectoriel hermitien
(H (e >) qui est complet, ou encore un espace préhilbertien complet.

Observons sans attendre que les conditions (iv) et (v) assurent que 1/(f, f) a un sens et
ne s’annule que si f = 0, et donc :

|F:= VAL )

est un bon candidat pour une norme, mais deux axiomes doivent encore étre vérifiés. Par
(iii), on a I’homogénéité :

INFI = N2 LEL = IAEL

2 et en raisonnant exactement comme dans la preuve du Théo-
reme 2.10, on établit I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

VigeH [{f,a)]<IfIgl.

I’égalité n’étant satisfaite que lorsque f et g sont colinéaires. De cette inégalité en majorant
les deux termes (f, g) et (g, f) dans :

If+9I* = (F+g. f+9) =1+ (f,9) + (9. /) + lal*,

on déduit ensuite 1’inégalité triangulaire :

If+ gl < 1£1+ 19l

ce qui achéve de montrer que +/(f, f) fournit une norme sur H.

La notion générale d’espace de Hilbert abstrait (du verbe « abstraire ») ces deux pro-
priétés et les pose comme définition. Les espaces de Hilbert permettent de résoudre de
nombreux problemes d’analyse : équations intégro-différentielles, séries de Fourier, sans
compter que les axiomes de la Mécanique Quantique postulent qu’il existe toujours un
espace de Hilbert correspondant a une expérience de microphysique donnée.

Si un espace préhilbertien n’est pas complet, on peut le compléter d’une maniere es-
sentiellement unique en un espace de Hilbert (complet), comme le propose de 1’établir
I’Exercice 22.

Théoréme 5.2. Etant donné un espace préhilbertien (Ho, (-, )n,), il existe un espace de
Hilbert (H (s )) — complet! — unique a isomorphisme unitaire pres satisfaisant :

(i) HD Hy;,

(i) H est dense dans H ;

(D) (f.9)u = (f,9)n, pour tous f,g € Hy. O
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5.3. Cinq concepts abstraits fondamentaux. Maintenant, introduisons les notions de den-
sité, de séparabilité, de totalité, de familles orthonormées et de bases hilbertiennes.

Nous montons ici d’un cran en abstraction. Il est important de méditer la signification
des définitions qui vont suivre. Le moment de leur premiére apparition exige de se forger
des intuitions mathématiques rigoureuses. Le moment de leur compréhension exige aussi
de revenir sur leur signification lorsque nous aurons démontré quelques théoremes qui les
utilisent.

Définition 5.4. [Densité] Une partie D de H est dite dense dans H si :
Vhe H Ve>0 3feD telque |f—h|<e.

Autrement dit, les éléments de D sont arbitrairement proches de tous les élément de H.
Ou encore : Pour la topologie sur H naturellement issue de la distance d(f, g) := | f — ¢|
associée 2 la norme, la fermeture D = H de D remplit H tout entier.

Cette notion de densité a aussi un sens dans les espaces vectoriels normés quelconques
(qui ne sont pas forcément de Hilbert), et méme dans les espaces métriques sur lesquels
seule une distance existe.

Définition 5.5. [Séparabilité] Un espace de Hilbert est séparable s’il posséde un sous-
ensemble dénombrable dense. Autrement dit, H est séparable s’il existe une suite (fi)5,
d’éléments de H satisfaisant :

YheH VYe>0 3fy telque |h—fi <e.

A nouveau, cette notion a aussi un sens dans n’importe quel espace métrique, par
exemple dans tout espace vectoriel normé (£, | - |g). La plupart des espaces de Hilbert
que I’on rencontre dans la théorie des fonctions sont en fait séparables, par exemple pour
p > 1 les espaces LP(R") de fonctions telles que [ |f|P < oo, puisque I’on sait que la
famille des fonctions qui sont égales a une certaine constante rationnelle sur un hypercube
a coordonnées rationnelles et nulles ailleurs sont denses dans LP(R™) ; le Théoréme 4.5 a
au moins démontré cela en détail dans le cas p = 2, et la démonstration pour 1 < p < 0o
quelconque est similaire.

Quelques-uns des énoncés abstraits que nous démontrerons ci-dessous ne feront pas
d’hypothese de séparabilité, mais on peut fort bien les comprendre en supposant mentale-
ment qu’ils sont séparables pour s’en faire une idée utile et adéquate.

On veillera a ne pas confondre le terme « séparable » avec la notion d’espace topolo-
gique X «séparé », qui par définition a la propriété que pour toute paire de points = # y
distincts, il existe deux voisinages ouverts non vides U > z etV > y telsque UNV = (.

Toutefois, cette notion de séparabilité ainsi définie ne tient pas encore compte de la
structure d’espace vectoriel de H, car on pourrait naturellement penser qu’avec une suite
(fr)32,, toutes les combinaisons linéaires des fj sont aussi données. Voici donc une défi-
nition plus appropriée.

Définition 5.6. [Totalité] Une partie F' d’un espace de Hilbert H est dite totale si I’en-
semble des combinaisons linéaires finies d’éléments de F' est dense dans H. Autrement dit,
la famille F' = (f;);c.» indexée par un ensemble .# quelconque est totale si :

Vhe H Ve>0 3keN" 3Jf,,....fi,€e F 3Ja,...,a,€C
telsque |h—ay fi, — - —ag fi,| <e.
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Enfin, la notion de base d’un espace vectoriel se généralise aux espaces de Hilbert, qui
sont le plus souvent de dimension infinie. Mais comme on dispose d’un produit scalaire, on
peut méme parler d’orthogonalité entre des vecteurs.

En géométrie euclidienne (dimension finie), toute famille de vecteurs qui est a la fois
orthogonale et de norme 1 est dite orthonormée, concept qui se généralise a la dimension
infinie.

Définition 5.7. [Famille orthonormée] Une famille {e;};c » d’éléments d’un espace de
Hilbert A est dite orthonormée si :
1 si il = Z2,
0 si 7:1 7é ig.

Mais parce qu’il n’est pas clair a priori que tout vecteur d’un espace de Hilbert A de di-
mension infinie puisse étre décomposé comme somme nécessairement infinie de multiples
de vecteurs d’une certaine base (puisqu’une telle somme pourrait fort bien ne pas conver-

ger), on définit un premier concept de base dans H en ne considérant que des combinaisons
linéaires qui sont finies.

Viie ¥ Vipe S <6i1,6i2> = (52'172‘2 = {

Définition 5.8. [Base hilbertienne] Une base hilbertienne de H, ou base orthonormée, est
une famille {e;};c.» de vecteurs de H qui est orthonormée, et qui est de plus totale.

En résumé, nous avons présenté cinq concepts fondamentaux au sujet des espaces de
Hilbert qui culminent en une définition prudente de la notion de base par laquelle I’infini
est rejeté dans la densité, a travers I’hypothése que la famille {e;};c » est totale. Comme
cela arrive trés souvent en mathématiques, un champ définitionnel présenté au début d’une
théorie se pose en attente de théorémes plus informatifs qui vont métamorphoser 1I’appré-
hension des concepts en les rendant plus clairement concrets et manipulables. La suite des
événements va donc rendre plus compréhensibles ces définitions.

5.9. Bases hilbertiennes et séparabilité. Maintenant, que peut-on dire lorsque H est sé-
parable ? Naturellement, on peut s’attendre a ce que tous les concepts se ramenent a des
collections dénombrables d’objets. Deux résultats fondamentaux confirment cette intuition.

Proposition 5.10. Tout espace de Hilbert possédant une famille totale qui est une suite
(fx)22, (dénombrable) est séparable.

Démonstration. Voici le probleme : dans la définition de famille totale, les combinaisons
linéaires finies autorisées sont a coefficients complexes arbitraires, et 1’on sait que R et
C ne sont pas dénombrables, d’apres le fameux argument diagonal de Cantor. Toutefois,
on sait aussi que le corps des nombres rationnels Q, qui est dénombrable, est dense dans
R, d’ou il découle immédiatement que Q + ¢ Q est dense dans C. Fixons maintenant un
entier £ > 1. L’ensemble % (f) des combinaisons linéaires a coefficients rationnels des k
premiers éléments de la suite :

ayfi+ -+ ay fr (a; €Q+iQ)
estégala (Q+:Q) x - - - x (Q+1iQ) avec exactement k facteurs, et comme le produit d’un
nombre fini d’ensembles dénombrables est dénombrable, % (f) est dénombrable. Puis-

qu’une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est elle aussi dénombrable, 1’en-
semble :

G () =G UGS U UG U
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est lui aussi dénombrable. Cet argument nous permet donc de remplacer les combinaisons
linéaires finies a coefficients complexes par des combinaisons linéaires finies a coefficients
rationnels. Mais il nous reste a vérifier scrupuleusement la densité.

Revenons donc a notre suite ( fx)?°, qui est totale par hypothese. Ainsi :

VheH VYe>0 3k>1 3Jay,...,a,€C

telsque |h—ai fi — - —a fi] <e.
Pour tout j = 1,.. ., k, choisissons alors un a; € Q + i Q tel que :
r e
|45 — 4| < EmaxaATIRD

ce qui est possible (observons que nous avons ajusté a I’avance la trés grande proximité
de a;- a aj, cf. ce qui va suivre). Maintenant, majorons la différence entre A et la nou-
velle combinaison linéaire a coefficients rationnels en faisant apparaitre (artificiellement)

la combinaison linéaire initiale que 1’on contrdle par hypothese :

|h—ay fir = —ap fill = |h —arfy = —afr — (a —a1) fr — -+ = (a), — ax) fil
<|h—aify = —apfil + lah —arl | fol + -+ |ag — axl | fi]
S €T e (UATTAD (A EEEEE )
et mrmmaern . Ko max (LAl el )
< 2e.

On voit donc que tout élément h € H peut &tre approximé a 2¢ pres par un élément de
%, (f). En conclusion, I’ensemble €”(f) des combinaisons linéaires finies a coefficients
rationnels de la suite ( f;)7° ;, ensemble qui est dénombrable, est bien dense dans H, ce qui
acheve cette preuve tres détaillée. U

Commentons cette démonstration. Un premier moment nous a convaincu pour des rai-
sons de théorie des ensembles que les combinaisons linéaires finies a coefficients com-
plexes pouvaient &tre remplacées par des combinaisons a coefficients rationnels, ces der-
nieres étant dénombrables. La densité de Q + Q dans C est donc la cause principale de
la vérité de cette proposition. Mais I’argument complet de preuve n’est pas terminé, et la
seconde partie de la démonstration repose sur la manipulation d’inégalités. Toutefois, avec
I’expérience, le mathématicien se forge 'intuition que normes et valeurs absolues sont
faites pour que la densité passe au travers sans probleme, et donc il se convainc que la
deuxieme partie de la démonstration va de soi.

Corollaire 5.11. L'espace (2 = {z = (2){2,: z € C, Y |2]* < oo} est séparable.

Démonstration. Pour ¢ > 1 entier, soit ¢; := (0,...,0,1,0,...) le i-eéme vecteur de base,
avec 1 a la 7-eme position, et 0 ailleurs, de telle sorte que 1’on peut écrire :

o0
z = (Zl,...,Zi,...) = Z Zi €.
i=1
La convergence Y |z]? < oo assure que, pour tout ¢ > 0, il existe I = I(g) > 1 assez

grand pour que :

Z ’Zi‘z g 827

i=I+1
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d’ou I’approximation :
I

Z — Z Z; €
i=1

qui montre que la famille dénombrable de vecteurs (e;)$2; est totale dans (2. La Proposi-

tion 5.10 qui précede acheve alors le travail. U

< g,
Lo

Voici maintenant le premier résultat fondamental de la théorie des espaces de Hilbert.

Théoreme 5.12. Tout espace de Hilbert H de dimension infinie qui est séparable posséde
une base hilbertienne qui est dénombrable.

Extrayons le sens de cet énoncé : la séparabilit¢ de [ (dénombrabilité d’un sous-
ensemble dense) est cause de la dénombrabilité d’au moins une base hilbertienne. Est-ce
vrai pour foute base hilbertienne ? Oui, et nous le verrons juste apres.

Démonstration. Soit donc (g, )22 ; une suite dense dans H. Pour commencer, en inspectant
ces €éléments les uns a la suite des autres :

91, 92, 93, 94, g5, .- -,

on décide de ne conserver un élément g, que s’il n’appartient pas a 1’espace vectoriel
engendré par les n précédents éléments gy, go, ..., g,. De la sorte, on extrait facilement
une sous-suite (g, )72, telle que les k vecteurs g,,,, gny, - - - , gn,, SONt toujours linéairement
indépendants entre eux, quel que soit £ > 1, en se souvenant que par construction, on a
aussi :
Vect (gnl, nas s Gnpe_ys gnk) = Vect (gl,gg,gg, . ,gnk_l,gnk).

Maintenant, en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on peut
construire une nouvelle suite (g;)7° ; telle que :

e Vect (:(jl, e ,§k) = Vect (gm, e ,gnk),
e Les k vecteurs (g1, .., gx) forment une base orthonormée,

et ce, pour tout £ > 1. Sachant qu’une base hilbertienne est une famille orthonormée qui
est de plus totale, I’assertion suivante conclura la preuve du théoréme.

Assertion 5.13. Alors la suite infinie dénombrable (ﬁk)?:l est totale dans H.

En effet, soit h € H quelconque et soit ¢ > ( arbitraire. Comme par hypothese la suite
(gn)o2, est dense dans H, il existe un entier N > 1 tel que |h — gn| < . Mais par

n=1
construction, il existe un certain autre entier inférieur ou égal nx < N tel que :

gn € Vect (gl7 ...,gn) = Vect (gnl, . ,gnK) = Vect (f]'l, o ,@'K).
Donc il existe des constantes ay, ..., ax telles que ce vecteur gy s’écrive comme la com-
binaison linéaire finie :
gy = a1 g1 + -+ ag gr,
On a donc démontré que pour tout h € H, quel que soit € > 0, il existe une combinaison
linéaire finie a; g1 + - - - + ax §x de la suite (ﬁk):il telle que :
Hh—a{g} — s — GK§K|’ < €.

Ceci exprime précis€ément que la suite orthonormée (gk) :ozl est totale et la preuve du théo-
reme s’acheve. U
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Mentalisons a nouveau la démonstration en essayant de la reparcourir pour embrasser
ses causalités et surtout, la résumer adéquatement. Comme on part d’une suite dénombrable
dense et que I’on veut construire une base, on peut supprimer les vecteurs inutiles. Bien
entendu, il faut orthonormaliser. Mais cette opération change completement les vecteurs.
Heureusement, tout reste dans une suite grandissante d’espaces vectoriels, et I’on ne perd
pas les éléments de H atteints par densité pourvu que 1’on s’autorise des combinaisons
linéaires quelconques (notion de totalité).

Proposition 5.14. Si H est un espace de Hilbert séparable, toute famille orthonormée de
H est de cardinal au plus dénombrable.

Démonstration. Soit donc {e;};c» une famille orthonormée dans H. Pour prouver que .&
est au plus dénombrable, il suffit de démontrer I’existence d’une injection de . dans N*.
Remarquons tout d’abord que si 7 et i sont deux éléments distincts de ., on a :
2
”eil — €y ” = <6i1 = Cigy €y — €i2>
= <ei17 ei1> - <€i27 61’1>o - <ei17 ei2>0 + <€i27 ei2>
2

?

c’est-a-dire [e;, — e, = V2.

Par séparabilité de H, il existe une suite dénombrable (g,)>°; dense dans H. Pour
chaque indice i € .#, il existe donc un élément g, ;) de cette suite qui approche assez
bien e; :

2
lei = gnio | < %2,

et ici, \/g
petite.
En choisissant pour chaque ¢ € .# un seul entier n(7) parmi tous ceux qui vérifient cette
inégalité, on définit alors une application . — N*, i — n(i).
En insé€rant —g, (i) + Gn(in) — In(iz) + Gn(iz) €t €n utilisant I’inégalité triangulaire, on a

alors pour tous i; # s :

\/5 - ”eil — €iy ”

qui semble une marge d’erreur assez grossiere sera en fait une quantité assez

< ||ei1 - gn(il)” + “gn(i1) - gn(iz)“ + ”gn(iz) — Cip ”
< 9ty = Gniia | + 242,
d’ou:
‘/TQ < N9ngin) — Gntin |-
On en déduit immédiatement que g,(;,) # gn(in) et donc que n(i;) # n(iz) pour tous
i1 # 1o distincts. Ainsi, I’application i — n(i) de .# a valeurs dans N* est injective, ce
qui implique Card(.#) < Card(N*) et termine la preuve. g

Corollaire 5.15. Si H est séparable, toutes ses bases hilbertiennes sont de cardinal fini ou
infini dénombrable. U

Proposition 5.16. Soit H un espace de Hilbert ayant une base hilbertienne {e;}ic #. Si
f € H est orthogonal a tous les e;, i € 7, alors f = 0.

Cet énoncé, valable sans aucune hypothese sur le cardinal de .#, implique qu’a une
base hilbertienne, on ne peut jamais ajouter un vecteur de norme 1 qui est orthogonal a tous
les vecteurs de ladite base. En termes plus abstraits : une base hilbertienne est une famille
orthonormée qui est toujours maximale pour I’inclusion.
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Dans la démonstration de cette proposition et aussi dans les énoncés qui suivront, nous
seront amenés a calculer la norme au carré de la somme de deux ou plusieurs éléments,
comme nous 1’avons déja fait quelques fois auparavant. Observons donc a I’avance que
I’on a la formule :

i+ fot o+ fill>=(h+fot -+ fo, it fat o+ fr)
= AP+ 117+ + 1l +

+ Z fnaflz Z <fi2afi1>'

1<i1 <io<k 1< <igo<k

Comme (f;,, fi,) = (fi,, fip), le résultat peut étre contracté en :

ot Sl = 1A+ AP+ 2Re Y (fars fa):

1<i1<io<k

Définition 5.17. Deux vecteurs z et w d’un espace hermitien (E, (-, )) sont dits orthogo-
naux lorsque leur produit scalaire est nul :

0= (z,w).

Lorsque les f; sont orthogonaux entre eux, cette formule se réduit a une simple expres-
sion du théoreme de Pythagore :

Lfo -+ £l = LA+ + 1

De plus, si chaque f; est dilaté d’un facteur \; € C, on a aussi :

[Acfot e A Sl = AP AL+ I

Dans le cas de deux éléments (k = 2), la formule se réduit bien entendu a :

I +gI” = [£1” + 2Re (f, g) + lgI*.

et lorsque f est orthogonal a g, on a le théoréme de Pythagore :

1f +gI* = 1£I* + lal*.

C’est quand on éleve les normes au carré que le formalisme se préte le mieux aux cal-
culs : souvenons-nous en !

Démonstration. Comme la famille {e; },c.» est totale dans H, pour tout ¢ > 0, il existe une
combinaison linéaire finie ;. , a; e; pour j variant dans un sous-ensemble fini 7 C .7,
telle que :

<E.

[ e
jes

Elevons les deux membres de cette inégalité au carré. L orthogonalité de f a tous les e
et I’orthonormalité de la sous-famille {e;};c , nous permettent alors d’éliminer les termes
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Croisés :

PR (Y ) + Y layel?

-3 o
j€s

ies i€s
= [ fI* - Z 2Re [a] J; e] + Z Jaj | [le;]?
jes jes
=fP+ ) lal”

ies
Mais comme par hypothése, cette quantité est < 2, et que les termes obtenus |f]? et
> jc s laj|? sont tous deux positifs, on en déduit que | f[* < & (etaussique -, , a;]* <
2, mais cela servira pas). L’inégalité | f| < e étant valable pour tout € > 0, on en déduit
If] = 0, puis f = 0, comme annoncé. O

6. Meilleure approximation et projection orthogonale

Comme nous 1’avions dit lorsque nous anticipions avec ¢2 1’étude des espaces de Hilbert
H abstraits et généraux, 1’intérét principal du produit scalaire hermitien, c’est la possibi-
lité de faire de la géométrie quasiment comme en dimension finie. En particulier, on peut
conceptualiser la notion de projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie de H, en s’imaginant intuitivement que tout se passe comme, par exemple, dans le
plan ou dans I’espace a trois dimensions (réelles ou complexes). Mais I’intérét principal de
la vision géométrique appliquée aux espaces de Hilbert, lesquels sont la plupart du temps
des espaces de fonctions, c’est que la géométrie va apporter des informations nouvelles et
treés intéressantes sur les fonctions.

Dans I’étude de la géométrie euclidienne en dimensions deux et trois, on utilise régulie-
rement les projections orthogonales sur une droite ou sur un plan. Il en va de méme pour la
géométrie dans un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d’un produit scalaire
hermitien. Qu’en est-il en dimension infinie ? Comme on le sait, les calculs et la géométrie
sont simples lorsqu’on rapporte toutes les quantités a une certaine base orthonormée fixée
a I’avance.

Pour raisonner avec un peu plus de généralité, considérons une famille orthonormée
quelconque {¢; };c» dans un espace de Hilbert, sans aucune hypothése sur le cardinal de .7 .
Bien entendu, on pourra s’imaginer mentalement pour fixer les idées que H est séparable
(puisque c’est dans ce cas-la que la théorie possede des applications riches et nombreuses
aux espaces de fonctions), que .# est dénombrable et méme que {e;};c» est une base
hilbertienne.

Pour déchiffrer le sens d’un théoreme mathématique, et a un niveau supérieur, pour
appréhender plus globalement une théorie mathématique donnée, il est recommandé (gym-
nastique intellectuelle nécessaire) de lire régulierement les énoncés qui sont un peu trop
généraux en les reformulant mentalement avec des hypotheses plus concretes.

En tout cas, soit {¢;};c» une famille orthonormée de H. Considérons alors un sous-
espace vectoriel £ de dimension finie de /. On peut, sans réelle perte de généralité, sup-
poser que £ est engendré par un certain nombre fini des e;, car cela revient a s’imaginer
que la famille {e; };c » a été adaptée a I’avance a £. Soit donc _# C .# un sous-ensemble
fini et :

E=FE, = Vect(c(ej:jE j)
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Soit h un vecteur quelconque de /. Comment projette-t-on h orthogonalement sur £/ ? Y
a-t-1l une formule ? Certainement oui en dimension finie, mais rappelons les idées géomé-
triques et vérifions que tout se généralise bien a la dimension infinie.

Le projeté orthogonal 7~ (h) de h sur £ , doit vérifier deux conditions suivantes :
o 4 (h) € Vect(e;: j € ), c’est-a-dire qu’il existe des constantes a; € C, j € _Z,
telles que :
Te(h) =) aje;;
ies
e c’est un projeté orthogonal.

Mais que veut dire orthogonal, ici ? Elaborons une figure, H étant représenté par un plan,
E' étant représenté par une droite (comme H et E sont tous deux des espaces vectoriels,
on doit spécifier I’origine sur la figure). La seule mani¢re de s’imaginer que 7 »(h) est un
projeté orthogonal, c’est de dire, comme le fait voir la figure, que :

le vecteur h — 7 »(h) est orthogonal a tous les vecteurse;, k € _Z.

Et cette simple condition géométrique impose une équation sur les coefficients inconnus

Clj :
0= <h— Z aj ej, ek>
jes
= <ha €k> - Z a; <€j7 6k>
Jjes 8k

qui permet de les déterminer tous uniquement :

ap = <h, €k> (ke 7).

Proposition 6.1. [Projection sur un sous-espace vectoriel de dimension finie] Soir
{€;}ic.s une famille orthonormée d’un espace de Hilbert H et soit S C I un sous-
ensemble fini quelconque. Alors le projeté orthogonal  ;(h) de h sur le sous-espace vec-
toriel de dimension finie :

E ; :=Vectc(e;: j€ 7)
est donné par :

T g (h) = Z (h,e;)e;.

jes
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Cette formule est exactement la méme que celle connue en géométrie euclidienne : les
coefficients de la combinaison linéaire sont de simples produits scalaires. Il est important
d’observer que c’est I’orthonormalité de la famille qui a rendu aussi facile la détermination
des coefficients q;, car sinon, si les produit scalaires (e;, e;) avaient été quelconques, il

ke s

. . . S z .
aurait fallu inverser la matrice ((ej, ek))j e 7 pour déterminer tous les a;.

N’oublions pas de noter au passage que le théoreme de Pythagore s’applique :
[21? = I7 s (W + |h = 7 ()],

puisque i — 7 »(h) est orthogonal (d’apres la définition) a 7 , (h).
Ainsi par anticipation, on pourrait dire que le vecteur h — ,(h) est la projection ortho-
gonale de h, parallelement a E ~, dans I’orthogonal :

By :={feH:(f.g)=0 Yge E,},

mais il y a une petite subtilité de la théorie : lorsqu’un sous-espace vectoriel £ C H est
de dimension infinie (ce qui n’est pas le cas ici!), on ne peut pas en général parler de
supplémentaire orthogonal £, car il faut supposer de plus que E est fermé pour que la
formule :

H=E®E™+

soit vraie, nous en dirons plus ultérieurement. Pour I’instant, nos sous-espaces F 7 sont de
dimension finie, car nous avangons (trés) prudemment vers la dimension infinie.

Maintenant que nous avons bien conceptualisé la notion géométrique de projeté ortho-
gonal, nous pouvons le caractériser en termes analytiques de la maniere suivante.

Théoréme 6.2. [Meilleure approximation] Soit {e;};c, une famille orthonormée quel-
conque dans espace de Hilbert H. Pour toute partie finie non vide ¢ # () de .7, si l'on
introduit une notation abrégée pour le produit scalaire de [ avec chaque e; :

ci(f) = {f, &) (ie.s),

alors pour tout vecteur f € H et pour toutes constantes quelconques a; € C, j € Z, on

a l’inégalité :
Hf— Y el e < Hf— Y aje

jes jes

De plus, cette inégalité est une égalité lorsque et seulement lorsque a; = c;(f) pour tout

je f.
Eg

7 7 (h)
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Géométriquement parlant, 1’inégalité exprime que la distance de f a sa projection or-
thogonale est toujours inférieure a la distance de f a un élément quelconque de I’espace
vectoriel £/ 75 a savoir :

If =7 (DI <1f =gl
pour tout g € E ; delaforme g = ;. , a;e;. Par ailleurs, la notation ¢;(f) pour dire
«i-eme coefficient de f » est quelque peu inspirée de la théorie des séries de Fourier, nous
en reparlerons.

Avant la démonstration, voici une interprétation en termes de théorie des fonctions de
ce théoreéme. Si I’on définit la distance de f a F ; par :

dif, By)i= inf 1f =l

le théoreme précédent nous dit alors que cet infimum est un minimum et que ce minimum
est atteint en I’unique point g := 7 ,(f). Autrement dit, la projection orthogonale de f sur
E 4 est la meilleure approximation de f par un €lément de ’espace vectoriel £ . Ainsi,
lorsque H est un espace de fonctions « compliquées » et lorsque _# indexe un ensemble fini
de fonctions-types «simples », le théoréme dit que 7 »(f) est la meilleure approximation
de la fonction f comme combinaison linéaire de ces fonctions-types simples.

Démonstration. Comme nous I’avons déja signalé, il est avantageux d’élever au carré toute
inégalité entre normes, car les normes au carré se prétent mieux aux calculs grace a leur
expression | f|* = (f, f) en fonction du produit scalaire hermitien. Nous avons d’ailleurs
déja établi a ce sujet la formule élémentaire :

|z +wl® = 21" + [w]* + 2Re (2, w).

Ici, dans le terme 21. étudier | f — >, aje;)?, fE}isons apparaitre —7 »(f) + m f‘( f) comme
terme central, appliquons la formule élémentaire et changeons en ), - Y I’indice de som-
mation pour la deuxieme somme :

”f_ aj €; —”f ZCJ 6J+Z ¢;(f )ej
i€t

JjES

J/ J/
-~

Z:f—ﬂj(f) w

_ Hf—w;(f)”Q N H,; (clf) — a)

+2Re<f—7T/(f)a \Zke/ (C’f(f) _ak) ek> '

o}

2

’ 2

+

Or nous avons déja vu que le terme souligné a la derniere ligne s’ annule, puisque f—7 »(f)
est, par définition, orthogonal a tous les e, & € _#. D’autre part, grace a I’orthonormalité
des e, (on a |ex| = 1), on en déduit que :

2 2 9
=Y el =|r=m 0] + X feth) —aul”
jes ke g
Le dernier terme a droite étant positif, on a bien I’inégalité annoncée :

Hf—z aje; 22 Hf—W/(f) 2
ies
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et cette inégalité n’est une égalité que lorsque la somme >, , [cx(f) — a)? a termes
positifs que nous avons fait disparaitre s’annule, ce qui implique cx(f) = ax pour tout

ke 7. O

Corollaire 6.3. Soit {e;};c., une famille orthonormée de H. Alors pour tout f € H et
toutes parties finies & C _# non vides de ¥, on a :

[£=3 e <|r-3 cne
jest jex

Démonstration. 11 suffit d’appliquer logiguement le théoreme avec a; := ¢;(f) pour j € %
etavec a; :=0pourj e Z\J7 . O

Puisque la logique mécanique n’éclaire rien, dévoilons la signification géométrique de
cette inégalité :

|f =7 (DI < 1F =70 (N

Autrement dit, plus un espace vectoriel grossit par inclusions croissantes, plus par projec-
tion orthogonale, 1’approximation offerte s’améliore.

7. Bessel, Parseval, Plancherel, Développement dans une base hilbertienne

Dans le théoréme ci-dessous, il faut observer que la famille {e; },c » n’est pas supposée
totale et qu’elle peut méme étre finie. En fait, lorsque {e;};c.» est une base hilbertienne,
I’inégalité de Bessel deviendra une égalité que 1’on appellera I’identité de Plancherel, voir
la suite.

Théoréme 7.1. [Inégalité de Bessel] Si {e;}c.» est une famille orthonormée au plus dé-
nombrable de H, alors pour tout vecteur f € H :

ST e < IR < ool
=S4

Démonstration. Soit ¢’ C . un sous-ensemble d’indices fini quelconque. Nous avons
déja vu que la projection orthogonale 74 (f) de f sur E, = Vectc(e;: i € F') est
orthogonale au vecteur f — w4 ( f), donc le théoreme de Pythagore appliqué deux fois nous

donne :
2+ Hf— Z (f,ei) e

€S’

2

712 = 32 reies
s’
> H Z (frei)ei

(ISB

= Z |<faei>‘27

s’

2

ce qui donne I’inégalité de Bessel pour toute famille finie .#' C .#. Or .# est dénombrable,
donc a la limite on obtient I’'inégalité de Bessel (les sommes partielles finies d’une série
numérique a termes > 0 qui est bornée convergent vers une limite majorée par la méme
borne). ]
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Proposition 7.2. [Convergence commutative] Soit {e;}°, une suite orthonormée dans
un espace de Hilbert. Si I’on note ¢;(f) := (f, e;) pour tout f € H, alors la série :

o0

Z ci(f)ei

i=1
converge commutativement dans H, a savoir, les deux conditions suivantes sont satisfaites :

o il existe un unique élément g € H tel que

n

oS

=1

e pour toute bijection T: N* — N*, on a aussi, avec le méme élément g :

A nouveau, la suite orthonormée (e;)°; n’est pas supposée totale afin de gagner en
généralité.

Démonstration. Grace a I’'inégalité de Bessel, on sait déja que :

o0

Z lei(HI? < Jf]? < oo

=1
Donc cette série de réels positifs converge dans R, . Par conséquent, la suite de ses sommes
partielles vérifie le critere de Cauchy dans R, , a savoir :

Ve>0 dI>1 (7;1,2'22I:> Z ’ci(f)|2<g>.
11 <1<t2

Mais en raison de 1’orthonormalité de la suite (e;)?°,, ona :

H Z ci(f)e 2= Z lci(f)? <e.

BESASS) 11 <i<ig

Cette derniére inégalité montre donc que la série vectorielle . ¢;(f) e; constituée d’élé-
ments de H vérifie le critere de Cauchy. Comme tout espace de Hilbert est supposé complet
par définition, cette série converge donc (pour la distance de /) vers un certain élément g
de H, qui est bien siir unique.

La convergence commutative est un phénomene général partagé par toutes les séries a
termes positifs ou nuls, en particulier par Y .-, |c;(f)[*.

Lemme 7.3. Si >_", ay est une série a termes réels a;, > 0 qui converge vers un élé-
ment { € R, alors pour toute bijection quelconque 7: N* — N*, la série renumérotée
Y peq Gr(k) converge a nouveau vers le méme élément { € R,

Démonstration. Afin de montrer que la limite est la méme, considérons tout naturellement
la différence des sommes partielles jusqu’a un (grand) entier 7 :

‘ Z Ay, — Z aT(kQ)

k1=1 ko=1
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Si, pour deux indices k; et ks, on a ky = 7(kz), le terme ay, — ar(ky) S annihile. Dans la
différence entre les deux sommes, il reste donc, a un signe + pres, seulement les termes qui
n’apparaissent que dans une seule somme.

Rappelons que la différence symétrique <7 A% entre deux sous-ensembles .o/ et # d’un
ensemble & est constituée de I’ensemble des éléments de & qui n’appartiennent qu’a un
seul des deux ensembles <7 et Z. En utilisant la notation 2¢ := &\ Z pour désigner le
complémentaire d’un sous-ensemble & C &, on peut aussi écrire cette différence symé-
trique comme :

ANB = (7 0 B) | (7 N B).
En revenant a notre différence entre deux sommes, si nous notons :
Hn={1,2,3,...,n}A{7(1),7(2),7(3),...,7(n)},
nous pouvons donc la majorer, en tenant compte du fait que | &+ ax| = ay :
DIRTED SRR it

k=1 ko=1 k€,
o0

< Z Q.

k=min(J,)

Pour démontrer que cette derniere série majorante tend vers zéro avec n, il suffit donc de
vérifier que min.%#;, devient arbitrairement grand quand n tend vers I’infini.

Fixons alors un entier N quelconque. La condition min(J%;,) > N est réalisée dés que
tous les entiers j = 1,2,3,..., N — 1 sont aussi dans I’ensemble {7(1),7(2),...,7(n)}.
Mais pour garantir cela, il suffit que :

nzmax{r'(j): 1<j<N-1},

et cette derniere quantité est finie. Ceci démontre que min(.%#;,) tend bien vers I’infini avec
n, et conclut la preuve. O

Avec les notations du lemme, 1’orthonormalité de la suite (e;)52; nous permet aussi de
majorer pour tout n € N :

H doalher = crmlf) e
k=1 k=1

par un majorant qui tend tout aussi bien vers zé€ro quand n tend vers I’infini. Ceci acheve la
preuve du théoreme. U

(o)

=Y P Y el

ke ity k=minJ#,,

Voici enfin I’énoncé qui présente les espaces de Hilbert séparables comme des espaces
munis de vraies bases (infinies dénombrables) avec lesquelles on peut faire des calculs
essentiellement comme en dimension finie.

Théoreme 7.4. [Décomposition selon une base hilbertienne] Soit H un espace de Hilbert
de dimension infinie qui est séparable. Si {e;}:°, est une base hilbertienne (dénombrable)
de H, alors tout vecteur f € H se décompose de maniére unique comme combinaison
linéaire (infinie) des e; :

f = Z<f762> €,
i=1

(2
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ou la série converge (commutativement) pour la topologie de H, a savoir : pour toute
bijection 7: N* — N*, ona :

0= lim ‘f‘Z(f, er(i)) €r(i)
1=1

n—oo

Réciproquement, étant donné une famille orthonormée {e;};c, de H (nécessairement
de cardinal infini dénombrable), si 'on a f = .., (f,ei)e; pour tout [ € H, alors la
famille {e;: i € .} est en fait totale, et c’est donc une base hilbertienne.

Démonstration. Nous savons qu’il suffit d’établir la convergence vers f de la série lorsque
7: N* — N* est I’identité. Démontrons donc que la quantité :

= | e

tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini. Observons d’ores et déja que le Corollaire 6.3
nous informe que la suite J,, est décroissante.

Puisque par hypothese, la collection {e;}3°; est totale dans H, pour tout ¢ > 0 de la
forme ¢ = % > (0 avec k € N* grand, il existe une combinaison linéaire finie :

Nk
E Qg i €4
i=1

des e; jusqu’a un certain entier n; (qui dépend de k) a coefficients complexes a;; (qui
dépendent aussi de k) telle que :

<

Hf - f: Qi €;
i=1

Mais grace a la propriété de meilleure approximation énoncée par le Théoreéme 6.2, on
a automatiquement :

—>O

b = Hf (i) e

Hf Z Qi €4

Ainsi, la sous-suite (0, )52, des 6n tend vers zéro lorsque k& — oo, et comme (J,,),,>1 est

décroissante, c’est donc la suite (6,,)°2; fout entiere qui converge vers zéro. Ceci prouve la
z.. o

convergence dans H de la série > .~ (f, e;) e; vers f.

Pour ce qui est de la réciproque, si I’on indexe 1’ensemble dénombrable .# par des
entiers ¢ > 1 la convergence de ) >, (f, e;)e; vers f signifie précisément que les sommes
partielles > " | (f, e;)e; peuvent étre rendues arbitrairement proches de f, donc la famille
{e;}3°, est totale. O

Lemme 7.5. [Continuité de la norme] Si (f;)7° , est une suite dans un espace de Hilbert
quelconque H qui converge vers un élément f., € H, a savoir :

k—o0
alors les normes de f;, convergent aussi vers la norme de f :

fim 1fill = |l
o0
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Démonstration. En élevant au carré la norme de fi, en faisant apparaitre —f., + f, €n
développant :

[fel* = 1fx = foo + fool* = Ifie = focl* + 1fcl* + 2Re (fic — fox, foc),

et en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz apres une inégalité triangulaire :

[fel® = 1fool?| < I = focl® + 20 fi = focl 1 focl

on majore la différence | f|? — | f-|? par une quantité qui tend par hypothése vers zéro
lorsque k — +o00. O

Théoreme 7.6. [Identité de Plancherel] Si H est un espace de Hilbert séparable de di-
mension infinie (dénombrable) muni d’une base hilbertienne {¢e;}°,, alors la norme au
carré de tout vecteur f € H :

f:Z<f7€z‘>€i

qui est décomposé selon cette base s’ obtient simplement en sommant les modules au carré
de ses coefficients :

1P =3 [(feal”

[Identité de Parseval] Plus généralement, le produit scalaire (f,g) de f avec un autre
élément quelconque g de H :
g= Z <g7 6i> €;
i=1

qui est lui aussi décomposé selon cette méme base, s’obtient en sommant les produits
(conjugués) de leurs coefficients :
oo

(f9)=>_(frei) (g, €:).

=1

Ce qu’on appelle «identité de Plancherel » n’est donc autre que la version du Théoreéme
de Pythagore en dimension infinie : immortalité et renouveau d’un théoréme vieux de vingt-
cinqg siecles ! Et bien entendu aussi, 1’identité de Parseval est la généralisation aux espaces
de Hilbert de la regle bien connue de calcul du produit scalaire x1y; + - - - +2,y,, entre deux
vecteurs de R" ayant les coordonnées (z1, ..., z,) et (y1, ..., y,) dans la base orthogonale
canonique.

Démonstration. Si {e;}3°, est une base hilbertienne de H, on sait que : pour tout f € H,
la somme partielle :

n
Z <f7 €i> €;
i=1
tend vers f lorsque n tend vers I’infini. Par continuité de la norme sur H, on en déduit aussi
la convergence dans R :
n
2
H Z <f7 €i>6i
i=1

— | fI,
n—00
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ce qui, grace a I’orthonormalité des e;, signifie précisément que I’identité de Plancherel est
satisfaite :

ST lf el — IfI
=1

Pour la preuve de I’identité de Parseval, nous avons besoin d’un énoncé sur les opé-
rateurs continus entre espaces vectoriels normés qui nous permettra de réinterpréter la
fameuse inégalité de Cauchy-Schwarz. Le théoréme suivant, que nous rappelons avec sa
démonstration, ramene les problemes de continuité a des majorations sur les normes.

Théoreme 7.7. . Soient (F,| - |r) et (G,| - |¢) deux espaces vectoriels normés et soit L
une application linéaire de F' dans G. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) U'application L est continue a l’origine ;

(ii) ’application L est uniformément continue ;

(iii) il existe une constante C' = 0 telle que l’on ait :

vielr |L(fle <Clfle

La derniere inégalité (iii) exprime que la norme d’opérateur de L, définie par :

IL(f)la
I Llin(rc) := sup —=—— = sup |L(f)]c
20 | flr Iflr<l

est finie et qu’elle est majorée par :

IL| ey < C.

Dans les applications concretes aux espaces de fonctions, on est souvent amené a essayer
de majorer |L(f)| g en faisant apparaitre || f || & une constante pres dans le majorant. Bien
entendu, lorsqu’on manipule des inégalités strictes, on perd de I’information, et la constante
que 1’on obtient est presque toujours strictement supérieure a la norme d’opérateur ||L||.
Raffiner les calculs afin d’obtenir la meilleure constante C, ¢’est-a-dire || L||, ouvre souvent
sur des questions mathématiques délicates.

Démonstration. Montrons que (i) implique (iii). La continuité a I’origine dit que pour tout
e > 0, il existe n > 0 tel que |f|r < 7 entraine |L(f)|c < e. Prenons ¢ = 1. Soit
maintenant f € F quelconque, mais non nul. Nous pouvons alors appliquer 1’inégalité
IL(f)|e < 1auvecteur f' :=n "fﬁ qui satisfait bien str | f’| < 7, ce qui nous donne :

|00 ) o < 1= IL(Nle < £ 1f e (v FEF\o}),

mais cette derniere égalité est aussi valable pour f = 0, puisque L est linéaire.
L’implication (ii) = (i) étant triviale, il reste a montrer que (iii) entraine (ii). Mais en
appliquant (iii) a f — g avec f,g € H, étant donné ¢ > 0 arbitrairement petit, il suffit de
choisir n = ¢/C pour garantir que :
(1f = glr <n) = (ILf - Lglc < ¢),

ce qui acheve la preuve. U

Maintenant, I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(£, < 1S9l
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montre simultanément que les deux applications suivantes, linéaire et sesquilinéaire, de
a valeurs dans C et appelées « produit scalaire avec un vecteur fixé » :

Lg: [+ (f,9) et Li:gr—(f,9)
H—C H—C

sont continues.
Nous pouvons revenir maintenant a I’identité de Parseval. Tout d’abord, si on applique
I’inégalité élémentaire déja vue en (2.4) :

2|22 < J2* + 127

satisfaite par deux nombres complexes arbitraires z, 2z’ € C au terme général de la série

Y. (f.ei) (g, e;), on déduit que cette série est absolument convergente, puisque :

2 Z [(fsei) (g, < Z |<f,€z'>|2+z (g, e

= /1" +lgl* < o0

grice a I’identité de Plancherel. Comme {e;}5°, est une base hilbertienne, le Théoreme 7.4
nous assure que :

n n
2'21 (f,eie e [ etque: 121 (9,ei)e; =29
pour la topologie définie par la norme de . Mais comme nous venons de voir que le
produit scalaire est une forme bilinéaire continue sur H (en raison de I’'inégalité de Cauchy-
Schwarz), on en déduit aussi que :

<i<f>€i>€i, i(g,ei)ei> — (f.q),

i=1 =1
ce qui, grace a I’orthonormalité des e; et a la bilinéarité du produit scalaire :

n

Z Z <f> 6i1> <g>6i2> <ei176i2> = Z <f7 61>W

i —1 do—1 i=1
1 2 61'1,7;2 3

signifie précisément que I’identité de Parseval est satisfaite :

o0

Z(ﬁe&W: (f,9)

i=1
La démonstration détaillée est terminée. O

Proposition 7.8. [Unicité du développement] Soit {e;}:°, une base hilbertienne dénom-
brable d’un espace de Hilbert séparable H de dimension infinie, et soit (a;)$2, une famille
de scalaires telle que la série Y ;| a;e; converge au sens de la topologie de H vers un
élément f = a;e;. Alors a; = (f,e;) pour tout i > 1.

Démonstration. Par hypothese, nous avons donc :

k
fr = Z a;e; — f
= k—o0
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lorsque £ tend vers I’infini. D’autre part, pour tous entiers ¢ > 1 et k > 1, on a par
orthonormalité des e; :

a; st i<k
Ui eid =1 sii>k+1.

Pour tout 7 fixé, la suite de nombres complexes (( fr, ez‘>)20:1 est donc constante égale a a;
a partir du rang k > 1. Ainsi, elle converge (trivialement) vers a;.

Par ailleurs, toujours avec ¢ fixé, nous savons grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz que
I’application f — (f,e;) de H a valeurs dans C est une forme linéaire continue. Comme
fr tend vers f pour la topologie de H, on en déduit que :

(fr, i) P (fsei).
—00
Par unicité de la limite dans C, on en déduit finalement que a; = (f, ¢;) pour touti > 1. [

Une application linéaire L entre deux espace vectoriels normés (F, | - |r) et (G, | - |a)
est une isométrie sion a :

IZ(Nle = 1f1F

pour tout élément f € F. Il en découle immédiatement que L est injective. Si elle est de
plus surjective, on dit que L est un isomorphisme isométrique.

Théoreme 7.9. [Riesz-Fischer] Tout espace de Hilbert H séparable de dimension infinie
est isométriguement isomorphe a (2.

Cet énoncé est la généralisation, en dimension infinie dénombrable, du théoréme d’apres
lequel tout espace vectoriel hermitien de dimension finie n est isomorphe a C" muni du
produit scalaire hermitien standard z1w; + - - - + 2,w,. Il est important d’ajouter qu’il y a
autant d’isomorphismes isométriques entre H et £? qu’il y a de bases hilbertiennes, et donc
qu’aucun tel isomorphisme isométrique n’est canonique.

Démonstration. Rappelons que ¢ est 1’espace des suites infinies dénombrables z =
(21,22, ..., 2, ... ) de nombres complexes z; € C telles que :

o0
212 =)l < o0,
i=1

et que c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire hermitien :
o0
(z,w)p = Z 2; W5,
i=1
de maniere entierement analogue a ce qui vaut en dimension finie.

Soit donc H un espace de Hilbert de dimension infinie qui est séparable. Bien entendu,
nous savons grace au Théoreme 5.12 que H possede une base hilbertienne dénombrable ;
notons-la comme auparavant {e;}5°;.

L’application qui va nous fournir I’isomorphisme isométrique est alors tout simplement
celle qui, a un élément quelconque f € H, associe tous les coefficients de son développe-
ment dans une telle base hilbertienne :

U H— 02 fe (L))
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En effet, 1’identité de Plancherel montre que ¥ (f) est bien un élément de ¢? et que ¥ est
une isométrie :

() = | fllz (v f € H).

L’injectivité de W en découle immédiatement. Par ailleurs, W étant clairement linéaire, cette
égalité interprétée comme inégalité |V (f)|2 < |f|x montre que ¥ est une application
linéaire continue.

Il ne reste plus qu’a établir la surjectivité de W. Soit donc z = (2;)°; un élément
quelconque de ¢2. Pour montrer I’existence d’un f € H tel que ¥(f) = z, définissons une
suite ( fx)7>, d’éléments de H par :

k
Jr = Z 2 €4 (k>1).
i=1

Gréce a I’orthonormalité des e;, on peut tester si le critere de Cauchy est satisfait :

Vi, Vke2ki+1,  |fi,—ful?= D> [zl el

k1+1<i<ks
oo
2
< E |zi]7 — 0,
. k1—00
i=k1+1

et cette derniere quantité tend visiblement vers zéro lorsque k; tend vers I’infini. Donc la
suite ( fx)72 , est bien de Cauchy, et comme H est complet par définition, cette suite possede
une (unique) limite f dans H, ce qui s’écrit encore :

0o
f = Z Zi €4,
=3

la série étant convergente pour la topologie de H. Mais d’apres la Proposition 7.8, on a
alors nécessairement z; = (f, e;) pour tout i > 1, et donc ¥(f) = z, comme annoncé. Fin
de la preuve ! U

Comme nous 1’avions dit par anticipation au début de ces considérations, la notion pure-
ment abstraite d’espace de Hilbert séparable se ramene, via le choix d’une base hilbertienne
(orthonormée), a celle de I’espace 2 concret. Toutefois, comme les bases hilbertiennes sont
nombreuses et variables, I’isomorphisme ¥ ci-dessus n’est en rien canonique ; il indique
seulement que la combinatoire du calcul en coordonnées dans une base hilbertienne fixée
est exactement la méme que dans 1’espace /2, ce qui est néanmoins trés satisfaisant pour
I’intuition mathématique.

8. Polynomes orthogonaux
Soit un intervalle ouvert ]a, b[ non nécessairement borné avec :
—o<a<b< oo
Définition 8.1. Un poids sur |a, b[ est une fonction continue strictement positive :
w: Ja, b[ —]0, 0],

dont tous les moments d’ordre n € N, a savoir les intégrales :

b
/ |z]" w(z)dr < oo
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sont supposés finis.

Avec une telle fonction-poids w, lettre-initiale du mot anglais correspondant wWeight,
introduisons 1’espace vectoriel :

%;:{fe%%mmxnzl”ﬂmﬁmwdx<aﬁ.

On vérifie aisément que .77, est un espace préhilbertien muni du produit scalaire naturel :

(fs 9w ::/ f(x)Mw(x)dx,

nﬂm:(Lﬂﬂ@medﬁé

Toutefois, .77, n’est pas forcément complet en général, et afin que ce soit un vrai espace
de Hilbert, il faut étudier des conditions spécifiques qui assureraient sa complétude.

et de la norme naturelle :

Avant d’entamer une telle étude, discutons le cas simple ol —o0 < a < b < oo ol
I'intervalle considéré [a, b] est compact, et ot le poids w € 4°([a, b], R* ) est continu sur
[a, b], de telle sorte que :

0 < ¢:= min w(z) < max w(z) =C < oo.
a<z<b a<z<b

Dans ce cas, nous allons argumenter que 1’on a I’isomorphisme :

(Ao |- 1) = (L([a,0), C), |- ]12)-
Définition 8.2. Une application C-linéaire U: H — H’ entre deux espaces de Hilbert —
ou simplement préhilbertiens — (H, (-, -)) et (H’, (-, -)) est dite unitaire lorsque :
(i) U est bijective ;
(i) |U(f)] = 1l pour tout f € H.
En particulier, U est une application linéaire continue.

De plus, U~': H' — H existe, est une application C-linéaire (exercice), et pour tout
f'e H,ona:
1T = 10N
= |fa,
donc I’inverse :
vl H — H
est aussi unitaire.

Ensuite, grace aux identités de polarisation énoncées dans le Théoreme 3.11, on dé-
montre (exercice) que U: H — H’ est unitaire si et seulement si :

(U, U@9)y = (fr9)u Ve H VgeH).

Terminologie 8.3. Deux espaces de Hilbert — ou simplement préhilbertiens — H et H’
sont dits unitairement équivalents lorsqu’il existe une application unitaire U: H — H'.
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On se convainc alors aisément (exercice) que H est complet si et seulement si H' I’est.
Avec tous ces concepts, on s’apercoit (exercice) que 1’application :

I L*([a,b]) — S,
frewf

est une équivalence unitaire, ce qui offre le fait que .77, est complet. Une autre maniere de
procéder (solution de 1’exercice) est de regarder 1’application identité (!) :

I: L¥(ab) — H,
f—

qui n’est pas en général une équivalence unitaire entre espaces préhilbertiens, mais qui
satisfait quand méme une premiere inégalité :

1Ol = [ @ u@ar < Clps

a

et une seconde inégalité :

b
cIfEs < / (@) P w(z)de =[£I

qui remplissent le méme role argumentatif que 1’égalité des normes dans le contexte unitaire
en établissant un isomorphisme, et donc, puisque L?(|[a, b]) est de Hilbert, nous déduisons
que %, est bien un espace de Hilbert lorsque [a, b] est compact, et lorsque w est continue
sur [a, b].

Revenons maintenant au cas général d’un intervalle ouvert |a, b[ non nécessairement
borné. Au moins pour tout n € N, ’espace .77, contient manifestement le sous-espace :

P, C A,
constitué des polyndmes a coefficients complexes de degré < n.

Proposition 8.4. I/ existe une unique famille :

(Pn),

n=0
de polynomes unitaires P, = P,(x) de degré n qui sont orthogonaux deux a deux :
(P, Puy)w =0 lorsque ny # no,
(P, Puy)w >0 lorsque ny = no.

Démonstration. Puisque P, est unitaire, nécessairement Py(x) := 1, puis :

b
(Po, Po)w :/ 1w(z)dr > 0.

Construisons F,, par récurrence sur l’entier n > 1, en supposant déja connus
Py, ..., P,_1. Comme deg(P;) = k, ces polyndomes P, ..., P, ; forment une base de
I’espace vectoriel &7, _1. On peut donc chercher P, sous la forme :

Pn(ZE) =" — /\n—l Pn_l(l’) — = /\0 P0($)7
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ou les constantes \,_1, ..., Ag € C sont inconnues. Mais les n conditions d’orthogonalité
supposées :
0 - <Pn7 P0>w
0= <Pn> Pn—1>w
se lisent comme le systeme linéaire :
0 - <xn’ P0>w - /\n—1<Pn—l7 P0>wo - )\O<P07 P0>w,
0= <xn’ Pn—1> - )\n—1<Pn—1a Pn—l)w - >\0<P07 Pn—1>wo7

lequel se réduit manifestement a un systeme diagonal par orthogonalité (hypothese de ré-

currence) :
0= <xn’ P0>w - )‘0 <P0a P0>w’
W_/

#0

0= <xn’ Pn71>w - )\nfl <Pn717 Pn71>w7
—_———

#0
la solution en les )\ étant visiblement unique. U

Exemple 8.5. Quatre familles de polyndmes orthogonaux interviennent fréquemment :

Polynémes de Laguerre : poids w(z) = e~* sur I'intervalle [0, co].

Polynémes de Hermite : poids w(z) = e~*" sur I'intervalle [—o0, co].
Polyndmes de Legendre : poids w(z) = 1 sur Iintervalle [—1, +1].

Polynémes de Tchebychev : poids w(z) = ﬁ

En revenant a un poids w(x) général dont les moments d’ordre n € N quelconque sont
finis, un calcul simple montre (exercice) que :

Py(z) =1,

sur Iintervalle [—1,41].

et que :
fab rw(z) d
ff w(z)de
Des formules générales simples permettent, dans les applications, de calculer rapidement
les polyndmes orthogonaux uniques de P, (z).

P(x)=x

Proposition 8.6. Les polynémes orthogonaux associés a un poids w comme ci-dessus vé-
rifient les relations de récurrence :

Pn—l—l(x) = (l‘_an> Pn(x) _/Bn Pn—l(l‘) (Vn>1),

avec les constantes :
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Démonstration. Fixons n > 1. On sait que F, ..., P,; forment une base de I’espace
vectoriel &, des polynomes de degré < n + 1. Comme les polyndomes sont unitaires, la
différence :

z Pp(r) — Poya ()
n’a plus de mondme en 2", donc elle appartient 2 &2, a savoir elle s’exprime sous la

forme :
n

x Py(z) — Poyr(z) = Z cx Pr(x),
k=0
avec certaines constantes c; € C. On doit donc démontrer que :

Cn = Qp,
Cnflzﬁvm
¢, =0 pour k=n—2,...,1,0.

A cette fin, pour un entier [ < n quelconque, multiplions 1’équation précédente par
P/(z) w(z), intégrons sur |a, b] :

(@ P, Py — (Pas1, P)w ch (P Py

= 5k 1
ce qui, en tenant compte des orthogonalités, se simplifie agréablement comme :
(xPn, P)w =i (P, P)w,
——

#0
et se résout en :
o — (xPp, P))w
(P P)w
Lorsque | = n, on obtient I’expression annoncée :
o = (xPp, Pp)w
<Pn7 Pn>w
= Q.
Ensuite, lorsque [ = n — 1, on obtient :
(- (P, Py_1)w 7
(Po1, Po1)uw

mais le numérateur n’est pas encore celui de la constante annoncée [3,,. Qu’a cela ne tienne,
I’astuce consiste a faire passer = de I’autre coté :

<1’Pn, Pn—l)w - <Pn7 an—1>wa
puis a faire observer que :
Pn_xpn—l € f@n—l
est de degré < n — 1 par unitarité des polyndmes, d’ou I’orthogonalité :
<Pn7 Pn - xPn71>w = 07
c’est-a-dire :
<Pna xPn—l)w - <Pn7 Pn>w
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et au final, on a bien transformé le numérateur de c,,_; pour faire voir qu’il est égal a celui
annoncé de 3, = ¢, _1.
Enfin et tres facilement, lorsque [ < n — 2, il est clair que le numérateur de :

(Po, TP
=71
" (B, P
est nul, puisque = P, € &,,_1, et puisque P, est orthogonal a ce sous-espace. U

L’intérét principal des polyndomes orthogonaux est leur application aux équations diffé-
rentielles, en analyse numérique, en analyse complexe, en analyse harmonique, en proba-
bilités. En se restreignant ici au cadre des espaces de Hilbert élémentaires, on trouve un
résultat de meilleure approximation naturelle, conséquence directe d’un théoreme déja vu,
et qui a le mérite de s’appliquer dans des contextes tres variés.

Théoréme 8.7. Pour toute fonction f € 7, appartenant a l’espace L? a poids :
H, = L* (]a, b, w),

il existe un unique polynome R,,(f) de degré < n qui minimise la distance a f dans I’es-
pace &, des polynémes de degré < n :

|/ = B, = inf |If =gl
Plus précisément, R, (f) est le projeté orthogonal de f sur ,,. U

Ce polyndme est appelé polynéme de meilleure approximation quadratique de [ a
Iordre n.

Démonstration. Comme le systeéme (Pn)zozo de polyndmes précédemment construits n’est
pas nécessairement orthonormé — il est juste orthogonal —, une 1égere précision concer-
nant I’expression du projeté orthogonal R, (f) sera bienvenue.

Si on cherche en effet R,,(f) sous la forme :

alors les conditions :

0= <RN(f)7 PN>w7

permettent aisément (exercice) de déterminer les (n + 1) constantes i, .. ., fin, €t 'on
trouve :
. <f7 Pk>w
Ry(f)(x) =)  —5—F~ Pulw),
(@) =3 75 B
ce qui conclut. U

Maintenant, qu’en est-il de la complétude de ces espaces L? a fonction-poids w ? Le cas
ou I’intervalle d’intégration est borné :

—o<a<b< o

est tres accessible, tandis que le cas non borné, non traité ici, est plus délicat.
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Théoréme 8.8. Si l'intervalle ouvert |a, b| est borné, alors pour un poids continu quel-
conque :

w: Ja,b[—]0, 00|

dont tous les moments d’ordre n € N sont finis :

b
/ |z|" w(x)dx < oo,

la suite unique de polynémes orthogonaux unitaires (Pn)ZO:O de degré n pour le produit
scalaire (-, -),, est toujours une base hilbertienne de .77,.

Notons que la notion de base hilbertienne a un sens dans tout espace préhilbertien, sans
en supposer la complétude.

Démonstration. 11 s’agit d’établir que la famille des polygones orthogonaux (Pn)zozo est
totale.

Supposons d’abord que f € €°([a,b]) est continue sur 'intervalle fermé |a, b]. Notons
Q. (f) le polyndme de meilleure approximation de degré < n de f, pas pour la norme | - ||,
mais pour la norme du sup :

Hf %9 ([a,b]) ‘= Ssup |f<I>‘
z € [a,b]
Le théoreme de Weierstrass stipule que :
0= lim Hf Qn(f 0([a b))’

n — 0o

Alors par I'inégalité évidente :

(/ab |f(x) = Qu(f)(@)]" w(z) dgg>é < max &) - () (@) (/ab " dx)é

b )
oy ([ wt@rae)’

(.

= |f—@n(f

quantité finie
on déduit instantanément que I’on a aussi :

0= Ilim Hf Qn(f H

n— oo

Dans le cas général, rappelons que f est seulement supposée continue sur ’intervalle
ouvert |a, b[. Soit alors pour 6 > 0 petit avec § < b — a, la fonction affine par morceaux

xs(x): R —[0,1]

§a+2(5
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dont on trouvera I’expression par formules (exercice). La différence :
f—=1Fxs
vaut 0 pres de a et pres de b. En utilisant :
0 g 1— X6 g 1,

On estime alors :
b—5

9 a+26 ) )
(Ir=rl,) = [ o=@ wwdr+ [ 50 x)@)f w

b—26
a+20 9 b—4d 9
<[ ifes [ liPe
a+90 b—26

et ce dernier majorant tend vers 0 lorsque 6 — 0, parce que :
b 2
/ | f | w < 00,
a

mesure([a+5, a + 26] U[b—25, b—5]> =20 — 0

et parce que :

Par conséquent :
Ve >0, 40 >0, ”f—fX(;”wgs.

Ensuite, avec ¢ > 0 arbitrairement petit, puisque la fonction fys est continue sur I’inter-
valle fermé [a, b], 1a premiére partie de la démonstration assure qu’il existe un polyndme :

R € Py
de degré < N(e) assez grand pour que :
|fxs—R|, < e
Alors I’inégalité du triangle :

|f=R|, < |f-rfxl,+1fx—R|
< e+te,

w

montre que I’on peut toujours approximer f en norme | - |, avec une précision arbitraire
par des polyndmes, ce qui veut dire que la famille :

(]_, xZ, 1'2, ) = (P(), Pl, PQ, )
est bien totale dans (A, | - [w)- d

Toutefois, malgré la beauté du Théoreme 8.8, lorsque I’intervalle |a, b n’est pas borné,
la suite de polyndmes orthogonaux (P,)%°, construits généralement n’est pas toujours to-
tale.

Exemple 8.9. Sur I’intervalle |0, ool, soit le poids :

—logx __ _—logxlogx

w(z) == x e

Nous affirmons que la fonction non identiquement nulle :

f(x) := sin (27 log z)
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est orthogonale a tous les mondmes z" avec n > 0 entier, donc a tous les P, : elle n’est
alors approximable a € > ( arbitrairement petit pres par aucune combinaison linéaire des
P,.

En effet, le changement de variable y = log z, d’ou e¥ dy = dz, permet tout d’abord de
vérifier que tous les moments d’ordre n > 0 de la fonction f :

oo oo 9
/ 2" 708 dy = / eVe M eVdy < o0
0 —

o0

. A N . Z —q?
sont finis, grice a la petitesse écrasante de e~¥" lorsque |y| — oc.
Ensuite, ce méme changement de variable permet de calculer comme suit le produit
scalaire :

o0

<xna f)w =

"ysm 27ry)e v e’ dy

(n+1)2

BARE R sin(27 y) dy

|
_ / e sin (27 ) dy
/.

n 2 n
= / e+ sin(27ry) dy

(n+1)? > :
[Changer ¢ := y + 1] =T (1)t / e sin(2nt) dt

= 0,
pour confirmer, par simple imparité de ¢ — sin(27 t), toutes les orthogonalités affirmées.

En utilisant des résultats d’analyse complexe (non admis dans ce cours), on peut démon-
trer le résultat suivant.

Théoreéme 8.10. Sur un intervalle non borné |a,b| C R, si la fonction-poids w: ]a,b[ —
R satisfait pour une certaine constante o > 0 :

b
/ w(z)eldr < oo,

alors la suite de polyndémes orthogonaux (P, construits dans la Proposition 8.4 consti-
tue une base hilbertienne de l’espace préhilbertien ¢, qui est alors un espace de Hilbert
en tant que tel. U

9. Projection sur un convexe fermé et théoreme de représentation de Riesz

Le théoreéme suivant joue un rdle trés important dans les applications aux espaces fonc-
tionnels : tout comme le théoréme du point fixe, il affirme 1’existence d’un unique élément
vérifiant une certaine (in)égalité. Il sert notamment a établir 1’existence de solutions pour
des équations ou inéquations fonctionnelles.
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7% (f)

Définition 9.1. Un sous-ensemble 4" C E d’un R- ou C-espace vectoriel E est dit convexe
si le segment fermé défini par deux points quelconques lui appartenant :

Ve €6 Ve € 6 VoKt ta+(1—t)e € €
est encore entierement contenu en lui.

Le théoréme suivant, qui requiert réellement que € soit fermé, sera principalement ap-
pliqué au cas ol € est un sous-espace vectoriel fermé.

Théoreme 9.2. [Projection orthogonale sur un convexe fermé] Soir H un espace de
Hilbert quelconque (pas nécessairement séparable) et soit € une partie convexe non vide
de H qui est de plus fermée. Alors pour tout f € H, il existe un unique point de ¢, appelé
projection de f sur € et noté w4 (), dont la distance a f soit minimale :

|/ = me (Dl = min|f —g].

Démonstration. En se souvenant du Théoreme 3.11, ou en développant les carrés scalaires
du membre de droite, le lecteur vérifiera facilement la formule de la médiane :

ul? + Jol? = 2] =52 + % Ju — o] (u, ve H),

qui remonte a Pythagore et a Euclide

Posons maintenant :

d::inf{Hf—gH:ge%},

et établissons I’unicité de w4 ( f) (I’existence viendra ensuite). Par contradiction, s’il existait
deux éléments distincts g; et g, de € réalisant cette borne inférieure :

d=|f=agl=I1f- gl
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alors leur milieu @, qui appartiendrait aussi a I’ensemble convexe ¢, satisferait, via
I’identité de la médiane appliquée au := f —gyetav:= f — go:

2
2|f — 22| = |f =P+ If — 2> — 2192 — 0|
= 2d° — % lg2 — g1|* < 242,

et donc le vecteur médian 232 € ¢ satisferait | f — 2392| < d, ce qui contredirait
manifestement la définition de I’infimum d.

Ve

Géométriquement parlant, nous avons seulement utilisé le fait que, dans un triangle
ABC isocele en A, la hauteur AH issue de A est strictement inférieure a la longueur
isocele AB = AC.

A présent, établissons 1’existence. Par définition de toute borne inférieure telle que d,
il existe une suite (gx)5>, d’éléments de € telle que | f — gx| tende vers d lorsque & tend
vers oo. Alors nous allons voir que la convexité de % produit une espece de « miracle » qui
impose a toute telle suite d’€tre automatiquement de Cauchy.

En effet, si I’on introduit a nouveau le milieu % entre deux éléments quelconques

gk, €t g, d’une telle suite, on peut a nouveau appliquer I'identité de la médiane a u :=
f=gmetavi=f—g:

+ 2
3ok = 9l® = 1f = gu 1> + 1 = g1 * = 2| 572 = £
+9ky

. . o + . .
Mais puisque ce milieu #-%*2 appartient encore au convexe %, sa distance | #1-%2 — f|
a f est automatiquement > d, donc on en déduit une inégalité :

o = 96> <1 f = g6 P+ 1 f = 90> — 28

qui montre que |gx, — gk, | peut étre rendu arbitrairement petit, pourvu que ki, ky > K
soient assez grands, puisque 1’on a par hypothese :

“f — Gk ”2 k;:o d2 et ”f - gszQ k;; d2'

Ainsi, la suite (gi )52, est bien de Cauchy. Mais 1’espace de Hilbert H est complet, donc
il existe un unique élément g, € H qui est la limite des g lorsque & tend vers I’infini. Et
comme % a été supposé fermé, cette limite g., appartient automatiquement a %, ce qu’il
fallait démontrer. O
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Théoreme 9.3. [Hyperplan de support] Sous la méme hypothése que H est un espace de
Hilbert quelconque (pas forcément séparable) et que € est une partie convexe fermée non
vide de H, le projeté my(f) sur € d’un élément quelconque f € H vérifie les inégalités :

Re<f—7r<g(f), h—7r<g(f)> <0, pourtout heE.

Réciproquement, si g € € est un point du convexe fermé qui vérifie les mémes inégali-
1és :

Re<f—g, h—g> <0  pourtout h € €,
alors nécessairement g est unique et n’est autre que le projeté de f :
g =me(f).

Lorsque I’espace de Hilbert H est défini sur R, on enleve les parties réelles ‘Re’.

hyperplan ‘
de support

Géométriquement parlant et si on I'interprete dans un espace hilbertien réel, cette der-
niere caractérisation exprime que 1’angle entre le vecteur f — 7y /(f) et tout autre vecteur
h — 7¢(f) d’extrémité un autre élément quelconque i € % est toujours > 7.

Autrement dit, tous les points h du convexe fermé % se situent dans le demi-espace
fermé :

{he H:Re(f —mg(f), h—me(f)) <O}

dont le bord, défini par I’ équation :

Re (f —m¢(f), h —me(f)) =0,

est lui-méme un hyperplan réel passant par le point projeté 4 (f) € €, hyperplan qui est
orthogonal au vecteur f — m¢(f). Ainsi, le projeté sur le convexe fermé ¢ s’identifie a
un simple projeté sur cet hyperplan réel. On nomme parfois « hyperplan de support» tout
hyperplan qui garantit qu’un objet géométrique se situe entierement dans un, et dans un
seul des deux cotés (fermés) qu’il définit.

Démonstration. Soit donc h € € quelconque. Pour tout réel ¢ avec 0 < ¢ < 1, le point :

h := g (f) + t(h — 1o (f))
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appartient aussi au convexe fermé %. On a donc une inégalité automatique que 1’on peut
développer :

lme(f) — FI2 < | — £IP
= |me(f) = f +t(h — (D) |
= |ra(f) = fI? + 2tRe (e (f) — f, h— 7 (F)) + 2 |1 — 7 (F)]?,

et apres simplification évidente, cette inégalité se réduit a :
0 < 2tRe(mg(f) = f, h—me(f)) + | — me (f)I*.

Avec a,b € R et a < 0, nous savons que at + bt? ~ at < 0 est négatif pour 0 < t < ¢
petit. En faisant aussi 0 < ¢ < ¢ ci-dessus, on déduit donc que le coefficient de ¢ ci-dessus
ne peut pas étre < 0, donc est > 0, ce qui établit ’inégalité voulue (noter le changement
de signe) :

Re <f - ch(f), h — W{g(f» <0,
valable pour tout h € %

Il reste a établir I’unicité d’un élément g € ¥ satisfaisant :

Re(f_g7h_g><07

pour tout h € €. Or si g satisfait de telles inégalités, nous pouvons estimer la distance a f
d’un élément quelconque h € € eny insérant —g + g :

[h—=fI*=1h—g+g—fI*=|h—g|*+2Re(h —g, g — f) +lg — fI’
—_—— ~

20 >0
2
=g — 17
et déduire qu’elle est toujours supérieure ou égale a la distance de f a g. Or d’apres le

Théoreme 9.2 qui précede, un tel élément g existe, est unique, et n’est autre que g = w4 (f),
comme annoncé. 0

Définition 9.4. [Orthogonal a une partie quelconque] Dans un espace de Hilbert H quel-
conque, I’orthogonal d’un sous-ensemble B C H arbitraire est défini en toute généralité
comme étant constitué des vecteurs qui sont orthogonaux a fous les éléments de B :

B*:={heH: (h,b)=0Vbe B}.

C’est un sous-espace vectoriel de H (exercice). On notera que B; C B, implique B{ D
BL.
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Lemme 9.5. [Trivial mais important] Soit B une partie arbitraire d’un espace de Hilbert
H quelconque. Alors son orthogonal :

B-={heH: (hb)=0Vbe B}
est un sous-espace vectoriel de H qui est toujours fermé dans H.

Démonstration. En effet, si (h;,)?2, est une suite de Cauchy quelconque dans B~ satis-
faisant donc (hy,b) = 0, pour tout b fixé, I’inégalité de Cauchy-Schwarz assure (exercice
direct laissé au lecteur) que, si I’on note /., son unique limite dans H (qui est complet), on
a encore (h,, b) = 0, ce qui montre bien que h., € B~. i

Proposition 9.6. [Supplémentaire orthogonal] Soient H un espace de Hilbert et F' un
sous-espace vectoriel de H qui est fermé. Alors son orthogonal :

Fr={geH:(f,g)=0 VfeF}

est un sous-espace vectoriel de H qui est lui aussi fermé, appelé supplémentaire orthogonal
de F'. Surtout, tout élément h € H se décompose de maniere unique sous la forme :

h=f+g avec fEF et gcF=*

En outre, les éléments f et g de cette décomposition sont orthogonaux entre eux et sont
les projections (orthogonales) de h sur les deux ensembles convexes fermés F et sur F*-,
respectivement, a savoir [’on peut écrire :

1
H=F&F*+  FnF={0}.

Démonstration. Observons que tout sous-espace vectoriel fermé de H est, en particulier,
un sous-ensemble convexe fermé de H.

Soit donc h € H et notons comme précédemment 7 (h) sa projection sur le fermé
convexe F’ (cette projection existe griace au Théoréme 9.2). Pour tout élément f’ € F et tout
scalaire A € C, le point 7r(h) + A f" appartient a F' et on a donc d’apres le Théoreme 9.3
ci-dessus :

Re (h —mp(h), 7p(h)+ A f —mp(h)) <O,
a savoir :
Re (h —mp(h), A f') <0.
Or un nombre complexe z qui vérifie Re (X z) < 0 pour tout A € C est nécessairement
nul (exercice élémentaire). Donc il vient :

(h —mp(h), [') =0,

et ce, pour tout f/ € F. Ceci montre que h — 7 (h) appartient 2 F- et prouve donc
I’existence de la décomposition :
h:TrF(h)—}—h—ﬂ‘F(h).
—— ——
=: feFr =:geF+
Quant a I’unicité, s’il existait une autre décomposition h = f’ 4+ ¢’ du méme type avec
f'€ Fetg € F*, levecteur u := f' — f = ¢’ — g appartiendrait a la fois a2 ' et a F'-.
Or si u € F appartient aussi 2 F'*, on doit avoir (u,u) = 0, donc u = 0, et enfin f' = f et
g = g. La preuve est terminée. U
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Corollaire 9.7. Comme a !’instant, soit H un espace de Hilbert quelconque et soit F' un
sous-espace vectoriel de H qui est fermé. Alors les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

() FF=H;

(ii) F+ = {0}.

Démonstration. Cette équivalence découle par simple logique (exercice mental) de la dé-
L

composition orthogonale qui précede H = F' & F~* et de son unicité. U

Lemme 9.8. Soir B une partie quelconque d’un espace de Hilbert H. Alors I’orthogonal
de B coincide avec I’orthogonal de son adhérence B :

B =B .

Démonstration. En effet, I’inclusion B C B donne immédiatement par retour a la défini-
tion :
B c B
Pour établir ’inclusion inverse B+ C EL, étant donné un vecteur quelconque h € B+,
a savoir (h, b) = 0 pour tout b € B, on doit démontrer que h € B, asavoir que (h,b) =0
pour tout b € B. Si donc (b;);2; est une suite de Cauchy d’éléments de B qui converge
vers un élément arbitraire b € B dans H complet :

Ve>0 3K >1 (k>K — 5 b <5),
I’inégalité de Cauchy-Schwarz (a nouveau elle !) nous assure que le nombre réel positif :

< Rl {[o— b
NE

peut étre rendu arbitrairement petit, donc h est bien orthogonal aussi a tous les éléments
be B. O

Corollaire 9.9. [Critere de totalité] Soit H un espace de Hilbert quelconque et soit A C H
une partie quelconque. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est totale;
(ii) ’espace vectoriel Vectgni(A) constitué des combinaisons linéaires finies d’éléments de
A a coefficients complexes posséde une adhérence :
Vethin;(A) =H
égale a tout I’espace de Hilbert ambient ;

(iii) [’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les éléments de A se réduit au vecteur nul,
a savoir :

{0} =A={heH: (ha)=0Vac A}.

Démonstration. L’ équivalence entre (i) et (ii) est une reformulation de la notion de totalité
telle qu’elle a été définie au début de ce cours sur les espaces de Hilbert (exercice mental).
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Montrons 1’équivalence entre (ii) et (iii). Par linéarité du produit scalaire, il est clair que
I’orthogonal de A coincide avec 1’ortogonal de ses combinaisons linéaires finies :

AJ' = [Vectﬁn;(A)}L
Mais nous venons de voir que prendre I’orthogonal d’une partie B quelconque revient a
prendre 1’orthogonal de sa fermeture 5, donc :
/1L = [Vectﬁn;(A)}L = [Vectﬁni(A)}l.
Le Corollaire 9.7 vu il y a quelques instants appliqué a I’espace vectoriel fermé :
F = Vectﬂni(A)

disait alors que F' = H si et seulement si £+ = {0}, ce qui nous donne 1’équivalence
désirée. U
Théoreme 9.10. [Théoreme de représentation de Riesz] Soit H un espace de Hilbert
quelconque. A tout vecteur fixé gy € H, on peut faire correspondre la forme linéaire conti-

nue .
Lgy: [+ {f 90)
H—C

« produit scalaire avec g ».
Réciproquement, étant donné une forme linéaire continue arbitraire L sur H, il existe
un et un seul vecteur gy € H tel que ’on ait :

L = Lgo = <'790>'

Démonstration. Vérifions tout d’abord que L, est une forme linéaire continue. Pour tout
f € H, Cauchy-Schwarz donne :

|L90<f)’ = ‘<f790>‘ < gola [ fla-
——

constante

Ceci prouve que L, est continue, et de plus, que sa norme d’opérateur satisfait :

|Lgo ()]
gl = sup =Z2== < lgolm-
20 | fla
Qui plus est, en considérant Ly, (go), on constate facilement que || Ly, || = |go|u-

Soit maintenant L une forme linéaire continue sur // non identiquement nulle. Le sous-
espace vectoriel noyau :
F = L7Y(0)
est fermé (puisque L est continue) et distinct de H (puisque L # 0). Grace au Corol-
laire 9.7, I’orthogonal '+ n’est donc pas réduit a {0} et il existe par conséquent un élément

non nul :
g € F\{0}.
Cet élément n’appartient alors pas a ', donc le nombre complexe :
A= L(g)
est non nul.

Ensuite, pour tout f € H on peut poser :

f=%g+<f—%g) =: i+ fa
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On remarque que le second terme f5, qui vérifie L(f,) = 0, appartientd F' = L~!(0) tandis
que fi, qui est un multiple de g, appartient 2 . En effectuant le produit scalaire avec g,
on obtient donc :

(f, 9) = (fr,9) + (f2.9) = % lg|* + 0.

— =0

11 suffit maintenant de poser gy := ﬁ g pour obtenir L(f) = (f, go) quel que soit f. Cela

montre que L est égale a L.
Enfin, I’unicité (facile) est laissée en exercice a tout(e) étudiant(e) consciencieux(se) qui
souhaite réussir a I’examen. O

Pour terminer ce chapitre, discutons brievement les notions d’opérateurs linéaires et de
leurs adjoints. Soient H; et Hs deux C-espaces de Hilbert.

Définition 9.11. Une application 7': H; — H, est appelée un opérateur linéaire, ou une
transformation linéaire, lorsqu’elle est C-linéaire :

T()\f—l—,ug) = AT(f)+nT(g) (YA L€EC,Vf,geHy),
dott T(0) = 0.

Définition 9.12. On dit qu’un opérateur linéaire 7': H; — H, est borné lorsqu’il existe
une constante 0 < C' < oo telle que :

”T(f>HH2 < C ||f||H1 (VfeH).

La norme d’opérateur de T', I'infimum de telles constantes C', vaut alors :
I7l = svp [T(£)]y,

I £z, <
On a alors une majoration fondamentale :
T, < NTW- 1 f 1, (vfem).
Avec H, = H, =: H, un exemple trivial est I’opérateur identité |d de norme ||Id|| = 1.
Lemme 9.13. La norme d’un opérateur linéaire borné T': Hy, — Hs vaut aussi :
171 = sup {|{T(f), 9| 1 fler, <1, N9l <1}

Démonstration. Si ||T|| < C pour une constante 0 < C' < oo, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz donne, pour tout | f|x, < 1ettout |g]m, < 1:

(). g)m| < 1Tl - l9lm, < Clflm Mgl < C,
et ainsi, en faisant tendre ||| +— C':
sup {[(T(f). 9| Ifle <1, Jgl <1} < |IT0L

Pour I’inégalité inverse, faisons I’hypotheése, pour une constante 0 < C' < oo, que :
sup {‘(T(f)7g>H2‘ Hf”Hl <1 ”9HH2 < 1} < C,

et montrons que |T'(f)|x, < C| f|m, pour tout f € Hy, d’ott découlera ||T'|| < C, ce qui
donnera bien en faisant tendre C' vers ce supremum :

ITI < sup {[{T(f), 9)ra|: 1fllery <L, Ngler, < 1}
Lorsque f = 0ouT'(f) = 0,iln’y arien a faire.
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Supposons donc que f # 0 et que T(f) # 0, introduisons alors les deux éléments de

norme 1 :
/ R 1)

G

P = i

et appliquons-leur I’hypothese :
C = [T(f).9') ]
T Tl
[ AT e

ce qui donne |T(f)|m, < C|f|u,, conclusion ! O

Définition 9.14. Une transformation linéaire 7': H; — H entre espaces de Hilbert est
dite continue si, pour toute suite (f,,)>2, d’éléments f,, € H; qui converge vers un élément
foo € Hy, on a aussi convergence dans Ho :

T(f.) — T(fx).
Proposition 9.15. On a équivalence entre :

(T: H, — Hy estborné> <= (T: H, — Hy estcontinu).

Démonstration. SiT est borné, et si f,, — f, il est clair que :
n—oo

|7(fa) = T(fo)l g, < WTU- 1w = fockm — 0,

donc T est continu.
Réciproquement, si 7' est continu, supposons par I’absurde qu’il ne soit pas borné, c’est-
a-dire que pour tout n > 1, il existe f,, € H;\{0} avec :

Alors le vecteur :
fl N fn

onfls,

est de norme |f; |, = %, donc f, — 0, et comme T est continu (en 0), on doit aussi
n—oo

avoir T'(f]) — 0, ce qui n’est manifestement pas cohérent avec :
n—oo

1T = S

L application la plus immédiate du Théoreme 9.10 de représentation de Riesz est la
construction, pour tout opérateur linéaire borné 7': H; — H,, d’un adjoint H; <+—
Hy: T™.

> 1. 0

Théoreme 9.16. [Adjoint] Si T': H, — H, est un opérateur linéaire borné (continu)
entre espaces de Hilbert, il existe un unique opérateur linéaire borné (continu) :

Hl — H2 : T*,
appelé I’adjoint de T, satisfaisant :

(T g = (£ T°(9)m (Vf€H, Vg€ Hy).
De plus :
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@ |77 =T
@) (T7)" =T.

1

Démonstration. Pour montrer (simultanément) 1’existence et I’unicité de 7™, observons que
pour tout g € H» fixé, ’application linéaire :
Ag : H1 — C

est bornée, parce que, comme 7' est borné, on peut estimer :
Ag(H)] = (T (). 9]
[Cauchy-Schwarz] < HT(f)‘ o 9],
<

I - gl e, - 1. L,
= constante - || f| g, -

Le Théoreme 9.10 (magique !) de représentation de Riesz fournit alors un unique élément
h € Hj tel que A,(+) coincide avec le produit scalaire avec h :

Ag(f) = (f, ) m, v f € Hy).

On se convainc aisément (exercice) que la dépendance de h vis-a-vis de g est alors C-
linéaire, ce qui justifie de noter h = T™(g), avec un certain opérateur adjoint 1™ qui est
C-linéaire et qui satisfait bien au final I’identité fondamentale :

<T<f)7g>H2 = <f7T*(g)>H1 (Yf€HyL, Vg€ Ha),

qu’il est avisé de lire en voyant 1" « passer de I’autre c6té du produit scalaire en cueillant
une étoile ».
La propriété (1) s’obtient instantanément comme suit grace au Lemme 9.13 :

ITI = sup {{T(f). )|+ [/l <1 gl < 1}
= sup {[{(£. 7" ()| |flm <1, lglm, <1}
< <1}

[Conjuguer] = sup {[(T*(9). o] : 1fery <1, 1]
= 7"l
Enfin pour la propriété (2), le bi-adjoint (7™)* de T, i.e. I’adjoint de 7™, étant défini par :
(T"(9), WY m, = (g, (T*)*(h))m, (Vg€ Hy, Vhe Hy),
ou, de maniere équivalente apres une simple conjugaison complexe, par :
(h, T(9))m = (T7)*(h), 9) (Vg€ Hz, Yhe Hy),
une comparaison avec les identités qui définissent 7™ donne :
(T'(h), g, = ((T7)*(h), 9) (Vg€ Ha, Vhe Hy),
ce qui force T'(h) = (T™*)*(h), d’ott comme annoncé T' = (T™*)*. O

Une identité de polarisation, que I’on peut vérifier par un calcul direct, va s’averer utile
dans un instant :

+i(T(f +ig), f+ig) —i(T(f —ig), f —ig).
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Définition 9.17. Un opérateur linéaire 7': H — H d’un C-espace de Hilbert H a valeurs
dans lui-méme est dit auto-adjoint lorsque :

T =T.

Proposition 9.18. La norme d’opérateur ||T|| d’un opérateur linéaire T: H — H auto-
adjoint T = T" peut étre calculée comme :

I71 = sup {[(T(1). £)]: 171 = 1},
Ce résultat doit étre comparé a la formule du Lemme 9.13, valable pour tout opérateur
linéaire.
Démonstration. D’apres ce lemme, on a tout d’abord une inégalité dans un sens facile :
N = sup {[(T()), )]+ I/l = 1}
<sup {[{T(f),9)|: [flr = L lglw = 1}
=71\

Pour I'inégalité inverse N > ||T| — qui requiert plus de travail —, observons tout
d’abord que pour tout vecteur h € H, grace a T = T, la quantité :

(T'(h), h) = (h,T*(h)) = (h,T(h)) = (T(h),h)

est réelle, et donc lorsqu’on prend la partie réelle dans 1’identité de polarisation ci-dessus :

Re [(T(f),9)] = i (T(f+9).f+9) = (T(f = g).f —g)] +0+0,

deux termes s’évanouissent pour notre plus grand bien.
Car ensuite, I'inégalité |(T'(h), h)| < N |h|? découlant de la définition de N donne :

Re [(T(1). ]| < 7 [17 + ol +1f —oF’]

N
[Identité du parallélogramme] = 5 [||f||2 + ||9||2}

En supposant || f|| < 1et |g| < 1, nous obtenons :
Re(T(f), 9)| < N.

Enfin, pour nous débarasser de cette partie réelle, il suffit de remplacer g par e?g avec
égal a ’argument de (T'(f), g), et nous obtenons :

(T(f),9)] < N (VIf1=1, Vigl = 1),
donc en prenant le supremum comme dans Lemme 9.13, I’inégalité inverse visée ||7']| < N
arrive — et clot ce chapitre ! U

10. Exercices
Exercice 1. Sur le Q-espace vectoriel de dimension finie 2 :
Q[\/ﬁ} = {a+ bV2: a,be Q},
on introduit les deux normes :
’a—|—b\/§‘1 = lal + |b] et Ha—!—b\/iHQ = ‘a+b\/§|,

et on se propose d’établir qu’elles ne sont pas équivalentes.
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(a) Commencer par vérifier que Q[v/2] est bien un Q-espace vectoriel de dimension 2, et que | - |1 et | - |2
sont bien des normes.

(b) Trouver une constante 0 < ¢ < oo assurant que :
clzl2 < |zl (V2 €Q[V2))-
(¢) Pour n > 1 entier, montrer que les deux éléments :
z, = (1-v2)" et yn = (1+v2)"
appartiennent 4 Q[v/2].
(d) Montrer qu’il n’existe pas de constante 0 < C' < oo telle que :
Izl < Cll2 (Vz€Qva)).

Indication: Si z,, = a,, — b, V/2 et si Yn = Ap + by, V2, avec ay,, by, entiers, montrer que a,, — oo lorsque
n — oo, puis, réaliser que ||z, |1 — oo tandis que |z, |2 — O.

Exercice 2. Montrer qu’une forme sesquilinéaire quelconque ¢ sur un espace vectoriel complexe E est
hermitienne si et seulement si 1’on a ¢(z, z) € R pour tout z € E. Indication: Considérer ¢(z, w) + ¢(w, z)
etaussi p(v=1z,w) + p(w, V=1 2).

Exercice 3. Montrer qu’il n’existe aucun produit scalaire dans R? dont la norme associée serait :
()| == max (| [y]).

Exercice 4. Soit un intervalle fermé [a, b] C R avec —oo < a < b < 0.
(a) Montrer que I’application :

b
(F.9) > (h.9) = [ f@)g@ o
définit un produit scalaire hermitien sur I’espace : '
% ([a,b], C)
des fonctions continues sur [a, b] & valeurs complexes.
(b) Cet espace ¢ ([a, b], C) est-il complet pour la norme associée ( f; | f () |2 dx)% ?
Exercice 5. (a) Soit (E, | - |) un espace vectoriel normé sur C. Démontrer que sa norme | - | provient d’un
produit scalaire hermitien si et seulement si elle satisfait I’identité du parallélogramme :
V(zw) € B2zt wl + |z —wl® = 2(|l + [w]?),
et que dans ce cas, le produit scalaire hermitien qui définit || - | est nécessairement de la forme suivante :
(zw) = 1 (Iz +wl* = |z = wl* + vT |z + vTw]* - vT 2 = v wl?).
Indication: Pour démontrer que la condition est suffisante, on pourra considérer 1’application (-, -) ainsi définie
et démontrer successivement qu’elle satisfait les cinq propriétés suivantes :

e pour tout z € E,ona (z,z) = |z]?;

e pour tout (z,w) € E%,ona (z,w) = (w, 2) ;

e pour tout (z,w,t) € E3,ona (z +w,t) = 2(z,t/2) + 2(w, t/2) ;

e pour tout (z,w,t) € E3,ona (z +w,t) = (z,t) + (w,t);

e pour tout (2, w) € E? ettout A € C, on a (A\z, w) = Az, w).

(b) En déduire que pour tout p € [1, 00| tel que p # 2, il n’existe aucun produit scalaire hermitien sur 1’espace
LP([0, 1], dz) des fonctions f: [0,1] — C de p-eme puissance intégrable dont dériverait sa norme :

1 1/p
1712 :=( / If(x)lpdx> “ .

Indication: On pourra examiner ce que donne I’identité du parallélogramme appliquée aux deux fonctions :

. 1 sizel0,1/2] -
om0 siwenjey 9T
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Exercice 6. Soient E et F' deux espaces vectoriels réels munis chacun d’un produit scalaire (-, ) g et (-, ) p.
Soit f: E — F une application avec f(0g) = O telle que :

1f (@) = FW)lr = Iz —yle,

pour tous x,y € E. Montrer que f est nécessairement linéaire. Indication: Montrer tout d’abord que f pré-
serve le produit scalaire.

Exercice 7. Soit f: £ — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels réels (ou complexes)
chacun munis d’un produit scalaire (hermitien) qui préserve la norme. Vérifier que f préserve alors aussi le
produit scalaire (hermitien).

Exercice 8. On note /2 I’espace des suites infinies x = (21, 22, ..., ;,...) de nombres réels z; € R telles
que >;2, |z;]|? < oo et on le munit du produit scalaire habituel (z, Y = > ey Y. On considere aussi
la collection de suites infinies :

. o~ O
E = {(an)nzlzanGR, Zl 2 <OO}.
n=

(a) Vérifier que ED% est contenu dans E.

(b) Montrer que E est un espace vectoriel sur R pour la loi de linéarité composante-par-composante :
Aan)nZy + p(Bn)nzy = ()\ Qp + Mﬁn):ir

(c) Montrer que :

<a;ﬂ>E — Z On B

n2
définit aussi un produit scalaire sur F.
(d) Montrer que I’application :
A ——E
©:

(zi)iq ¥ (i 2:)21 = (Qn) ey

est un isomorphisme isométrique, i.e. un isomorphisme linéaire satisfaisant |¢(z)| g = |z[z pour tout z €
2

0.

Exercice 9. Soit £>° = {2 I’espace vectoriel des suites z = (z;)72, € C* vérifiant :

sup |z;| < oo.
i1

(a) Montrer que la formule | z[¢ := sup,> |2;| définit une norme sur £°.
(b) Montrer que (EOO, . @oo) n’est pas séparable. Indication: Utiliser le fait que {0, 1}N* n’est pas dénom-
brable, et, pour deux éléments z = (2;)2, € (¥ et 2’ = (2])2, € £>° de composantes z;, z; € {0,1} égales

seulement aux deux lettres dont le langage infra-primitif des ordinateurs est constitué, utiliser aussi le fait que
les deux boules ouvertes :

{wet®: Jw— 2z <3} et {w e t®: Jw -2 < 3}
sont disjointes.

Exercice 10. Soit F un R-espace vectoriel muni d’une norme | - |.
(a) Montrer que deux vecteurs z,y € E quelconques satisfont toujours 1’inégalité :

Iz, Iyl < max{lz+yl, |z —yl}.

(b) Montrer qu’une boule fermée entierement contenue dans une autre boule fermée a toujours un rayon qui
est inférieur ou égal a celui de la premicre ; précisément, si z1, 22 € E, siry, 79 > 0etsi:

{zeE: |z—a1|<r} =B C By:={z€E: |v—x| <ra2},

montrer que 7] < Ta.
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Exercice 11. Montrer qu’aucune des deux normes suivantes sur C™ :
|2]o0 :=max {|z1], ..., |zn] } et Izl := |z1] 4+ -+ + |20l
ne dérive d’un produit scalaire.
Exercice 12. Soit un nombre 1 < p < co. On note £f. I’ensemble des suites infinies de nombres complexes :
z= (21,22,...,zi,...) e C™=,

dont la somme des puissances p-eémes des composantes converge :
o0
Z ’zi’p < 00.
i=1
(a) En utilisant le fait que la fonction Ry 3 ¢ — tP € R, est convexe (lorsque p > 1!), montrer pour tout
0 < a < 1 T'inégalité :
P P p
24wl <alf["+ 0 -a)|]"

(b) Montrer que la quantité :

o o 1/p
lelp = (Z =] )
=1

définit une norme sur ¢P et que /P est un C-espace vectoriel. Indication: Pour établir I’'inégalité triangulaire,

[
= Telotlels

(c) Montrer que P est complet pour | - .

poser o : ci-dessus.

(d) Lorsque p < 1, a-t-on une norme avec cette définition ?
(e) Soit a nouveau p > 1. On considere le sous-espace :

M, = {z = (2)52, € P Y0 2 = 0}.
Pour quelles valeurs de p > 1 ce sous-espace est-il dense dans ¢P ?

Exercice 13. On note X I’espace des fonctions continues f: R — C qui sont sommes finies quelconques
d’exponentielles trigonométriques :
n
t) = Z ay, e'Oxt,
k=1

avecn € N, a;, € C, 0, € R quelconques. Etant donné deux fonctions f, g € X dans cet espace, on pose :

o) = Jim o [ s

(a) Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur X.

(b) Montrer que la famille (¢ — e*) < est orthonormée.
(c) L’espace X est-il de Hilbert ?

(d) L’espace X est-il séparable ?

Exercice 14. Soit (H, (-,-)) un C-espace de Hilbert.

(a) Si z,w € H satisfont Re (2, w) = |2|? = |w|?, montrer que z = w.
(b) Soient maintenant deux suites (z,)5%; et (wy,)S2; satisfaisant |z,|] < 1 et |w,| < 1. Si
lim,,— 00 (2n, wy) = 1, montrer que lim,,_ oo |2 — wy| = 0.

(¢) Silim, o0 |20 + wn| = 2, montrer que lim,, o |2, — wy| = 0.

Exercice 15. On munit le R-espace vectoriel R[z] C ¢°(R,R) des polyndmes réels d’un produit scalaire
quelconque (-, -), dont on note | - | la norme associée. A partir de la famille génératrice libre (xk)ZO:O de tous
les mondmes, le procédé de Gram-Schmidt construit une famille orthonormée (P;€ (:c)) OOZO

p—o avec deg Py =k
pour tout k > 0. Soit alors (Qk(x)):io la famille :
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o0

Lo est de Cauchy dans (R[z], | - ).
(b) Montrer que (R[z], | - |) n’est pas un espace de Hilbert.

(a) Montrer que la suite (Qk(x))

Exercice 16. On consideére °([—1, 1], R) muni du produit scalaire L? :

1
) = [ f@) o) do (oL,
—1
eton note | - |12 la norme associée, distincte de celle intrinséque aux fonctions continues :
= €°[—1,1]).
[flgo = _max [f()] (f€°[-1,1])

(a) Montrer que la suite, définie pour n > 1, de fonctions :

-1 lorsque —1<z<—1,
falx) == ¢ nx lorsque — 1 <o <
1 lorsque <z <1,

est de Cauchy dans (%°[—1,1], ] - |12).

(b) Montrer que (f,,)32; converge en norme L? vers la fonction :

-1 lorsque — 1<z <0,
foolz) == ¢ 0 pour x =0,
1 lorsque 0 < z < 1.

(c) Qu’en est-t-il en norme | - | o ? Interpréter.

Exercice 17. Une fonctionnelle linéaire :
L: L*([0,1],R) — R

est dite positive si :

(f > 0 presque partout) = L(f) > 0.
L’ objectif est de démontrer que toute fonctionnelle linéaire positive est continue.
(a) Montrer que L(g) > L(f) dés que f, g € L?[0,1] satisfont g > f presque partout.
(b) Montrer que L(|f[) > |L(f)|, pour toute f € L*[0,1].
(¢) On raisonne par 1’absurde, a savoir on suppose qu’il existe une fonctionnelle linéaire positive L sur

L?[0,1] qui n’est pas continue. Montrer qu’il existe une suite (uy)?; de fonctions u, € L?[0,1] avec
uy > 0 presque partout satisfaisant :

|ug|rz = 1 et L(ug) > k2F (VE=1).

(d) Montrer que la série 7, % est normalement convergente dans L?[0, 1].

(e) Soitdonc Y ;7 | % =:wu € L?[0,1]. Montrer que I’on a presque partout :
U
2k

Indication: Si une suite converge dans L? en norme L? vers une certaine fonction-limite de carré intégrable,

on peut toujours en extraire une sous-suite qui converge ponctuellement presque partout vers cette méme
fonction-limite.

< u (Vk>=1).

(f) Montrer que L(u) > k pour tout k& > 1, et conclure.
(g) Lorsqu’on change la norme sur L?[0, 1], I'énonce :
L positive = L continue,

peut devenir faux. Apreés avoir vérifié que L2[0,1] C L'[0, 1], donner un exemple de fonctionnelle linéaire
positive sur :

(L2[Oa 1]7 " ! ”L1)7
qui n’est pas continue.
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Exercice 18. Dans I’espace vectoriel ([0, 1],R) des fonctions continues sur I’intervalle [0, 1], muni de la
norme :

[flgo = max |f(z)] (f €60,

trouver une famille (e )$2, qui est libre et totale, ainsi qu’une fonction g € 60, 1], telles que 1’on ait deux
représentations :

(o)

9= Mex
k=1
o0

= Z Mk €k,
k=1

pour deux collections distinctes de coefficients réels (A;)72, et (ux)5,. Cela serait-il possible dans un
. . . Nz . k
espace de Hilbert ? Indication: Penser a écrire e® —1 =7 | %

Exercice 19. Déterminer les trois constantes réelles a, b, ¢ € R qui minimisent la valeur de :

1
/ ‘xg —ax?—bx— c‘2dx.
1

Exercice 20. On munit 'espace ¢ ([0, 1], R) des fonctions contindment dérivables sur [0, 1] du produit
scalaire :

(f.9) = / (F(@) g() + '(2) ¢ (2)) de (hoes o,

et on note | - | la norme associée.
(a) Montrer que (-, -) est effectivement un produit scalaire.
(b) Montrer que les deux sous-espaces suivants de ¢'1[0, 1] — noter que 2 C ¢ —:

V= {ge€'0,1]: g(0) =g(1) =0} et W = {he€?0,1]: K =h},
sont orthogonaux entre eux.
(c) Vérifier que :

W ={zr— Xe"+pe®: (\np)e RQ},

et exprimer la norme d’un tel élément général de W.

(d) Montrer, pour tout f € €*[0, 1], qu’il existe deux réels Af, 1y € R tels que :
(x — f(z) = Aje" —ppe ™) € V.

(e) Etablir que V et W sont supplémentaires orthogonaux dans € [0, 1].

(f) Exprimer 1’opérateur de projection orthogonale :

mw: €Y0,1] — W.

(g) Maintenant, pour deux constantes réelles a, 5 € R fixées, on regarde :

Eop = {f€€'0,1]: f(0)=a, f(1)=8}.
Déterminer :

inf | £]*.

fEEa‘[‘f

1
Indication: Appliquer le théoréme de Pythagore a la décomposition d’éléments f € E, g sur V ¢ W.

Exercice 21. Soit (H, | - | z) un espace de Hilbert. Montrer que sa boule unité fermée {f € H: | f|g < 1}
est compacte si et seulement si dim H < oo.
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Exercice 22. [Complétion d’un espace préhilbertien] Soit H, un C-espace vectoriel préhilbertien (pas
nécessairement complet), de produit scalaire hermitien (-, -) 7, défini positif. On considére la collection de
toutes les suites (f,,)>2 ; d’éléments f,, € Hy qui sont de Cauchy pour | - | g7, , on introduit la relation :

(fo)oa ~ (F21 = 0= lim [[fu = fo]p-
et on définit le quotient :
H = {(f)is € Ho} [ ~.
(a) Vérifier que ~ est une relation d’équivalence. On notera F' la classe d’équivalence d’une suite (f,,)02; €
Hy.
(b) Montrer que H hérite d’une structure de C-espace vectoriel.
(c) Montrer que H hérite du produit scalaire (-, -)  défini par :

<F7 G>H = nILmOC <fnagn>H07

ol F et G sont représentés pas ()22 1 et (gn)5 ;.
(d) Avec des suites constantes, vérifier que H O Hy, et que (f, g)u = (f, 9)n, pour tous f,g € Hy.
(e) Montrer que H est dense dans H.

(f) Montrer que H est complet. Indication: Etant donné une suite de Cauchy (F*)?° | dans (H, || ), chaque
F* étant représenté par une suite de Cauchy (%)% | d’éléments fX € Hy, montrer que 1’élément ' € H
représenté par la suite — dont on vérifiera qu’elle est bien de Cauchy — :

(f¥n)) e

olt N (k) > 1 est choisi suffisamment grand pour que :

1
|12 = ol < 3 (V0> N(k)),
satisfait :

0= |F - F*

k—o0 HH

(g) Enfin, soient H et H' deux espaces de Hilbert (complets) qui sont des complétions de Hy au sens ol :
Il
HOCH, HO I :H, <'7'>H|H0 = <'7'>Hoa

HocH, " =wm (%

a = -,V Ho-
Montrer qu’il existe un isomorphisme C-linéaire ®: H — H' avec <I>‘ Ho = Idfr, qui est unitaire au sens
ou:

[®(F)||,;, = IFlu (VF e H).

Indication: Si F' € H est représenté par une suite ( f,,)>2; de Cauchy dans Hy, montrer que ( f, )22, définit
aussi un élément I’ € H'.

Exercice 23. Montrer que les deux ensembles suivants de fonctions sont denses dans L*(R9).
(a) Les fonctions étagées.

(b) Les fonctions continues a support compact.

Exercice 24. On note E le C-sous-espace vectoriel de L?([0, 1]) constitué des fonctions f: [0,1] — C de
carré intégrable pour lesquelles il existe une fonction notée Ay € L? ([O, 1]) vérifiant :

1 1
R CECUEE R VEEOrS
pour toute fonction ¢ € €>° ([0, 1]) de classe € sur [0, 1] et dont le support :

supp(y) = {t € [0,1]: o(t) #0}

est un sous-ensemble compact de [0, 1].

(a) Montrer que F est un sous-ensemble dense de L2 ([O, 1])
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(b) Montrer que :

1 1
9= [ f@i@ e+ [ A T@ds
0 0
définit un produit scalaire sur F.
(¢) Montrer que F/, muni de ce produit scalaire, est un espace de Hilbert.

Exercice 25. [Polynomes de Hermite] On appelle n-¢me polynéme de Hermite le résultat de :
dar 2
H,(z) = (—1)"e®” —— ().
() = (1) e (o)

Obtient-on bien des polyndmes ? Pourquoi ?
(a) Calculer Hy, Hy, Ho, Hs, Hy, H5. Deviner des régularités qui semblent générales.
(b) Montrer que I’on a, pour toutn > 1:

H,(r)=2xH, 1(x) — H,_{(z).

n—1

(c) Raisonner par récurrence pour obtenir I’expression explicite :

Hy(x)=n! Y (=1) !

—_(22)"
1l — 29! ( ’
S gt (n —2j)!

et confirmer ce qui avait été deviné en (a).

(d) Montrer que les polyndmes de Hermite forment un systéme orthogonal par rapport au poids w(z) = e
et que leur norme au carré vaut :

[Hall2 = 2" 7.

Exercice 26. [Polyndmes de Legendre] Soit L?([—1, 1], C) I'espace des fonctions mesurables sur [—1, 1]
dont le module au carré est d’intégrale < oo, que I’on munit du produit scalaire usuel. On appelle polynéme
de Legendre de degré n > 0 le polyndme :

1 d»
Ln(x) = QTn' d.]j” [(1'2 — 1)1’7,}

(a) Pour deux entiers m > n > 0, intégrer n fois par partie 1’intégrale :

/ e~ ) L ) de

1 dxm dl‘"

en prenant itérativement la primitive du premier facteur et en déduire que L,,, est orthogonal & L,,.

(b) Par la méme méthode, calculer | L, ||%2[7171].

(c) En déduire qu’il existe une constante strictement positive ¢, > 0 — que I’on précisera! — telle que
(¢n L), oy €St un systeme orthonormal de L*([—1,1],C).

Exercice 27. On dit qu’un sous-ensemble 7 d’un espace métrique est précompact si pour tout ¢ > 0, il
existe un nombre fini de parties 27, . . ., .o, de < toutes de diametre < ¢ dont la réunion Uy <<k @ = &
est égale 4 &7 Soit alors .2/ un sous-ensemble quelconque d’un espace vectoriel normé (E, || - |). Démontrer
que <7 est précompact si et seulement si .27’ est borné et si pour tout € > 0, il existe un sous-espace vectoriel
F. de E de dimension finie tel que pour tout a € <7, on a dist(a, F;) < e.

Exercice 28. Soit a = (a,,)2%, une suite quelconque de nombres réels strictement positifs. On note £2 la
collection des suites de nombres complexes z = (2,,)22; telles que la série Y7 | ay, |2,|? soit convergente.
(a) Vérifier que £2 est un espace vectoriel sur C.

(b) Démontrer que 1’expression :

)
<Zn7 wn>éi = E Qp, Zp Wy,
n=1

définit un produit scalaire sur ¢2.
(c) Démontrer que 1’application :
o0
Lot (Zn)pzy — (V Gn Z”)n:1

est un isomorphisme isométrique de ¢2 sur ¢%. En déduire que ¢2 est aussi un espace de Hilbert.
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(d) Soient (an)22, et (b,)52, deux suites de nombres réels strictement positifs. Démontrer que, si 0 =
lim,,— oo %, alors la boule unité fermée de éi est un sous-ensemble compact de 83. Indication: Utiliser I’Exer-
cice 27.

Exercice 29. Montrer qu’un opérateur linéaire T': H; — H> est automatiquement borné lorsque H; est de
dimension finie, et que tel n’est pas le cas autrement.

Exercice 30. Soit (¢;)52, une base hilbertienne de L* (R%). Montrer que la collection doublement infinie :

(901' () @k(y));,ok-:l

constitue une base hilbertienne de L?(R? x R?). Indication: Commencer par vérifier I’ orthonormalité. Ensuite,
avec F' € L*(R? x R?) et pour tout k > 1 fixé, introduire Fy,(z) := [,. F(x,y) ¢x(y) dy. En supposant

0 = (F, ©j0r) 12(rd xray poUr tout j, obtenir 0 = [, Fi(x) ¢;(z) dx.

Exercice 31. Soit £ C H un sous-espace vectoriel d’un C-espace de Hilbert H. Montrer que son bi-
orthogonal (E1)~ est le plus petit sous-espace fermé de H qui contient F.

Exercice 32. Soit H un espace de Hilbert et soit C C H un sous-ensemble convexe fermé non vide. Montrer,
en utilisant un théoréme du cours, que 1’opérateur de projection 7w sur C' est 1-lipschitzien, au sens ou il
satisfait :

Imo(22) = me(e)] < g — 2],
pour tous x1, 22 € H.
Exercice 33. Soit 7 la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé F' C H d’un C-espace de
Hilbert H :

WFFZIdF et T‘—FFL:O’

(a) Vérifier que mp o mp = mF et montrer que T = TF.

(b) Réciproquement, si P: H — H est un opérateur linéaire borné satisfaisant P o P = P ainsi que
P* = P, montrer que P est la projection orthogonale sur un certain sous-espace fermé de H.

(¢) Démontrer que tout sous-espace fermé F' C H d’un espace de Hilbert séparable H est aussi un espace de
Hilbert séparable.

Exercice 34. Soit £ C R? un sous-ensemble mesurable, et soit F/ C L?(R?) le sous-espace des fonc-
tions qui s’annulent presque partout dans le complémentaire R%\ E. Montrer que la projection orthogonale
7p: L?(R?) — F est donnée par :

me(f) = f-1e (f € L2RY).
Exercice 35. Soient 7, et mp, deux projections orthogonales sur deux sous-espaces fermés Fi, F» C H
d’un C-espace de Hilbert H.

(a) Montrer que leur composition 7, o mp, est encore une projection orthogonale si et seulement si 7, ©
TR, = TE, © T, commutent.

(b) Dans ce cas, montrer que g, o T, est la projection orthogonale sur £ N F.

Exercice 36. Soit H un C-espace de Hilbert. On note .Z(H) 1’espace vectoriel de tous les opérateurs
T: H — H (linéaires) bornés, muni de la norme d’opérateur :

IT = inf {0 < C < oo [T(NI<CISI, VFeH}

(a) Montrer que ||T1 + T3] < |74 + | T2|| pour tous T, T» € L (H).
(b) Etablir que la quantité :

d(Ty, 1) = Ty — T2
définit une métrique sur £ (H).

(c) Montrer que .Z(H) est complet pour cette métrique.
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Exercice 37. [Déterminants de Gram] Soit K = R ou = C le corps des nombres réels ou le corps des
nombres complexes. Soit E un K-espace vectoriel préhilbertien, i.e. muni d’un produit scalaire (-, -) mais qui

n’est pas nécessairement complet (dans le cas ou F est de dimension infinie !). Soient eq, . . . , e,, des vecteurs
de E. On appelle matrice de Gramde ey, .. . , e,, la matrice :
1<j<n
Gram(eq,...,e ::< €i, €; )
(1) s ’ﬂ) <“ .7> 1<i<n’
I’indice ¢ numérotant ici les lignes. Son déterminant :
(er,e1) -+ (e en)
detGram(eq, ..., €,) = . o, .
<6n,€1> <€n,€n>
est naturellement appelé déterminant de Gram de eq, . . ., e,.

(a) Vérifier que cette matrice est symétrique dans le cas K = R, ou hermitienne dans le cas K = C, a savoir
par définition égale & la conjuguée de sa transposée.

(b) Dans le cas de n = 2 vecteurs, que peut-on dire de Gram(eq, e2) ? Quel théoréme fondamental le Sherlock
Holmes reconnait-il ici sans aucune aide de son cher Watson ? Et qu’est-on tenté alors de conjecturer pour
toutn > 27

(c) Soit maintenant X = (xq,...,%,) € K" un vecteur-ligne quelconque et soit :
(Gram(e) - X),

la i-¢me composante du vecteur-colonne Gram(e) - X. Montrer par le calcul que ’on a :

n 2

E z;e;

(X, Gram(e) - X ) =

i=1
(d) Montrer que la matrice Gram(eq, ..., e, ) est toujours positive, et qu’elle est définie positive lorsque et
seulement lorsque eq, . . ., e, sont K-linéairement indépendants.

(e) Le but principal de cet exercice est de montrer que si F' C F est un K -sous-espace vectoriel de dimension
finie n > 1 muni d’une base (eq, . .., e,) qui n’est pas nécessairement orthogonale, alors pour tout z € E, la
distance au carré de x a F' est donnée comme le quotient suivant de déterminants de Gram :

2 detGram(ey, ..., ey, )
det Gram(eq, ..., e,)

[dist(z, F)]

Cette formule vient donc complémenter le cours, dans lequel on a systématiquement supposé que les vecteurs
étaient orthogonaux entre eux afin de simplifier grandement les formules. Commencer alors par justifier
I’existence d’un unique vecteur 7g(x) € F qui réalise la distance de x a F :

dist(a, F) < inf |~y
= [l — 7 ().
(f) Montrer par le calcul que :
(er,er) - Aenen)  (mr(2),e1)
detGram(eq, ..., en,x) = (en.,.el) <€n;.en> m +
(rr(@),e1) o (re@)en)  |me@)]?
(er,e1) -+ (e1,en) 0
T lemer) - (enen) 0 ’
(re(@),er) o (rple)en) o - ()]

et conclure.
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Exercice 38. On considere ici comme connu le théoréme de Weierstrass d’apres lequel la suite des monomes

0 ‘- . \
standard (m") e st totale dans € ([0, 1], R) pour la norme | - |0 de la borne supérieure. Puisque I'on a
(exercice rapide) :

Iflz2 < | fl%o,
pour toute f € L? ([O, 1]) , la totalité de cette suite est instantanément héritée par L?.
Etant alors donnée une suite (O‘")n>1 de nombres strictement positifs «,, € R* qui est strictement

croissante : o, < 11, on considere la famille, indexée par n € N*, des fonctions-mondmes :

[0,1] 5 & — z% € R,
qui appartiennent tous au sous-espace vectoriel dense :

0 2

¢°([0,1],R) c L*([0,1],R)
des fonctions continues sur le segment [0, 1] dans ’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur
. 1 2 .

[0, 1] muni de la norme standard [, f(x)? dz notée |f] .2, et on se demande : quand donc une telle suite

est-elle (aussi) totale dans L?([0,1]) ?
Pour tout N € N*, on introduit 1’espace vectoriel :

Eyn = VectR(xal,J;a?,...,xaN).

(a) Soit maintenant une fonction-mondme 2™ avec m € R quelconque. Montrer que :

inf Hac
fEEN

a; —Mm
o +m+1]

N
m _ 1
o= U

Indication: En appliquant le résultat de 1’exercice précédent, on se ramenera a deux déterminants de Gram que
I’on calculera par des techniques d’algebres linéaire ; notamment, on démontrera, en commengant au besoin
par examiner les petites valeurs N = 1,2, 3, que :

1 1 1
a1+ai+1 T ar+an+1 ai+m+1 2 2

; . . B [licicjcn (ai —a;)” Tlicicn (i —m)

1 1 1 - .
A anFontl  antmtT 2m+1) H1<i,j<N (ai +a; + 1) H1<’i<N (ozi +m+ 1)2
m—+4aq+1 e mtan+1 m+m—+1

(b) Montrer que la famille des fonctions-mondmes (xa")n>1 est totale dans 1’espace % ([0, 1], R) muni de

lanorme | - || .2 si et seulement si — joli Théoreéme dii & Miintz et & Szdsz — la série suivante diverge :
oo
1
E — = o0.
o
n=1 "
Indication: Premierement, dans la circonstance spéciale (la moins significative) ou la suite (O‘")n>1 est ma-
=

jorée :

sup a, = lim a, =: A < oo,
n—00 n—oo

de telle sorte que I’on a automatiquement ) _ . o% = 00, montrer que pour tout m € RT, ona:

N
lim
N—o0 -

=1

a; —Mm o
a;+m+1|

Deuxiemement, dans la circonstance (plus fréquente et plus naturelle) ot lim,, ai = 00, montrer tout
d’abord que I’on a aussi pour toute constante positive :
. 1
lim —_— =
n—o0 (, + constante
Ensuite, pour tout m € R fixé quelconque, choisir un entier N; >> 1 assez grand pour que o; > m pour
tout ¢ > Ny, prendre Ny > Nj arbitraire, et montrer que :

N2

o —m ) 1
lim — =0 < lim —_— =X
<A&Nw1V¥££Ab ai+—n1+—1 ) <Abmwi§;% ai+—n14—1 )
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(On pourra prendre le logarithme de ce produit et utiliser la majoration log(1 — ) < —a valable pour tout
0 < x < 1.) Pour conclure, effectuer une synthése lumineuse qui répond de manicre rigoureuse et compléte
a la question (b), en remplissant tous les raisonnements qui n’ont pas été explicitement indiqués.



