i;n Département de Mathématiques d'Orsay S eoxIs @

Intégrales Multiples et Algebre Linéaire

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Sud, France

Co

« Celui qui enseigne une chose la connait rarement a fond, car s’il I'étudiait a fond
afin de I'enseigner, il n’aurait alors plus assez de temps disponible pour I'enseigner. »

Jacques-Henri D’ AGUESSEAU.

‘ B: p lignes g colonnes
N

blq

all ajo ayp 1 C12 Clq
o @ e @ o Czq
anl an2 anp Cnl Cn2 qu

A: nlignes p colonnes C=AxB: nlignes g colonnes




Méthodologie de travail
Mathématiques 170 pour PolyTech U-PSUD PEIP1 S2

Joél MERKER alias Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Sud, France

¢ Notes de cours. Des notes de cours seront transmises par courriel sous forme pdf.

¢ Devoirs a la maison. Quatre devoirs a la maison seront a rendre. Ils seront établis par le professeur
responsable de I’'UE Math-170, puis corrigés par les chargés de travaux dirigés. Chaque devoir non
rendu se verra attribuer une note de % qui contribuera a hauteur de 5 % de la note finale.

e Modalités de controle. Les 100 % de la note finale compléte comprendront :

0 20 % contrdle continu = les 4 devoirs a la maison.

0 20 % examen 1, durée 1h30, le 12 février 2019.

0 20 % examen 2, durée 1h30, le 14 mars 2019.

0 20 % examen 3, durée 1h30, le 3 avril 2019.

O 20 % examen 4, durée 1h30, fin mai 2019.

e Examens. Les sujets des 4 examens seront établis par le professeur responsable de I’UE Math-170.
Les copies seront intégralement corrigées par ledit professeur.

e Reégle d’or pendant les cours :

Interdiction absolue d’utiliser et de consulter
smartphones, téléphones et ordinateurs portables

et tous autres gadgets électroniques contraires au travail

e Modalités d’application de cette régle d’or. Les étudiants qui contreviendront a cette régle seront
exclus sur le champ de la salle de cours. Le cours ne reprendra que lorsque les étudiants en question
seront sortis de la salle de cours.

e Lecture réguliére du cours. Chaque étudiant s’imposera de lire, relire et étudier régulierement
le cours. Ce travail s’effectuera occasionnellement, méme sur des courtes périodes d’une dizaine de
minutes, a la maison, a la bibliotheque ou dans les transports en commun. C’est en lisant qu’on
développe son intelligence, car on absorbe les intelligences variées d’autres personnes sans rester
confiné en soi-méme, voire infiniment pire : confiné a 1’abrutissement total du tripotage crétinisant
de smartphone !

e Assiduité au cours. C’est principalement le cours oral au tableau qui permettra de transmettre les
idées informelles et les intuitions importantes. Aussi, lecture du cours et présence au cours seront-
elles deux activités complémentaires et indispensables pour une préparation optimale au métier
de scientifique. De plus, on lit beaucoup plus facilement les notes de cours apreés avoir écouté le
professeur. De toute facon, une bonne prise de notes manuscrites personnelles a plus de valeur
que les polycopiés.

¢ Prise de notes pendant les séances de cours. L’existence de documents écrits transmis par les
professeurs ne dispense absolument pas de prendre des notes manuscrites complétes et soignées.
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Intégrales doubles

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Introduction
2. Pavages du plan R?

Afin de déterminer ’aire — la mesure de surface — d’une partie A C R? du plan euclidien,
une idée simple et naturelle consiste a utiliser des quadrillages de plus en plus fins.

A A

N / N

Y
Y

Soit donc {0, i, j} le repere orthonormé canonique du plan euclidien R? muni des coordonnées
cartésiennes (x,y), ot i = (1,0) et j = (0,1) sont les deux vecteurs de base. Pour deux paires
quelconques de nombres réels a < b et ¢ < d, le produit d’intervalles semi-ouverts :

[a,b] X [c,d]

est un rectangle élémentaire, ou pavé, semi-ouvert.
Lorsque a, b, et ¢, d sont des paires d’entiers consécutifs, la réunion de tels pavés entiers :

Py = U U [m,m—l—l[x[p,p—l—l[ = R?
MEZL pEL

recouvre tout le plan, sans intersections. L’ensemble de ces pavés [m, m + 1] x[p, p + 1] constitue
alors un pavage de profondeur 0, ou de maniere plus imagée carrelage, qui sera noté Py.
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Ensuite, découpons chaque carreau (pavé) de Py en son milieu, verticalement et horizontalement,
pour obtenir le pavage de profondeur 1 :

P U U [T <[5 - R

meEZL pEL

Ainsi, chaque pavé se fragmente en 2 x 2 = 4 sous-pavés. En itérant les coups de sabre, pour
tout entier £ > 0, on produit le pavage de profondeur k :

) m m+1 p p+1 9
Pk':UU[Qk’ ok [X[% 2k[:R’
meZ pel

| cuni isjointe i ites :
ui recouvre le plan par une réunion d te de carreaux d’aires de plus en plus petites

1 1 1

X— = — — 0.
2k "ok T 2%k pog

On s’imagine alors aisément qu’en augmentant la profondeur, on a de plus en plus de chance de
bien approximer I’ « aire » d’une partie donnée A C R2.

3. Aire inférieure et aire supérieure d’un ensemble borné A C R?

Rappelons qu’un ensemble A C R? est dit borné s’il est contenu dans un disque de rayon assez
grand — A ne s’évade pas a I’infini. Cela équivaut a dire que le diamétre de A, défini comme le
supremum de la distance entre deux quelconques de ses points :

diamA := sup \/(w1 —22)2 4+ (y1 — y2)?
(z1,91)€A
(zg,y2)€A
€ Ry U{oo}
est fini :
diamA4A < oo <— A borné.

Nous supposerons donc A borné, et notre objectif est de donner un sens mathématique rigou-
reux a la notion de « mesure» de 1’étendue — aire, surface — de A. Evidemment, on convient que
I’unité de mesure est :

aire ([0,1[x[0,1]) = 1-1 = 1.
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A

L’idée spontanée est de compter les pavés enticrement contenus dans I’ensemble :
Ny := Card {pavés de P contenus dans A},
puis ceux, plus nombreux, qui le rencontrent :

N{ := Card {pavés de Py intersectant A}.

Evidemment, comme chaque pavé de P est d’aire 12, on a :

9

12Ny < aire(A) < 12N,

mais on ne sait pas encore calculer 1’aire de A, ce qu’on signifie en la chapeautant par un point
d’interrogation. En tout cas, puisque A est borné, on a :

+
NO < 0.

Y

Passons ensuite au pavage suivant Py, plus fin que Py, et comptons de maniere similaire :

N; := Card {pavés de P; contenus dans A},

Nf := Card {pavés de P; intersectant A}.



3. Aire inférieure et aire supérieure d’'un ensemble borné A C R? 9

Pour la méme raison, et comme chaque pavé de P; est d’aire 2% :

2

1 ? 1
3 N1 < aire(A) < 2—2Nf.

T TN A

N \
/ /

/ /

Mais comme tous les sous-pavés d’un pavé contenu dans A sont toujours aussi contenus dans
A, et comme les sous-pavés d’un pavé intersectant A n’intersectent pas toujours A, on déduit deux
inégalités cruciales :

1 1
— + +
NO < ?Nl et ?Nl QNO,
ce qui confirme I’intuition géométrique d’apres laquelle la génération 1 approxime mieux 1’ «aire »
de A que la génération O :
— - N Lo+ +
Ny < ?Nl < aire(4) < 2—2N1 < Ny,
Sur cette pauvre aire (en question), 1’étau se resserre si on itere. En effet, pour tout entier k£ € N,
avec les deux comptages :

N, := Card {pavés de P}, contenus dans A},

N; := Card {pavés de Py, intersectant A},

le méme raisonnement montre que lors du passage de P_1 a Py, ’approximation s’améliore né-
cessairement :

1 1 ? 1 1
- N~ i - Nt +
g2 Ne-1 S oo Nk S aire(A) < 55Ny < 92(h—1) k-1’
puisque tout pavé de P;,_; qui est inclus dans A donne 22 pavés de Py, aussi inclus dans A — ce
qui démontre la premic¢re inégalité —, et puisque tout pavé de Py_1 qui rencontre A donne au plus
22 pavés de Py, qui rencontrent A — ce qui démontre la derniére inégalité.
On obtient par conséquent a gauche une premiere suite de valeurs approchées de I’ « aire » de A,
premigre suite qui est croissante et majorée (par N(J{ < 00):
L s < LI < < 1 o< ?
go o S NS S g N S o T
et a droite, on obtient une deuxieéme suite de valeurs approchées par exces qui est décroissante et
minorée (par 0, puisque tout est positif!) :

1 1 1
? .e. —NT —_ N7t —NT
9ok Nk S S NS 5N
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Or le Cours d’Analyse a démontré qu’une suite numérique (uk),‘zozo croissante up < Ug4q et
majorée ur < M < 0o possede toujours une limite us, < M.

Qe OO OO0
Uo U1 U2 Uk Uk+l  Uoo M

Inversement, on sait aussi qu’une suite numérique (vy )2, décroissante v1 < vy et minorée
v = L > —oo posseéde toujours une limite v > L.

OO O O O OO
L Voo Vi V2 U1 Vo

Grace a ces deux théorémes fondamentaux dont la démonstration rigoureuse remonte au début
du 19°™ siecle, nous déduisons que nos deux suites approximantes ont une limite :

2

1 ?
- - . aire— : ot i +
kll—>moo2ﬁNk =: aire” (A) < aire(4) < aire™(4) := kI|_>mOO—Nk7

et s’il doit exister une « aire» ou « mesure de surface» de A, elle est nécessairement comprise —
pour des raisons géométriques évidentes — entre ces deux limites.

Terminologie 3.1. La limite croissante a gauche aire™ (A) sera appelée aire inférieure de A, et la
limite décroissante a droite aire™ (A) sera appelée aire supérieure de A.

FTET]

SRR N N N

Malheureusement, il existe certains sous-ensembles bizarroides A C R? — penser a des frac-
tals, ou a des taches d’encre transpercées d’acide a toutes les échelles microscropiques — pour
lesquels ces deux aires inférieure et supérieure different :

_ strictement
aire (A) < aireT(A).
L’étude de tels ensembles va bien au-dela du niveau de ce cours, dans lequel tous les ensembles A
considérés auront des frontieres trés simples et tres régulicres, et pour lesquels il est assez aisé de
vérifier que ces deux aires inférieure et supérieure coincident.
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HERFEEDD

En tout état de cause, nous avons l’intuition que la plupart du temps, les approximations
convergent vers une unique valeur.

Oublions, donc, ces figures fantomatiques qui semblent mystérieuses.

Définition 3.2. On dit qu’une partie A C R? du plan est quarrable si son aire inférieure est égale a
son aire supérieure :
aire” (A) = airet(A).

Terminologie 3.3. La valeur commune s’appelle alors 1’ aire de A :
aire(A) := aire”(A) = aire™ (A).
Evidemment, I’ensemble vide (§ C R? est quarrable, d’aire nulle :
aire()) = 0.

Par des arguments mathématiques rigoureux — et arides —, on démontre des propriétés naturelles
et intuitivement évidentes, que nous admettrons.

Lemme 3.4. Pour tout entier k > 0, tout pavé de profondeur k est quarrable, et a pour mesure de
surface :
Plus généralement, considérons un rectangle semi-ouvert quelconque.
Lemme 3.5. Pour tous nombres réels :
—0o < a<b<oo et — o <c<d< oo,
le rectangle [a, b[ X [c, d| est quarrable, et a pour mesure de surface :
aire ([a,b] x[c,d[) = (b—a) (d - c). O
Il en va de méme pour le rectangle fermé |a,b] X [c,d].
Grace a ces énoncés élémentaires, 1’ensemble :
2:={AC R? partie quarrable} # ()
est non vide. Par construction, il existe alors une application bien définie :

2 — R4
A — aire(A),

qui attribue la valeur 0 a (), et la valeur 1 a tout pavé [m, m + 1[ x[p, p + 1[ de profondeur 1.
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Proposition 3.6. Si A, B € 2 sont deux parties quarrables du plan, alors :

1) AuBe 2;

2 ANBe 2;

3) AN B =)= aire(AU B) = aire(A) + aire(B);

4) A C B= aire(A) < aire(B);

(5) aire(®(A)) = aire(A) pour toute isométrie euclidienne ® de R?. O

Rappelons que les isométries euclidiennes sont tout simplement des compositions de translations
et de rotations dans le plan.

(3’) Plus généralement, sans 1’hypothése AN B = (),ona:
aire(AU B) = aire(A) + aire(B) — aire(AN B).

4. Domaines de R? a bords réguliers par morceaux

Dans les exercices mathématiques de calcul intégral, et dans les applications a la physique, les
sous-ensembles A C R? seront des domaines :

D c R?,
c’est-a-dire des ouverts connexes, toujours représentés par un nombre fini d’inégalités explicites :
D = {(z,y) € R?*: di(z,y) <0, da(z,y) <0, ..., di(z,y) <0},

ou les fonctions dg(z,y) pour 1 < k < K seront concretes et compréhensibles. Donnons deux
premiers exemples.

Dy = {(:B,y)GRQ: r+y<1},
Dy == {(z,y) eR*: 0<y, 0<z<3, 2y—2<uz}.

Ce premier domaine D; est un demi-plan, il n’est pas borné, donc nous 1’écartons.

A
\
(0,1)
5
2
(1,0) = 21
0
D, 1 Dy
Y
0 1 2 3
En pratique, pour dessiner un domaine de cette espece :
D = {(a:,y) eR?: dy(x,y) <0, k= 1,...,K},
on trace toutes les courbes :
W = {(z,y) € R*: dy(z,y) =0} (1<k<K),

dans le plan. Pour D1, on a une unique droite {z + y — 1 = 0}, et pour D5, on a 4 droites :

{y:O}, {:c:O}, {x—3=0}, {—x+2y—2:0}.
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Rappelons que pour représenter une droite d’équation axz + by + ¢ = 0 avec a # 0, on marque
son point (0, —) d’intersection avec I’axe des ordonnées {x = 0}, son point (—¢,0) d’intersection
avec I’axe des abscisses {y = 0}, puis on utilise une régle pour tracer la droite entre ces deux points.

Ensuite, chaque courbe {dy(z,y) = 0} délimite, comme frontiere commune, deux parties du
plan :

{d(z,y) <0} et {dy(z,y) > 0},

puis on repere la partie ou la fonction dj, est (strictement) négative, et enfin, on hachure ce lieu. Le
domaine D = [ 1.{dy < 0} est alors I'intersection des régions hachurées.
Evidemment, il faut voir / ré-écrire :

Dy = {(m,y)ERQ: _y<0, —x<0, r—3<0, —x+2y—2<0}.

Drailleurs, le sens des inégalités d < 0 n’a pas vraiment d’importance, on peut toujours s’y rame-
ner, par exemple :

f—5g9g>nh — —f+5g+h <O
A
[C7 S
2
D3
0 1 i
........... -1

Voici un troisieme exemple :
Dy = {(z,y) € R*: 2® + 2z <y <z + 2},
que I’on peut ré-écrire :
{(:L’+1)2—1 <y} M {y<z+2},

comme intersection de la partie au-dessus d’une parabole d’axe la droite {x = —1} et au-dessous
d’une droite de pente égale a 1. Ici, le bord ou la frontiere 0 D3 de ce secteur parabolique est constitué
d’un segment et d’un arc de parabole.
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Y

3

Encore un autre exemple, un anneau scié :
Dy = {(z,y) eR*: 1<a?+y* <3, z+y >0}

Le bord 0D, de ce demi-anneau est constitué de deux demi-cercles concentriques, et de deux seg-
ments de droites alignés.

Généralement, étant donné un domaine D = {d; < 0,...,dx < 0} comme ci-dessus, son bord
0D est contenu dans la réunion finie des courbes :
Vi = {(x,y) e R?: dk(x,y)zo} (1<k<K).
Théoreme 4.1. Tout domaine borné du plan de la forme :
D = {(z,y) € R?: dy(z,y) <0, dy(z,y) <O, ..., de(z,y) < 0},
oudy,ds,...,dg sont des fonctions continiiment différentiables, est quarrable, avec :
aire(D) = aire(DU D). O

Autrement dit, le bord compte pour du beurre — miam ! Bien que la démonstration ne soit pas
accessible avec les outils présentés dans ce cours, expliquons I’hypothése concernant les fonctions
di,dg,...,dg.

Une fonction :

d: R — R
est dite continliment différentiable si ses deux dérivées partielles :
9d d(z +e, y) —d(z,y) 9d - d(z, y+¢) —d(z,y)
— = | — = |
Ox (@,y) =00 £ o dy (=:9) S €

existent en tout point (z,y) € R?, et sont continues sur R2. En pratique, cela sera toujours le cas.
Plus bas, la Définition 7.1 explicitera précisément ce qu’on entend par continuité d’une fonction de
deux variables.
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5. p-partition d’un ensemble quarrable

Si, comme plus haut, 2 C Z(R?) désigne 1’ensemble des parties quarrables du plan euclidien
R?, ¢’est-a-dire celles auxquelles on peut attribuer une aire, nous abrégerons dorénavant :

@ = aire,

la lettre grecque ‘w0’ étant I’initiale du mot grec petpov, signifiant ‘mesure’.
Rappelons que tout pavé fermé [a, a + 1] X [c, ¢ + 1] de c6té 1 a pour mesure :

(a+1-1)(c+1-1) =1-1=1,
et que les parties quarrables A, B € 2 satisfont la formule :
p(AUB) = p(A) + u(B) — n(ANB).

Terminologie 5.1. On dira que deux parties quarrables A, B € 2 sont p-disjointes quand leur
intersection est d’aire nulle :

0=p (A N B).
Cette propriété sera parfois notée :
Dans cette circonstance, on a p-additivité simple :

ANB =10, == n(AUB) = u(A) + p(B) — p(AN B)

Y=

Puisqu’on peut vérifier que tout segment de droite est d’aire nulle (heureusement !), deux pavés
fermés n’ayant qu’un c6té en commun satisfont cela, par exemple :

A= [-1,1] x [-1,1] et B :=[1,2] x [-1,1],
ANB = {1} x [-1,1].
Définition 5.2. On appelle p-partition d’une partie quarrable A € 2 toute famille finie (A;)1<i<n
de sous-ensembles A; C A satisfaisant :
(1) A; € 2 pour toutindice 1 < i < n;
2 AAU---UAU---UA,=A,;
(3) A;, N A;, =0, pour tous indices 1 < 41 < iy < n.

En termes plus ‘littéraires’, une p-partition de A est constituée d’une famille finie de parties
quarrables, deux a deux p-disjointes, dont la réunion donne A. On a alors évidemment :

u(A) = p(Ar) + -+ p(Ai) + -+ + p(Ayn).
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Définition 5.3. On dira qu’une p-partition (A’ )1<i<py de A € 2 est plus fine qu’une autre /-
partition (AZ) L<icn Si tout A; est réunion d’une sous-famille extraite de (A;)1<i<n/, & savoir si
pour tout 4, il existe A7, , ..., A}, avec 1 <} < --- <), <n'telsque:

1 P

/ /

Autrement dit, une p-partition plus fine posseéde plus de morceaux de puzzle.
Deés qu’on connait deux p-partitions quelconques de A :

(Ai)lgign et (Bj)1<a<m’

la famille des intersections :
(Az N Bj) 1<i<n

1<j<m
est une nouvelle p-partition de A a n - m morceaux de puzzle, qui est plus fine que chacune des
deux p-partitions données.

Notation 5.4. On notera &,(A) I’ensemble des p-partitions de A, et une p-partition donnée
(A;)1<i<n sera notée en abrégé :

D= (Ai)1<z<n‘

6. Intégrale double d’une fonction définie sur un ensemble quarrable

Considérons une partie quarrable A C R?, ainsi qu’une fonction bornée :

f: A— R
D’apres un théoreme d’ Analyse, I’infimum et le supremum de f sur A existent, et sont finis :
—o00 < m:= inf f(z,y) < sup f(z,y)="M < oo.
zy)eA (z,y)eA

Etant donné une p-partition p = (A;)1<i<n de A, introduisons aussi les infima et les suprema de f
sur les A; :

m; = inf  f(z,y) et M; = sup f(z,y).
(I7y)eAi (Z‘,y)EAi

Ensuite, formons les deux sommes de Darboux 2-dimensionnelles :
s(p) = s(A.) = m1p(Ar) +ma p(Az) + -+ mp p(An),
S(p) = S(A.) = My p(Ar) + My p(Ag) + -+ + My, pu(Ay).
Il est clair que :
(6.1) s(p) < S(p).

On peut alors développer la méme théorie que celle de I'intégrale de Riemann en dimension
1, via les sommes de Darboux, dont voici, sans démonstrations, les passages importants. Deux
propositions principales interviennent.

Proposition 6.2. Si une p-partition (Al,)1<y<n d’un ensemble quarrable A C R? est plus fine
qu’une autre |i-partition (Al) i<’ alors :

s(A;) < s(A)) et S(A;) < S(A). O
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Cette proposition est absolument cruciale, car elle exprime qu’en raffinant les p-partitions :

?
s(A;) < s(Ay) < s(Af) < - < //A fle,y)dady < - < S(AD) < S(4)) < S(4),

on a de plus en plus de chances d’approcher la valeur d’une intégrale double de f sur A :

//A f(m?, y) ~ i w(A;) - <Valeur de f sur Ai>,

i=1
en s’imaginant que si tous les A; sont assez petits, les valeurs de f sur A; sont presque constantes :

iﬂff ~ valeur(s)de f sur A; = sup f.
i A;

Bien entendu, ce (misérable) raisonnement ‘a la physicienne’ sera autoritairement exclu de notre
‘mathematics select club’ ! Soyons rigoureux !
La deuxieme proposition principale est encore plus cruciale.

Proposition 6.3. Etant donné deux pi-partitions quelconques p € 22, (A) et ¢ € 2, (A), on a
toujours :

s(p) < S(q).

Preuve. La démonstration est trés simple : la py-partition intersection p N ¢ étant a la fois plus fine
que p et plus fine que g, la Proposition 6.2 et I'inégalité (6.1) donnent :

s(p) < s(png) < S(png) < S(g). O

Grice a cela, I’ensemble des nombres s(p) quand p parcourt &2, (A) est majoré par S(qp), ou
qo € Z,(A) est fixée quelconque. A présent, rappelons le

E sup M

Lemme 6.4. [Borne supérieure] Soit & C R un sous-ensemble de nombres réels qui est borné
supérieurement au sens ou il existe une constante M < oo majorant tous ses éléments :

r <M VzeE).
Alors E admet un supremum :
supFl = supx < M. O
zeE
Qe O=O=O=O~0-0-
E supEl—¢ supE M

Par définition, ce supremum est I’'unique nombre réel sup £ € R majorant au mieux tous les
éléments :
r < supk (Vz€E),
au sens ol des qu’on descend un tout petit peu la barre a droite, a savoir dés qu’on soustrait un e > 0
arbitrairement petit, il n’est plus vrai que :
faux

r < supk —¢ (Vz€E).

De maniere équivalente, pour tout € > 0, il existe x € E avec x > sup E/—e. Attention ! En général,
sup I/ < M strictement : le “‘mur’ M peut a priori étre tres loin du supremum sup £, comme sur les
figures.
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Par conséquent, on peut introduire 1’ intégrale inférieure de f sur A :

or(A) == sup s(p).
PEZu(A)

Ensuite, de mani¢re symétrique, I’ensemble des nombres S(q) quand ¢ parcourt &7,(A) est
minoré par s(pg), out pg € Z,,(A) est fixée quelconque.

O-O=Ome O OO
m inf & FE

Lemme 6.5. [Borne inférieure] Si £ C R est borné inférieurement au sens ou il existe une borne
finie m > —oo minorant tous ses éléments :

m < X (VzeR),
alors E admet un infimum :
m < inf x =: infFE. O
zel
O-O=O= 0= OO0
m infE infE+e E

Par définition, cet infimum est 'unique nombre réel inf & € R minorant au mieux tous les
éléments :

infEl < x (VzeE),

au sens ou des qu’on remonte un tout petit peu la barre a gauche, a savoir deés qu’on additionne un
€ > 0 arbitrairement petit, il n’est plus vrai que :

faux

inffE+e¢ < (Vz€E).
Par conséquent, on peut introduire 1’intégrale supérieure de f sur A :

Y+(A) = inf  S(p).
= it sl

Par construction, on a évidemment :
or(A) < Ep(A).

Définition 6.6. On dit qu’une fonction bornée f: A — R définie sur un ensemble quarrable
A C R? est intégrable au sens de Darboux sur A lorsque son intégrale inférieure coincide avec son
intégrale supérieure :

On note alors cette valeur commune :

/ /A f(z,y) dedy,

et on la nomme intégrale double de f sur la partie quarrable A.
Notation 6.7. L’ensemble des fonctions intégrables sur A sera noté :
Int (4, R) := {f: A — R: bornées intégrables}.

Comme dans la théorie des intégrales de Riemann sur des segments de R, on démontre plusieurs
théoremes fondamentaux.
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Théoreme 6.8. Soient A et B deux parties quarrables du plan qui sont u-disjointes :
0= pu(ANB).
Pour toute fonction bornée f: AU B — R, on a l’équivalence :

f estintégrable sur A et sur B = f estintégrable sur AU B.

//AUB fx,y) dedy = //A f(z,y) dxdy+/ ; f(z,y) dzdy. 0

En élaguant les notations, on peut récrire cela :

ow? = 1105110

Ensuite, le théoréme suivant montre que ’espace Int (A4, R) est un R-espace vectoriel.

Dans ce cas :

Théoréme 6.9. Si f et g sont deux fonctions bornées intégrables sur une partie quarrable A C R?,
alors pour tous réels \, u € R, la combinaison linéaire :

Af+pg € Int(A,R)

est aussi intégrable sur A, avec :

// Af:vy)%—ug(xy) dxdy = / fa:yda:dy—l—u// (z,y) dxdy. O

Avant d’aller plus loin, exprimons un critere d’intégrabilité. Par construction, sur une partie
quarrable A C R?, pour toute fonction bornée f: A — R, pour toute paire de p-partitions p =
(Aj)i<i<n et ¢ = (Bj)1<j<m de A, on a des inégalités :

s(p) < // f< < S(g),

et pour que [[ 4 [ existe, c’est-a-dire pour que o7(A) = ¥X;(A), il faut et il suffit que 1’on puisse
rendre la différence :

S(q) — s(p) arbitrairement petite.
En remplagant p et g par la partition plus fine p N ¢ qui satisfait :

s) < s(pna) < //Af < 5(pna) < S(a),

et en considérant p N ¢, on déduit le

Lemme 6.10. [Critere d’intégrabilité] Pour que f soit intégrable (au sens de Darboux) sur A, il
faut et il suffit que pour tout € > 0, il existe une p-partition p de A telle que :

S(p) —s(p) < e. O

7. Fonctions continues sur D U 9D

Comme dans la théorie de I’intégrale de Riemann sur un intervalle [a, b] C R, il existe des fonc-
tions bornées sur des ensembles quarrables A C R? qui ne sont pas intégrables, i.e. pour lesquelles
of(A) < ¥4(A). Heureusement, dans pratiquement tous les cas existant en mathématiques et en
physique, les fonctions considérées sont continues — quitte a redécouper A en un nombre fini de
morceaux —, et nous allons démontrer que les fonctions continues sont intégrables. Avec cela, on
peut élaborer des milliers d’exercices excitants !
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Rappelons tout d’abord la définition des fonctions continues d’une variable f: [a,b] — R. La
définition classique due & Weierstrass stipule que f est continue en un point xy €]a, b[ lorsque :

Ve>0 35=0d() >0 (vx lz — ol <0 = \f(x)—f(xoﬂge).

Y

f(=o)

o7 ‘ o

Géométriquement, quelle que soit la finesse 2¢ > 0 d’une bande horizontale centrée autour de
la droite horizontale {y = f(x¢)}, il existe une bande verticale de largeur 2 § assez petite centrée
autour de la droite verticale {x = x} telle que toute la partie du graphe correspondante reste
entierement enfermée dans la bande horizontale choisie a I’avance.

Définition 7.1. Sur un sous-ensemble du plan £ C R?, une fonction f: E — R est dite continue
en un point fixé (xo,yo) € E lorsque :

(xvy) — (:L‘an(]) entraine f(xvy) — f(x07y0)~

Ici, x tend vers zg et simultanément, y tend vers yg. Plus précisément, avec la norme euclidienne :

Iz, y) = (z0,90)|| == V/(x — 20)% + (y — 0)?,

cela s’exprime rigoureusement par :

Ve>0 36:5($07y076) telque H(xvy)_(x07y0)” <0 = ‘f(xvy)_f(xoayo)‘ <e.
Définition 7.2. Une fonction f: £ — R est dite continue sur F quand elle est continue en tout

point (xo,y0) € E.

La plupart du temps, nous aurons affaire a des ensembles £ = D U 0D qui sont des domaines
D C R? bordés par un nombre fini de courbes {dy(z,y) = 0}, et a des fonctions :

f: DudD — R,

continues dans D union son bord dD. La classe des fonctions continue est stable par les opérations
usuelles. Nous admettrons la

Proposition 7.3. (1) Les fonctions polynomiales :
k £
Z e XY (a0 €R),
finie
sont continues sur R? tout entier.

2 Sif: DUID — Retg: DUID — R sont continues, et si \, ;v € R sont des constantes,
alors A\ f + g et f - g sont aussi continues sur D U 9D.
) Side plus g: DU OD — R* ne s’annule jamais, alors g est continue sur D U 0D.

@ Si f: DUIJD — I C R est continue et prend ses valeurs dans un certain sous-intervalle
I deR, et si p: I — R est une fonction continue d’une variable, alors ¢ o f est continue sur

DuUoD. ]
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Par exemple :

(x,y) — €™ —5sin(x +y) + 322 +y?
est continue sur R?\ {(0,0)}, et n’est pas continue en (0, 0).
Dans les exemples concrets, pendant les séances TD et aussi lors des examens, les fonctions
a étudier seront fabriquées comme sommes, produits, quotients non singuliers, compositions, de
fonctions classiques élémentaires connues :

z2, o', €%, logy, sinz, cosy, coshz, sinhy, /z, Vy, etc.,

et seront continues dans les domaines D U 0D jusqu’a leur bord 0D. La plupart du temps, on se
contentera de vérifier qu’elles sont bien définies, e.g. qu’on ne divise pas par 0, qu’on ne prend pas
la racine carrée ou le logarithme d’un nombre < 0, etc.

Notre objectif, maintenant, est de démontrer que les fonctions continues f: D U 0D — R
définies sur des domaines-types sont intégrables. Une section préliminaire est nécessaire.

8. Sous-ensembles compacts du plan R?

En cours de Topologie Générale (niveau L2 ou L3), on démontre que les domaines bornés
D U 90D avec leur bord 0D comme ci-dessus sont des ensembles fermés. On peut prendre comme
définition le

Théoréeme 8.1. [Admis] Pour un sous-ensemble E C R?, on a I’équivalence :
E est compact <= FE est fermé et borné. U

Le concept d’ensemble compact est treés important dans toutes les mathématiques actuelles. Mais
qu’entend-on par « fermé » ?

Définition 8.2. Un sous-ensemble E C R? est dit fermé si, pour toute suite de points :
(k) oy Pk € E,
qui converge vers un certain point p., € R?, on a encore :
Po € E.

Autrement dit, les suites de points de F ne peuvent s’échapper de F : caserne !
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Par (contre-)exemple, le demi-anneau semi-fermé et semi-ouvert :
E = {(m,y) eR?: 1< 2?2+ 4% <3, x—l—y>0}

n’est pas fermé (partout) — noter les deux inégalités faibles ‘<’, distinctes de I’inégalité stricte
>’. En effet, si une suite (py)g>, tend vers un point po, d’un des deux demi-cercles (figure de
gauche), on a encore po, € F, car ’'inégalité est faible. Mais si po, est sur I’'un des deux segments
(figure de droite), on a :

P € B,
car I'inégalité x + y > 0 est stricte, donc la droite {z +y =0} N E = (.

Définition 8.3. La fermeture (ou adhérence) E d’un sous-ensemble £ C R? est la réunion de tous
les points po, € R? qui sont limites :

Poo = liMm py
k—o0
de suites quelconques de points p, € E convergeant dans R?.

Intuitivement, on ajoute a F tous les points qui se trouvent au bord. Par exemple — noter le
changement pour la derniere inégalité — :

E = {(fﬂ,y)ER2r 1<+ 9% <3, x+y>0},

En général, il suffit de remplacer les inégalités strictes par des inégalités faibles. Pour nous, I’énoncé
utile sera le suivant.

Théoreme 8.4. [Admis] La fermeture d’un domaine borné défini par des fonctions continiiment
différentiables :

D = {(z,y) ER®: di(z,y) <O, ..., d(z,y) <0},
est:
D = {(:c,y)E]R2: di(z,y) <0, ..., dg(z,y) <0}.
De plus son bord est contenu — souvent strictement — dans la réunion des courbes :
oD :=D\D c | {dp(z,y)=0}. O
1<k<K

Ainsi, nous étudierons des domaines bornés D C R? dont la fermeture D = D U dD est un
sous-ensemble compact de R?. Ici, le mot « compact» suggere 1’idée d’objet bien délimité, sans
passoire, empoignable, visible, concret.

Théoréme 8.5. [Admis] Soit A C R? un sous-ensemble compact, i.e. fermé et borné. Alors toute
fonction continue f € €°(A,R) sur A est en fait uniformément continue sur A.

Ce concept de continuité uniforme est aussi trés important en Analyse. Il exprime que le § =
d(zo, yo, €) dans la condition de continuité de f en un point (xg,yo) € A :

Ve>0 36=0(z0,905) >0 telque | (z,9)—(z0,30)| <8 = |f(z 1)~ F(zo,m0)| <=,
ne dépend en fait pas de (z9,yo) € A, au sens de la

Définition 8.6. Une fonction f: A — R définie sur une sous-ensemble A C R? est dite unifor-
mément continue si :

V(x )€A V(' y )

Ve>0 36=46 0 tel '
e > (€) >0 tel que (H(%y )| < If(ﬁf,y)—f(w',y')\gff)
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Toute fonction uniformément continue est continue, mais 1’implication générale inverse :
f  continue == f uniformément continue

n’est vraie que pour des fonctions définies sur des sous-ensembles compacts A C R?, ce que dit le
théoreéme ci-dessus.
Un deuxieme théoreme préliminaire est nécessaire.

Théoréme 8.7. Soit A C R? un sous-ensemble compact, et soit f € €°(A, R) une fonction conti-
nue. Alors :

(1) L’image f(A) C R est aussi un sous-ensemble compact — i.e. fermé et borné ;

(2) Il existe p— € A et py € Atels que :

flp-) = qu,qu(q) et f(p+) = sup f(q). O

qeA

Cette deuxieme propriété exprime que les bornes inférieure et supérieure d’une fonction continue
sont atteintes — nul besoin de prendre une limite — en certains points du compact.

9. Intégrale double d’une fonction continue sur un compact quarrable
Nous pouvons enfin énoncer et démontrer le théoreme fondamental de ce chapitre.
Théoreme 9.1. Toute fonction continue sur un compact quarrable y est intégrable.

Démonstration. A tout ¢ > 0, la continuité uniforme de f sur A fait correspondre un § = §(¢) tel
que :
[(z,y) = (& ))|| <6 = |f(z,y) - f',9)| <e

Puisque A est quarrable, il existe une p-partition p = (A4;)1<;<n de A dont les constituants A; sont
tous de diametre inférieur a d. Il suffit en effet de prendre les intersections de A avec un pavage Py
de profondeur k assez grande pour que la diagonale de ces pavés carrés satisfasse /2 = 55 < 0. Quitte
a ajouter la frontiere de ces pavés, qui est d’aire nulle, nous pouvons supposer que tous les A; sont
fermés, donc compacts.

Alors sur chaque A; pour 1 < i < n, le Théoréme 8.7 garantit que f atteint ses bornes inférieure
et supérieure :

El(a:i_,yi_) EAi, m; = f(xl_7yl_) = I,fo’
3 (:Ej,y;r) c Ai, M, = f(x;r,yj) = Sxp f
Or puisque le diametre de A; est inférieur a §, on a :

H z’yz z’yz H = 0<) M;—m; <e.

Il en résulte, pour cette p-partition p :

S(p) - s(p) = ZMZM Zmzu

n

Se€ Z 1(A;)
i=1

= EM(A1+"'+Ai+"'+An) = epu(A),

et comme ¢ ;1(A) est arbitrairement petit si € > 0 est arbitrairement petit, puisque ;(A) est une
constante, le Critere d’intégrabilité 6.10 est vérifié€. Ceci conclut la démonstration de ce théoreme
fondamental. U
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10. Valeur absolue d’une intégrale double et formule de la moyenne
En théorie de I’intégration, les inégalités sont un outil tres fréquemment utile.

Théoreme 10.1. Si f: A — R est intégrable sur une partie quarrable A C R2, et si f > 0
alors :

[ t@dady > 0.
A

Démonstration. En effet, pour une fonction bornée positive f: A — R, pour toute p-partition
p = (4;)1<i<n de A, les bornes inférieures m; > 0 de f surles A; sont évidemment toutes positives,
donc s(p) > 0, et enfin en prenant le supremum, le résultat reste positif :

[[ ety = os4) = swp s(p) > 0. O
A PEZu(A)
Corollaire 10.2. Si f et g sont intégrables sur A, alors :

f<yg = /A [z, y)dzdy < //A 9(x,y) dedy.
Démonstration. En effet, il suffit d’appliquer le théoréme précédent a la fonction positive g — f >
0. O

De la méme facon qu’en théorie de I’intégrale de Riemann 1-dimensionnelle, on établit le résultat
suivant, exceptionnellement important, en Analyse, en Théorie des nombres, et en Géométrie.

Théoreme 10.3. Si une fonction bornée f: A — R est intégrable sur une partie quarrable A C
R2, alors :

‘/ f(w,y)da:dy‘ < / ‘f(x,y)‘dxdy. O
A A

Toutefois, dans ce cours de L1 majoritairement concentré sur des calculs exacts, nous I’utilise-
rons peu souvent.
Voici maintenant ce qu’on appelle la Premiére formule de la moyenne.

Théoréeme 10.4. Soit f € Int(A,R) une fonction intégrable sur A C R? quarrable. Alors en
posant :
= inf t M = inf
m = inff e nft,
ona:

/ flz,y)dedy < M- p(A).
Démonstration. En effet, m u(A) et M p1(A) sont respectivement les s(p) et S(p) correspondant a

la p-partition p = A réduite a un seul element, la partie A elle-méme tout entiere. U

Définition 10.5. Le nombre :
1 /
= f(z,y) dzdy
)]

se nomme valeur moyenne de f sur A.

Si A est une partie compacte du plan, et si f est continue sur A, alors il existe (zg,yo) € A tel
que f(zo,y0) = A. On obtient ainsi le

Théoréme 10.6. Si A C R? est quarrable et si f: A — R est continue, il existe un (xo,1yo) € A
tel que :

o5 [ [ty = ) 0
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11. Echantillonnage de Riemann

Un autre point de vue, plus proche de I’esprit original de Bernhard Riemann dans sa theése d’ha-
bilitation soutenue en 1854 a 1’ Université de Gottingen en Allemagne, mérite d’étre présenté.

Comme précédemment, soit f: A — R une fonction bornée définie sur un sous-ensemble
quarrable du plan A C R2. Pour toute y-partition (A;)1<;<, de A, nous posons a nouveau :

m; = inf  f(z,y) et M; = sup f(z,y).
(z,y)€A; (zy)EA;

Par définition, le diameétre de chaque A; est le nombre réel positif :

6 = sup ||(z,y) — (=,9)].
(z,y)€EA;
(z',y")eA,;

Définition 11.1. Le pas de la u-partition p = (A;)1<i<n de A est:
pas(p) := ¢ := max ¢;.

1<i<n

Maintenant, pour tout indice fixé 1 < ¢ < n, choisissons arbitrairement un réel 6; € [m;, M;],
par exemple :

0; := f(x;,y;) avec (z;,y;) € A; quelconque,
et introduisons la somme de Riemann :
Z(p) = 01 u(A1) + 02 u(A2) + - + 0n u(Ay)

i=1

Puisque m; < 0; < M;, il est clair que :

Y omip(A) < Z(p) < ) Mip(A
i=1 =1

c’est-a-dire :
s(p) < Z(p) < S(p).
Comme dans la théorie des intégrales de Riemann en dimension 1, on établit le

Théoreme 11.2. Si f: A — R est intégrable sur A C R? quarrable, alors :
lim  Z(p / fx,y) dxdy. O
pas(p)—0

L’intérét, c’est qu’on approxime la valeur de I'intégrale par des sommes échantillonnées ‘au
hasard’ : chaque morceau A; ‘pese’ :

f(zi,y:) - aire(A;),

ou f(z;,y;) est une valeur de la fonction en un point (z;, y;) choisi arbitrairement dans A4;. Quels
que soient les choix de valeurs, il y a convergence vers I'intégrale double : ¢’est remarquable !

Il y a aussi une réciproque a ce résultat, que nous admettrons aussi sans démonstration (austere,
trop austere).

Théoreme 11.3. Toute fonction intégrable au sens de Riemann :

lim Z(p) existe,
pas—0

est aussi intégrable (au sens de Darboux), i.e. appartient a Int (A, R). U
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12. Ensembles cubables
Plagons-nous dans I’espace R? de la géométrie euclidienne & 3 dimensions, rapporté 2 un repére
orthonormé {0, i,j, k}. Appelons pavé (semi-ouvert) tout produit d’intervalles :
[a, b] x[e,d| x[e, f],

avec a < b, ¢ < d, e < f des réels quelconques. Comme dans la Section 2, pour tout £ € N, on
considere le pavage de profondeur k de I’espace R tout entier :

m m-+1 n n+l p p+1
Pe=UUU {2'6 ok [X[zk ok [X{zk ok [
MEZ n€EZ pEL

Nous voulons donner un sens mathématique précis a la notion intuitive de « volume», ou
« étendue », d’une partie bornée B C R?. Pour k € N quelconque, introduisons 2 cet effet :

N, := Card {pavés de Py, contenus dans B},
N ; := Card {pavés de Py, intersectant B}.

Un raisonnement analogue a celui vu en dimension 2 dans la Section 3 donne, pour tout k£ > 1 :
1

— SN € —nNTF +
23(k—1) Ni—1 S 93k N, S 93k N S 23(k—1) Np—1-

De la sorte, nous obtenons deux suites :

N, . .
(%) croissante et majorée,
2 keN

+
N . .
<%) décroissante et minorée.
2 keN

Ces deux suites sont donc convergentes, et nous noterons :

ume~(B) = lim ~k
volume = lim —%
k—o0 23k’

+

N

+ T k
volume™ (B) := Ilim —%
( ) k—o0 23k’

quantités que nous nommerons volume inférieur de B et volume supérieur de B.
Définition 12.1. On dira qu’une partie bornée B C R3 est cubable si :
volume™ (B) = volume™ (B).
Cette valeur commune s’appellera volume de B, et sera abrégée :
volume(B) = u(B).
Enfin, I’ensemble des parties cubables de R3 sera noté :
€ = {B C R®: Best cubable}.
Maintenant, comme pour les parties quarrables du plan, on démontre :
Ae% et Be% — ANB e% et AUB € ¥,

et aussi naturellement, que :

(AU B) = p(A) + u(B) — (AN B).

De plus, on vérifie que :
(b—a) (d—c) (f—e) = M([a,b[x[c,d[x[e,f{)
= (la.b] x [e.d) x [e, £1).
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13. Signification de I’intégrale double
Sur une partie quarrable A C R?, soit une fonction a valeurs réelles positives :
A > (z,y) — flz,y) € Ry.
Introduisons I’ hypographe de f :
B = {(:c,y,z)E]R3: (x,y) € A, 0< 2 < f(a, y)}

et étudions les volumes inférieur et supérieur de cet ensemble B, au moyen des pavages Py de
’espace R3.

i

"'\z:zj/
/0 ?/ A
777777
a7 7777
777

/ ///////

Tout pavé inclus dans B se projette orthogonalement sur R? en un pavé-plan inclus dans A. Tout
pavé qui rencontre B se projette en un pavé-plan qui rencontre A.

D’autre part, les intersections avec A des pavés-plans de profondeur £ constituent une y-partition
de A, que I’on désignera par :

\Fé

Pr € 8 H(A)'
A partir de ces remarques, il est aisé de se convaincre que :

Ny Ny
93k < S(Z)lc) < S(pk) < 23k

d’ot il résulte, en laissant k — oo, que :
volume™ (B) < op(4) < Es(A) < volume™(B).

De plus, comme la frontiere de A a une aire nulle, la réunion des pavés-plans de profondeur
k qui rencontrent cette frontiere possede une aire qui tend vers 0 quand & — oo. On peut alors
démontrer rigoureusement que :

volume™ (B) = of(4) et Y¢(A) = volume™ (B).
Il en découle I’équivalence suivante.

Théoreme 13.1. Soit A C R? une partie quarrable, et soit f: A — R, une fonction positive
bornée. Pour que f soit intégrable sur A, il faut et il suffit que son hypographe :

B = {(w,y,z)ERS: (z,y) € A, 0< 2 < f(x, y)}

soit cubable. Dans ce cas :

volume(B) = pu(B) = //A f(z,y) dedy. O
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14. Calculs d’intégrales doubles sur un pavé compact
Soit un pavé fermé (donc compact) :
A = [a,b] X [c,d],
avec des réels :
—o0o<a<b<oo et — o <c<d< oo

Nous nous proposons de ramener le calcul de I’intégrale double :

/ / f(z,y) dxedy
[a,b] X [c,d]

d’une fonction continue f: A — R & deux calculs d’intégrales simples. A cette fin, effectuons une
p-partition p = (Ai,j) 1<i<n de ce pavé A en les n - m sous-pavés :
1<j<m

Aij = [mion, @] X [y, 9] (1<i<n, 1<j<m),

associés a deux subdivisions arbitraires des deux intervalles [a, b] et [c, d] :

a =20 < T < X2 < < Ty < Ty < Ty, = b,
c=y% <y <y2 < < Yn-1<Yn < Yn = d.
y
dl---
y, L___
J e
y,  ---
J-1 ~A. .
J tj
C--—__
t .. !
o a X X, b X
i-1 ¢

Introduisons aussi les infima et les suprema :
mi; = inf  f(z,y) et M;; == sup f(z,y).
(z,y)€Ai; (z,y)€A; ;
Nous allons utiliser la définition de I’intégrale double qui passe par les sommes de Riemann. Soient
des nombres arbitraires :
mij < 0ij < Mij,
que nous choisirons plus tard, et envisageons, pour la p-partition p = (Ai7 j) 1<i<n de A = [a, b] X
1<j<m

[c, d], la somme de Riemann :

n m

Z(p) = Z Z (zi —wi1) (5 — yj—1) - Oij-

i=1 j=1

Nous pouvons alors réorganiser cette sommation en deux moments successifs, dont le premier est :

Z(p) = Z (zi — 2i1) Z (yj — yj-1) Oij.

n m
i=1 j=1
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Quand on fixe I’indice 7, pour tout j avec 1 < j < m, nous décidons de choisir pour ¢; ; la
valeur moyenne de la fonction continue y — f(z;, y) dans Uintervalle [y;_1, y;] :
1 Yj
0;j = ——— f(i,y) dy.
Yi — Y1 Jy; 1
Alors d’apres la régle de Chasles pour les intégrales, on a :

n

m Y
> (Wi —yi1) iy = Z/ [z y) dy
i=1 7%

j=1 Yj—1

d
= / fzi,y) dy.
C
Il en résulte que si on pose :

d
bla) = / f(y) dy,

on obtient :
n

Z(p) = Z (Cﬂz - 901‘71) P(xi).
i=1
Comme on peut aisément démontrer que cette fonction x — () est continue, donc intégrable,
on reconnait ici a droite une somme de Riemann pour le calcul de I’intégrale simple :

/ab () da.

//A fz,y)dedy = /: P(z)de = /ab da:/cd f(z,y) dzdy.

En résumé, nous avons établi le

Par suite :

Théoréme 14.1. Sur un pavé compact [a,b] x [c, d] C R, l'intégrale d’une fonction réelle continue

vaut :
b d
// f(z,y)dzdy = / dfc/ f(z,y)dy
[a,b] X [c,d] a c
d b
= / dy/ flx,y) dx. O

Evidemment, cette deuxieme expression s’obtient simplement en échangeant x <— y.
Un cas particulier mérite une mention, quand la fonction :

f(z,y) = g(z) h(y)

est produit de deux fonctions d’une variable. Dans ce cas, on voit que I’intégrale double est le
produit de deux intégrales simples indépendantes :

/ /[a,b}x[c,d] fadaty = ([ e w)( ") i)

Comme illustration de ce théoréme fondamental qui permet de ramener le calcul d’une intégrale
double a deux calculs d’intégrales simples, proposons-nous de calculer :

Ty
1= // ——— dxdy.
[,2x[o1] 2+ y?
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2 1 y
1 0o TT+y
2

1
_ 1 2, .2
_/1 xdw{Qlog(a: +y)}0

1/2 lo x2+1d
= - €T xT
2 1 g I'Q

D’apres ce qui précede :

L t41
Poser 2> =t == log — dt,
[ z” =1 1 /1 9—
et en connaissant une primitive de log? qui s’obtient en observant que (t log t)/ = logt + 1, on

trouve :
4
I = ﬂ(t%—l)logt—tlogt}l
- i<5log5—4|og4—2|ogz+1|og1o>

5|og5—5|og4)

15. Intégrale double sur un compact simple

Au lieu d’un pavé, nous allons intégrer plus généralement sur un ensemble dont le toit et la cave
sont éventuellement bosselés.

Y=

C’est-a-dire que nous allons intégrer sur un compact-type de la forme :
A= {@y) eR: a<a<h pi@) <y <o)},

oll a < b et ol ¢, ps sont deux fonctions numériques continues sur intervalle [a, b] satisfaisant
Y1 < 2.
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15. Intégrale double sur un compact simple

Terminologie 15.1. On dit que A est un compact simple.
On peut démontrer — et nous 1’admettrons — que ces compacts simples A sont quarrables.

Comme sur la figure, désignons alors par ¢ un minorant de 1, et par d un majorant de o :
c < pi(zr) < pafx) < d (V€ [a, b]).

Ensuite, sur le pavé rectangulaire quarrable :
B := [a,b] x [¢,d],

soit la nouvelle fonction :
fla,y)  lorsque (2,y) € A,

9(@,y) = {0 lorsque (z,y) € A.

Cette fonction g est intégrable sur B, puisqu’elle ’est séparément sur A, et sur B\ A, et de plus, on

a clairement :
// f(z,y)dedy = // g(x,y) dxdy.
A B

Or maintenant, on peut calculer cette nouvelle intégrale en appliquant le Théoréeme 14.1 jusqu’a

obtenir : , J
//B g(w,y) drdy = / dw/ g(x,y) dy
b w2 (z)
=/ dx/ f(z,y)dy,
a e1(z)

puisque ¢ est identiquement nulle sur les deux intervalles [c, p1(x)[ et Jp2(x), d]. En résumé, nous

avons établi le

AY AY
dd....... dd....... , «
2 \
y4 \
y4 \
L \
L \
L \
L \
1
Yoo
o A
M Z X
X 7
i 2
HEA N J:
A v 7
\ ] -
\ /| :
X ] :
\ J -
: v 7 :
: \ 1
. \ ]
: 1 ]
Counnnne : Couvnnnn = |
: : : T : : :
: P P
0 a T b 0 a Pi(y) p2(y) b

Théoreme 15.2. L’intégration d’une fonction f intégrable sur un compact simple :
A= {(@y) eR% a<a <b, p1@) <y <)
pa(x

ut:
) / /A f (@, y) dody = / o /w 1<x>)f(“"’y)dy'

En échangeant x <— vy, avec un compact simple de la forme :

A = {(x,y) e R?%: P1(y) <o <a(y), c<y< d}’
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//A Fay) dedy = /Cd dy/::?) Fz,y) da. 0

Parfois un compact simple peut s’écrire simultanément sous ces deux formes, a la fois «en
piles » :

Uintégrale vaut :

{a <z <b, p1(z) <y < pa(n)},
et aussi « en tranches » :

{¥1(y) <z <a(y), c<y<d}.
Voici un exemple déja présenté :

A = D3 := {(:U,y)ERQ: x2+2x<y<x+2}.

Y
A
37 SO
/1
//
2.
/1
//
Al
—2 3T 3T
0 1 - o
f’/ _ 1

En appliquant la formule du Théoréme 15.2 qui découpe ce secteur parabolique en piles verti-
cales, on calcule aisément :

1 42
aire(A) = //A dxdy = / dx/2 1-dy
-2 Te4+2x
1

:/ (z+2—(2*+22))dz
—2

22 :1:3}1
=|-—=4+2z— —
-5,
1 1 8
- - 4924244---2
2+ + 2+ 373
_9
=5

Toutefois, si on désire appliquer le découpage en tranches horizontales, il faut commencer —
voir la figure — par décomposer A = A; U A en les deux domaines :

—2—4+4y .

A = {y<0, 2 +22 -y <0} < {—1<y<0, 5 S

Ay ={y>0, y—2 < 2 < -1+/1+y},

en observant la simplification dans la formule classique qui donne les deux racines de 1’équation
quadratique 72 + 2z —y =0

24 AT dy
VI 1214y
5 y

< -2+ 4—|—4y}
2 ?

T x
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Grace a cette décomposition adaptée, il vient :

aire(A) = aire(4;) + aire(As)

/O (—1+\/ﬁ—(—1—\/H))dy+/03 (~1+VTHy-(y-2)dy

-1

mais le calcul devient quelque peu plus exigeant :

. 2 310 2 3 2.3
i = 20, o201
4 9 2 9
=2 _043-0+4245-_2_Z 49
5 0 tg* o379t
_ 9
-

Moralité : Avec les intégrales doubles, il vaut mieux réfléchir avant d’emprunter un chemin de
calcul !

16. Simplifications en présence de symétries

Tres souvent (e.g. en physique), le domaine quarrable A sur lequel on intégre posseéde une sy-
métrie visible a I’ceil nu, c’est-a-dire qu’il existe une application S qui est involutive au sens ou
SoS=1Id:

S A— A

(z,y) — S(z,y),

telle que :
fla,y) = f(S(z,y)) (¥ () € 4).

Il en découle que A = A; U Ay se décompose en deux ensembles quarrables :
Ay = S(Ay) avec AjNAy =10,

et par additivité des intégrales doubles, on obtient :
// [z, y)dzdy = 2/ [z, y) dady.
A Ay

_f(xay) = f(S(x,y)),

//A f(z,y) dxdy = 0.

Exemple 16.1. Proposons-nous de calculer I’intégrale double :

I:= //A (2* — y?) dady,

Si, a ’opposé :

alors tout disparait :

sur le disque elliptique :
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Y

Observons que les pliages autour de Oz et autour de Oy :

(z,y) — (z, —y) et (z,y) — (—z,9)

laissent A invariant, et ne changent pas non plus les valeurs de la fonction a intégrer :

Par conséquent, en introduisant le quart supérieur droit :
22 2
a2 b

I = 4//A (2 — y?) ddy.

Ce quadrant elliptique est aussi représenté par les inégalités :

AT = {x}O, y =0,

il est clair que :

0<z<a et 0 <y <by/1——
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donc en application du Théoreme 15.2, il vient :

I:4/0a </bm (:E2—y2)dy>dx

0

_ 4/& [g; y— 1y3r\/17dx

2
_ 3 T
_4 {x b\/l———fb 1—— 1—a2>}dx.

Afin de calculer commodement cette intégrale simple, effectuons le changement de variable :

x = asint avec t € [0, g],
d’ou :
72
dxr = acostdt et aussi 1 - — = cost,
a

ce qui transforme :

2 2 ;2 13 2
I =14 (a sin“t bcost — — b’ cost cos t)acostdt
0 3 N——"

1—sin?t

= 4ab/0g cos?t {(az + b;) sin’t — f} dt.

A ce moment, nous constatons que nous devons intégrer la fonction cos? sin’t, dont il n’est pas
immédiat de trouver une primitive. Alors nous devons rappeler le

Théoreme 16.2. [Formule de de Moivre] Pour tout nombre réel t € R, et avec i :=+/—1, ona:

e = cost+isint. O

En passant au conjugué complexe :
—it ..
e = cost —Ssint,
et en additionnant comme il faut — exercice — on obtient le

Théoreme 16.3. [Fomules d’Euler] Pour toutt € R, ona :

eit 4 it . it _ it
cost = — et sint = ——. O
2 21

Grace a ces formules, nous pouvons énoncer et démontrer un lemme utile a la poursuite de nos
calculs.

Assertion 16.4. On a la formule de trigonométrie :
1—cos4t
5 .

Preuve. En passant aux exponentielles complexes graces aux formules de de Moivre et d’Euler, le
calcul devient assez aisé :

4 cos’t sin’t =

_ 9 (ezt + e—zt) (ezt _ e—zt) 2 [62115 _ 672115]
4 |cost sint =4 =4 —
[cos ¢ sin] 2 . 2 S L ()
it _ 9 —4it 1— At
_ ¢ +e _ cos ' 0

—4 2
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Grice a cette formule, nous pouvons déterminer la valeur de :

2 2 1 —cos4t t  sindt]3
/2 4cos’tsin®tdt = /2 - = [7_ }2 -
0 0 2 2 8 Jo 4

Ensuite, grace a une formule trigonométrique connue (ou que 1’on re-démontre en raisonnant
d’une maniere analogue), il vient :

2 2 2 . 5
/ 4cos’tdt = / 2 (14 cos2t)dt = [2t+sm2t}0 = .
0 0

Grace a ces deux calculs d’intégrales laborieux, nous pouvons enfin conclure, via i % — % = —% :
T b2 b2
e ol ) oY)
a 1 a” + 3 i 3
= Tab(a® =), 0

17. Formule de Green-Riemann
Comme dans le Théoréme 15.2, considérons un compact simple A C R? défini par :
a<z<b et p1(z) <y < (),

ol ¢1: [a,b] — Ret pa: [a,b] — R sont deux fonctions dérivables et a dérivées continues sur
[a, b], avec 1 < po.

Av Av )

T

o s ; 0 W A

T

La frontiere 0 A de A est réunion de 4 courbes dont 2 segments verticaux, éventuellement réduits
a un seul point — voir la figure gauche ci-dessus — :

0A = {a<z<b, y=¢pi(z)}
U {z=0b, ¢1(b) <y <ea2(b)}
U {b}m)a, y = pa(x }
U {z=a, ¢2(a) 2y > 1(a)}.

Comme sur la figure, orientons la frontiere A de A de telle sorte qu’un point mobile la parcourant
voie toujours A a sa gauche.
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Soit alors (z,y) — P(x,y) une fonction continue sur ce compact simple A, admettant une
dérivée partielle dP continue sur A. Le Théoreme 15.2 permet de calculer :

w2()
// —dxdy = / dac/ 8P
e1(

:/a [P( , a2z )) P(%Vh(l‘))} dz.

On reconnait ici 1’intégrale curviligne de — P dx le long du bord orienté 0A :

oP
—dxdy = — P(x,y)dx.
//A dy oA (=.9)

On observera que sur les deux segments verticaux, 1’intégrale curviligne s’annule identiquement,
car x = constante implique dx = 0.

Considérons maintenant un autre compact simple A défini par des inégalités dans lesquelles les
roles de x et de y sont échangés :

Pi(y) < = < YPa(y) et ¢ <y <d,

avec deux fonctions 91 : [c,d] — R et 19: [¢,d] — R dérivables et a dérivées continues sur
[c, d], satisfaisant ¢ < 1)s.

La frontiere A de A est réunion de 4 courbes, dont 2 segments horizontaux éventuellement
réduits a un seul point — voir la figure droite ci-dessus — :

0A = {¢1(c) <z < ¢2(C)7 y=c}
U {$=¢2( <y<d}
U {v2(d) %(d)a y=d}
U {x—g/}l d>zy 2 c}.

Comme sur la figure, orientons la frontiere 0 A de A de telle sorte qu’un point mobile la parcourant
voie toujours A a sa gauche.

Soit alors (z,y) — Q(x,y) une fonction continue sur ce compact simple admettant une dérivée
partielle 8Q continue sur A. Le Théoréeme 15.2 permet de calculer :

/ / -~ dady = / a /Tz
:/c Q(v20).1) = Q(¥1(v).v) | dy

ce qui s’exprime en termes d’intégrale curviligne comme :

// dxdy—/AQ(x,y)dy

Afin de pouvoir appliquer simultanément les deux formules précédentes, énoncons une
Définition 17.1. On appelle compact élémentaire tout compact défini indifféremment par :
a<z<b et p1(r) <y < pa(z),
les fonctions ¢ et o3 étant de classe €™ sur [a, b], ou bien par :

c<x<d et Yi(y) < o < Paly),

les fonctions 11 et 1) étant € sur [c, d).
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Par exemple, un disque circulaire fermé, un disque elliptique fermé, un pavé de cotés paralleles
aux axes de coordonnées, sont des compacts élémentaires.
En retranchant membre & membre les deux formules qui préceédent, nous obtenons enfin le

Théoreme 17.2. [de Riemann-Green] Sur un compact élémentaire A C R2 de frontiere orientée
0A, si deux fonctions continues P,QQ: A — R ont des dérivées pamelles y et Q continues sur

A, alors :
P 90 B
// —+ax)dxdy_/m (de—i—Qdy). 0

Plus généralement, ce théoréme de Riemann-Green reste valable quand A est réunion d’un
nombre fini de compacts élémentaires deux a deux p-disjoints.

ya

Q
xy

11 suffit de prouver cela pour la réunion de deux compacts élémentaires p-disjoints A; et As dont
les frontiéres 71 et o ont une intersection non vide af3.

Alors le Théoréeme 17.2 de Riemann-Green appliqué a A et a A5 séparément exige le calcul de
deux intégrales curvilignes prises le long de 1 et de 7o ; I’arc a3 est parcouru deux fois, mais en
des sens contraires. Par suite, la somme des intégrales curvilignes précédentes est égale a I’intégrale
curviligne prise le long de la frontiere 0 A de la réunion A; N As. (Cette frontiere est alors réunion
de deux arcs a dérivée continue.)

18. Calculs d’aires planes en coordonnées cartésiennes et en coordonnées polaires

Considérons d’abord un compact simple A défini par :

a<z<bh et p1(z) <y < a2(),
avec 1 < 9. Pour évaluer I’aire de A, considérons la fonction :
oP
P(x,y) = v, dot — = A
(z,y) ==y 9y

La formule de Riemann-Green donne alors :

// dxdy = —/ ydx.
A 0A

Or puisque la premiere intégrale est égale a ’aire de A, il vient :

u(4) = —/Myda:.
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De la méme fagon, si A est un compact simple défini par :

P1(y) < o < ¥a(y) et c <y <d,

avec 11 < 9, alors en considérant la fonction () := z, on obtient une formule alternative pour

Iaire de A :
u(A) = / zdy.
0A

Par conséquent, nous obtenons le

Théoréme 18.1. L’aire d’un compact élémentaire A C R?, ou de la réunion A d’un nombre fini de
compacts élémentaires p-disjoints, vaut :

1

u(A) = 2/8A (zdy —yda). O

Astroide

Exemple 18.2. [Aire de I’astroide] Soit I’astroide défini de maniére paramétrique avec ¢ € [0, 27|
par :

z(t) = acos®t et y(t) = asindt.

Cette courbe est frontiere d’un compact A, réunion de 4 sous-régions deux a deux symétriques par
rapport aux axes de coordonnées. On a ainsi :

p(A) = ;L/ (zdy —ydz),
Y

E] et de deux portions des axes Ox et

7 étant la réunion de I’arc d’astroide correspondant a t € [0, 5

Oy.
Sur I’astroide, on a :
zdy —ydz = acos®t 3acost sin>t — asin®t 3asint cos? ¢
= 3a’sin*t cos”t (cos® t + sin t) dt
= 3a%sin’t cos®t dt.

1—cos 4t

En se souvenant que sin?t cos?t = =55

, on obtient, par suite, pour 1’aire demandée :

. [73 6 o, sindt)z 3,
M(A)—2/O g% (1 Cos4t)dt—8a[t 4]0—8a7r.

Passons maintenant a des calculs d’aire en coordonnées polaires.
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40
'?{ :152—|—y2:7'
4
x =rcosf
= remp
(s (xry)
Y
> L >
\/

Pole O

Commencons par un rappel sur les coordonnée polaires. On écrit :

X

= pcosd,

y = psiné,

Polar co-ordinates
P(r, 8)

Polar axis

x

avec un rayon p > 0 et un angle 0 < 6 < 27. Parfois, le rayon p se note 7, et d’autre lettres que 6

sont utilisées pour désigner 1’angle.

Polar Coordinates

y

¥

AUIS .4

Ya
Rectangular Coordinates
Bl | [ e e ? P {X!.V)
r
i Y=rsint
0 i
X =rcosf X

|

r COS ©

Les valeurs d’angles remarquables sont illustrées comme suit.

in/2
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Maintenant, soit un arc mn donné par une équation :

p = f(0),

avec une certaine fonction f définie sur un intervalle [, 5], qui y posséde une dérivée continue.

Nous supposerons de plus que la réunion de ’arc mn et des rayons Om et On est la frontiere
d’un compact élémentaire. Une différentiation donne :

dr = dpcosf — psinfdof, dy = dpsinf + pcosfdb,
et, par conséquent :
rdy —ydr = pcosfsinb dp + p?cos?6 df — psinfcos b dp_ + p*sin? 0 do
= p? db.
A4S = (r.de).dr longueuts

\/6t dg)

o

Par suite, pour 1’aire du compact élémentaire A, la formule de Riemann-Green devient, puisque
0 = constante entraine df = 0 sur les deux rayons Om et On :

1
wa) =5 [ .

b
A=éjr2d9
X
a

Exemple 18.3. [Aire de la leminiscate de Bernoulli] La leminiscate de Bernoulli est la courbe qui
admet pour équation polaire :

p = aVcos20,

ou a > 0 est une constante, et ou la variable d’angle 6 parcourt les deux intervalles [ - I g] et
[371' 5T

T T] , ce qui donne les deux lobes bien visibles sur la figure.
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yi

1

Chacun de ces deux lobes est un secteur élémentaire. Pour 1’aire totale de A, on a, par raison de
symétrie :

s 1 ™ x
p(A) :4/4 p2d0:2a2/4 cos20df = a? {sin29}4 = a? O
0o 2 0 0

19. Formule de changement de variables dans les intégrales doubles

En dimension 1, a savoir sur la droite numérique R, la formule de changement de variable dans
une intégrale riemannienne s’exprime le plus souvent dans une circonstance différentiable bijective.

Théoréme 19.1. Soit un intervalle [a,b] C R avec —oco < a < b < oo, soit ¢: [a,b] — R une
application €1 avec ©'(x) > 0 pour tout x € [a, b, d’oil le difféomorphisme :
¢(la,0]) = [p(a), p(0)],

avec —oo < p(a) < ¢(b) < co. Alors pour toute fonction Riemann-intégrable f: [p(a), ¢(b)] —
C, la composée f o p est aussi Riemann-intégrable et :

@(b) b
/ mm:/fwmwmw
o(a) a

Lorsque ' < 0, cette formule est tout aussi satisfaite. U

En prenant f = 1, on retrouve la formule fondatrice du calcul intégral :
b
wm—ww>= ¢ (z) d.

D @

Notre objectif est de généraliser maintenant cette formule aux intégrales doubles. Soient donc
deux plans euclidiens distincts R? et R? munis de deux systémes de coordonnées (cartésiennes ou
curvilignes) :

(u,v) € R? et (z,y) € R2.
On suppose donnés deux compacts a bords quarrables :

A C R? et B C R?,
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ainsi qu’une application entre eux :
p: A= B
(u,0) — (f(u,0), gu,v)) = (z,y),
qui satisfait toutes les hypothéeses suivantes.
(1) ¢ est bijective A — B.
(2) En restriction aux bords, g0| v O0A = OB est aussi bijective.

—1 est aussi continue.

(3)  est continue, et la bijection inverse A «— B : ¢
(4) ¢ admet des dérivées partielles a“’ et 8“’ “ qui sont continues sur A.

(5) ¢ conserve I’orientation.
Terminologie 19.2. On dit que ¢ est un ¢! -difféomorphisme entre A et B.

Nous supposerons de plus que A et B sont des compacts élémentaires, ou des réunions finies de
compacts élémentaires p-disjoints. Cette hypotheése générale déja considérée précédemment, appa-
raitra encore dans les énoncés des théoreémes.

A

Goyp i
G
R.

Probléme 19.3. Exprimer I’intégrale d’une fonction intégrable G(z,y) sur B :

/ G(z,y)dxdy = // quelque chose,
B A

en fonction d’une intégrale d’une certaine fonction sur A.

Nous allons commencer par le cas simple de la fonction G = 1, ¢’est-a-dire :

aire(B) = //B ldxdy = //A 2.

Griace au Théoreme 18.1,0on a:

aire(B) = ;/83 (zdy — ydz).

Ensuite, OB est une courbe 1-dimensionnelle, et 1’application :
@: 0A = 0B
(w,v) — (f(u,v), g(u,v))

effectue un changement de variable 1-dimensionnel préservant I’orientation qui permet de ramener
a A ’intégrale considérée :

are(B) = 5 | (Fdg—gdp)

f lawave e o 5

M(M)M( - > '}

=: P(u,v)

N~ N
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Alors le Théoréme 17.2 de Riemann-Green s’applique :

;/M(Pdqude = // (—MDJrgff)dudv,

donc on doit calculer :
op _ ofog g  dgof
ov ov du ovou, Ov du g ovou .’
Q) of 9g 0?%g dg Of 0% f

du  Ou ov +f8u8vo_%% _g8u8voo'

Quand on additionne, deux paires de termes (soulignées) s’annihilent, et par conséquent :

aire(B) = //B ldzdy = // ( 8P+6622) dudv

On voit ainsi apparaitre une quantité fondamentale.

Définition 19.4. La matrice jacobienne d’une application de classe € :

pr o (u0) — (flu,v), g(u,v))

en un point (u, v) est la matrice 2 x 2 :
of of
Jac (o) (u,v) = <3qu 9 ) (u,v).
ou Ov
Le déterminant jacobien de  est la fonction de (u,v) :

detJac(p) := det <

Qﬁ‘@
QL |~

SHE
N———

u  Ov
_0f0g 0f9g
 Oudv  Ov Ou’

Théoréme 19.5. Sous les hypothéses précédentes concernant le € -difféomorphisme ¢: A —
B entre deux compacts élémentaires, ou entre deux réunions finies de compacts élémentaires i-

disjoints, on a :
aire(B) = // ldxdy = // detJac(p)(u, v) dudv. O
B A

A présent, traitons le cas de I’intégration I p G d’une fonction continue quelconque, donc inté-
grable. Une astuce consiste a utiliser le Théoreme 10.4 de la moyenne, qui stipule, pour une fonction
F continue sur A, I’existence d’un point (ug, vg) € A avec :

// (u,v) dudv = F(ug,vq).

Appliquée a F' := det Jac(go), cette formule donne le
Corollaire 19.6. I/ existe (au moins) un point (ug,vy) € A satisfaisant :
u(B) = detJac(p)(uo, vo) - u(A). O

Rappelons que nous avons abrégé aire = p. Nous pouvons enfin énoncer et démontrer le théo-
réme principal de cette Section 19.
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Théoréme 19.7. [Formule de changement de variables dans les intégrales doubles] Soit un € -
difféomorphisme entre deux compacts élémentaires A C Ri,v et B C Ri’y :

p: A= B
(u,v) — (f(uav)a g(u, U)) =: (m,y),

ou plus généralement, entre deux réunions finies de compacts élémentaires u-disjoints. Alors pour
toute fonction continue G sur B, on a :

//B G(z,y) dzdy = //A G o ¢ - detdac(p)(u,v) dudv
- //A G(f(u,v), g(u,v)) - detdac(y)(u, v) dudv.

Démonstration. Soit (AZ) une p-partition de A en (petits) compacts élémentaires au moyen

1<i<n
de laquelle on approxime bien I'intégrale de G o ¢ - detdac(p). A travers ¢, soit la p-partition

image :
(B)ycicn = (w(4))

qui est une p-partition de B. Le Corollaire 19.6 donne, pour tous ¢ = 1,2,...,n, des points
(us,v;) € A, tels que :

. 9
1<ign

u(Bi) = detJac(yp) (ui,vi) 'M(Ai) (1<i<n).
Soient alors les points-images :
(xi,yi) = (P(uiavz') (1<i<n).
Les deux sommes de Riemann sont égales :

n

Z G(xi,yi) ',U'(Bi) = z": Go go(ui,vi) -detJac(cp)(ui,vi) -,u(Ai).

i=1 =1

En raffinant la p-partition, ces deux sommes de Riemann tendent vers les intégrales doubles respec-
tives :

//B G(z,y)dedy <+— ZG(zi,yi)u(Bi)
=1

= Z Go (p(ui, vi) det Jac(y) (ui, ’UZ') ,LL(Az’)

=1

— //A G o ¢(u,v)detdac(p)(u, v) dudv. O

20. Intégrales doubles en coordonnées polaires

Dans le le plan euclidien R? rapporté a un repére orthonormé {0, i,j }, considérons I’application
o de passage aux coordonnées polaires définie par :

@: (r,6) — (rcos@, rsinfg) =: (z,y).

Nous savons que pour toute constante 0 fixée, si on se limite a faire varier § € [00, 0o+ 27 [ dans un
intervalle semi-ouvert de longueur 27 partant de g, et si on se limite a des rayons r > 0 strictement
positifs, alors ¢ établit une bijection :

¢ RY x [0, 0 +2n[ — R*\{0}
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sur le plan euclidien épointé de son origine. De plus, cette bijection est continiment différentiable
avec :

dxr = cosfdr —rsinfdo,
dy = sinfdr + rcosfdf,

et par suite, le déterminant jacobien de ¢ en un point (7, f) vaut :

cosf —rsinf

detJac(y) = sind rcosd

= cosfrcosf — (—rsinf)sinf

=

En application du Théoreme 19.7, pour une réunion finie A de compacts élémentaires inclus dans
R% x [90, 0o + 27 [ pour B := ¢(A), et pour toute application continue G sur B, nous obtenons la
formule tres importante de calculs d’intégrales en coordonnées polaires :

// G(z,y)dxdy = // G(rcos®, rsinf)rdrdd
B A

Un cas spécial intéressant se produit quand A n’est pas forcément contenu dans R} x [00, 6o +
27 [ a savoir quand A > 0 contient I’origine, comme nous 1’avons déja vu.

Supposons en effet que B soit un secteur angulaire élémentaire, limité par deux rayons Om et
On, ainsi que par un arc mn, rencontré en un seul point par une droite passant par 6, d’équation
polaire r = f(6).

B B

A

Y=

Désignons par A’ la partie du pavé R* x [0, o + 27 [ définie par :
0<r< f(0) et a <0 <pB.
Alors A’ est en bijection, via ¢, avec B\{0} :
p(4') = B\{0}.
Désignons par A le compact déduit de A’ par adjonction du segment :

r =0, a <0 LB
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Alors A et A’ ont méme aire et pour toute fonction continue G sur B, la composée G o est continue

sur A et on a I’égalité :
/ Gowrdrdﬁ—// G o p rdrdf.
Al A

En définitive, la formule de changement de variables peut encore s’appliquer au cas ou B est
réunion finie de secteurs angulaires élémentaires, deux a deux p-disjoints.

Exemple 20.1. Proposons-nous de calculer I’intégrale double :

1= // (m2+y2) dxdy,
B

sur le disque circulaire B de rayon a > 0 centré en le point (a, 0) défini par :

1‘2—1—y2—2a$ < 0.

yA
r p
6 F—
0 a 2a X
B
Désignons par ¢ I’application :
xr = rcosf, y = rsind,
sur la partie A définie par :
“T<op< ™ 0 < r < 2acosé.
2 2
Ona:
et de plus, si on désigne par A’ la partie définie par :
—g<«9<g, 0 < r < 2acos?,

alors ¢ est une bijection de A" sur B\{0}.
On peut donc appliquer la formule du changement de variables en coordonnées polaires :

g 2a cos 0 g 1 4 g
I = // r2rdrd) = 2/ d9/ rdr = 2/ f(2ac030) df = 8a4/ cos* 6dp.
A 0 0 o 4 0

Enfin, en remarquant que :

2
. (1 + cos 26) 1 1 1 (1+ cos49)
g = "/ — ~ 4 _cosW+-~— 7~
cos 1 1 + 5 cos 20 + 1 5 s
on trouve aisément :
;o 3ma O

2
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Exemple 20.2. Revenons a I’Exemple 16.1 :

I = //B (mQ—yQ) dxdy,

2 2
x
v
a b

ou B est le disque elliptique :
-1 < 0.

Nous avons vu que [ = 7§ ab (a2 — b2), et nous souhaitons montrer qu’un changement de variables
approprié permet d’arriver plus rapidement au résultat.
Considérons en effet 1’application ¢ :

T = aucosv, y = businv,
sur le pavé A; défini par :
0<u<l, 0<v< g
Ici, o est une bijection de A; sur B1\{0}, ot By est le secteur elliptique :
2 2
x )
atp-1<0 r =20, y=0.

Remarquons que ¢ est un ¢ !-difféomorphisme de A; sur By, dont le jacobien vaut :

acosv —ausinv

) = abu.
bsinv  bucosv

Le Théoreme 19.7 de changement de variables donne alors :

I = 4// (a:z—y2) dedy = 4// (aZCOSQU—bQSin20)2u2abu dudv,
A Aq
d’ou : ) B
I= 4ab/ u?’dw/2 (a® cos® v — b? sin*v) dv,
0 0

et nous sommes ramenés au calcul de deux intégrales simples indépendantes. En utilisant (exercice) :

2 2 L 2
1= cos“vdv = sin“ v dv,
0 0

_ }E 2 32y _ T 2 32
I—4ab44(a b)—4ab(a b). O

nous concluons que :

21. Exercices

Exercice 1. EE
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Intégrales triples

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Introduction
2. Définition et propriétés de I’intégrale triple

La définition et les propriétés des intégrales doubles peuvent se généraliser, en utilisant des p-
partitions d’ensembles cubables.

Au chapitre précédent, nous avons défini les parties cubables de ’espace R? de la géométrie
euclidienne a 3 dimensions, comme celles auxquelles on peut attribuer un volume. Sur 1’ensemble
% des parties cubables de R?, nous avons défini une application A — p(A) qui associe a tout
A € % un nombre réel positif, son volume ;1(A). Ce dernier satisfait :

ANB =10 = (AU B) = pu(A) + pu(B).

Cette implication est encore exacte lorsque A et B sont y-disjoints, c’est-a-dire ont une intersection
qui, sans nécessairement étre vide, a un volume nul, propriété que nous avons notée :

ANB = 0.

Définition 2.1. On appelle p-partition d’un ensemble cubable A € % toute famille finie (Az)
constituée de parties cubables deux a deux p-disjointes, dont la réunion est égale a :

A=A1UAU---UA,.

1<i<n

Pour construire la notion d’intégrale triple, considérons une une fonction bornée f: A — R
définie sur un ensemble cubable A C R3. Pour toute u-partition de A :
p= (Ai)Kign’
posons, pour tout 1 <7< n:

m; = inf  f(z,y,2) et M; == sup f(z,y,2).
(z,y,2)EA; (z,y,2)EA;

Ensuite, formons les deux sommes :

s(p) == my (A1) +mop(Ag) + -+ mp p(Ay),

S(p) = M /L(Al) + My M(A2) + -+ M, M(An)-
Lorsque la p-partition p parcourt I’ensemble &7, (A) de toutes les p-partitions de A, on prouve,
comme pour les intégrales doubles, que I’ensemble des nombres s(p) est majoré par toute somme
S(q)ouq € &,(A) est fixée, et par conséquent, le supremum suivant existe :

sup s(p) =: or(A).
pEZu(A)
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De méme, I’ensemble des nombres S(p) est minoré par toute somme s(g), et par suite, existe
I’infimum :

inf  S(p) = D,(A).
el () 7(4)

On a évidemment :
or(A) < Zf(A).

Définition 2.2. On dit qu’une fonction bornée f: A — R sur un ensemble cubable A C R? est
intégrable (au sens de Darboux) si :

On note alors cette valeur commune :

///A f(z,y, 2) dedydz,

et on la nomme intégrale triple de f sur la partie cubable A.
L’ensemble des fonctions intégrables sur A sera noté :
Int (A,R).

Sans attendre, venons-en aux propriétés de 1’intégrale triple, que nous admettrons, puisqu’elles
se démontrent comme celles de I’intégrale double.

Théoréme 2.3. Soient A et B deux parties cubables de I’espace R? qui sont p-disjointes :
0 = p(ANB).
Pour toute fonction bornée f: AU B — R, on a I’équivalence :
f est intégrable sur A et sur B = f est intégrable sur AU B.

Dans ce cas :

///AUB f(z,y,2)dedydz = // ; f(z,y,2) d:z:dydz+// i f(z,y, z) dedydz. O

Ensuite, le théoréme suivant montre que ’espace Int (A, R) est un R-espace vectoriel.

Théoreme 2.4. Si f et g sont deux fonctions bornées intégrables sur une partie cubable A C R?,
alors pour tous réels \, i € R, la combinaison linéaire :

Af+pg € Int(4A,R)

est aussi intégrable sur A, avec :

/// A2y, 2)+ug(e,y, 2 ) dxdy = // flz,y, 2 da:dydz—i—,u/// x,y, 2 dxdydz

Exprimons aussi un critere d’intégrabilité tout a fait analogue, lui aussi, a ce qui a déja été vu en
dimension 2.

Lemme 2.5. [Critere d’intégrabilité] Pour que f soit intégrable (au sens de Darboux) sur A, il
faut et il suffit que pour tout € > 0, il existe une p-partition p de A telle que :

0<) Sk -sb) <e O
Le théoréme probablement le plus utile et le plus important est le suivant.
Théoreme 2.6. Toute fonction continue sur un compact cubable y est intégrable. U

De plus, il existe une relation d’ordre sur les intégrales triples.
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Théoreme 2.7. Si f: A — Ret g: A — R sont bornées intégrables sur une partie cubable
A C R3, alors :

- - ///A frey it < / / /A 9(x,y, z) dzdydz.
De plus :
‘///A [y, 2) dudydz

Il existe aussi des inégalités élémentaires.

< // ‘f(x,y, z)‘ dxdydz. O
A

Théoréme 2.8. Soit f € Int (A, R) une fonction intégrable sur A C R3 cubable. Alors en posant :
= inf t M = inf
m |2 f e |2 1,

ona:

mona) < [ [ /A F(,y,2) dadydz < M - p(A). O

A= ,u(lA)///A f(z,y, z) dedydz

se nomme alors valeur moyenne de f sur A.

Le nombre :

Théoréme 2.9. Si A C R? est cubable et si f: A — R est continue, il existe un (xq,yo, z0) € A

tel que :
1
M ///A f(.’l?,y,Z) d.%'dydz - f(xo’yO’ZO). s

3. Intégrale triple de Riemann

Soit f une fonction bornée sur une partie cubable A C R3. Pour toute p-partition (Al) L<icn de
A, nous avons posé plus haut, pour tout indice 1 < i < n:

m; = inf  f(z,y,2) et M; == sup f(z,y,2).
(z,y,2)€A; (z.y,2)€A;

Dans cet espace euclidien R3, rappelons que la distance euclidienne entre deux points (z,y, z) et
(a9, 2") est:

[@9.2) = @,y )] = (@ =)+ (y—y)* + (= — )"

Par définition, le diametre de chaque A; est le nombre réel positif :

0; 1= sup H(m,y,z) - (xlvy/7z/)|"
(z,y,2)€A;
(z’,y’,z’)GAi
Par définition aussi, le pas de la u-partition (Az) L<icn €St le nombre :

pas(d) := max §;.

1<i<n

Pour chaque indice 1 < i < n, choisissons arbitrairement un réel 0; € [m;, M;], par exemple
une valeur 0; = f(x;,y;,2;) de la fonction en un point arbitraire (z;,y;,2;) € A;. On appelle
somme de Riemann le nombre réel :

Z(p) := 601 M(Al) + 69 M(Ag) + -4 Qn,u(An).
On a évidemment :
s(p) < Z(p) < S(p).
Comme dans la théorie des intégrales doubles de Riemann, on établit le
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Théoreme 3.1. Si f: A — R est intégrable sur A C R? quarrable, alors :

lim Z(p) = /// fx,y, 2z) dedyd:z. O
pas(p)—0 A

L’intérét, c’est qu'on approxime la valeur de I’intégrale par des sommes échantillonnées ‘au
hasard’ : chaque morceau A; ‘pese’ :

f(aji) Yi, Zi) : V0|ume(Ai)7

ou f(x;,y:, z;) est une valeur de la fonction en un point (z;, y;, z;) choisi arbitrairement dans A;.
Il y a aussi une réciproque a ce résultat.

Théoreme 3.2. Toute fonction intégrable au sens de Riemann :

lim Z(p) existe,

pas—0

est aussi intégrable (au sens de Darboux), i.e. appartient a Int (A, R). (]

4. Calcul d’une intégrale triple sur un compact cylindrique

Rapportons I’espace euclidien R? a un repére orthonormé { 0,1,]j, k}. Soit [a, b] un intervalle
fermé, et considérons deux fonctions numériques ; et ¢, continues sur [a, b]. Soit le compact
simple du plan horizontal :

B := {(z,y) € R?: a <z <b, pi(z)<y< pa(z)}.
Soient enfin deux constantes o < f3, et soit le compact cylindrique de 1’espace tridimensionnel :

A= {(z,y,2) €R®: (z,y) € B, a<z< )}

X

Sur la figure, le nombre o vaut 0. On a vu que tout compact simple est cubable. Ici, le volume
de A vaut :

:U’v(A) = ,ua(B) (5 - a),

puisque ’aire de la base B vaut u,(B), et le cylindre est de hauteur (5 — «). On remarquera la
différence notationnelle :

tiq(e) pour I’aire 2-dimensionnelle # iy (e) pour le volume 3-dimensionnel.
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Proposons-nous alors de calculer I’intégrale triple :

/ / | fl@y,2) dadydz,

ol f: A —» R est une fonction continue (donc bornée). A cette fin, considérons une p-partition
quelconque de B :

(Bi) 1<i<n’
ainsi qu’une subdivision de I’intervalle vertical [, (] :
a =120 <21 << 241 < 29 = B
Comme l'illustre la figure, au-dessus de chaque élément-plan B; de la p-partition du plan de base,
nous avons empilé g compacts cylindriques A; 1, ..., A; , définis par :
Aij = Bi % [Zj—lazj] (1<i<n, 1<j<q).

Nous avons ainsi constitué une p-partition du compact 3-dimensionnel A :

p = (4ij) ISicn

<Jj<q

en compacts cylindriques chacun de volume égale a :

po(Aig) = (25 — zj-1) u(Bi).

Ensuite, avec une telle p-partition p, choisissons des nombres 6; ; arbitrairement parmis les
valeurs de f sur A; ; et associons-leur la somme de Riemann :

n g
= Z Z 05 o (Aiy) =

i=1 j=1

91'7]' (Zj - ijl) Ha (Bz)

NE
.MQ

1

@
Il
—

<
Il

3

q

= Ma Z — Zj—1 92‘,3"

=1 =1

— en fait, nous allons effectuer astucieusement le choix de ces Gi,j.

En effet, pour tout 1 < ¢ < n, prenons tout d’abord arbitrairement un point (x;,y;) € B;, mais
ensuite, pour tout 1 < j < ¢, prenons la valeur moyenne de la fonction partielle z — f (xz-, Yi, z)
sur lintervalle [z;_1, z;] :

1 %
0@7]‘ = / f(xi,yi,z) dz.
2 T RSz,
Alors grice a la régle de Chasles pour les intégrales :
d B
Z — A- 1 0i.5 Z / xi’yiaz) = / f(:l:i,yi,z) dz.
: «
On peut vérifier rigoureusement que la fonction :

B
b(a,y) = / f(a,y,2) dz

est continue dans le compact simple B = {a < z < b, ¢1(z) < y < ¢2(x)}. Par conséquent, la
somme de Riemann considérée devient :



54 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud, France

de telle sorte que nous reconnaissons ici une somme de Riemann pour I’intégrale double :

//B Y(x,y) dedy.

Notons de plus que le pas de la u-partition (Bz) est au plus égal au pas de la u-partition

1<i<n

(Ai,j) 1<i<n - Lorsque le second pas tend vers z€ro, a fortiori, le premier pas tend vers zé€ro. Nous
1<j<q

obtenons donc le
Théoréme 4.1. Sur un compact cylindriqgue A C R? délimité par des fonctions continues :
a<z<b, p1(r) <y < pa(z), a <z < B,
de base planaire B C R? définie par :
a <z < b, p1(z) <y < p2(2),

on a pour toute fonction continue f: A — R :

///A f(z,y,2)dedydz = //B dax@(/j f(x,y,z)dz), -

Le calcul d’une intégrale triple et ainsi ramené a celui d’une intégrale simple suivi du calcul
d’une intégrale double.

Exemple 4.2. Proposons-nous de calculer I'intégrale triple :

I := /// LY dxdydz,
A

sur le compact (vraiment) cylindrique A défini par :

22 + 9% < a, 0

N
I

N
—_

Désignons par B le disque circulaire :
2? +y* < a,

projection orthogonale de A sur le plan horizontal Oxy. D apres le Théoréme 4.1, on a :

1 24,2 z’”2+92+1 1 1
I = dad Al P dd[}://dd.
//B $y/() & & //B T 2 2+ 1o [ NN

Le passage aux coordonnées polaires :
xr = rcosf, y = rsind,
avec, comme nous nous en souvenons :

dxdy = rdrdf

est évidemment tout indiqué, et il nous rameéne au produit de deux intégrales simples indépendantes :

2 ¢ rdr 1 9 a 9



5. Calcul d'une intégrale triple sur un compact simple 55

5. Calcul d’une intégrale triple sur un compact simple

Proposons-nous maintenant de calculer I’intégrale triple :

///A f(=,y,2) dzdyz,

f étant une fonction continue sur le compact simple général de R? défini par :

a < T < ba (pl(w) < Yy < @2(33)7 ¢l(xay) < z < Q;Z)Q(x)y)?

ol ¢ et o sont, comme précédemment, deux fonctions continues sur [a, b], et ol 11 et 12 sont
deux fonctions continues sur le compact simple B de R? défini par :

a<x<b, ei(z) <y < pa(x).

Soit & un minorant de v); sur B et soit aussi 4 un majorant de ) sur B :

a < YPi(z,y) < Po(z,y) < B (¥ (z,y) € B).

Désignons par C' le compact cylindrique associé, ensemble des points (3, z) € R? satisfai-
sant :

(x,y) € B a <z < B
Sur cette partie cubable, définissons la fonction auxiliaire :

Fz,y,2) lorsque (z,y,2) € A,
g(x7y72) T 0 lorsque ($7y7z) € C\A
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Cette fonction g est intégrable sur C' puisqu’elle I’est séparément sur A et sur C\ A. Comme elle
s’annule identiquement sur C'\ A, on a clairement :

///A f(,y, 2) dedydz = ///C g(x,y, 2) dedydz.

En application du Théoreme 4.1, nous pouvons calculer la deuxieme intégrale double jusqu’a
obtenir :

5 ’LZJQ(CC,y)
Fla,y) = / o(e.y,2)dz = / F(.y,2) dz,

T/’l (x,y)
grice au fait que la fonction g est nulle sur les deux intervalles :
[O[, 1111(1'7?/)[ et ]wQ(xvy)v 5]

La fonction (x,y) — F'(x,y) est continue sur le compact B, donc intégrable sur B. On obtient

par conséquent :
// f(z,y, z)dedydz = // F(z,y) dzdy.
A B

En calculant finalement cette intégrale double comme dans le chapitre précédent, nous concluons
par le

Théoréme 5.1. Sur un compact simple A C R? délimité par des fonctions continues :

a<z<b, ei(z) <y < pa(x), Yi(z,y) < z < Yoz, y),

on a pour toute fonction continue f: A — R :

b p2(z) Y2(z,y)
/// f(x,y, 2)dedydz = / d:c/ dy/ f(x,y, 2)dz. O
A a @1 () Y1(2,y)

Exemple 5.2. Soit a calculer I’intégrale :

I = /// 22 dedydz,
A

22 +y? 422 < P

sur la boule fermée :

Remarquons que A admet les symétries d’axes Oz, Oy, 0z qui laissent invariante la fonction a

intégrer. On a donc :
I = 8/// 22 dxdydz,
A+

ou At estle % de boule défini par :
At z >0, y >0, z >0, 22+ + 22 < d,
qui se projette orthogonalement sur le % de cercle :
BT: xz > 0, y = 0, x2—|—y2—a2<0.

Il en résulte que :

Va2—z2—y2 a2—$2 y2
Iz8//dxdy/ z2d2://da:dy
B 0
= // dxdy(a - —y)
3)Js

Njw

dxdy.
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Finalement, en passant aux coordonnées polaires, on trouve :

I = / o [ (- ddr
0

6. Volume par intégration de sections planes
Comme dans le Théoréme 5.1, soit un compact général A C R? défini par :
a <z <b pi(z) <y < pa(z), Pi(x,y) < 2 < Pz, y).
Désignons par A, la partie de A constituée des points d’abscisse fixée = € [a, b] :
Ar: piz) <y < p2(n), Pi(z,y) < 2 < Po(z,y).

D’un point de vue géométrique, A, est Iintersection de A avec le plan parallele au plan y0z passant
par x.
Grace au calcul d’une intégrale double vu au chapitre précédent, nous pouvons écrire :

2(x) Y2 (z,y)
/ dy/ flz,y,2)dz = / f(z,y, 2) dydz,
w1(x) 1 (z,y) Ag

// Af(x,y,z)da:dydz _ /ab dx(/ N f(x,y,z)dydz)_

En particulier, si on considere la fonction :

flz,y,2) =1,

I’intégrale triple considérée représente évidemment le volume 11, (A) du compact cubable A :

=[] sty

Quant a I’intégrale double, elle vaut I’aire y,(A,) de la partie quarrable A,

)=/ / dydz.

La formule précédente exprime alors que le calcul d’un volume se raméne a une intégrale simple de
calculs d’aires.

et par suite :

Théoreme 6.1. Soit A C R> un compact simple cubable, et soit (Ax) la famille de ses

a<z<b
sections planes par des plans perpendiculaires a une droite fixée Ox. Alors le volume 1, (A) est
donné par Uintégrale simple :

b
:uv(A) _/ Ma(Am) dz,

des aires g (Ax) des ses sections A,.

Ce résultat est encore valable pour A cubable sans étre compact.
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7. Volume d’un compact de révolution

Considérons le cas particulier ol le compact A C R est de révolution autour d’un axe Ox, de
telle sorte que toute section plane A,, pour a < x < b, par un plan perpendiculaire a Oz soit un
disque de rayon 7(z) centré sur I’axe. On a alors pour le volume :

Cette formule peut s’étendre au cas ou le compact est de révolution de telle sorte que la section
A, ne soit pas un disque complet, mais une couronne circulaire de rayons respectifs r1(x) < ro(x).
On a alors, pour le volume, la formule :

b
y(A) = 7T/ [(rg(a:))2 - (T1($))2] dx.

Ensuite, cherchons a transformer cette formule. Introduisons la méridienne de A, ¢’est-a-dire la
section de A par tout plan contenant I’axe Oz, cette figure ne dépendant pas de 1’angle que fait le
plan autour de cet axe, puisque A est de révolution. Notons I" le bord de cette méridienne.

Alors la formule qui précede pour le volume de A peut se récrire sous forme d’une intégrale
curviligne :

e
I

et cette formule est vraie pour tout solide A de révolution autour de Oz. Par exemple, soit un solide
comme |’intérieur d’un pneu, ou d’une chambre a air dans I’espace.
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Exemple 7.1. [Volume d’un tore] Le terme mathématique est moins imagé. Soit donc un tore
balayé par le disque de centre w, de rayon a, en tournant autour de 1’axe Oz, ne rencontrant pas le
disque, comme sur la figure suivante.

.X‘A

La distance de w a Ox étant désignée par d, et § étant I’angle repérant le point m du cercle indiqué
sur la figure, on a :

r = d+ acosb, xr = asinf,

et donc pour le volume du tore, nous avons grice a la formule qui précede :

2
po(A) = ﬂa/ (d+acos«9)20036d0
0

27
= ﬂa/ (d20030+2ad00329+a200336’) de.
0

En tenant compte des formules élémentaires (exercice : utiliser des formules de trigonométrie) :

27 27
0 :/ cos 6 do :/ cos® 6 db,
0 0

2
T :/ cos? 6 db,
0

on trouve aisément :
po(A) = 272 a?d. O
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8. Formule de changement de variables dans les intégrales triples

Soient deux espaces euclidiens distincts R? et R3 munis de deux systémes de coordonnées (car-
tésiennes ou curvilignes) :

(u,v,w) € R? et (z,y,2) € R%
On suppose donnés deux compacts a bords quarrables :
ACR? et B C R3,

ainsi qu’une application entre eux :

P: A B

(u,v,w) — (f(u,v,w), g(u,v,w), h(u,v,w)) =: (z,y, 2),

qui satisfait toutes les hypotheses suivantes.
(1) ¢ est bijective A — B.
(2) En restriction aux bords, ap] ga: 0A -5 OB est aussi bijective.

1

(3) ¢ est continue, et la bijection inverse A «— B : ¢! est aussi continue.

(4) ¢ admet des dérivées partielles g—ﬁ, g—f, g—i qui sont continues sur A.
(5) ¢ conserve I’orientation.
Terminologie 8.1. On dit que ¢ est un ¢’ -difféomorphisme entre A et B.
Définition 8.2. La matrice jacobienne d’une application de classe ¢! :
e (u,v,w) — (f(u,v,w), g(u,v,w), h(u,v,w))

en un point (u, v, w) est la matrice 3 x 3 :

of of gi
sac () (wvw) = | 5 %) o)
ou Ov Ow

Le déterminant jacobien de  est la fonction de (u, v, w) :

U 7’[} w
detJac(yp) = det [ % T

ou v Ow
of 0g Oh of 0g Oh  Of 0g Oh

:8u808w+8w8u30+8118w8u
of 0g Oh  Of dg Oh  Of dg Oh

Théoréme 8.3. Sous les hypothéses précédentes concernant le € -difféomorphisme ¢: A — B
entre deux compacts élémentaires, ou entre deux réunions finies de compacts élémentaires |i-
disjoints, on a :

volume(B) = ///B ldzdydz = ///A detJac(p)(u, v, w) dudvdw. O

Théoréme 8.4. [Formule de changement de variables dans les intégrales triples] Soit un ¢'-
difféomorphisme entre deux compacts élémentaires A C Ri,v,w et B C Ri’% L

©: A= B

(u,v,w) —> (f(u,v,w), g(u,v,w), h(u,v,w)) =: (z,y, 2),
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ou plus généralement, entre deux réunions finies de compacts élémentaires u-disjoints. Alors pour
toute fonction continue G sur B, on a :

///B Gla,y, z) dvdydz = // | G o detdac(p)(u,v,w) dudvdw
= ] 60t 00 ) -ttt o).

9. Intégrales triples en coordonnées cylindriques

Dans I’espace R3 muni des coordonnées (z,y, z) et du repére orthonormé {O, i,j, k}, on peut re-
pérer la projection p’ := (x, y) d’un point p = (x,y, z) par des coordonnées polaires, sans modifier
z:

T = rcosé,
y = rsinf,
Zz =z

X Q@
Comme nous le savons, d’un cours a I’autre, les notations peuvent varier, et donc, il faut lire les

figures en tenant compte de ce flottement des lettres. Introduisons I’espace euclidien R? privé de
I’axe vertical 0z :

3 3
Ry, = {(z,y,2) € R’: (z,y) # (0,0)}.
En fixant une constante quelconque 6y € Z, on a, comme pour les coordonnées polaires, qui ‘ou-
blient’ la coordonnée z, I’énoncé suivant pour les coordonnées cylindriques.

Lemme 9.1. L’application :
p: (r0,z) — (r cosf, rsind, z)
est une bijection continfiment différentiable de R x [0y, 0y + 27[xR sur RS,. O
La bijection inverse de ¢ est donnée en résolvant r et 6 en fonction de (z,y) :

2?4yt = (7“cos,9)2 + (rsin 9)2 = % (cos? 0 +sin’0) = 12,

r = a2+ y2

Y rsinf sin 6
=z = = = tané,
T r cos cosf

ce qui donne :

et aussi :




62 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud, France

ce qui donne :
6 = arctan 2.
x

Une derniere figure illustre 1’élément de volume infinitésimal en coordonnées cylindriques, qui
n’est autre que le produit de dz par 1’élément infinitésimal r drdf des coordonnées polaires.

do

(pﬂ+5’—mdr](r+dr)tlﬂdz
ar

purdOdz

r

A=Y rd0-+(r+dr)d@ |dr

Soit f: A — R une fonction continue sur un compact quarrable A C R3. Proposons-nous de

calculer I’intégrale triple :
I .= /// fx,y, z) dedyd:z.
A

En d’autres termes, il s’agit de calculer I en passant aux coordonnées cylindriques.
En nous référant au Théoreme 6.1, considérons la famille :

(Az)a<z<5

des sections de A par les plans horizontaux perpendiculaires a 0z. On obtient :

B
I :/ dz// fz,y, z) dedyd:z.
o A,

Calculons alors I’intégrale double ainsi mise en évidence par le changement de variables :

T = rcoséb,
p: y = rsind,
z = Z.

Puisque ¢ laisse z invariant, on a :
0 (A) = ¢ H(A)..
En passant aux coordonnées polaires dans R%y :
dxdy = rdrdf,

nous obtenons :

/ f(z,y, z)dedydz = // f(rcos@, rsing, z) rdrdd,
Az Soil(AZ)

et par suite pour ’intégrale triple :

B
I = / dz// f(rcos&, rsinf, z) rdrdf.
& ©=1(A)
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Théoreme 9.2. Sur un compact cubable A C R3, soit une fonction continue f: A — R, et soit le
passage aux coordonnées cylindriques :

T = rcoséf,
P: = rsind,
Zz = Z.

Alors :

/// f(z,y, z)dedydz = /// f(rcos@, rsing, z) rdrdfdz. O
A ©~1(A)

Nous avons déja donné plus haut des exemples de calcul d’intégrales triples en coordonnées
cylindriques.

Il est utile de constater, eu égard au Théoreme 8.4 de changement de variables dans les intégrales
triples, que le déterminant jacobien de 1’application ¢ vaut :

9z Jz Oz cosf —rsinf 0

r 0 z

detJac(yp) = det g—g =5 3—@; = det | sinf@ rcosf O | =r,
g9 % o 0 1
or 00 0z

ce qui explique :
dxdydz = rdrdfdz.

10. Intégrales triples en coordonnées sphériques

Dans I’espace R?, soit un repére orthonormé direct {0, i, j, k }, ot le vecteur unitaire i = (1,0, 0)
dirige I’axe Oz, puis j = (0, 1,0) dirige I’axe Oy, et enfin k = (0,0, 1) dirige I’axe 0z.

Comme pour les coordonnées cylindriques — mais il va y avoir des différences importantes —,
considérons I’espace privé de I’axe vertical 0z :

RS, == {(z,y,2) € R®: (z,y) # (0,0)}.
Alors a tout point m = (z,y, z) € R3, correspondent trois quantités réelles.

(1) Un nombre positif r := /22 4+ y2 + 22, et un seul, r € R¥.
(2) Un demi-plan unique de bord Ok contenant m = (x, y, z) qui coupe le plan horizontal R?C’y sui-
vant une droite Dy d’origine 0 unique, et par conséquent, il existe un unique angle # € R mod 27Z
tel que :
Angle (i, Dy) = 6 mod 2.
(3) Un angle non orienté unique 1) représentant la position du point m dans ce demi-plan :
Angle (0k, 0Om) = v €]0, /.

En résumé, a tout point m € R2, correspond un unique triplet (r,6, ) appartenant a I’en-

semble :
R x (R/27Z) x 10, «|.

Réciproquement, nous affirmons qu’a tout triplet (r, 0, 1/}) de cet ensemble produit correspond
un point p € R2_ et un seul.

En effet, 6 définit un unique demi-plan de bord Ok : celui qui contient la demi-droite Dy du
plan Rg’y telle que Angle(i, Dy) = O mod 27. Ensuite, le nombre ¢ définit une demi-droite Ag
unique — voir la figure —, incluse dans ce demi-plan (ouvert) et telle que :

Angle (0k, Ag) = .
Enfin, il existe un point m € R2, et un seul tel que :

m € Ay et [Om| = r.
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Nous avons donc démontré le

Lemme 10.1. L’application m — (r, 0, 1/1) établit une bijection de I’espace R, privé de I’axe
vertical 0z sur ’ensemble :
R% x (R/QWZ) x 10, 7. O

Jl..z

Terminologie 10.2. Le triplet (r, 0, w) sera appelé coordonnées sphériques du point p = (x,y, z) €
R3.

Un examen de la figure convainc que les coordonnées cartésiennes s’expriment en fonction des
coordonnées sphériques par les formules fondamentales :

x = rsiniy cosb,
y = rsiny sinf,
z = rcosi.
z
A
/’/’ -‘-‘-‘\\
- "‘\
9
N
~
~
ST T T T T e —
//// r | P(x,y,z)\“\\
Ve | ~
s N
: yp \ .
I // ~
I PRy y
| s
I,/
Xo 0 0 ___ D
X @

Inversement, si (x,y, z) est donné avec (z,y) # (0,0), on trouve ses coordonnées sphériques
(r,60,v) comme suit. Tout d’abord :

r=r2+y?+22 € RY,

z
cosyp = — —
r

ensuite : P
1) = arccos —,
r
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ce qui donne un unique v € |0, [, puisque :

22 4y? £ 0 o - <

et enfin, les représentations de x = rsiniy cosf et de y = rsin sin @ donnent un unique angle
0 € R/277Z défini via :

X
et sinf = y

cosf) = — .
rsiny rsiny’

c’est-a-dire :

0 = arctan g.
XT

Trois figures illustrent 1’élément d’aire infinitésimale sur une sphere, suivie d’une figure plus
artistique et technique qu’on est invité a contempler.

r.sin@.d¢

) rde
'_H\*/:de"; 1\ rsingdd
-y
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Soit maintenant f une fonction continue sur un compact cubable A C R3. Proposons-nous de

calculer I’intégrale triple :
I .= /// fx,y, 2) dedydz,
A

en coordonnées sphériques, via le changement de variables :
x = psinycosb,
©: x = psinysind,
zZ = pcos .

Une astuce tres intersidérale consiste a remarquer que ¢ est la composée de deux transformations
cylindriques :

r = rcosé, r = psina,
©1: y = rsind, et 0 z = pcosi,
Z =z, 9 = 9,
d’ou :
dxdydz = rdrdfdz et drdzdf = pdpdiyds,

selon le schéma :
(/77971/1) & (7’,9,2’) ﬂ) (x7y7z)7
® = $10P2.

D’apres le Théoreme 9.2, on a :

I = /// f(rcos@, rsing, z) rdrdfdz.
-1
1 (A)

En appliquant a nouveau a cette intégrale la méme formule du Théoréme 9.2, et en remarquant que :

oyl opr! = (smocpz)_l = ¢!

nous obtenons le
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Théoreme 10.3. Sur un compact cubable A C R3, soit une fonction continue f: A — R, et soit
le passage aux coordonnées sphériques :

x = psinycos?,

©: = psinysind,
zZ = pcos.
Alors :
/// f(x,y,2)dzdydz = /// f(rsintpcosd, rsinysing, pcosf) p?siny dpdfdy.
A e=1(A)

O

C’est la formule de changement de variables dans les intégrales triples, en coordonnées sphé-
riques.

Il est utile de constater, eu égard au Théoreme 8.4 de changement de variables dans les intégrales
triples, que le déterminant jacobien de 1’application ¢ vaut :

9z Oz Oz

25

_ 9y dy Oy
detJac(p) = det | 57 35 oy
9z 0z Oz

9 90

sinycosf —psinysind pcosiycosb
= det | sinysinf psinycosf pcosysind
cos 1) 0 —psiny

—psinysind pcosycosf
psiniycosf pcosisind

= cos 1 p*sinyp cos 1 ( — sin® 6 — cos® §) — psiny psin® 1 (cos? O + sin® 0)
= —p?cos?isiny — p?sinysin®
= —p’sini,

ce qui, en tenant compte du renversement d’orientation, explique :

dedydz = p?sini dpdfdi.

sinycosf —psiniysind

= cos sinysind  psiniycos 6

‘ — psiny

Exemple 10.4. Reprenons le calcul de I’intégrale déja vue :

1= /// 2% dzdydz,
A

A: x2+y2+22—a2<0.
Utilisons a cette fin les coordonnées sphériques. Remarquons que si A’ est déduit de A par
suppression de I’intersection de A et de 0z, alors ¢ ~!(A’) est le pavé défini par :

0 <p<a, 0 <6 < 2m, 0 <y <.

sur la boule fermée :

On est donc ramené au calcul de :

27 a ™
I = / d9/ p? d,o/ cos? ¢ sin dip,
0 0 0

c’est-a-dire au produit de 3 intégrales indépendantes :

53 15
L utilisation de coordonnées sphériques a donc permis d’arriver plus rapidement au résultat.
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11. Exercices

Exercice 1. EE
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Espaces vectoriels

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Introduction

Dans I’enseignement secondaire, on parle de vecteurs dans le plan euclidien R? muni de coor-
données (z, ), et aussi dans I’espace euclidien R, muni de coordonnées (z, y, 2).

Y, B

Y- ¥y

A
Xz- Xy

On peut aussi parler abstraitement des vecteurs, sans référence a aucun systeme de coordon-
nées. Sommes, soustractions, multiplications par un scalaire peuvent alors étre représentées par des
figures connues.

B
— - - B~
u+v /\\,}‘ OB 2
Ax” S ¢ 2

Une notion fondamentale est alors la relation d’équipollence entre paires de vecteurs, qui
s’illustre d’une maniere claire dans le cadre de la géométrie plane euclidienne. En premier lieu,
on introduit la notion de vecteur lié ou segment orienté, caractérisé par :

e une longueur ou norme ;
e une direction ou support,
e un sens ou orientation ;

e une origine ou point d’application.

/ D S T
oD S—

[}
2l
I
“u
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En comparant des vecteurs liés entre eux, on constate que certains d’entre eux sont « les mémes »,
a ’origine pres : ils sont paralleles, de méme longueur et de méme direction. On dit alors que deux
vecteurs liés sont équipollents s’ils ont méme direction, méme sens, et méme longueur.

L’équipollence est ainsi une relation d’équivalence dont les classes peuvent €tre représentées
comme des vecteurs dont 1’origine n’est pas fixe : ce sont donc des vecteurs libres, par opposition
aux vecteurs liés, dont I’ origine est fixe.

La notion de vecteur lié est une notion de géométrie euclidienne, qui n’a de sens que dans
un espace affine euclidien. Les vecteurs libres obtenus appartiennent ainsi a un espace vectoriel
euclidien.

Plus précisément, dans le plan euclidien R?, la classe d’un bipoint (A, B) est un vecteur libre dit
vecteur généralisé et noté :

AD

On sait alors démontrer que si deux vecteurs sont équipollents :
AB = CD,

le quadrilatere ABC'D est un parallélogramme, et on démontre ensuite que cela implique 1’équi-
pollence de I’ autre paire de c6tés opposés :

AC = BD,

\
\

\

1
Qe

7 .
L A
Il est possible de généraliser les propriétés « évidentes » de 1’espace euclidien en une définition
qui s’applique a un ensemble quelconque non vide, griace une définition axiomatique abstraite.
Soit donc E un ensemble non vide. On considere dans E X E une relation d’équivalence notée
~, qui doit satisfaire deux conditions postulées.

Axiome 1. Pour tous points A, B, C dans F, il existe un unique point D dans F tel que le vecteur
issude (C, D) soit égal a celui issu de (A, B) :

AB = CD.

Axiome 1. Pour tous A, B, C dans E, si le vecteur issu de (A, B) est égal a celui issu de (C, D),
alors les vecteurs issus des bipoints obtenus en échangeant les extrémités finales sont encore égaux

entre eux :
AD - D  —  AC — BD.

Cette derniere formule est parfois appelée formule du croisement des équipollences.

Ensuite, on démontre que les vecteurs sont satisfont les regles usuelles d’addition et de multipli-
cation par un scalaire. L’espace des vecteurs de R?, ainsi que I’espace des vecteurs-bipoints de ,
constitue un espace de vecteurs, un type d’espace que nous allons définir axiomatiquement dans ce
chapitre en introduisant le concept mathématique d’espace vectoriel.
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En physique, on introduit la notion de vecteur glissant. Un vecteur glissant est défini par sa
droite d’action (support), son sens et sa valeur, son point d’application pouvant &tre quelconque sur
la droite d’action.

Par exemple, une force appliquée a un solide indéformable peut glisser sur sa droite d’action
sans modifier I’effet qu’elle produit. On dira que la force est représentée par un vecteur glissant.

En contraste, un vecteur lié est défini par sa droite d’action son sens, sa valeur et son point
d’application.

Par exemle, le poids d’un corps P C R3 dans I’espace est un vecteur lié. C’est un vecteur qui a
un point d’application bien défini qui est le barycentre ou le centre de gravité du corps.

On peut remplacer un vecteur libre par un vecteur équipollent quelconque, dans tout 1’espace.

On peut glisser un vecteur glissant le long de son support.

Mais un vecteur lié ne peut pas étre remplacé par un autre vecteur.

En résumé, on distingue les vecteurs li€s, glissants et libres comme suit :

e Un vecteur lié a un point d’application bien défini.
e Un vecteur glissant a un point d’application variant sur une droite qui est son support.
e Un vecteur libre a un point d’application quelconque.

Lhistoire de I’algebre linéaire commence avec Al-Khawarizmi qui a traduit des textes de ma-
thématiques indiens, réinterprété les travaux de 1’école grecque et qui est la source du dévelop-
pement conscient de I’algebre qui s’étendra pendant des siecles apres lui. Elle a été reprise par
René Descartes qui pose des problemes de géométrie, comme la détermination de I’intersection de
deux droites, en termes d’équation linéaire, établissant des lors un pont entre deux branches ma-
thématiques jusqu’alors séparées : I’algebre et la géométrie. S’il ne définit pas la notion de base de
I’algebre linéaire qu’est celle d’espace vectoriel, il I’utilise déja avec succes, et cette utilisation na-
turelle des aspects linéaires des équations manipulées demeurera utilisée de maniere ad hoc, fondée
essentiellement sur les idées géométriques sous-jacentes. Apres cette découverte, les progres en al-
gebre linéaire vont se limiter a des études ponctuelles comme la définition et I’analyse des premieres
propriétés des déterminants par Jean d’ Alembert.

Ce n’est qu’au XIX®™e siecle que 1’algebre linéaire devient une branche des mathématiques a
part entiere. Carl Friedrich Gauss trouve une méthode générique pour la résolution des systémes
d’équations linéaires et Camille Jordan résout définitivement le probleme de la réduction des endo-
morphismes. En 1843, William Rowan Hamilton (inventeur du terme ‘vector’) découvre les quater-
nions (extension de degré 4 du corps des nombres réels). En 1844, Hermann Grassmann publie son
traité Die lineale Ausdehnungslehre, La théorie de I’extension linéaire, qui est la premicre tentative
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de formalisation générale de la notion d’espace vectoriel. Si son ceuvre resta grandement inapercgue,
elle contenait 1’essentiel des idées modernes de I’algebre linéaire, et cette étape fondamentale dans
le développement de 1’algebre linéaire est reconnue comme telle tant par Hamilton que par Giu-
seppe Peano, qui axiomatise entierement la théorie en 1888. Les espaces vectoriels deviennent alors
une structure générale omniprésente dans presque tous les domaines mathématiques, notamment en
analyse (espaces de fonctions).

Sous leur forme la plus simple, les applications linéaires dans les espaces vectoriels représentent
intuitivement les déplacements dans les espaces géométriques élémentaires comme la droite, le
plan ou notre espace physique. Les bases de cette théorie remplacent maintenant la représentation
construite par Euclide au ITI*™® siecle av. J.-C. La construction moderne permet de généraliser la
notion d’espace a des dimensions quelconques.

Lalgebre linéaire permet de résoudre tout un ensemble d’équations dites linéaires utilisées non
seulement en mathématiques ou en mécanique, mais aussi dans de nombreuses autres branches
comme les sciences naturelles ou les sciences sociales.

Les espaces vectoriels forment aussi un outil fondamental pour les sciences de I’ingénieur et
servent de base a de nombreux domaines dans la recherche opérationnelle.

Enfin, c’est un outil utilisé en mathématiques dans des domaines aussi divers que la théorie des
groupes, des anneaux ou des corps, I’analyse fonctionnelle, la géométrie différentielle ou la théorie
des nombres.

L’algebre linéaire moderne s’intéresse beaucoup aux espaces de dimension arbitraire, éventuel-
lement infinie. La plupart des résultats obtenus en dimension 2 ou 3 peuvent étre étendus aux dimen-
sions finies supérieures. Les vecteurs étant des listes ordonnées a n composantes, on peut manipuler
ces données efficacement dans cet environnement. Par exemple en économie, on peut créer et utiliser
des vecteurs a huit dimensions pour représenter le produit national brut de huit pays.

Les espaces vectoriels forment le support et le fondement de I’algebre linéaire. Ils sont aussi pré-
sents dans de nombreux domaines distincts. S’il n’est pas possible d’indiquer ici tous les cas d’uti-
lisation, on peut tout de méme citer pour les principales structures objet de théories, des exemples
significatifs. Leurs roles dans de vastes théories ne traitant pas d’une structure particuliere, comme
celles des nombres algébriques ou de Galois peuvent aussi étre évoqués.

Les espaces vectoriels utilisés sont d’une grande diversité. On y trouve les classiques espaces
vectoriels de dimension 2 ou 3 sur les nombres réels, cependant la dimension peut étre quelconque,
méme infinie. Les nombres complexes sont aussi tres utilisés, ainsi que les rationnels. Il n’est pas
rare qu’une partie des nombres réels ou complexes soit considérés comme un espace vectoriel ra-
tionnel. Le corps de base peut aussi contenir un nombre fini d’éléments, définissant parfois un espace
vectoriel fini.

Les propriétés géométriques de la structure permettent la démonstration de nombreux théoremes.
Elles ne se limitent pas aux cas ol I’espace est réel, méme dans le cas de corps plus insolites comme
les corps finis ou les extensions finies des rationnels, les propriétés géométriques s’averent parfois
essentielles.

En algebre, on rencontre des €tres mathématiques qui semblent trés éloignés des vecteurs, par
exemple I’espace R[z| des polynomes :
P(z) = aga’ + a1z '+t a7 +ag (a0 #0),

a coefficients réels a; € R. Toutefois, cet espace R|[x] jouit des mémes propriétés de stabilité par
addition et multiplication par des scalaires quelconques A, 4 € R :

(P(:U) eRlz] et Q) e R[m]) — AP(z) + 1 Q(z) € Rlz].

Dans ce premier chapitre du Cours d’Algebre Linéaire, nous nous proposons donc d’étudier
d’une maniere systématique tout espace abstrait vérifiant les axiomes d’ espace vectoriel, en un sens
que nous allons préciser.
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2. Structure d’espace vectoriel sur R et premiéeres propriétés

Nous travaillerons la plupart du temps avec les nombres réels R. De temps a autre, nous consi-
dérerons plus généralement un corps commutatif quelconque K, mais nous garderons en téte que
seulement deux corps concrets nous intéressent réellement :

K =R ou K = C.

En mathématiques, la notion de corps commutatif est une des structures algébriques les plus
fondamentales de I’algebre générale. 1l s’agit d’un ensemble muni de deux opérations binaires ren-
dant possibles les additions, soustractions, multiplications et divisions. Plus précisément, un corps
commutatif est un anneau commutatif dans lequel I’ensemble des éléments non nuls est un groupe
commutatif pour la multiplication. Si cela est nécessaire, rappelons la formulation mathématique
rigoureuse.

Définition 2.1. Un corps commutatif est un ensemble K muni de deux lois internes, notées en
général 4 et x, vérifiant les conditions suivantes.

0Y) (K, +) forme un groupe abélien — on dit aussi groupe commutatif —, dont I’élément neutre
est noté 0.

(2) (K\0, x) forme un groupe abélien multiplicatif, dont I’élément neutre est noté 1.
(3) La multiplication est distributive, a gauche comme a droite, pour I’addition c’est-a-dire que :
V(A pv) € K Ax(ptv) = Axpt+Axv et (M) xv = Axv+pxr.
On parle alors du corps commutatif (K, +, x).

En fait, la multiplication A - v est souvent notée avec un simple -, voire méme A v sans aucun
signe.

Les trois exemples canoniques de corps commutatifs élémentaires sont :
e I’ensemble des nombres rationnels (Q, +, ><) ;
e I’ensemble des nombres réels (]R, +, ><) ;
e I’ensemble des complexes ((C, +, ><).

L’ Appendice 8 a la fin de ce chapitre expose des rappels de base sur les nombres complexes.

Définition 2.2. Un sous-corps d’un corps commutatif K est une partie . C K, stable par + et X,
telle que . munie des lois induites soit un corps.

Evidemment, on a les inclusions de sous-corps :
QcRCcC

Nous pouvons enfin entrer dans le vif du sujet.

Définition 2.3. On dit qu’un ensemble F, dont les éléments seront appelés des vecteurs, est un
espace vectoriel sur R, ou un R-espace vectoriel, s’il satisfait les deux axiomes suivants.

Axiome |. E est un groupe commutatif pour une loi additive notée +, c’est-a-dire que pour tous
vecteurs Z, 1,7 € E,ona:

i+ (+2) = (F+7) +7 T+Y = §+7,
i+ (- ) =0, i+0=0+7 = 7,

olt — & est I’opposé de Z pour I’addition, et ol 0 € E est le vecteur nul.
Axiome |l. E est muni d’une loi de composition externe sur R, noté :
RxE — FE

(A, @) — AZ,
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satisfaisant les propriétés suivantes, pour tous vecteurs &,y € E, et tous nombres réels A\, u € R :
M XN(Z+7) =AT+ A7,

2 A +p)T=AT+py;

G) A (nZ) = (A\p) 7

@ 1z==z.

Il importe d’exprimer que la caractéristique fondamentale d’un espace vectoriel est la stabilité
de ses éléments par combinaisons linéaires quelconques :

VZeE, Vye E, VAeR, VueR AN+ py € E.

Pour les différencier des vecteurs & € E, les éléments A\ € R seront nommés des scalaires. Cette
définition se généralise en remplacant R par n’importe quel corps commutatif K.

En se basant sur ces axiomes, on développe une théorie que I’on nomme Algebre linéaire, qui est
une généralisation, a des espaces abstraits vérifiant ces axiomes, des propriétés que I’on rencontre
en géométrie euclidienne.

Assertion 2.4. Pour tout vecteur & € E et tout scalaire A € R, les quatre propriétés suivantes sont
satisfaites.

M 0-z=0.
(2) A0 =0.
B) N =0+= (A=0ouz=0).
@ (-\)Z=—-\z)=\(-2).
Preuve. (1) En effet :
A= (A+0)Z = AT+04Z,

d’ou par soustraction 0=0%
(2) En effet :
AZ = A(F+0) = AT+ A0,

d’otl par soustraction 0 = A 0.
(3) I reste a voir I'implication ‘=>". En partant de 0 = \ Z, ol1 on peut supposer \ # 0 grace a
(1), et en multipliant par A~!, on obtient bien :

O=Xx'0=x"'2) = (WN)7 =2
(4) En effet, d’apres (1) :
0 =X+ (=A) — 0=[A+(-N]&
= AT+ ()7,
ce qui donne la premiere égalité —\Z = (—\) Z. Avec A = 1, on en déduit en particulier :
(- =-(17) = - 7.
Alors la déuxieme égalité va s’en déduire via :
M=7) = A[(-D)F] = (A (1) 7 = (-N) 7. O
Exemple 2.5. Soit K un corps commutatif quelconque (on peut s’imaginer qu’il s’agit de R). Mu-
nissons I’ensemble K x K des lois suivantes :
(a,b) + (d',b') = (a+d, b+ V),
Ala,b) = (Xa, \b).
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La premiere loi définit sur K x K une structure de groupe commutatif : I’associativité et la commu-
tativité résultent de 1’associativité et de la commutativité de 1’addition dans K ; I’élément neutre est
(0,0); 'opposé de (a, b) est (—a, —b).

La seconde loi vérifie les 4 Axiomes II de la Définition 2.3.

1) A(a,b) + (', 0)] = Aa+d,b+b) = (Aa+Xd', Xb+AV)
(Na, Ab) + (Ad', AV) = X(a,b) + X (d, V),

) A+ ) (a,b) = [A+pm)a, A+ p)b] = (Na+pa, Ab+ pb)
(Aa, Ab) + (pa, pb) = A(a, b)—l—,u(a b),

3 )\[,u(a,b)} = )\(ua,ub) = ()\,ua AL ) w) (a,b),

@ 1(a,b) = (1a, 1b) = (a,b).

Par conséquent, K x K constitue un K-espace vectoriel.

Exemple 2.6. Plus généralement, considérons I’ensemble K" des n-uplets ordonnés :

—

a = (al,ag, . ,an),
de nombres a; € K. Si on munit K" des lois suivantes :
(a/].)a/z)"’?an)+(b17b2?""bn) - (a’1+b1)a2+b27"'7an+bn)7
A (al,ag, . ,an) = ()\al, Aao, ...,)\an),

on vérifie, comme précédemment, que les Axiomes I et II de la Définition 2.3 sont satisfaits. De la
sorte, K™ est un espace vectoriel sur le corps K.

Observons que dans le cas n = 1, tout corps commutatif K est un espace vectoriel sur lui-méme.
De plus, pour n = 1, les scalaires sont en méme temps des vecteurs.

Ensuite, si K’ C K est un sous-corps de KK, alors tout espace vectoriel E sur K est aussi un
espace vectoriel sur K’, lorsqu’on prend pour loi de composition externe la restriction 8 K’ x E de
la loi définie sur K x E.

C’est ainsi qu’un espace vectoriel sur le corps C des nombres complexes est un espace vectoriel
sur le corps R des nombres réels, lequel est a son tour un espace vectoriel sur les corps Q des
nombres rationnels, au vu des inclusions de corps :

QcRCR

3. Sous-espaces vectoriels

Dans 1’espace vectoriel R3, constitué des vecteurs (a, b, c) comme ci-dessus, I’ensemble des
vecteurs (a, b, 0) dont la troisieme coordonnées est nulle est encore stable par les Axiomes I et II.
Plus généralement, énongons une

Définition 3.1. On appelle sous-espace vectoriel, ou simplement sous-espace, d’un R-espace vec-
toriel E, tout sous-ensemble ' C E qui est a lui tout seul un R-espace vectoriel.

En d’autres termes, une partie ' d’un R-espace vectoriel F est dite sous-espace lorsque les deux
conditions suivantes sont réalisées :
(1) F estun sous-groupe de E pour 1’addition ;
(2) larestriction a R x F' de la loi externe, définie sur R x FE, est une application a valeurs dans F'.

Lemme 3.2. Pour que F soit un sous-espace vectoriel de F, il faut et il suffit que :

VA pu€ER (feF e JEF) — ANZ+py € F.
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Preuve. La condition est évidemment nécessaire. Prouvons qu’elle suffit, c’est-a-dire qu’une telle
partie ' C E est un sous-espace vectoriel. En prenant d’abord A = 1 et 4 = —1, il vient :
(feF et §JeF) — T—iy € F,
ce qui montre que F' est un sous-groupe, pour 1’addition, de F.
Ensuite, en prenant p, = 0, il vient :

(AeR et ZFeF) = AT € F.

Par conséquent, la loi externe (A, Z) — A\ Z applique R x F' dans F’, ce qui conclut. (]

Exemples 3.3. (1) Le singleton {6} contenant comme unique élément I’élément neutre de 1’addi-
tion des vecteurs de F est un sous-espace vectoriel de F.

(2) Soit ¥ € E. L;ensemble F dgs vecteurs A Z quand A parcourt R est un sous-espace vectoriel de
E. 1l se réduit a {0} quand Z = 0.

(3) Soient deux vecteurs &,y € E. L’ensemble des vecteurs A Z + p ¢ quand A et p parcourent R

est un sous-espace vectoriel de E. Dans un instant, cet exemple va étre généralisé aux combinaisons
linéaires d’une famille quelconque finie de vecteurs.

(4) Dans I’espace vectoriel V des vecteurs de la géométrie euclidienne dans R, toute partie Vp
consistant en les vecteurs de méme direction qu’une droite D donnée est un sous-espace vectoriel
de V. Toute partie Vp consistant en les vecteurs paralleles a un plan donné est un sous-espace
vectoriel de V.

Lemme 3.4. L’intersection F1 N Fy de deux sous-espaces 'y C E et Fy C E est encore un sous-
espace de E.

Preuve. En effet, si Z et i/ appartiennent a F; N Fb, alors ils appartiennent a la fois a Fy et a F5. Par
suite, quels que soient les scalaires \ et u, I’élément AX + i/ appartient a la fois a F; et a F5, donc
aF N Fs. O

En géométrie euclidienne, si P et () sont deux plans sécants le long d’une droite D, alors I’in-
tersection des sous-espaces Vp et V est le sous-espace Vp.

4. Combinaisons linéaires de vecteurs
Une partie finie d’un espace vectoriel £ se nomme famille finie de vecteurs.

Définition 4.1. Pour toute famille finie { T1,T9, ..., :fp} d’un nombre p > 1 de vecteurs de E, on

appelle combinaison linéaire de ces vecteurs tout vecteur £ € F qui s’écrit sous la forme :
T=MT1+To+- -+ AT,

avec des scalaires A1, A2,..., A\, € R quelconques. Ces scalaires sont nommés coefficients de la

combinaison linéaire.

Exemples 4.2. (1) Le vecteur nul 0 est combinaison linéaire de toute famille finie de vecteurs, les

coefficients étant tous nuls.

(2) Tout vecteur Z est combinaison linéaire de toute famille contenant Z, le coefficient de ¥ étant
égal a 1, tous les autres égaux a 0.

(3) Dans I’espace vectoriel R3, soient :

e = (1,0,0),
& = (0,1,0),
& := (0,0,1).
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Tout vecteur (a, b, ¢) de R? est combinaison linéaire de la famille {51, €o, 83}, car:
(a, b, c) = (a,0,0) + (O, b, 0) + (0,0,C)
= aé| +béy+ces.
Venons-en maintenant au concept de sous-espace engendré par une famille de vecteurs.

Théoreme 4.3. Soit {i"l, To,. .. ,:E'p} une famille de p > 1 vecteurs d’'un R-espace vectoriel E.
L’ensemble F' des combinaisons linéaires de cette famille est un sous-espace vectoriel sur R de E.
De plus c’est le plus petit sous-espace contenant la famille donnée.

Démonstration. Partons de deux éléments quelconques de F' :
T = Alfl‘i’""}')\pfpa
=i+ + ppTp.
Quels que soient les scalaires y et 4, on a :
YE+ST = (VM A0p) T4+ (YA + S pp) Tp.

On obtient une combinaison linéaire de la famille proposée, donc un élément de F’, qui est par
conséquent un sous-espace vectoriel de E.

Ensuite, F' contient clairement chacun des vecteurs &; de la famille : pour chaque rang ¢, prendre
a; = 1, et tous les autres coefficients nuls.

D’autre part, tout sous-espace contenant la famille {fl, ey i“'p} doit contenir A\ T +- - -+ A\p@)p
quels que soient les coefficients, et donc doit contenir aussi la somme A\1Z1 + --- + A\,Z,. Un
tel sous-espace coincide donc avec F' qui est, par conséquent, le plus petit sous-espace contenant

{@1,%,...,%p}. O
Terminologie 4.4. Le sous-espace vectoriel F' C E est dit engendré par la famille {a_:'l, Toyens a?p},
et on note :

F = Vect (Z1,...,3p).

Inversement, {Z1, ..., &} est dite une famille de générateurs de F.

5. Familles libres et familles liées
Voici un concept important qui signifie qu’on ne peut pas supprimer des vecteurs.

Définition 5.1. On dit qu’une famille {a‘c’l, To,... ,fp} de vecteurs d’un espace vectoriel F est
libre, ou que les vecteurs '; sont linéairement indépendants, si la relation :

alfl+a2j'2+“’+apfp =0
entraine :
ar = ay = --- = ap = 0.

Exemples 5.2. (1) Dans I’espace vectoriel R4, les trois vecteurs :

7 = (1,0,0,0),
7y := (0,1,0,0),
73 := (0,0,1,0),

constituent une famille libre. En effet :
a1 T1 + ag T + a3 T3 = (a1, a2,a3,0),

et:
(a17a2703) =0 — ap = ag = az = 0.
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(2) Toujours dans R4, les trois vecteurs :

= (1,0,0,0),
= (0, 1,0,0),
#3 := (1,1,0,0),

ne sont pas linéairement indépendants. En effet :

8
=
|

l

[\
i

a1T1 + asXo + a3 T3 = (a1+a3, as + as, 0,0),

et il existe des scalaires non nuls tels que cette combinaison linéaire soit nulle, car il suffit de prendre
par exemple :
alzagz—ag#O.

Exprimons cela comme suit.

Définition 5.3. Si une famille {:T:’l, 5 P :fp} n’est pas libre, on dit qu’elle est liée, ou que les
vecteurs @; linéairement dépendants, ou encore qu’ils ne sont pas linéairement indépendants. 1l
existe alors des scalaires a; € R non tous nuls avec :

6 = alfl—l—ag@%—‘--—i—apfp.
Si dans la famille {1, ..., }, il existe un indice k avec 1 < k < p tel que &, = 0, alors cette
famille est liée. En effet, on satisfait a :
a1+ tap T+ +a,x, =0,
en prenant tous les a; = 0 nuls, sauf ag. En résumé, on a une

Observation 5.4. Une famille est liée des lors qu’elle contient un vecteur nul. O

Nous pouvons maintenant prouver un premier résultat technique déterminant pour enclencher ce
cours d’algebre linéaire.

Théoreme 5.5. Soit F' C E un sous-espace vectoriel d’'un R-espace vectoriel E qui est engendré
par p = 1 vecteurs. Alors toute famille d’au moins p + 1 vecteurs de E est toujours nécessairement
liée.

Il importe que ces p + 1 vecteurs soient tous dans F'.

Démonstration. Par hypothese :
F = Vect (Z1,...,3,),

est engendré par une certaine famille {j’l, . ,fp} de vecteurs Z; € F.
Il s’agit de prouver que toute famille de p + 1 vecteurs de F':

{3717 3727 ceey ija ijJrl} Cc F
est liée. Toute famille de F', dont le cardinal est supérieur a p + 1, sera alors liée a fortiori.
Raisonnons par récurrence sur I’entier p.
e Pour p = 1, I’ensemble F' est engendré par un unique vecteur {'; }, et alors :
371 e F — da; € R, gj’lzalfl,
gngF — das € R, ggzagfg.

On élimine %1, ce qui donne : ~
azyi —a1y> = 0.
Si les scalaires a; et az ne sont pas simultanément nuls, alors la famille {¢;, 72} est liée par
définition.
Si les deux scalaires sont nuls, c’est que 7; = 7> = 0, et la famille {#1, 72} est encore liée.
Par conséquent, le théoréme est prouvé pour p = 1.
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e Ensuite, supposons le théoreme vrai pour p — 1 vecteurs, avec p > 2, et démontrons-le pour
p vecteurs. Alors, si on désigne par F’ le sous-espace engendré par la famille des p — 1 premiers
vecteurs :
F' = Vect{Z,...,Tp_1},
I’hypothese de récurrence s’applique a F’, et donc, toute famille de p vecteurs de F” est liée.
Maintenant, tout vecteur i de F, c’est-a-dire toute combinaison linéaire des vecteurs
Z1,...,Tp—1, Tp, peut se mettre sous la forme :
y=7Z+al, avec ZeF et a€R
En conséquence, pour tout j avec 1 < 5 < p+ 1, il existe :
=> /
zZj € F et a; € R,
tels que, pourtout 1 <7 <p+1:
(5.6) ij = ZJ +a; fp.
On a ainsi p + 1 relations. Envisageons alors deux cas.
Premier cas : Tous les a; = 0 sont nuls. Alors :

g =z € F' (V1<j<p+1).

L’ hypothese de récurrence s’applique a F”, et dit que p vecteurs quelconques — a fortioriles p + 1
vecteurs ¢/; — constituent toujours une famille liée. Le théoréme est donc prouvé sans aucun effort
dans ce cas.

Deuxiéme cas : Il existe des a; # 0 non nuls. En changeant au besoin I’ordre de la numérotation
des /j, on peut supposer par exemple que a,41 7# 0. Alors, de la derniére des relations (5.6), i.e.
celle pour j = p + 1, on tire, puisque a,41 posséde un inverse ap% dans R :

—

.ZUp:

(U1 — Zps1)-

En portant cela dans les p premieres relations (5.6), on élimine T, :

Ap+1

= 2 CLj — — .
Yi = 4T g (o1 — Zp41) (V1<i<p+1),
d’ou I’on tire :
= (l]' — . 2 _ aj 2
Yi = apq Ypt1 = 2 7 @i Al

. — aj — . .
ce qui prouve que les p vecteurs ¥; — ﬁ Yp+1 des premiers membres appartiennent, comme ceux

— a;

Zj = a7 Zp+1 des seconds membres, F'. Par hypothese de récurrence, ces p vecteurs constituent
P
une famille liée. Il existe par conséquent des scalaires b1, . . ., b, non tous nuls tels que :
— a — — a — _ ~
b1 (yl - apil yp—l—l) +F by (yp - apil yp—H) = 0.
Si I’on pose alors :
o 1
bp+1 = T apn (a1 b+ -+ Qp bp),
on obtient :
bl?jl + +bpgp+bp+1gp+1 = O>
les scalaires b1, ..., by, byy1 n’étant pas tous nuls. La famille {371, e Y §p+1} est donc liée. Le
Théoréme 5.5 est démontré. U

Exemple 5.7. Soient, dans un R-espace vectoriel E, une famille {Z1, Z2, ¥3}. Prenons :
Y1 = T1+ T2 + T3,
Yo = &1 — ¥o + X3,
U3 = T1 + T2 — T3,

Yy = —T1+ T2+ T3.
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Nous affirmons que quels que soient &1, Zo, T3, la famille {gj’l, V2, Y3, y_’4} est liée. Une relation de
dépendance s’obtient facilement en ajoutant membre & membre :

Ni+i+ys+i3 = 20 +20+273 = 27,
d’ou :
— i+ o+ s+ 7s = 0.
La démonstration du Théoréme 5.5 est basée sur I’élimination. Recommencons la démonstration
sur cet exemple, en tirant Zs de la derniere relation :

T3 = 4+ T1 — T2,
et remplacons dans les trois autres, ce qui donne :
1 = 271 + Y,
Yo = 271 — 272 + Y,
U3 = 2T — Y.
Si une relation ne contient plus les Z; — ce n’est pas le cas ici —, elle offre une relation de dépen-
dance entre les 4/}, et on s’arréte. Sinon, on réitére le procédé : on tire 2 £ de la derniére :

27y = y3+ ya,
et on porte cela dans les précédentes, ce qui donne :

i = 2% + i,

Yo = 271 — 3.
En réitérant encore une fois le procédé, on élimine &1, et on obtient finalement la relation de dépen-
dance cherchée :

U1 = Yo+ Y3 + Y.

Corollaire 5.8. Pour qu’une famille {fl, . ,a_:’p} soit liée, il faut et il suffit qu’il existe un indice 1
avec 1 < i < p tel que T; appartienne au sous-espace engendré par les T; d’indices j # 1.
Preuve. En effet, s’il existe un tel indice ¢, on applique le Théoréme 5.5, et la famille {951, ceey :E’p}
est lie.

Réciproquement, supposons que {1?1, cee :E’p} soit liée. Alors il existe des scalaires ay, ..., a, €

R non tous nuls tels que :

ala_:’l—}—agfg—i—"-—{—apfp = 0.
En changeant au besoin ’ordre de la numérotation, on peut supposer que a; # 0. On en déduit
alors :

o= —®p, _..._%2
Tr1 = a T2 a Tp-
Cette relation prouve que Z; appartient au sous-espace vectoriel engendré par {56’2, cees :E'p}. U

Par contraposition, on a immédiatement un énoncé équivalent a celui du corollaire qui précede.

Corollaire 5.9. Pour que la famille {fl, . ,a_c’p} soit libre, il faut et il suffit que, pour tout indice

1 < @ < p, le vecteur T; n’appartienne pas au sous-espace engendré par tous les T; d’indices

J # i O
On a aussi le théoréme suivant, qui établit I’unicité de la représentation.

Théoreme 5.10. Pour qu’une famille {:Z"l, ceey fp} soit libre, il faut et il suffit qu’a tout vecteur
Z du sous-espace qu’elle engendre corresponde une unique famille {a1, ..., a,} de scalaires tels
que :

T =a1Z1+ -+ a,Tp.
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Démonstration. Donnons un nom au sous-espace engendré par cette famille {fl, ceey i:’p} :

F := Vect (Z1,...,Zp).

Supposons qu’a un vecteur £ € F correspondent deux familles {a1,...,ap} et {b1,...,b,} de
scalaires tels que :
T =1+ +apy = biZ1+--+byT)p.

Par soustraction, on déduit :
(5.11) (ar —by) &+ + (ap — by) &, = 0.

Démontrons I'implication ‘=". Si {#1, ..., &, } est une famille libre, alors cette relation (5.11)
entraine :

ar—by = - =ap,—b, =0,
c’est-a-dire :
ay = bl, ...... , Ap = bp.

Ainsi, a tout & du sous-espace F' engendré par la famille libre correspond une unigue famille de
scalaires tels que & = a1 &1 + - - + ap, Tp.

Démontrons I’implication inverse ‘<=’. Si {fl, e ,fp} n’est pas libre, la relation (5.11) est
vérifiée par certains scalaires a; — b; non tous nuls. Au vecteur Z de F' correspondent alors deux
familles distinctes de scalaires {a1,...,ap} et {by,...,b,} vérifiant :

—

xr = a1f1+---—|—ap:17p = blfl+-"+bpfp.
Le Théoreme 5.10 est démontré. O

Exemples 5.12. [en Géométrie] Voici trois illustrations dans 1’espace V = R? de la géométrie
euclidienne spatiale.

(1) Une famille {Z, 25} de deux vecteurs est libre si I’'un deux, par exemple Z'1, n’appartient pas
au sous-espace engendré par I’autre, ¢’est-a-dire si I'; et & ne sont pas colinéaires.

(2) Une famille { 1, To, 9?3} de trois vecteurs est libre si I’'un quelconque d’entre eux n’appartient
pas au sous-espace engendré par les deux autres : cette propriété exige que les trois vecteurs ne
soient pas coplanaires.

(3) Nous affirmons que pour p > 4, une famille {fl, T, T3, ... ,:E’p} est toujours liée. En effet,
supposons au contraire cette famille libre, toujours avec p > 4, et prouvons qu’on aboutit a une
contradiction.

L’hypothese entraine que { Z1, To, :1_:'3} est libre, aussi. Or nous savons, en prenant ces trois vec-
teurs pour directions d’axes de coordonnées dans 1’espace, que tout vecteur quelconque & € V est
alors combinaison linéaire de ces trois-1a. En particulier, Z4 serait combinaison linéaire de &1, Zo,
X3, et I’hypothése serait contredite. Donc quand p > 4, la famille est nécessairement liée.

Dans cet exemple de 1’espace vectoriel V' = R? de la géométrie euclidienne, on voit que toute
famille libre contient au plus trois vecteurs. C’est pour cela que V' = R3 est dit en physique espace
vectoriel a 3 dimensions, la famille libre {Itl, o, fg} constituant une base de cet espace. Nous
allons maintenant définir mathématiquement ces notions pour un espace vectoriel quelconque.

6. Bases, dimensions, coordonnées
Commencons par deux définitions trés importantes.

Définition 6.1. On dit qu’un espace vectoriel £ est de dimension finie s’il existe une famille finie
de générateurs de F.

Définition 6.2. On appelle base d’un espace vectoriel E toute famille libre {é’h cee e?n} de géné-
rateurs de .
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Dans la notion de base, les deux conditions sont importantes et indépendantes :

o liberté;
o générativité.

Si la famille finie {é’l, €2yt €n} engendre I’espace E tout entier, alors, pour tout vecteur
Z € E, il existe au moins une collection {a1, asg, ..., a,} de scalaires a; € R tels que :

T =a1€+ag€y+ -+ ayey.

Si, de plus, la famille {é’l, ey é’n} est libre, c’est-a-dire si elle constitue une base de F, alors,
pour tout vecteur Z € F, la famille de scalaires {ay,...,a,} est de plus unique, d’apres le Théo-
réeme 5.10.

Terminologie 6.3. Les scalaires aq, a9, ..., a, sont alors appelés coordonnées de X dans la base
{é’l, €y, é’n}.
Exemples 6.4. Dans I’espace vectoriel R?, considérons les trois vecteurs :

gl = (17 07 0) )

& = (0,1,0),

és = (0,0,1).

Quel que soit le vecteur (a,b,c) € R, ona:
(a,b, c) = a€é] +bés + cés.
Par conséquent, {51, €a, 53} est une famille de générateurs de R3, qui est donc de dimension finie.
De plus, cette famille est libre, car :
aé)+bé+cé =0
entraine :
(a, b, c) = 0,
ce qui exige :
a=b=c=0.
Donc {€1, €s, €3} est une base de R3.

(2) L’espace vectoriel R[z] des polyndmes réels a une indéterminée sur le corps R n’est pas de
dimension finie. Montrons en effet que toute famille finie incluse dans R[z] ne peut pas étre famille
de générateurs de R[z]. En effet, I’ensemble des degrés des polyndmes est une partie finie de N ;
elle admet donc un plus grand élément m.

Tout polyndéme de degré strictement supérieur a m, et il en existe dans R[z], ne peut s’obtenir
comme combinaison linéaire de polyndmes de degré au plus égal a m, puisque le degré d’une
combinaison linéaire est toujours inférieur ou égal au maximum des degrés de ses composants.
Donc R[z] n’est pas de dimension finie.

(3) Par contre, donnons-nous un nombre naturel n > 0, et considérons la partie de R[z], notée
R,,[z], constituée des polyndmes de degrés au plus égaux an :

R,[z] := {p € R[z]: degp < n}.

Prouvons d’abord que R, [x] est un sous-espace vectoriel de R[x]. En effet, quels que soient les
scalaires \ et y, et les polynomes p et ¢, on a :

deg (Ap+pq) < max{degp, degq}.
Par suite :

Donc R,,[z] est bien un sous-espace vectoriel de R[z].
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Montrons maintenant que la famille :
o 1,2 .3 .4 5 n
B = {1,.%’ I N R R A/ }
des puissances successives 0,1,2,3,4,5, ..., n de x constitue une base de R, [x].

Assertion 6.5. B est une famille de générateurs de R,,[z].

Preuve. En effet, pour tout polyndéme p € R, [z], il existe une famille de scalaires ag, a1, ..., a,
tels que :

p=a+axr+--+a,z".
Donc tout polyndme p € R, [z]| est une combinaison linéaire des « vecteurs» de B, qui est par
conséquent une famille de générateurs de R,,[x]|. Donc R,,[z] est de dimension finie. O

Assertion 6.6. B est une famille libre.

Preuve. En effet, la relation :

apt+air+---+a,z" =0
veut dire que le polyndme du premier membre est le polyndme nul, donc tous ses coefficients sont
nuls :

a =a; = - = a, = 0.
Par conséquent, B est bien une famille libre, donc constitue une base de R,, [x]. U
Les coefficients ag, a1, . .., a, du polyndme p sont alors les coordonnées de p dans cette base

B.

Nous allons maintenant prouver 1’existence de bases dans tout espace vectoriel de dimension
finie. Remarquons d’abord que, dans tout espace vectoriel £ # {0} non réduit au vecteur nul, il
existe des familles libres et finies — par exemple, pour tout & # 0, la partie {Z} est libre et finie.

Théoreme 6.7. [de la base incomplete] Pour route famille libre et finie L d’un espace vectoriel
E # {0} de dimension finie, il existe une base B finie de E telle que B D L.

Démonstration. Puisque E est un espace de dimension finie, il existe une famille G finie de généra-
teurs de E. Si on opere la réunion de GG et d’une famille quelconque de générateurs de E, on obtient
évidemment encore une famille de générateurs de E.

Soit donc L une famille libre et finie de £'. La réunion :

F:=GUL
est encore une famille de générateurs de E. De plus, F' est finie et :
L C F
Rappelons que I’on note &?(F’) I’ensemble des parties de F, ¢’est-a-dire des sous-ensembles de
F:
P(F) = {F C F}.
Rappelons aussi que 1’on démontre que :
Card Z(F) = 2%ardF,
Ainsi, puisque Card F' < 0o, on a aussi la finitude de :
Card Z(F) < oc.
Maintenant, introduisons I’ensemble .Z de toutes les parties de F' qui contiennent L :
& = {F € P(F): F'libreet F' > L}.

Cet ensemble .Z n’est pas vide, puisque L € Z. De plus, Card ¥ < oo est fini, puisque
Card Z(F) < oo, et puisque .£ C P (F).
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L’ensemble des cardinaux des éléments F’ de .Z est alors une partie non vide de N qui admet
par conséquent un plus grand élément n.
Soit alors B un élément de .# ayant ce nombre maximal n d’éléments :

L CBCF
Observons que :
CardL < CardB = n < Card F.
A présent, envisageons deux cas.

Cas 1. n = Card F' Alors, évidemment, B = F. La famille F' de générateurs est libre. Elle
constitue par conséquent une base de F. Le théoréme est prouvé sans travail dans ce cas.

Cas 2. n < Card F' — 1. Alors, par définition de 1’élément maximum 7, pour tout Z appartenant a
F\B, la famille BU{Z} n’est pas libre, puisque c’est une partie de F' a n+ 1 éléments. Si on écrit :
B = {51,82, e ,€n},

il existe alors des scalaires non tous nuls ay, . . ., a, b tels que :
a1 €1+ +ané, +bF = 0.

On a nécessairement b # 0, sinon les vecteurs de B vérifieraient une combinaison linéaire nulle a
coefficients non tous nuls, et B ne serait pas libre. Donc, dans le corps R des scalaires, I’inverse %
existe, et :
- 1 . —
T=—f(méi+ - +andy).
Tout vecteur = de la famille F' des générateurs de E' est une combinaison linéaire des vecteurs
de B. Donc B est elle-méme une famille de générateurs de F, et par conséquent, une base de F.

Le Théoréme 6.7 est démontré. ([
Ce Théoreme 6.7 exprime deux propriétés importantes.

Corollaire 6.8. [Existence de bases] Dans tout espace vectoriel de dimension finie, il existe des
bases. U

Corollaire 6.9. [Complétion d’une famille libre pour obtenir une base] Dans tout espace vecto-
riel de dimension finie, toute famille libre peut étre complétée en une base. ([

Ceci veut dire que L peut &tre complétée par les vecteurs de B\ L pour obtenir la base B de E.

Théoreme 6.10. Si, dans un espace vectoriel E, une base B posséde n éléments, alors toute famille
L libre dans F vérifie :

Card L < n.

Preuve. Appliquons le Théoréme 5.5 : puisque B engendre F, une famille de n + 1 (ou plus)
vecteurs quelconques de F est liée. Il ne peut donc pas exister dans F' de famille libre L vérifiant
CardL > n+1. O

Théoréeme 6.11. Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont le méme cardinal.

Preuve. En effet, si B et B’ sont deux bases de F, alors en appliquant le Théoréme 6.10 a la base
B et ala famille libre B’, on obtient :

Card B’ < Card B.
En échangeant B et B’ qui jouent le méme role, il vient :
Card B < CardB'.

Par conséquent :
Card B = Card B'. O
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Maintenant, recommencons a travailler avec un corps commutatif K quelconque, au lieu de R.
Les nombres de K se comportent exactement de la méme maniere que les nombres réels, vis-a-
vis de I’addition et de la multiplication. Le lecteur qui éprouverait des réticences a penser en cette
généralité est invité a remplacer mentalement K par R jusqu’a la fin de ce chapitre. Il va de soi
que tous les résultats qui préceédent sont valables, avec la méme démonstration, pour un corps K
quelconque.

Puisque toutes les bases de F/ ont méme cardinal, la définition suivante est justifiée.

Définition 6.12. [de la dimension] Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle
dimension de FE le cardinal de toute base de F.

La dimension de E sur K sera notée :

dimg E.
Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre, notamment lorsque K = R, on notera simplement :
dim E.
On convient que : .
dim{0} = 0.
Exemple 6.13. R™ et K™ sont de dimension n sur le corps R et sur le corps K :
dimpR® = n et dimg K" = n.

Soit E un espace vectoriel sur le corps C des nombres complexes, de dimension n > 1, et soit :
B = {é’l,é'g,...,é'n}
une base de F.
Puisque R C C, on peut voir E aussi comme espace vectoriel sur le corps R des nombres réels.
Rappelons que I’on note :
1= /1.
Assertion 6.14. L’ensemble :
B = {&,6,...,8y,i€,1¢, ...,1E}
constitue une base de E sur R. De plus :
dimp E = 2dim(c E.
Démonstration. En effet, pour tout vecteur ¥ de F, il existe une famille de scalaires complexes
ai, ..., 0 tels que :
(6.15) = a1+ -+ apéy.

Ces «; sont les coordonnées de ¥ dans la base B.
Pour tout indice k avec 1 < k < n, faisons intervenir les parties réelle et imaginaire de oy, :

ap = ap +1by (ar €R, by €R).
La relation (6.15) s’écrit alors :
(6.16) T = a1+ - +ané,+b(i€)+ -+ by (i)
Ainsi, pour tout ¥ € F, il existe une famille de scalaires réels a1, ..., ay, b1, ..., b, vérifiant la

relation (6.16). Par conséquent, B’ est une famille de générateurs de E sur R.

De plus, puisque B est une base de E sur C, a tout ¥ de E correspond une unique famille
i, ..., an de scalaires de C vérifiant (6.15). Comme a tout o € C correspond un couple unique
(a,b) € R x R tel que « = a + ib, alors la famille ay,...,ay, bi,...,b, de scalaires de R
correspondant a I est unique aussi. Par conséquent, d’apres le Théoréme 5.10, B’ est une famille
libre de E sur R, donc une base de ce espace.
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Enfin, comme Card B’ = 2 Card B, on a bien :
dimg £ = 2dim¢c E. O

Théoreme 6.17. Tout sous-espace F d’un K-espace vectoriel E de dimension finie est lui-méme de
dimension finie, avec :

dimg F' < dimg E.

Démonstration. Soit donc E un K-espace vectoriel, et soit /' C E un K-sous-espace vectoriel de
E.

Le théoréme est évident lorsque F' = {0}.

Supposons donc que F' # {6}, et introduisons I’ensemble .7 des cardinaux de toutes les familles
libres dans F'.

Cet ensemble .7 n’est pas vide, car pour tout vecteur de F non nul # € F\{0}, la famille {Z}
est libre, donc 1 € &7

D’autre part, toute famille libre incluse dans F' est une famille libre incluse dans E, puisque
F C E. Alors d’apres le Théoreme 6.10, o7 est majoré par n = dim E.

Comme o/ est un ensemble non vide de N et majoré, il admet un élément maximum :

p = max A avec p < n.

Cela veut dire qu’une famille quelconque d’au moins p + 1 vecteurs de F’ est liée.

Soit B’ une famille libre incluse dans F’ et ayant ce nombre maximum p d’éléments. Désignons
par F” le sous-espace engendré par B'. Comme B’ est finie, F’ est de dimension finie, et comme B’
est libre, alors dim F’ = Card B’ = p, ce qui entraine :

dmF" < dimE.

Pour finir, nous allons prouver que I’ = F, ce qui établira complétement le Théoréme 6.17.
Comme F” est le plus petit sous-espace contenant B’ d’apres le Théoréme 4.3, on a :

F' c VectB' C F.

D’autre part, pour tout Z € F\B’, la famille B’ U {Z}, de cardinal p + 1, est nécessairement
liée, donc le Corollaire 5.8 assure que I appartient au sous-espace F’ engendré par B’. Par suite :

F c F',

et en définitive :
F = F. O

7. Somme de deux sous-espaces vectoriels

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Etudions I’ensemble H des
7 € Etels qu’il existe un £ € F et un if € G de facon que :

7 =T+
En d’autres termes, étudions :
H:={ZeE:3ZcF, 3§, Z=F+7}.

Assertion 7.1. H est un sous-espace vectoriel de E, c’est-a-dire que, quels que soient les scalaires
/
aeta ona:

(Z_'EH et Z/GH) — azZ+d 7z € H
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Preuve. Par hypothese, il existe Z et Z/ dans F et il existe ' et ¥’ dans G tels que :
=/

Tet
T4y et 7=z +q.

—»

Or:
aZ+dZ =aZ+d 7 +by+by'.

Comme F’ et G sont deux sous-espaces de F :

(TeF e Z'€F) = af+d & € F,

(7eG et §'€G) —
Par conséquent, par définition de H :

(aZ+d 7))+ (a7+dy') € H,

ce qui montre bien que H est un sous-espace vectoriel de F. ([

Assertion 7.2. H est le plus petit sous-espace vectoriel contenant F'U G.

Preuve. En prenant ¥ = 0, on voit que H D F. En prenant £ = 0, on voit que H O G. Par
conséquent :
H > FUG.

D’autre part, tout sous-espace contenant F' U G doit contenir tout & de F, tout ¢/ de G, puis la
somme I + ¢. Donc tout sous-espace contenant F' U (G contient aussi H.
En conclusion, H est le plus petit sous-espace contenant F' U G. (]

Définition 7.3. Le plus petit sous-espace contenant la réunion ' U GG de deux sous-espaces F' et G
d’un espace vectoriel E est appelé somme de F' et de G, et se note :

F+G:={7e€E: 3F€F, I, Z=F+7}.
On démontre aisément (exercice) que cette addition entre sous-espaces vectoriels est associative,
commutative, et admet comme élément neutre 1’espace vectoriel nul {0}. De plus :
FcaGg = F+G=aG.

Introduisons maintenant le conept de somme directe de deux sous-espaces vectoriels.
Considérons un €élément quelconque 2" de la somme F' + G définie a ’instant. Alors il existe
Ze Fetye Gtelsque:
7 =T+y.
En d’autres termes, Z est I'image du couple (&, 3/) par I’application :
fi FxG—F
(f, gj’) — 4.
L’image de F' x G par f vient précisément d’étre notée F' + G.
Cette application f n’est pas nécessairement injective, ce qui veut dire qu’un vecteur z2'de F' + G
peut étre I'image de deux couples distincts (Z, ) et (Z/, 7). Or de :

on tire :
(7.4) -z =y -y,
avec :
r—2' € F et 7 -7 e G.
La coincidence de ces deux éléments exige leur appartenance a F' N G. Remarquons que deux
sous-espaces ont toujours 0 en commun, et envisageons deux cas.
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Premier cas : F' NG # {0}. Alors si i est un élément de cette intersection, on a :

revrFr = r4+u € F,

TR=NE — y—1u € G,
et:

Z=7F4+¢§=(T+a)+ (J-1).
Ainsi, Z est I'image par f de deux éléments distincts (Z, ) et (Z + @, § — @) de F x G.

L’appplication f de F' x G sur F' + G n’est donc pas injective.
Deuxiéme cas : F N G = {0}. Alors Iégalité (7.4) ne peut étre réalisée que si :
-3 =0 et j -y =0,
d’ou:
(#.9) = (@ 7).

L’application est donc injective : tout 2 de F' + G admet alors une décomposition unique ¥ + ij avec

reFetyeQdG.
Ces considérations motivent les définitions suivantes.

Définition 7.5. Deux sous-espaces vectoriels F' et G d’un espace vectoriel E sont dits linéairement
indépendants lorsque :

FNnG = {0}

Définition 7.6. La somme F'+G de deux sous-espaces F et GG linéairement indépendants se nomme
somme directe de F' et de G, et se note :

Fod.
Les raisonnements que nous venons de conduire donnent alors :
FNG = {0} — F+G=Faa.
Pour terminer ce chapitre, présentons la notion de sous-espaces supplémentaires.

Définition 7.7. Si F' et G sont linéairement indépendants, et si F' & G = H, alors F' et G sont dits
supplémentaires dans H.

Par exemple, considérons, en géométrie euclidienne dans I’espace V' = R3, une droite D et
un plan P. Soit Vp I’espace des vecteurs de R? de méme direction que la droite D. Soit aussi Vp
I’espace des vecteurs paralleles au plan P. Deux cas peuvent se produire.

B C B L A B
La droite & est [ ] La droite d est [ Le plan (ABC) et la
strictement paralléle au contenue dans le plan droite & sont sécants
plan (ABCH. || (ABC). || en L.

Premier cas : La droite D| P est parallele au plan. Alors V C Vp, et par conséquent :
Vp+Vp = Vp.

Les espaces Vp et Vp ne sont pas linéairement indépendants, et on ne peut donc pas parler ici de
somme directe Vp @ Vp.
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D’ailleurs, on peut voir directement que 1’application (%, ) — £+ de Vp x Vp dans E n’est

pas injective. En effet, pour tout £’ € Vp, ona:
Z=>0I+y=(F+2)+[H-2).

On obtient 1a deux décompositions distinctes de Z.

y

(&) // () donc (d) // (P) |

Deuxiéme cas : La droite D fP n’est pas parallele au plan. Alors :
VpNVp = {6}

Les deux sous-espaces Vp et Vp sont linéairement indépendants. Leur somme se nomme somme

directe :
Vpb+Vp = Vp @ Vp.

Le résultat de cette somme est ici I’espace vectoriel V' = R3 tout entier : pour tout vecteur

Z € V, il existe un unique & € Vp et un unique y € Vp tels que 2= & + .

L’application (Z,%y) — & + ¢ de Vp x Vp dans V est ici bijective. Ainsi, Vp et Vp sont

supplémentaires dans V.
D’une fagon générale, de 1’étude qui précede, on déduit la propriété suivante.

Théoreme 7.8. Si, dans un espace vectoriel E, deux sous-espaces F' et G sont supplémentaires,

alors a tout Z € E correspond un unique couple (Z,74) de F' x G tel que :

— — —

Z=x+Y.
En d’autres termes :
FoG =F
veut dire :
VZe k dlz e F dlye G
tels que :

7= F+7

Le point d’exclamation 3! derriere le symbole 3 signifie « il existe un unique » ceci ou cela.

8. Appendice : Nombres complexes et similitudes complexes
Un nombre complexe prend la forme :
z=x+1Y,
ou x et y sont deux nombres réels et ol ¢ est un nombre (abstrait) satisfaisant :
2= —1,
que les mathématiciens asiatiques préférent noter systématiquement :

V-1,

O
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mais il s’agit d’un autre continent, ou 1’on ne craint aucun caractere. Classiquement, on note :

I’ensemble de ces nombres.

On appelle z la partie réelle de z et y la partie imaginaire de z :
r = Rez,
y=Imz.

Les nombres réels sont donc précisément les nombres complexes dont la partie imaginaire est nulle,
et les nombres purement imaginaires :

{z’ y: y € R},
ceux dont la partie réelle est nulle.

Grace a Argand et a Gauss, on peut visualiser les nombres complexes dans le plan euclidien
usuel R? en identifiant :
Csax+iy+— (z,y) € RE
Par exemple, 0 € C correspond a 1’origine (0,0) € R?, et le nombre i = /=T correspond au point
(0,1) € R2.
Naturellement, 1’axe des x est appelé 1’axe réel, tandis que 1’axe des y est appelé 1’ axe imagi-
naire.

axe imaginaire

axe réfl
OI 1 x o

Les régles pour additionner et pour soustraire les nombres complexes sont naturelles : il suffit de
conserver en mémoire que i2 = —1.
Par exemple, étant donné deux nombres complexes :

2=z +iy et 29 = T2 + 1Yo,
leur somme vaut :
21 4 22 = (21 + 22) + 1 (y1 + y2),
et leur produit vaut :
z12z9 = (21 +iy1) (x2 +iy9)
= zime +izys + iy o2 + 0 Y1
= (122 — y1y2) + i (21y2 + Y172).

Si I’on prend ces deux expressions pour définitions de I’addition et de la multiplication, il est
facile de vérifier les trois propriétés suivantes.

e Commutativité : zq + 29 = 29 + 21 et 2129 = 2921 pour tous 21, 25 € C.
e Associativité : (z1 + z2) + 23 = 21 + (22 + 23) et (2122)23 = 2z1(2223) pour tous z1, 29, 23 € C.

e Distributivité : z1 (22 + 23) = 2122 + 2123 pour tous 21, 29, 23 € C.
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A

21 + 29
22

22 T 21

21

Géométriquement, I’addition des nombres complexes correspond a 1’addition des vecteurs dans
le plan R?. La multiplication quant a elle consiste en une rotation suivie d’une dilatation, un fait qui
devient intuitivement transparent une fois qu’on a introduit la forme polaire d’un nombre complexe
(voir ci-dessous). A ce stade, observons au moins que la multiplication par i correspond a une
rotation d’angle 3.

La notion de valeur absolue d’'un nombre complexe est identique a la norme euclidienne des
vecteurs dans R2.

Définition 8.1. La valeur absolue ou le module d’un nombre complexe z = x + ¢ y est la quantité
positive :

] 1= (2% + 922,

de telle sorte que |z| est précisément la distance euclidienne entre 1’origine (0, 0) et le point (x, y) €
R2,

Bien entendu, |z| = 0 si et seulement si z = 0, et 1’inégalité du triangle est tout aussi valable :
|z 4+ w| < |z + |w| (z,weC).
D’autres inégalités seront aussi utiles. Pour tout z € C,on a :
IRez| < |2],
Im 2| < |z],

et pour tous z,w € C,ona:

|2 = Jwl| < |z —wl,
ce qui découle par soustraction de I’inégalité du triangle, puisque :

2| < |z —w| + |w| et w] < |z —w| +[2].
Définition 8.2. Le conjugué d’un nombre complexe z = x + ¢ y est le nombre :
zZ=x—1Y,

que I’on obtient géométriquement en appliquant la symétrie le long de I’axe réel du plan complexe.
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Im
\

5%

Evidemment, un nombre complexe z est réel si et seulement si :

2=72,
et il est imaginaire pur si et seulement si :
z2=—Z
On vérifie aussi sans difficulté que :
z+z
Rez = ,
2
| zZ—Zz
mz = -
21
De plus :
|z|? = 27,
et aussi :
! : (2#0)
-=— z#0).
z e

Définition 8.3. Un nombre complexe quelconque z € C\{0} non nul peut toujours s’écrire sous

forme polaire :

z=ref

avec r > 0 réel égal au module |z| et § € R appelé I’argument de z, qui est défini a un multiple
entier € Z de 27 pres, traditionellement noté :

0 = arg z,
sachant que :
e'% = cosf +isind,
e(0+2km) _ g (9 + 2k7r) + z’sin(@ + 2k‘7r)
=cosf +isinb,

pour tout entier k£ € Z en effet.

Puisque |e’ 9\ = 1, le nombre 0 est I’angle que fait la demi-droite 0z avec 1’axe des réels positifs.

\
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Enfin, notons que la multiplication entre deux nombres complexes z = re'? et w = se'¥

donne :

zw = rse0te)

de telle sorte que la multiplication complexe consiste toujours, géométriquement, en une homothétie
composée (commutativement) avec une rotation.

9. Exercices

Exercice 1. EE
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Applications linéaires

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Introduction
2. Homomorphismes linéaires entre espaces vectoriels

Les concepts et définitions de ce chapitre sont valables sur n’importe quel corps commutatif K,
mais nous travaillerons le plus souvent avec le corps K = R des nombres réels.

Définition 2.1. Soient E et I’ deux R-espaces vectoriels. Une application f: £ — F est dite
linéaire si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

VieE VjeEFE f@E+9) = f(@+ f@),
VieE VYaeR f(a®) = af(@).

La premiere condition exprime que f est un homomorphisme de E dans F' pour I’addition. C’est
pourquoi, au lieu d’application linéaire, on parle parfois d’homomorphisme linéaire entre espaces
vectoriels.

Terminologie 2.2. Dans le cas ou I’espace-arrivée F' = FE coincide avec I’espace-source, on dit que
f est un endomorphisme linéaire de FE.

Exemples 2.3. (1) La notion d’application linéaire dans le plan euclidien V' = R? ou dans 1’espace
euclidien V' = IR? est connue dans les cours de géométrie de 1’enseignement secondaire, puisqu’on
y parle de projections, sur une droite, ou sur un plan. Si f est un projecteur quelconque, alors la
relation :

F(@+9) = f(@) + [(9)
est nommée théoreme des projections.
La relation :
f(a:E') = a f(Z) (Va€R),
est le fameux Théoreme de Thales.
Tout projecteur dans V' = R? ou V = R3 est un endomorphisme linéaire — nous y reviendrons
au cours de ce chapitre.

(2) Dans un R-espace vectoriel F, fixons un scalaire a, et définissons une application h de E dans
FE comme suit :
ViekFE hZ) == af.
On a évidemment :
h(f+yj) = a(a?+37) =aZ+ay = h(Z)+ h(y),
et aussi, puisque R est commutatif :
¥heR h(bz) = a(bF) = b(aZ) = bA(T).
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Par conséquent, 1’application h est un endomorphisme linéaire de F. On la nomme homothétie de
rapport a, et on la note parfois hy.

Assertion 2.4. Pour a # 0 fixée, I’homothétie h, est une bijection de E.

Preuve. Pour vérifier qu’on a en effet :
Vyekr dlZek gy = h(Z),
partons de :
¥ = ai.
Comme a # 0, son inverse a~! pour la multiplication dans R existe, et donc I’existence de & est
assurée par :
aty = (a_l a) T =
Enfin, I’unicité de & résulte de :

= - O = 0 N =
aZ = a’ — a(w—x'):O % Z—z" = 0. O

Terminologie 2.5. Une application linéaire h: £ — E d’un R-espace vectoriel £ dans lui méme
qui est bijective sera nommée automorphisme linéaire de F.

D’une facon plus générale, il se peut que la bijection linéaire s’exerce entre deux espaces dis-
tincts.

Terminologie 2.6. Une application linéaire bijective h: E — F entre deux R-espaces vectoriels
E et I qui est bijective sera nommée isomorphisme linéaire entre E et F'.

On dit aussi que E et F' sont isomorphes. Quand E = F', on parle donc d’un automorphisme.

Proposition 2.7. [Critere de linéarité] Pour qu’une application f: E — F entre deux R-espaces
vectoriels soit linéaire, il faut et il suffit que :

Ya,be R VZyeFE f(aa":’+b37) = a f(Z) + b f(¥).
Démonstration. Prouvons ‘=>". Si I’application f est linéaire, alors on a :
f(a®) = af(@), F(b7) = bf(@), faz+07) = f(ad) + F(b9),

d’ou:
flaZ+bg) = a f(Z)+bf(7).

Inversement, prouvons ‘<=’. Partons donc de cette derniere relation. Puisqu’elle est vraie pour
tous a,b € R et tous vecteurs T,/ € F, nous pouvons prendre ¢ = b = 1 pour obtenir la premiere
condition de la Définition 2.1; ensuite, prenons b = 0 pour obtenir la deuxieme condition. En
définitive, f est bien linéaire. O

Observation 2.8. Toute application linéaire f: E2 — F entre R-espaces vectoriels satisfait :
f(0g) = 0p.
Preuve. 11 suffit de prendre a = 0 dans la deuxiéme condition de la Définition 2.1. ([
3. Image et noyau d’une application linéaire
Commencons par étudier I’'image d’une application linéaire.

Théoreme 3.1. Soit f: EE — F une application linéaire entre deux R-espaces vectoriels E et F.
Alors pour tout sous-espace vectoriel E' C E, l'image :

f(E") == {geF: 3T F, §=f(&)}

est aussi un sous-espace vectoriel de F'.
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Démonstration. Prouvons que f(E’) est un sous-espace vectoriel de F', ¢’est-a-dire :
<a, d €ER et §,§ € f(E’)) — aj+d g e fE)

En effet, si i/ et ¢/ appartiennent a f(E"), c’est qu’il existe deux vecteurs Z et Z’ dans E’ tels

que :
y=f@ et g = f@).
Comme E’ est un sous-espace de F, alors, quels que soient les scalaires a et a’, on a :
(feE et &' e€F) —  af+di e B = flat+d @) € f(E).
Mais comme f est linéaire :
flaZ+dz") = af(@)+d f(@).
Par conséquent :
ay+dy' € f(E).

Le théoreme est démontré. (]

Définition 3.2. Quand le sous-espace E’ = F coincide avec I’espace vectoriel ambiant tout entier,
alors f(F) est un sous-espace vectoriel de F' que 1’on nomme image de f, et que ’on note Im(f).
Ce sous-espace vectoriel Im( f) s’écrit :

Imf:={yeF:3TcF, §=/[(@)}.
Nous pouvons maintenant introduire le concept de noyau d’une application linéaire.

Définition 3.3. Soit f: £ — F une application linéaire entre deux R-espaces vectoriels. L’en-
semble des vecteurs de £ qui ont pour image le vecteur 0 € F' se nomme noyau de f et se note :

Ker(f) == {ZFe€ E: f(Z) :6}

Noyau se dit kernel en anglais, et Kern en allemand. C’est pourquoi on rencontre tres souvent la
notation Ker( f), que nous adopterons.

Observons que Ker( f) n’est jamais vide, car, quelle que soit I’application linéaire f,ona f(0) =
6, donc :

6 S Ker(f) (toujours).

Exemple 3.4. [en géométrie euclidienne] Dans 1’espace euclidien V' = R3, soit un plan P 5 0
passant par 1’origine, et soit une droite D > 0 passant par 1’origine, avec D /P non parallele au
plan.

Rappelons que les vecteurs § € P sont les vecteurs liés ayant comme point-origine 0 € V', dont
la fleche-extrémité appartient 2 P. De mé&me, les vecteurs £ € D ont pour point-origine 0 € D,
et une fleche-extrémité appartenant a D). On peut donc voir P et V' comme deux sous-espaces
vectoriels de V, de dimensions 2 et 1.
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Vv D

Désignons par f la projection de V sur P parallele a D. On sait que f est une application linéaire
de V' dans lui-méme, avec f(V) = P.

Cherchons le noyau de f.

Pour qu’un vecteur Z € V vérifie f(7) = 0, ¢’est-a-dire ait une projection nulle dans V/, il faut
et il suffit que & appartienne a D. Ainsi :

Ker(f) = D.

Théoreme 3.5. Pour toute application linéaire f: E — F entre R-espaces vectoriels, le noyau
Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve. En effet, partons de :
7 € Ker(f) et 7' € Ker(f),
ce qui équivaut a :
f(@) =0 et f(" = 0.

Comme f est linéaire, alors, quels que soient les scalaires a et a’ :

—

flai+d 7)) = af(@)+d f(@')=0+0 = 0.
Par conséquent :
af+ad T € Ker(f).
Le théoreme est démontré. O

Voici maintenant une caractérisation des applications linéaires injectives.

Théoreme 3.6. Pour une application linéaire f: EE — F entre R-espaces vectoriels, on a I’ équi-
valence :

[ est injective = Ker(f) = {0}.
Démonstration. Prouvons ‘=>". Supposons donc que ’application linéaire f est injective. Alors
Z € Ker(f) signifie :

f(Z) =0 = f(0)

Comme f est injective, on en déduit que & = 0, ce qui conclut :

Ker(f) = {0}.

f(@) = f(@) = f@ —f@) =0 = f(@—2") =0
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Ceci signifie que f est injective, conclut I’'implication inverse, et termine la démonstration du théo-
reme. (]

Parlons maintenant de I’'image d’une famille de générateurs.
Théoreme 3.7. (1) Une application linéaire f de E dans F' applique toute famille de générateurs
de tout sous-espace vectoriel E' C E sur une famille de générateurs de f(E'").

(2) Si f est de plus injective, elle applique toute famille libre de E sur une famille libre de F.

Démonstration. Soit donc une famille de vecteurs de E :
L = {a‘:’l, . ,:fp}.

Par une application linéaire f: ¥ — F, elle devient la famille de vecteurs de F':

(1) Désignons par E' := Vect(L) le sous-espace de E engendré par L. Prouvons que f(L)
engendre le sous-espace f(E’). En effet :

7€ f(E) signifie Jze E ¢ = f(@).

N

Puisque L est une famille de générateurs de E’, a un vecteur # € E’ correspond une famille
ai,...,a, € Rde scalaires tels que :

T = alfl+-"+apfp.
Par linéarité de f, on obtient :

f(@) = a1 f(Z1) + -+ ap f(Tp).

Tout vecteur ¢ de f(E’) est donc une combinaison linéaire de vecteurs de f(L). La premiére partie
du théoréme est prouvée.

(2) Supposons de plus la famille L libre, et I’application f injective ; prouvons que f(L) est
libre. En effet :

ap f(@1) + -4 ap (@) =0 — f(@ =0 — z € Ker(f).

Comme f est injective, cela force T = 6, grace au Théoréme 3.6. Comme L = {:E'l, .. ,i"p} est
libre, il vient :

(_)'::E':mfl—{—‘-'—i—apfp = ap = - = ap, = 0.
En définitive, la famille f(L) est bien libre, ce qui termine la démonstration de la seconde partie du
théoreéme. g

Corollaire 3.8. Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie et si F' est un R-espace vecto-
riel, pas forcément de dimension finie, alors pour toute application linéaire f: EE — F, I’image
f(E) C F est un sous-espace vectoriel de dimension finie < dimg E.

Preuve. En effet, I'hypotheése que F est de dimension finie veut dire qu’il existe une famille finie
L de générateurs de E. Alors d’apres le Théoréme 3.7 qui précede, f(L) est une famille finie de
générateurs de f(E). Si L est de plus une base de F, on déduit bien que :

dimg f(E) < CardL = dmp E < oc. O

Voici un résultat central qui exprime qu’une application linéaire est completement déterminée
lorsqu’on connait seulement les images d’un nombre fini de vecteurs qui forment une base de 1’es-
pace vectoriel source.



3. Image et noyau d’une application linéaire 99

Théoréme 3.9. Soit B = {€1, ..., €,} une base d’'un R-espace vectoriel E de dimensionn > 1, et
soit C = {c, ..., } une famille quelconque de n vecteurs d’un autre R-espace vectoriel F.
Alors il existe une application linéaire, et une seule, f: E — F telle que :

fé) =&, f(éa) =y ..., , f(én) = Cn.
De plus, si la famille C est libre, alors f est injective.
Démonstration. Commengons par I’existence de f. Définissons une application f de F dans F' de la
manigre suivante : a tout vecteur & € FE, associons d’abord I’unique famille de scalaires a1, ..., a,
qui sont les coordonnées de & dans la base B :
r=ai€1+ --+ayéy,.
A cet Z, faisons alors correspondre le vecteur i/ € F' défini par :
(3.10) y=f(#) =a1ci+ -+ ancy.

Le domaine de définition de f est bien siir E tout entier, et I'image f(F) est bien incluse dans F'.
Prouvons que f est linéaire. Partons de deux vecteurs Z, ' € FE, que nous écrirons sous forme
condensée :

2= a6 et f':Eagé}.
i i
Pour deux scalaires quelconques b et b, on a :
b +b 2 = Z ba; €; —i—Z Va,e; = Z (bai —|—b’ag) ;.
7 (2 (2
Par définition de 1’application linéaire f, on a alors :
f(@) = 2 ai i, f@) =2 ajé’,
(2 (2
fOT+YT) = X (ba; + 1 a)) &.
7
Dans I’espace vectoriel F', on voit immédiatement que :
Y (bai+¥ad)d =bY a;d+ 0 Y dl .
% 7 7
c’est-a-dire :
FOzZ+0T") =bf(@)+V f(@),
ce qui montre que f est bien linéaire.
Passons a I’unicité de f. Par définition, toute autre application linéaire g de E dans F' envoie :

Y=a1€+ - +ay,é,
sur :
g(f) = a1 9(51) +teotan g(gn)
Par conséquent, si on fixe dans F' comme pour f :

g(é’1) = 51, ...... s 9(571) = E’,m
on obtient une application g particuliere qui vérifie :
9(x) = f(@) (VZeE),
d’ou:
9 =1

ce qui montre 1’unicité de 1’application f.

Terminons 1’argumentation en montrant que f sera de plus injective, quand on suppose que
C ={ci,...,c,} estlibre.
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Soit donc & € E avec f(&) = 0. Comme {&,...,¢,} est une base, on peut décomposer selon
cettebase ¥ = a1 €1+ --- + ay, €, d’ou:
puisque {1, ..., Cy} est libre. Ainsi, nous avons bien démontré que :
(f(i:’) =0 = i= 6) = Ker(f) = {0}. 0

Des deux Théoreémes 3.7 et 3.9, on déduit immédiatement le

Corollaire 3.11. Pour qu’une application f: E — F entre R-espaces vectoriels soit injective, il
faut et il suffit que ’image d’une base de E soit une base de f(E). U

4. Applications linéaires et dimension

Nous savons que 1’ensemble R"™ des n-uplets (a1, ..., a,) constitués de n réels a; € R est un
R-espace vectoriel.

Définition 4.1. On appelle base canonique de R™ la base {ﬂ'l, e ,ﬂ’n} suivante :
i = (1,0,...,0),
i = (0,1,...,0),

in = (0,0,...,1).

Pour tout indice 1 < ¢ < n, le vecteur u; est le n-uplet dont tous les termes sont nuls, sauf celui
de rang ¢ qui vaut 1. Dans tout ce qui suit, nous supposerons toujours que R™ est rapporté a la base
canonique :

(al, ag, ..., an) = qiUy +ag g+ -+ anUp.

Voici un théoréme qui exprime une propriété fondamentale d’isomorphisme.

Théoreme 4.2. Pour qu’un R-espace vectoriel E soit de dimension n, il faut et il suffit qu’il soit
isomorphe a R™.

L’isomorphisme est alors déterminé de facon unique des qu’on fixe une base de F. comme image
de la base canonique de R".

Démonstration. Prouvons I'implication ‘=>". Supposons donc que dimg ¥ = n, et soit une base
de E':
B = {81, .. .,én}.
Comme ci-dessus, soit C' = {1, ..., Uy} la base canonique de R".
D’apres le Théoreme 3.9, il existe une application linéaire f et une seule telle que :

fler) = dy, «..... , f(En) = Uy,
et de plus, f est injective. Mais elle est aussi surjective, car C' engendre a la fois f(E) et R", donc
f(E) =R"
Puisque f est bijective, elle établit bien un isomorphisme de E sur R™.
Observons que f est d’ailleurs ’unique application linéaire de E dans F' qui envoie B sur C.
Prouvons maintenant 1’implication inverse ‘<="’. Si donc il existe un isomorphisme f de E sur
R™, posons :

e = f @), ...... L €y = fN,).
D’apres le Théoreme 3.7, I’application linéaire f~! envoie la famille libre C' = {iy, ..., i, } de
générateurs de R” sur la famille libre B = {é1,...,&,} de générateurs de f~!(R") = E. Donc B

est bien une base de F, et dimr &£ = n, ce qui conclut. O
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Voici maintenant un théoréme treés important qui établit une relation entre les dimensions du
noyau et de I'image.

Théoreme 4.3. Pour toute application linéaire f: E — F entre deux espaces vectoriels, on a :
dimKer(f) +dimIm(f) = dim E.
Démonstration. Soient :
B = {é’l, .. .,ép} une base de Ker(f) C E,
C = {h,...,0;} unebasede Im(f) C F,

ol on a posé :
p = dimKer(f),
q = dimIm(f).

On sait que ¢ € Im(f) signifie qu’il existe un vecteur # € F avec § = f(Z). Donc, pour tout
indice 1 <@ < ¢, il existe un vecteur de F, que nous désignerons par €,.;, tel que :

[ (&) = 4.
On obtient ainsi une famille B’ de ¢ vecteurs de F :
B/ = {€p+17 ey gp+q}'
Nous affirmons que B U B’ est alors une base de E, ce que nous démontrons en deux temps.
Assertion 4.4. B U B’ engendre E.

Preuve. Montrons que tout £ € E est combinaison linéaire de vecteurs appartenant 2 B U B’. En
effet :

ZreFlE = f(@) € f(E) = Imf.
Il existe donc des scalaires a1, . . .,a, € R, coordonnées de f () dans la base de Im f, tels que :
F@) = arli+-- +agl
= a1 f(&pr1) + -+ ag [ (Eprq)

= f(al €p+1 +"'+aq5p+q)~

Si on pose :
4.5) ' = a16pr1 + -+ ag Eptq,
alors :
f(@) = (&) = 7— 7" € Ker(f).
Il existe donc des scalaires a, . . . , a,,, coordonnées de ¥ — 7' dans B, tels que :

—

-7 = a1@ + - +a,é,
d’ou, en remplagant ¥’ par sa valeur dans (4.5) :
7 = a’1€1+---+a;)é'p+alé'p+1+~-+aqé'p+q.
Donc B U B’ engendre E. O

Assertion 4.6. B U B’ est une famille libre dans E.
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Preuve. Partons de :

—

4.7 ay €+ +ayé+ a1+ agépy = 0,
et montrons que tous les coefficients de cette combinaison linéaire sont nuls. Prenons I’image par f
des deux membres de (4.7) ; comme, pour tout indice 1 < 7 < p,ona:
& € Ker(f) = f&) =0,
on obtient :
a1 f(Epr1) + -+ aq f(Eprq) = O,
c’est-a-dire :
a1a+-'-+aq@ = 0.
Comme C est une famille libre, cette relation entraine :

La relation (4.7) s’écrit alors :

—

! > ! >
aje1+---+a,ep = 0.

Comme B est une famille libre, cette relation entraine a son tour :

a/1:~~:a;,:0.
Ainsi, B U B’ est bien une famille libre. O
Grice a la conjonction de ces deux assertions, le théoréme est démontré. (]

Le cas ou dim £ = dim F' mérite d’étre mis en valeur.

Corollaire 4.8. Soit f: E — F une application linéaire entre deux R-espaces vectoriels de méme
dimension. Alors les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective;
(ii) f est surjective ;
(iii) f est injective;
(iv) Ker(f) = {0}.
Preuve. On sait déja que les propriétés (iii) et (iv) sont équivalentes.
D’autre part, (i) est équivalente a la conjonction des propriétés (ii) et (iii).
11 suffit donc d’établir I’équivalence entre (ii) et (iv). Or d’apres le Théoréme 4.3, on a :
Ker(f) = {0} — dimIm(f) = dim E.

Par conséquent, (ii) et (iv) sont bien équivalentes, ce qui conclut. U

5. Espace vectoriel des applications linéaires de £ dans [

Soient F et F' deux R-espaces vectoriels. L’ensemble des applications linéaires de E dans F'

sera noté :
ZL(E,F) := {f: E— F linéaires}.

Nous allons munir cet ensemble .Z’(F, F') d’une structure de R-espace vectoriel.

Commencons par observer que la somme de deux applications linéaires et encore une application
linéaire.
Lemme 5.1. Si f et g sont deux applications linéaires appartenant a £ (E, F), alors I’application
h: E — F définie par :

h(%) == f(%)+ g(Z) (V#eE)

est aussi linéaire.
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Preuve. En effet, pour tous vecteurs &, i/ € F et tous scalaires a,b € R,on a:
h(aa’c’—i— bg]’) = f(ai:’—i— bg]’) + g(a:?:'+ bgj’).
Comme f et g sont linéaires, et comme 1’addition est commutative, on déduit :
haZ+b§) = af(@) +ag@) +b (@ +bg()
= ah(@) + bg(y)-
Ceci démontre le lemme. (]

La définition suivante est alors justifiée.

Définition 5.2. A tout couple ordonné f, g de deux éléments de .Z(F, F), on associe un élément
de Z(FE, F), nommé somme de f et de g, et noté f + g, qui est défini par :

(f+9)(@) = f(&)+g(Z) (VFEE).
Cette addition est donc bien une loi interne dans .2 (E, F).
Théoreme 5.3. Z(E, F) posséde une structure naturelle de R-espace vectoriel.

Démonstration. Tout d’abord, 1’addition dans .Z(E, F') est commutative et associative, puisqu’il

en va ainsi de 1’addition dans RR.
Ensuite, cette addition admet comme élément neutre la fonction nulle, notée f = 0, définie par :
0(Z) =0 (Vi€ B).

Ici, remarquons au passage que Ker(0) = FE, et que la fonction nulle est la seule dont le noyau
coincide avec F tout entier.
Ensuite, toute application linéaire f € Z(F, F') a une opposée, notée — f, appartenant aussi a
Z(E, F), qui est définie par :
(=)@ = —f(@D (VZEE).
Ensuite, parlons du produit d’une application linéaire par un scalaire. Pour a € R quelconque,
introduisons 1’application h de E' dans F' définie par :

h(Z) := a f(Z) (VZEE).

Alors pour tout couple de vecteurs &, ¢/ € E et tout couple de scalaires b, ¢ € R, on a, puisque R est

commutatif :
h(bZ+cy) = af(bZ+cy) = abf(D)+acf(y)

= ba f(%) +ca f()
= bh(Z) + ch(Y).
Ce calcul justife la

Définition 5.4. A tout scalaire a € R et i toute application linéaire f € Z(F, F), on associe le
produit de a par f, qui est défini par :

(af)(f) = a f(7) (VZeE).

Ainsi, a f € Z(E, F). Pour terminer la démonstration du théoréme, il est maintenant aisé de
vérifier, pour toutes f, g, € Z(E, F) et tous a,b € R, que :

(a+b)f=af+bf,
a(f+g) =af+by,
a(bf) = (ab)f,
1f=f.

Ces identités concluent la démonstration. O
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6. Dual d’un espace vectoriel

Dans cette tres courte section, introduisons le concept important de dual d’un espace vectoriel.

Pour cela, considérons dans la Section 5 qui précede le cas particulier o F' = R est le corps
des scalaires. Rappelons qu’on peut toujours regarder le corps R comme un espace vectoriel sur
lui-méme.

Terminologie 6.1. Toute application linéaire de £ dans R se nomme forme linéaire sur E.
Notation 6.2. L’espace de ces formes linéaires sur F sera noté :
E* = Y(E,R)

Le Théoréme 5.3 montre que cet ensemble E* = Z(E,R) des formes linéaires de £ dans R
est lui-méme un R-espace vectoriel.

Terminologie 6.3. On nommera dual de E cet espace E* = Z(E,R) des formes linéaires sur E.

7. Anneau des endomorphismes linéaires d’un espace vectoriel &

Rappelons qu’une application linéaire de F dans F lui-méme est appelée un endomorphisme de
E. L’ensemble des endomorphismes de F sera noté :

Z(E) = {f: E— E linéaires},

au lieu de Z(F, E). Le Théoreme 5.3 s’applique : .Z(E) est un espace vectoriel sur le corps R.
Nous allons considérer une deuxieéme loi de composition interne dans .2’ ( F) qui va le structurer
en anneay. Commengons par un

Lemme 7.1. Etant donné trois R-espaces vectoriels E, F, G, pour deux applications linéaires
quelconques :
f e ZEF) et g € Z(F,G),

I’application composée g o f est encore linéaire, c’est-a-dire :

gof e Z(E,G).

gof

AN

E-l-r—t-q
Preuve. Pour tout couple de scalaires a, b € R, puisque f et g sont linéaires, on a :
flaZ+bZ") = af(Z)+bf(T), (VZE€E, V&' € E)
g(ag+by’) = ag(y) +bg(y’) (YFEF, V' €F).
Prenons i := f (&) ety’ := f(Z'). Alors on a bien linéarité de g o f grice au calcul :
gof (af+ bf’) = g(af(f) + bf(a?’))
=ago f(&)+bgo f(&').

L’énoncé suivant établit la distributivité de la composition par rapport a 1’addition, a droite et a
gauche :

Théoreme 7.2. (1) Soient f,g € L (E,F)eth € Z(F,G). Alors :
ho(f+g) = hof+hog.
(2) Soienth € L(E,F)et f,g € L(F,G). Alors :
(f+g)oh = foh+goh.

O



8. Groupe des automorphismes d’'un R-espace vectoriel £ 105

Preuve. (1) Clairement :
(f+9)(@) = F(@) + 9() (VZeE).
Par I’application linéaire h, on obtient :
ho (f+9)(@) = h(f(@)+g(2)) = ho f(Z)+hog(@),

ce qui est la premiere partie du théoreme.
(2) Pour tout ¥ € F, posons :

¥ = h(Z).
Or par définition de la somme de deux applications linéaires :
(f+9)@) = f(@) +9(7) (Vge ),

ce qui entraine :
(f +9) o h(&) = foh(Z)+goh(),
puis termine la deuxieme partie, et conclut. (]

Maintenant, la composition d’applications linéaires peut étre vue comme une ‘multiplication’ x
qui conduit & une structure d’anneau pour la collection . (E) des endomorphismes d’un R-espace
vectoriel . Mais attention ! Il y a une grande différence entre o et x, car la composition n’est en
général pas commutative :

fog #gof (f,g € Z(E), en général),
nous y reviendrons, nous donnerons des exemples plus tard.
En tout cas, le Lemme 7.1 appliqué a £ = F' = (G montre que la loi de composition :

(fig) —> gof

est interne dans .Z(FE), a savoir go f € Z(FE) lorsque f,g € Z(E). Le Théoreme 7.2 montre
que cette loi est distributive a droite et a gauche par rapport a 1’addition. De plus, cette loi admet un
élément neutre pour la composition, a savoir 1’application identité, ou de coincidence :

() =2 (VZEE).
En conclusion, nous pouvons donc énoncer le
Théoréme 7.3. .2 (E), muni des opérations (+, o), est un anneau a élément unité. O

Terminologie 7.4. On appelle .Z(E) anneau des endomorphismes de E.

8. Groupe des automorphismes d’un R-espace vectoriel £
Commencons par quelques rappels généraux de théorie des ensembles.

Terminologie 8.1. On appelle permutation toute application bijective E — E d’un ensemble £
sur lui-méme.

Les permutations peuvent étre composées entre elles, et inversées, puisqu’elles sont bijectives.
En fait, une structure plus riche existe, comme 1’énonce le

Lemme 8.2. La collection des permutations d’un ensemble E est toujours un groupe pour la com-
position.

Preuve. La composition de deux bijections :

gof

7N

E—1>p-2-E
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est encore une bijection, et cette opération de composition admet comme élément neutre 1’applica-
tion identité. Ensuite, cette opération de composition est (trivialement) associative :

gof hog
Elop top g - p logli g p

a savoir :

ho(gof) = (hog)of,
mais elle n’est la plupart du temps pas commutative, comme nous 1’avons signalé plus haut. Enfin,
I’inverse d’une bijection est encore une bijection :

TN
FE E. |
S

f71

Quand E est un R-espace vectoriel, on s’intéresse bien évidemment aux permutations qui sont,
de plus, linéaires.

Il en existe! Par exemple, I’application identit¢ £ — E est linéaire! Donnons un autre
exemple. Si on munit F, supposé de dimension finie n > 1, d’une base :

B = {617627 .. 7571}7

toute permutation g de B qui envoie chaque vecteur €; sur un certain autre vecteur €; définit une
autre base :

B/ = {g(é'l),g(éé), e 7g<€n)} = {51, 52, e ,gn} = B7
qui coincide avec B a un changement d’ordre pres, d’ou :

Vectg (B') = Vectg(B) = E,

et alors, grace au Théoreme 3.9, on sait qu’il existe un endomorphisme R-linéaire unique f: £ —
FE qui prolonge g au sens ou pour tout indice 1 <7 < n,ona:

f@) = g(@),
et on sait aussi que f est bijectif, i.e. est un automorphisme linéaire de E.
Notation 8.3. L’ensemble des automorphismes linéaires d’un R-espace vectoriel I sera noté :
o (E) := {f: E > E linéaires et bijectives }.
Théoreme 8.4. L’ensemble </ (E) des automorphismes linéaires d’un R-espace vectoriel E est un
sous-groupe de I’ensemble des permutations de I, envisagé comme ensemble.

Preuve. Rappelons que, pour qu’une permutation de E appartienne a <7 (F), il faut et il suffit qu’elle
soit linéaire. Le Lemme 7.1 a déja fait voir que la composition d’applications linéaires préserve la
linéarité :
(f € 4(E) et g€ (E)) — gof e I(E).
Prouvons enfin que I’inversion préserve aussi la linéarité :
f e (E) — fte2®E.

Il s’agit de démontrer que, quels que soient les scalaires a, b € R, et les vecteurs ¥,/ € F,ona:
(8.5) fHaz+bg) = af (@) +bf ().

Or puisque f est, entre autres, injective, il suffit de prouver que les deux membres ont méme
image par f. Pour le membre de droite, on a :

fof M aZ+by) = aZ+b7.
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Pour le membre de gauche, en utilisant la linéarité de f, on calcule :

Faf @+ ) = a fof™ @) +b fo @)
=aZ+by.

La relation (8.5) est donc vérifiée, et le théoréme est ainsi démontré. O

Terminologie 8.6. Le groupe <7 (F) des automorphismes linéaires de E' se nomme aussi groupe
linéaire.

9. Projecteurs

A la fin du chapitre précédent, nous avons vu que deux sous-espaces F C E et G C E d’un
R-espace vectoriel F sont dits supplémentaires dans E s’ils sont d’intersection {0} = F'N G nulle,
et de somme [+ G = I qui engendre E, propriété que 1’on a notée :

FoG = E.

Alors pour tout vecteur 2’ € F, il existe un unique vecteur £ € F et un unique vecteur i € G tels
que :

7=F+7

Par analogie avec la géométrie euclidienne, ¥ se nomme projection de Z sur F' parallelement a
G, tandis que ¥ se nomme projection de Z' sur G parallelement a F'.

Définition 9.1. F et GG étant deux sous-espaces supplémentaires de £ = F' ® G, les deux applica-
tionsp: £ — Fetq: E — G telles que :

— —

p(2) +q(2) = 2 (VZ€E),

se nomment respectivement projecteur de F sur F' parallelement a G, et projecteur de E sur G
parallelement a F'.
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G E

En d’autres termes, le projecteur p de E sur F associe a tout 2 € E I’'unique vecteur p(Z) € F
vérifiant :

p(2) -2z € G.
De méme, le projecteur ¢ de E' sur G associe a tout 2 € F I’'unique vecteur ¢(2) € G tel que :
q(?) —Z € F.

Ces projecteurs satisfont quelques propriétés élémentaires.
Lemme 9.2. Tout projecteur est une application linéaire.

Preuve. Soit E = F' & G. Démontrons la linéarité du projecteur p: £ — F'.
Pour tout couple de scalaires a,a’ € R et tout couple de vecteurs Z,Z’ € F,ona:

(9.3) plaz+d Z')—(aZ+d Z') € G.
Or les relations :
p(2) -7 € G et p(z)-Z' € G
entrainent, puisque GG est un sous-espace vectoriel de E :
a(p(z)—2)+d (p(z')-2") € G,
soit :
9.4) ap(?)+d'p(Z') - (aZ+d ') € G.
Comme, pour tout i/ de F, la projection p(%) est I’'unique vecteur de F' tel que p(y) — i € G, alors
en comparant (9.3) avec (9.4), on obtient bien la linéarité :
plaZ+d Z") = ap(z) +d p(z').
Par symétrie, la démonstration de la linéarité de 1’autre projecteur q: 2 — G est en tout point

analogue, et sera éludée. O

Lemme 9.5. Si p et q sont les projecteurs de E = F @ G sur les sous-espaces supplémentaires F
et G, parallelement a I’autre, alors :

Ker(p) = G et Ker(q) = F.

Démonstration. Puisque, pour tout vecteur 2 € F, on sait que p(Z) est I'unique vecteur tel que

p(Z) — Z € G, alors, la condition nécessaire et suffisante pour que p(2) = 0 estque 0 — Z € G, soit
Z € G.Donc Ker(p) = G.

La démonstration de Ker(gq) = F est (trés) analogue. (]
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Lemme 9.6. Tout projecteur :
p: FE=Fe&G — FCE

est un endomorphisme de E vérifiant :

pop =D
Preuve. En effet, puisque £ = F @ G et puisque p est le projecteur de F sur F,on a:
p(Z)—Z € G et Ker(p) = G,
ce qui entraine :
p(p (2) — Z) =0 (VZeE)

Or comme p est linéaire, on en déduit :
pop(%) —p(?) = 0,
soit effectivement :
pop = p. O

Au sous-espace F' de E ne correspond pas un unique supplémentaire GG. On ne peut donc pas dire
‘le’ supplémentaire de F'. Mais tous les supplémentaires de F' sont isomorphes entre eux, comme le
stipule le

Théoréme 9.7. Soient G et G’ deux sous-espaces supplémentaires d’'un méme sous-espace F C E
d’un espace vectoriel E :

E=Fa&G=Fad.
Soit q le projecteur de E sur G parallélement a F. Alors la restriction ¢' de g a G’ :

G = G

/

qa = 4q

est un isomorphisme linéaire de G' sur G.

Gt

E

/

Démonstration. Pour commencer, prouvons que cette restriction ¢’ = ¢ o est bijective.
En effet, puisqu’on a Ker(q) = F, il est clair (exercice) que :

Ker(¢) = FNG'.
Or F et G’ sont supplémentaires, donc F N G’ = {0}, d’oir :
Ker(¢') = {0},

ce qui montre que ¢’ est injective, d’apres le Théoreme 3.6.
Ensuite, prouvons que ¢ est surjective, ¢’est-a-dire, prouvons que :

Vi€ G, I e G q(@) = 7.
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Or pour tout vecteur i € F, et en particulier pour tout € G, il existe une décomposition unique :

9.8) j=Z+7,
avece .
ZeF et Zedq.
Mais :
7eF SN q(2) =0,
yed = @) = 7.

Appliquons alors g aux deux membres de (9.8), ce qui donne :
() = a(2) + q(2),

soit :
— ~ —» 1/ —
g =0+4q(@) = ¢(@)
Ainsi, ¢’ est bien surjective.
En définitive, ¢/ est injective et surjective, donc bijective, et puisqu’elle est linéaire, ¢’est un

isomorphisme linéaire de G’ sur G. (]

Le Théoréme 9.7 vient d’étre établi pour un espace vectoriel quelconque £, pas forcément de
dimension finie, éventuellement de dimension infinie, mais spécifions maintenant le cas ou E est de
dimension finie.

Si F est de dimension finie 7 > 1, on peut remarquer que :

FeG=F = dimF +dimG = dimE,

puisque, en prenant une base B de F et une base B’ de G, alors B U B’ est une base de E.
Par conséquent, si dim ' = p, alors :

FoG=FaeG =E — dmG = dimG’ = n —p.

Puisque G et G’ ont méme dimension sur R, le Théoréme 4.2 prouve qu’ils sont isomorphes.
On obtient ainsi, dans le cas ol E est de dimension finie, une autre démonstration de la principale
des propriétés indiquées par le Théoreme 9.7.

10. Formes linéaires et espace dual

Dans la Section 6 plus haut, nous avons déja donné la définition de I’ espace dual d’un R-espace

vectoriel F :
E* .= Z(E,R).

Cet espace E* est lui-m&me un R-espace vectoriel, d’aprés la méme Section 6. Les éléments de E*
sont les formes linéaires définies dans E, a valeurs dans RR.

D’apres le Théoreme 3.9, si B = {é, ..., €,} est une base de 1’espace F, supposé de dimension
finie n > 1, toute forme linéaire f € E* est définie de facon unique, dés que 1’on se donne les
scalaires c1, ca, . . ., cp tels que :

fé1) = c, f(éa2) =coy on.... , f(én) = cp.
Nous allons maintenant définir n formes linéaires de cette maniere, en posant :

filer) =1, fi(éz) =0, ...... , filén) =0,

faol€1) =0, fa(é2) =1, ...... , fa(én) =0,



10. Formes linéaires et espace dual 111

Plus brievement, si i et j désignent deux indices parcourant I’ensemble {1,2,...,n},ona:
i F = fi(&) =0,
i= = fi(ej) = 1.
Théoreme 10.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 1, rapporté a une base
{€1,...,En}. Les n formes linéaires fi, ..., f, de l’espace dual E* définies par :
0 lorsque i # j,
1il€5) = {1 lorsque 1 = j,

constituent une base de E*, et par conséquent :
dim E* = dimE.

Démonstration. Commengons par montrer que ces n formes linéaires engendrent I’espace £*.
En effet, d’apres le Théoreéme 3.9, toute forme linéaire f € E* est déterminée de maniere unique
par la donné de ses valeurs :

Or pour tout indice 1 < j < n, on peut écrire :
¢j = c f(€) + - +¢ f(&) + - +cn fEn),
simplement parce que :
= fi(€;) =0,
= filgg) =1
Par conséquent, on a :
n

F(&) =Y i filg),
i=1
et d’apres le Théoreme 3.9, la forme f vérifie dans E* :
f=afi+ - +ecnfn

Par conséquent, toute forme linéaire f € E* est une combinaison linéaire des f;, les coefficients de
la combinaison étant précisément les valeurs ¢; qui déterminent f.
Montrons a présent que ces n formes linéaires constituent une famille libre dans E*.
Partons de la combinaison linéaire nulle suivante :
a1 fi+--+an fn (a; €R).

Cela veut dire que, pour tout vecteur £ € E,on a :

al fl(f) +--t+ay fn(f) = 0.

Prenons successivement :

Ti= €1, «uou.. , T = €.

Pour tout indice 1 < j < n, en prenant & = €, et en appliquant la définition des f; :

. 0 lorsque i # j,
fi(€5) = T
1 lorsque i = j,
on obtient :
aj =0 (V1<j<n).
En définitive :
a1 fit - an fu =0 — a1 = =ay, =0,

ce qui montre bien que la famille { fi, ..., f,} est libre.
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En conclusion, cette famille constitue une base de £*, ce qui acheéve la démonstration.
Notation 10.2. On nomme { f1, ..., f,} base duale de {€1, ..., ¢&,}, et on la note plutdt
{61*, RN
Terminons ce chapitre par une représentation utile.
Observation 10.3. Pour tout vecteur ¥ € E, ona :
= fi@)é1+ -+ fulZ)én
=l (@er+---+ e () én.
Preuve. En effet, ¥ = x1€) + - - - + x,€, entraine, pour tout indice 1 < j < n:
[i(@) = @1 fi(€1) + -+ an fi(€n) = xj,
puisque f;(€;) = 0 pouri # j et f;(€;) = 1.
11. Exercices

Exercice 1. EE
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Matrices

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Introduction
2. Etude d’un cas particuler éclairant

Considérons d’abord deux espaces vectoriels F' et F, de dimensions respectives 2 et 3, sur un
méme corps K. On pourra penser, pour fixer les idées, que K = Rou K = C.
Soient aussi :

{ﬁ,ﬁ} une base de F,
{é’l,é'g,é'g} une base de E.
Considérons enfin une application linéaire f de F' dans F :
f e Z(FE),
c’est-a-dire :
F-L B

D’aprés un théoréeme qui a déja été vu dans un chapitre qui précede, f est déterminée de fa-
con unique des que I’on fixe les images f(f1) et f(f2). Donnons-nous alors ces images par leurs
coordonnées dans la base {é’l, €o, é’g} de F:

f(f1) = ai1€1 +az1 € +as €3,

f(f2) = a12€1 + az2 € + asp €3,
ouaini,...,asz2 sont certains nombres bien déterminés appartenant au corps K.

Pour tout vecteur & € F', considérons ses coordonnées dans la base { fl,é} :
T = z1 f1 + 22 fo
Son image f(Z) =: i est un vecteur 3 € F dont nous désignons par y1, y2, y3 les coordonnées dans
la base {6?1, €o, 53} :
¥ = y1€1+y2€2 + Y3 €.

Or on a aussi, puisque f est un homomorphisme linéaire :

y = f(@)
= z1 f(1) + 22 f(f2).
En remplagant alors f( fTi) et f( ﬁ) par les valeurs précédemment choisies, nous obtenons :
¥ =z (a11 € + a1 & + asy &) +

+ 22 (a12€1 + az22 €2 + az 2 €3),
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et par conséquent, nous déduisons par identification que :
Y1 = a1,1T1 + a2 T2,
2.1 Y2 = a2,1%1 + az2 T2,
Y3 = a3,1 T1 + a2 r2.
Terminologie 2.2. Ces relations se nomment équations de f par rapport a la base { ]?1, f;} de F' et

a la base {51, €o, 53} de E.

Ces équations sont caractérisées par les coefficients a; ; rangés sous forme d’un tableau :

a1 aiz2 1<j<2 colonnes
az1 422 = ( J) o

1<i<3 lignes
as1 as;2

Terminologie 2.3. Un tel tableau se nomme matrice a 3 lignes et a 2 colonnes. Ses €léments a; ; se
nomment termes ou entrées de la matrice.

Convention 2.4. Dans (ai7 j), le premier indice 7 concernera toujours ! les lignes, et le deuxieme
indice j concerne toujours les colonnes.

Mais les lettres peuvent changer ! On pourra aussi écrire parfois :
1<i<2 colonnes
(G/Jﬂ') . . *
1<j<3 lignes

Observation 2.5. Pour chaque 1 < j < 2, la colonne de rang j de la matrice est constituée par les
coordonnées, dans la base {é’l, €s, é'3} de E, de l'image f(f;) du vecteur f; de rang j dans la base

{fi,fg}deF.

Nous pouvons abréger la dénomination des deux bases :

Bp = {fiaﬁ}v
By = {&1,6.8).

Terminologie 2.6. On dit aussi que la matrice est associée a f par rapport a la donnée simultanée
de la base By de I’ et de la base Br; de E. On note alors cette matrice :

Matg ., (f) ou parfois simplement : Mat(f).
Toutefois, la théorie va démontrer qu’une unique application linéaire f € £ (F, E) peut donner

lieu a des matrices tres différentes quand on change les bases.

Réciproquement, si on se donne une matrice a 3 lignes et a 2 colonnes, dont les termes sont des
scalaires appartenant a KK, alors les relations (2.1) définissent une application f de F' dans F, car
tout vecteur Z € F, de coordonnées (z1, z2), est envoyé par cette application sur un vecteur § € F,
dont les coordonnées (y1, y2, y3) sont justement données par (2.1).

Une vérification fondée sur calcul simple montre que cette application f est linéaire de F' dans
E, c’est-a-dire f € Z(F, E). Par conséquent, si on désigne par .#3 2(K) I’ensemble des matrices
a 3 lignes et a 2 colonnes sur le corps K, on constate que 1’application :

g(F, E) — ./%372(K)
f— M(f)

est une bijection. Mais attention, cette bijection dépend du choix de deux bases By et B !

1. Sauf dans la Section 12.
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3. Passage au cas général

Maintenant que les premieres idées intuitives ont bien pénétré la douce cervelle de notre cer-
veau, nous pouvons généraliser ces notions a deux espaces vectoriels F' et £/ de dimensions finies
quelconque sur un corps K — penser que K = R ou K = C. Soient :

n = dimg F et m = dimg E.
Choisissons une base By de F':
Bp = {fi,for- - Ju}s
ainsi qu'une base Bg de F :
Bp = {51,52,...,€m}.

Exprimons tout vecteur & € F’ et tout vecteur i € E par leurs coordonnées dans B et dans B, :

n

3.1 F=xifitzafot - +anfn = Zl‘jfj,
j=1
m

(32) J=1@+pt -t ymen = Y v
=1

Un diagramme résume la situation.

Br = {fi,.., fn} Bp = {€1,...,ém
F 4 E
(w1, wn) (Y15 ym)
I<js<n I<i<m
n m
7= ;mjf]’- 7= ;yé’

11 faut bien faire la différence entre les vecteurs f;, T, €;,  qui appartiennent a des espaces vectoriels
et les coordonnées x, y; qui sont des nombres scalaires appartenant au corps K.
Ensuite, prenons une application linéaire de F' dans £ :

f e Z(FFE).

Nous savons que f est déterminée de facon unique deés que 1’on fixe les images :

FOF), f(f2) oenen. , F(fn)

des vecteurs de la base By de F'. Donnons-nous alors ces images par leurs coordonnées dans la base
Brde E:

—

(3.3) Vi<j<n: f(f]) = a1 €1+ az,j €y + -+ QU j Em.-
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Il y a donc n relations (3.3), que I’on peut écrire, d’une facon plus condensée :
m
f(fj) = Zameﬁ (1<j<n).
i=1

Tout vecteur ¥ € F, mis sous la forme (3.1), est envoyé, par I’application linéaire f, sur le
vecteur de F’ suivant :

J = f(@) = a1 f(fi) + -+ 20 f( )

n —
= > [(f))-
j=1
Cherchons les coordonnées de ce vecteur i/ dans la base Bg de E, ¢’est-a-dire mettons-le sous la
forme (3.2) ; a cet effet, remplagons les f( f;) par leur valeur donnée par (3.3) :
n

j= i f(f)
j=1

(3.4) = Z xj Z a; j €

j=1 i=1
m n

=) <§ am’%’) €i;
=1 j:l

ol nous avons utilisé les propriétés d’associativité et de commutativité de 1’addition vectorielle ainsi
que celles de la multiplication par des scalaires, et par conséquent, une identification donne :

n
yi = Y aij (1<i<m).
7=1

Nous avons ainsi obtenu les coordonnées (y1, . . ., Y ) du vecteur § = f(Z) dans la base Bg de E,
ce qui s’écrit aussi de maniere détaillée :
Y1 = a1121 +a12T2+ -+ a1pn T,

Y2 = a21T1 +ag22T2+  + G2n Tn,
3.5

Yn = AOm1 21+ Am222 + -+ + Gmn Tn-

Terminologie 3.6. Ces m équations a n variables x1, . . ., x,, se nomment équations de f par rapport
aux bases B de I’ et B de E.

Elles peuvent aussi se représenter sous la forme :

1 a1l ar2 - G1n x1
Y2 a1 a2 -+ G2n x2

- . . . y
Ym am,1 Gm2 - Ommn Tn

et il est clair qu’elles sont caractérisées par le tableau de nombres scalaires :

a1 ar2 - Alp
az1 G22 -+ A2p

Gm,1 Gm2 **° GOGmn
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Terminologie 3.7. On nomme un tel tableau matrice a m lignes et a n colonnes. On dit aussi que
cette matrice est associée a f par rapport a la base Br de F et a la base Bg de E, et on la note :

(f) 1<j<n colonnes
Matg .. = (ai > .
FoE J 1<i<m lignes

Voici pour commencer une belle petite matrice a 3 lignes et a 3 colonnes :

a4 4
A=| a, a, ay

a3 Ay 4y

Ensuite, voici une représentation de la matrice générale a m lignes et a n colonnes, dans laquelle
on fait bien voir comment le premier indice a; , augmente en descendant, tandis que le second indice
a, ; augmente pendant qu’on progresse vers la droite (sans gilet jaune — tenu correcte exigée !).

matrice mxn

a;; ncolonnes n columns

=
=

.m ncreasing
lignes a a a ;
11 12 13 - - - n
' ' a o (4]

¥ 11 12 13

a1 Az Qz3 - -- m
rows f (lzl ﬂzg ﬂ23 LR

ds1 @32 Q33 - - - i

g ay dy, Uy
a i

m.n : : :

Et avec la méme chose en version anglaise pour ceux qui aiment les cours de langue Polytech ! Et
les bonnes couleurs flashy | Welcome to London !

Observation 3.8. Pour tout indice 1 < j < n, la colonne de rang j de cette matrice est constituée

par les coordonnées, dans la base By de E, de I'image f( f;) du vecteur f; de rang j de la base
BF de F':

a1 a2 o Qip

az1 a2 - A2p
(@ig) = | . . . : O

m,1 Gm2 - Ommn

) fR2) o f(w)
Réciproquement, si on se donne une matrice a m lignes et a n colonnes, les formules (3.5)
définissent une application f de F' dans F ; en effet, a tout vecteur & € F' de coordonnées 1, ..., x,
dans la base B, les formules 3.5 font correspondre un vecteur i/ € E de coordonnées ¥1, . .., Ym

dans la base Bp. Ce vecteur § est donné par la relation (3.4).
A partir de cette relation (3.4), on peut prouver que cette application f est linéaire ; si on pose :

m
0= ai;& (1<j<n),
i=1
il est facile de voir que, pour tout indice j, on a l; = f( f;), et les relations (3.4) s’écrivent alors :

7= [@) =0,
j=1
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et, pour tous scalaires a et @/, et tous vecteurs Z et £’ de E,on a:

n n
af(@)+d f(@) =a) wl+d Y )i
j=1 j=1
n
= (azj+d )l = flaf+d &),
j=1
donc f est bien linéaire.
Notation 3.9. On désignera par :
Mo (K)

I’ensemble des matrices a m lignes et a n colonnes sur le corps K.
L’ étude qui précede permet alors d’énoncer le

Théoreéme 3.10. Deux bases Br et By, étant choisies respectivement dans deux espaces vectoriels
F et E, de dimensions n et m sur un corps K, il existe, par rapport a Br et B, une bijection
unique :

Z(F,E) — Mmn(K)
f— Matg,.B,,- O

4. Matrices de rotation en géométrie euclidienne planaire

Considérons I’espace vectoriel R? de la géométrie euclidienne plane. On sait que toute rotation
r autour de 1’origine est une application linéaire de R? dans lui-méme. On a donc F' = E = R2,
Choisissons les bases confondues :

Br = Bp = {i,7},

en termes des deux vecteurs de coordonnées :

Si « est I’angle de la rotation 7, on a :
r(i) = cosa-i+sina-j,
r(j) = —sina-i4+cosa-j.

La matrice Mat(r) associée 2 cette rotation dans la base {i, j } est donc :
Mat(r) = ( .
sinaw cos
(@) ()

Observons que la premiere colonne est constituée des coordonnées r (i), et la seconde colonne de

celles de r(7)

cos & —sina)
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Un vecteur général ¥ = 17 + 2 j devient le vecteur r(Z) =: y1 i + y2 7 défini par :
Y1 = COSa -1 — Sina - xg,
Yo = Sina -z + CoOS - Ta.

Enfin, remarquons que toute rotation 7 de R? est caractérisée par son angle de rotation a, et ainsi,
cette matrice Mat(r) est indépendante de la base orthonormée choisie.

5. Matrice ligne et matrice colonne

Soit toujours F' un espace vectoriel de dimension n > 1 sur un corps K. On sait que ce corps K
lui-méme est un espace vectoriel de dimension 1 sur le corps K, et que la base canonique de K est
constituée de I'unique vecteur 1 € K. Prenons alors comme espace vectoriel d’arrivée :

FE = K.

Rappelons que toute application linéaire de F dans K s’ appelle une forme linéaire. A tout vecteur
Z € F, une forme linéaire f € .Z(F,K) associe un scalaire f(Z) ; et, pour tous scalaires a et a/, et
tous vecteurs et ', ona :

flaZ+d2") = af(@)+d f(@).
Si on rapporte F' a une base By = {fi, ey ﬁ;} et K a sa base canonique Bx = {1}, on obtient,
pour image de ¥ = x1 fl +---tz, ﬁl le scalaire :
f@) =z f(f1)+ - +xn f(fn)
Pour caractériser f, il suffit donc de préciser les n scalaires :
ar = f(f1)y «ovenen.. , an = f(fn),

qui se nomment coefficients de la forme linéaire relativement a la base Br.
La matrice Mat(f) associée a f dans ces bases B et Bg comporte alors 1 ligne et n colonnes :

Mat(f) = (a1 as ... an)

c’est-a-dire :

y:(a1 az - an) . = 1T+ a2x2+ -+ ap Ty
Tn

Ensuite, soit £ un espace vectoriel de dimension m > 1 sur un corps K, et soit f: K — E
une appplication linéaire. Ainsi, on choisit F' := K. L’image d’un scalaire x € K est un vecteur
f(z) € E. Rapportons K a la base canonique Bx = {1}, et E a une base By = {€1,...,6p}.
Alors :

r=uz-1 = f(z) =z f(1).
Pour caractériser f, il suffit par conséquent de préciser I'image f(1) par ses coordonnées dans By, :
f(1) = a1é1+agéa+ -+ am .
La matrice associée a une telle application posseéde donc m lignes et 1 colonne :

a
a2

Mat(f) =

am
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Ainsi :
Yy = a1
Y1 ap ’
Y2 as Y2 = a2,
. = . (x> s
Ym 4m Ym = Gy T.

6. Espace vectoriel .7, ,,(K)

Commencons par définir I’addition des matrices. Dans I’ensemble .4, ,(K) des matrices a m
lignes et a n colonnes sur le corps K, nous allons définir une addition de telle sorte que la bijection
[ Mat(f) de Z(F, E) sur My, »(K) soit un isomorphisme linéaire.

Pour simplifier les notations, nous désignerons la matrice par son terme général simplement mis

entre parentheses :
1<j<n colonnes
1<i<im lignes

Ici, rappelons que le premier indice 7 décrit les lignes, tandis que le second j décrit les colonnes.
Soient f et f’ deux applications linéaires de F' dans F, rapportées a deux bases Br et B, :

Br = {fi,..., fa},
By = {61,...,€m}.
Soient aussi les deux matrices associées, dans ces bases, a f eta f’:
M(f) = Matg,,(f) = (aij),
M(f') = Matg,p,(f') = (ai;)-

Elles appartiennent a .#,,, ,(K). Ainsi, on a :

m

f(f) = Z @i;j € (1<j<n),
i=1
m

() =D a;é (1<j<n),
i=1

Par définition de la somme f + f’ vue au chapitre qui précede, on a :

(f+ 1)) = Z @i eﬁZ @5 €

—

m
:g aw—i—a ej (I1<j<n).
=1

Par conséquent, la matrice associée a f + f’ est :
, 1<j<n colonnes
Mat(f +f ) = (az,] + CL )

1<i<m lignes

Ceci justifie la

Définition 6.1. A tout couple (a; ;) et (] ;) de deux matrices de .#, ,(K), on associe une matrice
de A, »n(K), nommée somme de ces matrices, noté et définie par :

(ai,j) + (a;j) = (ai’j + a;j).
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/ / /

a1 ai2 o Qlp ayp Qro -0 G1g
/ / /
( ) + ( / ) a271 a272 T a27n + a2,1 a2,2 e a2,1’L
Q; 5 a; ;) = . . . .
’ »J : : .. : : :
/ / /
amal am72 T amzn am,l am,Z U am,n
/ / /
ajl+ay; a2t aps 0 A1t ay,
/ / !
a1 +az1 G22+ a9 G2, T A,
! / !
am,1 + Am1 Gm2 + Ap2 " OGmn + Amon

Ainsiona:
Mat(f) + Mat(f’) = Mat(f + f').
La bijection f — Mat(f) de .Z(F, E) sur #,, (K) est un isomorphisme pour I’addition. Par
conséquent :
Lemme 6.2. .#,, ,(K) est un groupe commutatif pour I’addition. O

L’élément neutre est la matrice nulle, i.e. celle dont tous les m n éléments sont nuls, et on la
notera 0. L’opposé d’une matrice est tout simplement :

= (aiy) = (= aiy).

Ensuite, définissons la multiplication des matrices par un scalaire. Soient donc :

feZFE) et A e K
Par définition de 1’application linéaire A f vue au chapitre qui précede, on a :
m
)= ai; = (AN = Z Aaij) €
i=1 1=1

s Calcul de la matrice LA

( 311  er eer ... | 3ln ] ( Aaip ... ... Aaip ]
821  cer eee ... | a2p a1 ... ... Aazp
\ _ .
ajj e e . Aajj
apl .- .. ... [pn Aapr ... ... Aapn

Par conséquent, la matrice associée a (\ f) est simplement la matrice dont tous les m n termes
()\ a;, j) sont multipliés par A, ce qui justifie la

Définition 6.3. A toute matrice (aL j) de 4, n(K) et a tout scalaire A € K, on associe une matrice
de A, »(K), nommée produit de (aa j) par A, notée et définie par :

)\(am) = ()\aijj)

1<j<n colonnes

1<i<m lignes
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Ainsi, nous avons :
Mat(X f) = AMat(f).
Par conséquent, nous pouvons énoncer en résumé un

Théoreme 6.4. La bijection :
f— M(f)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. O

7. Multiplication des matrices

Apres 1’addition et la soustraction, que pourrait-étre la multiplication des matrices ?

La seule réponse candidate a cette question s’inspire de la composition des applications linéaires.
Il n’y a donc pas a proprement parler de « multiplication », notamment il n’y a en aucun cas multi-
plication terme a terme des éléments de deux matrices données — il faut s’interdire de faire cette
bétise ! Honte, fatale, a I’étudiant(e) idiot(e) de Polytech qui la commettrait !

Au contraire, le bon concept de multiplication va s’inspirer de ce qu’il se passe en présence de
trois K-espaces vectoriels.

En effet, soit un troisieme K-espace vectoriel G de dimension finie :

p = dimg G,

et soit un diagramme de composition de deux applications linéaires :

fog
G J F ! E.

Dans le chapitre qui précede, nous avons vu qu’une telle composition préservait la linéarité :
(g e (G, F) e e L(F E)) — fog e Z(G,E).

Choisissons aussi trois bases quelconques de G, F, E' :

Bg = {g},...,g'p},
BF = {fia"'vﬁl},
By = {@1,....en).

Relativement aux deux paires de bases Bg, Br et Br, B, soient aussi les deux matrices de ces
deux applications linéaires :

1<k<p colonnes

Mat(g) = (bj k) et Mat(f) = (%‘)

1<j<n lignes

1<j<n colonnes

1<i<m lignes

Observons, car cela sera important, que le nombre n de lignes de Mat(g) est égal au nombre n de
colonnes de Mat( f), puisque la balle vectorielle F' de dimension 7 est au centre !
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Avant de poursuivre, élaborons un diagramme synthétique qui nous fera office de GPS dans cette

forét algébrique.

9(Gk) = Z bj,kfj
j=1

BG:{glaagp} BF:{ﬁ,,ﬁ} BE:{gl,,gm}
G ! F d E
(Ul, 7un) (.Tl, 7$n) (yb 7ym)
1<k<p 1<j<n 1<i<m
P n . m
7= w = 2 f; 7= ué
k=1 J=1 i=1
On a évidemment :
Mat(f) € Mmn(K) et Mat(g) € A, p(K).
Dans la concaténation, I’entier n va disparaitre :
(mn()np = (mp-
On a évidemment aussi :
Mat(f og) € Mmp(K).
Maintenant, écrivons les actions de f et de g dans ces bases :
m
F(F) = ai;é (1<j<n),
i=1
(1<k<p),

et pour déterminer 1’action de 1’application composée f o g: G — E, commengons un calcul trés

important qui utilise franchement la linéarité de f :

fog(g) = fl9lGr) = f(Z bjk f?)
j=1
= > bk f(f7)
j=1

n m
=D ik ) ai;é,
=1 i—1
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et ensuite, utilisons la commutativité de la sommation / addition afin de réorganiser cette double
somme en regroupant les termes multiples de chaque vecteur é; :

fog(@) =) ( bk %’) €
j=1

=1
(5= 5ol zz(zai,jbj,kﬁ,
=1 =1
z
= Cik

et par conséquent, si nous posons comme cela vient d’étre souligné par en-dessous :
n
Cik = Z ai,jbm (1<i<m, 1<k<p),
j=1

nous obtenons une représentation adéquate de 1’action de f o g sur les vecteurs de la base B de G :
m

fog(ge) = Zci,kéi (1<k<p),
i=1

ce qui nous permet de conclure que nous venons effectivement de calculer la matrice de cette com-
posée f o g dans la paire de base(kets ?) Bg, B !

Ay G een dyy by bp - by - by Cy €2 - O Cip
Ay Gy v Oy by bn v b by |5 €n €x ~ Cx ™ Cp
: ay ap oG SRR R | T SR -
* - J)l'" hl'l: bl'lk bnp
P ilﬁk:f..l mns
A Qgp "7 Ay L Cm Cme Cnk Cmp |
i | . y
n :'|||.|Y1|‘_\ . B p columns
C
Tout ce beau travail de calculs utiles justifie alors la
Définition 7.1. A toute paire de matrices de taillesm X netn X p:
1<j<n 1<k<p
(aZ-,j) et (bj,k>
1<i<m 1<j<n
dont le nombre n de colonnes de la premiére coincide avec le nombre n de lignes de la seconde, on
associe une matrice :
1<k<p 1<jsn, 1<k<p
(C@k) = (%j) _ (bj,k) -
1<i<m 1<i<m 1<y<no

appelée multiplication de (a; ;) par (bj ), dans laquelle a disparu le nombre 7, et qui est définie

par :
. n
( 1<j<n, 1<k<p
ai,.) (bkz) = E i j bk
o ]:1

1<k<p

1<i<m
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¥
(mxn)-(nxk)=(mxk)
RA

product is defined

Matrix

>

Matrix
B

7 4 9
8 1 5
?

[£2 columns =% Rows |

I BMYTRLL MMM

lyon N N
o U W

4 rows 3 Columns
Dimension of Product Matrix
4 x3

Malheureusement, plusieurs mises en garde doivent étre formulées.

A Cela n’a aucun sens de composer g o f, puisque f arrive dans F, tandis que G part de G # FE.
C’est seulement f o g qui a un sens, car nous avons fait I’hypothése que g arrive dans I’espace F', et
que f part du méme espace F'.

[ L2 colufnns £ L3\RQW55_|

/4vdws 5 Coh)g

A Par conséquent, la multiplication de matrices dans 1’autre sens (bj,k) . (am) n’a pas de sens
en général, y compris parce qu’il est absolument nécessaire d’avoir coincidence des nombres de
colonnes et de lignes qui ont été soulignés dans 1’encadré ci-dessus, sachant qu’on n’a pas en général
p=m.

A\ Méme lorsque p = m = n, cette multiplication de matrices n’est en général pas commutative,
comme le montre I’exemple :

0 1 11
(0D e e (3)),
qui oblige a constaterque A- B # B - A :
A.B — 0 1 11y (0-141-0 0-14+1-0} (0 O
10 oo/ \1-1+0-0 1-140-0) 1 1)’
B.A— 11 01y _ (1-04+41-1 1-1+1-0\ (11
- \0 0 10/ \0-0+0-1 0-140-0)  \O0 0)°
A\ Aussi, bien qu'on parle de multiplication de matrices, 1’analogie avec la multiplication des
nombres réels est plutdt trompeuse !

O~ R O
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A Tl vaudrait mieux dire « composition» des matrices, puisqu’on compose des applications li-
néaires.

Maintenant, voici de nombreuses schématisations, dans des notations parfois différentes, de
la maniere dont les colonnes de la matrice a droite (bjyk) se rabattent sur les lignes de la ma-
trice a gauche (am), en tombant comme des sapins géants coupés par un impitoyable blicheron-

mathématicien (le prof, donc...).
Commencons par la meilleure de toutes ces illustrations. Elle a probablement di demander plu-
sieurs jours de travail au pauvre malheureux auquel elle a été volée sur internet !

| B: prows g columns

|r el '1
{
.-—1&?]‘]—" b|;\ b"i’
i-‘ /,- ‘*-\
|——bar| b by
N
A
pe pq
g /
II
all C12 Clg
T T —'—..
| am) amn | [ Aapi | €1 | €22 | Cag
- \« \ _,/J AN A
fn [LF] aup Cril Cp2 '5.lrr{
\ J \ J
A nrows P columns C=AxB:nrows ff columns

Et comme elle est assez complete et complexe, il s’avere utile d’examiner d’autres illustrations
plus simples qui permettront de se former les bonnes intuitions de la multiplication entre matrices.
Que doit faire I’étudiant ? Il doit étudier ! Alors on lui montre plein de figures pour qu’il les éfudie.
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Oui, quelque chose se rabat de la verticale vers 1’horizontale, afin de s’accoupler comme deux
ADNs : c’est cette intuition dynamique qu’il faut conserver en mémoire, la plus riche d’entre toutes.

Passons maintenant a des illustrations moins dynamiques, bien que présentées en couleurs.
Quand n = 1, un seul sapin & droite tombe au sol a gauche.

[1 2 0)|2|=1x5+2x2+0x3=9 [1 2 0|3 |=1x1+2x3+0x4=7

[4 3 -1]|2|=4x5+3%x2-1x3=23 [4 3 -1]|3 |=4x1+3x3-1x4=9

F1

¥a .
XTYZ[M S T ‘xn] :x1y1+‘x2y2+“'+'xnyn:E‘xi.yi

=1

Y

Voici encore de belles illustrations numériques. Exercice impératif : vérifier qu’il n’y a pas d’er-
reur de calcul ! Une premiére :

Gupic ] 2 3 o) 11])[12)

& B & 13 14| 157
-

- d 3 g 1€ 1+ ¥
—

34 Ix|+2x4+3%x R
2O 4y ;,.yi}ﬂllu R AIE S
18)

clé
B8 men + +9%I>
daxy

Une deuxiéme :
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3 3 0-10 8 -5 98 84

o 4 -7 89 -83

9 3 3 8 1 -8 13 30
1 -9

(-3)(-8)+3(-4)+0*11+(-10*11)=-98

3 3 0 -10 8 -5 98 84

7 6 9 2 4 -7 89 83

9 9 3 -8 1 -8 19 30
1 39

7%(-8)+(-6)(-4)+9*11+2*11=89

Une troisieéme :

% ‘3lig 1 2(9)+3(6) 2(=3)+3()

s 7
136 -3

Final answer

{—1 4}{9 —3}_{(—1)(9%4(6) =DE3)+ (M

Sur le plan formel, c’est-a-dire quand les termes d’une matrice ne sont pas des nombres entiers
explicites, mais des lettres, la multiplication de deux matrices 2 x 2 est la suivante.

a b e f ae + bg| af + bh
X =
C d g h ce +dg| cf + dh
A B c

Observons ici dans un cadre formel général que le produit dans un sens, puis dans un autre sens,
de deux matrices 2 x 2 :

a b e f\ _ (ae+bg af+bh
c d g h)  \cet+dg cf+dh )’
e f a b\  [ea+ fc eb+ fd
g h ¢c d)  \ga+hc gb+hd )’
ne peut donner le méme résultat que lorsque les 4 équations suivantes sont satisfaites :

ae+bg = ea+ fe, af +bh = eb+ fd,
ce +dg = ga+ he, cf +dh = gb+ hd,

et il est intuitivement clair que pour la plupart des choix possibles de nombres rationnels :

a/7b7c7d767f’g’h6@7
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ces quatre équations ne sont pas satisfaites, et ainsi, le produit entre les deux matrices correspon-
dantes n’est pas commutatif. Evidemment, en dimension n > 3, ce sera encore pire! Il y aura
encore moins de chances que le produit entre deux matrices quelconques soit commutatif !

Or lorsqu’il s’agit de deux matrices 3 x 3, les choses se corsent. Voici ce qu’on écrivait lors du
précédent millénaire, a Chicago, avec une vraie machine a écrire, ses touches en plomb, la cigarette
entre les dents, et le gun a portée de main.

lelg ey}

To o

(e N ?]
®

he - R

a 3w

HOH
I

aj + bm + cp ak + bn + ¢g al + bo + cr
dj +em + fp dk + en + fg dl + eo + fr
gj + hm + ip gk + hn + ig gl + ho + ir

Voici le méme produit dans un style plus contemporain, volé, lui aussi, sur internet, sans ver-
gogne, et qui a des couleurs plutot discretes.

@yq X byy + @33 X byy +@y3 X b3y =€y

ajy a2 ay byy b2 b1z €11 c12 c13
an ax az| X [bay bx bu| = |cn c2 e
31 3y g3 bay by by €31 €32 €33

Certaines fois, on peut multiplier des matrices dans les deux sens, par exemple une matrice 3 X 2
que multiplie une matrice 2 x 3, ainsi que dans 1’autre sens :

a1l aip b
’ ’ 1,1 big bi3
A = az1 a2 y B = b b b s
2,1 022 023
az1 a3z2

d’ol :
a1,1bi,1 +ai2ba1 aiibio 4+ ai2bao ar1biz 4+ aiba3
A-B = | a21bi1 +az2b21 a21bi2+asobaa az1biz+az2baz |,
az b1 +aszpba aznbi +azgbaa az1biz+azabaz

B.A— bijaig +bipazy +bizazn bijaiz +bipaza + b1 3a32
baaiq + bapazy +bazazy  baiaiz + bapaza + bazaz 2

Voici encore deux autres illustrations intuitives en petites dimensions :

B

Dot Product

Al Hi @
i () 7 1 4

]
11

O «——
| |

Et encore une :
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Multiply Matrix A x B = MATRIXB =

Row of A=1 b(1,1) b(1,2) |b(1,3)
Col of B=3
Therefore, b2 b22)b(2.3)
Row of C =1

b(3,1) b(3,2
Col of C=3 (31 B(32)p(.3)

- -
r~ =N
a(i,1) a(1,2) a(1,3)|] ] <ty c2)
a(2,1) a(2,2) a(2,3) c(2,1) ¢(2,2) c(2,3)
a(3,1) a(3,2) a(3,3) c(3,1) <(3,2) <(3,3)
MATRIX A “~ ANSWERC =~

<(1.3) = [a(1.17p(1.3)] + [a(1.2)b(2.3)] + [a(1 3yb(3.3)]

Enfin, redonnons un graphique en dimension quelconque :

column j

a1l @42 413 ... Qign b1 ha bin
TOW 2~ a1 dg m ... din || 0| big bz bin | =
flpi anp2 {Ap3 ... dpn lhnl Elng bnn
Ci1 €12

entry on row ¢
column

Anr| Az |- [Ass [ ay b1 ]
s 9 | b |
Azl Az Ay e , | hon |
R [ i i
As1| Asz | |Ass l am1 Am2 ' OQmn J [ bt bz -+ bgn J
B11| B12 |-+ [Bis
B21| B2z |- |Bas
le Bsz e Bss ’V cl1 €12 Cln \‘
€1 €93t Cop
Cia| Coz[-+- |Cas i i
C21 C22 .," C2S [ Cml Cm2 ' Cmn J
Co1| Gz [ |Css ‘-__m--_-f_;,; C=A+ H‘

Voila, une fois terminé cet interlude joyeux et fou, reprenons le chemin de la théorie austere et
froide, le dos courbé, la cervelle en surchauffe, et le stylo droit comme un I.
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Par définition de la multiplication matricielle, on a :

Mat(f)Mat(g) = Mat(f o g).

Maintenant, si H est un quatrieme K-espace vectoriel de dimension finie ¢ > 1,etsih: H — G
est une troisieme application linéaire, de telle sorte qu’on a le diagramme :

H h G J F d E,

le fait que la composition d’applications entre ensembles est associative :

[fogloh = folgoh],

implique immédiatement que la multiplication entre les matrices correspondantes est associative :

[(aig) - (aa)] - (ena) = (aiy) - [(bs) - (ere) ]

oll, comme on 1’aura deviné :

1<4<q colonnes
( ) — Mat(h).

1<k<p lignes
Ainsi, avec quatre entiers g, p, n, m = 1, pour trois matrices quelconques :
M e My n(K), M' € My p(K), M" e M, ,K),
bien qu’on n’ait pas commutativité de la multiplication, on a au moins associativité :
[M-M']-M" = M- [M-M"].

De plus, on déduit de propriétés déja vues dans le chapitre qui précede que la multiplication
matricielle est distributive, a gauche comme a droite, par rapport a I’addition matricielle. Plus pré-
cisément, étant donné deux paires d’applications représentées par le diagramme :

91 fi

G 92 F fo E’

on a toujours :
fio(gi+g92) = fiogi+ fiogo,

(fi+ fo)ogr = fiogi+ faog,
et on en déduit que pour toutes matrices :

]\4’17 M2 € %m7n et M{, Mé (S %n7p,
on a ladite distributivité :
My - (M{ 4+ Mj) = My - M{ + M; - My,
Enfin, pour terminer cette section, revenons a 1’écriture matricielle (3.5) des applications li-
néaires :
n
Yi = Zai,jmj (1<i<m).
j=1
Comme nous I’avons implicitement anticipé, ces formules peuvent s’interpréter comme multiplica-
tion matricielle. En effet, introduisons les deux matrices colonnes :

T 1
€2 Y2

Tn Ym
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qui sont la matrice X des coordonnées du vecteur & dans la base By de F, et la matrice Y des
coordonnées du vecteur i/ dans la base By de F.

D’apres la définition de la multiplication d’une matrice de .#, (K) par une matrice de
Mrn1(K), les formules en question expriment que pour tout indice 1 < ¢ < m, la coordonnée
y; est le terme de la ligne 7 de la matrice produit de A := (am) par X, et par conséquent, on peut
écrire ces m équations d’un seul bloc comme simple produit matriciel :

Y1 a1 a1 ot Gpl r1
Y2 a2 a2 -+ Gp2 1)
Ym 1ym A2m  *° OGpm In

D’une fagon condensée, nous pouvons aussi abréger le tout sous une forme :
Y =A4-X,
qui est la traduction matricielle de la relation j = f(Z).

De méme, I’application g: G — F, a savoir la relation ¥ = g(), s’écrit sous forme conden-
sée :

X =BT,
et sous forme de polystyréne expansé comme :
1 big b2 bp.1 uy
x9 bio boo bp,2 U2
Tn bl,n b2,n T bp,n Up

Observons avant de changer de section que la composition s’écrit en abrégé :
Y=A-X=A4-B.U,
=:C
c’est-a-dire avec tout le polystyréne qu’on aime et qu’on Dior-adore en se roulant dans le pop-corn :

Y1 ai1 Gzl ccc Apg bii ba1 -+ bpa up
Y2 a2 G2 cc Ap2 bio baa -+ bpa U
Ym A1m  G2m  *°° Anm bl,n b2,n ce bp,n Up

multiplication matricielle

8. Anneau des matrices carrées d’ordre n
Quand m = n, ’ensemble .#,, ,(K) = .#, ,(K) jouit de propriétés particulieres.

Terminologie 8.1. On appelle matrice carrée toute matrice dont le nombre de lignes égale celui des
colonnes. Ce nombre s’appelle ordre de la matrice carrée. L’ensemble des matrices carrées sur le
corps K sera noté :

My (K) = My, n(K).

Ainsi, une matrice carrée d’ordre n > 1 est associée a une application linéaire f € £(F, E)
lorsque :
n = dmF = dmE.
Cela est en particulier le cas lorsque F' = E, avec n = dim E. Si, dans ce dernier cas, on choisit
une base By de E, I’application f — Mat(f) est une bijection de .Z(E) sur ., (K).
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Cette bijection est un isomorphisme pour I’addition :
Mat(f + g) = Mat(f) + Mat(g),
et c’est un isomorphisme pour la multiplication, ou composition :
Mat(f o g) = Mat(f) - Mat(g).

Ici, les multiplications, comme les additions, sont des lois de composition internes, a savoir on

f+g € M (K),
fog € .///H(K)

Or nous avons vu au chapitre précédent que £’ (F) est un anneau a élément unité. Par isomorphie,
on peut donc énoncer le

fr 9 € M(K) E

Théoreme 8.2. L’ensemble .#,,(K) des matrices carrées d’ordre n sur K est un anneau a élément
unité. (]

Rappelons que nous avons, a deux reprises, insisté sur le fait que cet anneau n’est pas commu-
tatif.

L’élément unité de cet anneau n’est autre que la matrice qui correspond a 1’application identité :

d: F — FE
T — T,
et dont la matrice est (exercice) :
1 0 0 0
010 0
Mat(ld) := I, := 001 0
0 0 0 1

9. Matrices scalaires, diagonales et triangulaires

Commencons par introduire un objet mathématique qui permet souvent d’économiser et de
contracter I’écriture des textes.

Notation 9.1. On appelle symbole de Kronecker les quantités d; ;, définies pour des paires d’indices
1<4,5 <n,par:

5 1 lorsque 7 = j,
Wi {0 lorsque i # j.

Il est symétrique par rapport a ses deux indices :
5j,i = 51'7]' (1<i,5<n).
En ces termes, nous pouvons alors écrire la matrice identité sous forme trés condensée :
10 --- 0
01 --- 0
In = (5i’j ) Do . :
00 --- 1



134 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud, France

Observation 9.2. Dans I’ensemble #,,(K) des matrices carrées de taille n x n, la matrice identité
est ’élément neutre pour la multiplication de matrices :

A-I,=1,-A=A (VA€ n(K)),
c’est-a-dire :
ail a2 ‘- Gln 10 - 0 a1 ai2 o+ Qi
a1 G2 -+ QA2p 01 - 0 a1 a2 -+ QG2n
. . . - . . P
ap1 Ap2 - 0Qnn 0 0 1 an1 An2 - Aapn
ainsi que :
10 -0 ai1l a2 0 Ain ai1 ai2 0 Aip
o1 -0 ag1 Q2 -+ G2n a1 Q22 -+ G2
. = O
00 --- 1 Gn,1 Gn2 - Qnn an,1 Aan2 - QAnn

Introduisons maintenant les matrices scalaires. Comme précédemment, soit £/ un espace vecto-

riel de dimension n > 1 sur un corps K. Soit A € K un scalaire fixé, et soit ’homothétie de rapport
A

fr T — AT,
Choisissons aussi une base de E :
By = {61,...,€n}.
Onadoncpourtoutl < i< n:
f(&) = Aéi.
Dans la matrice associée Mat(f), la colonne de rang ¢ est constituée de zéros, sauf a la ligne 7 ou

I’élément vaut .
Par conséquent, en introduisant les symboles de Kronecker, nous avons :

Mat(f) = (Adij) = M,

ce qui s’écrit sous forme détaillée :

A0 0 1 0 --- 0
Mat(f) = L . = A
0 O A o0 --- 1

Terminologie 9.3. La matrice Mat(f) € .#,(K) d’une homothétie f = \Id se nomme matrice
scalaire.

On peut vérifier que la matrice scalaire, associée a une homothétie de rapport \, est indépendante
de la base B choisie pour E.

Passons maintenant a des matrices un peu plus générales, au sens ou leurs éléments non nuls ne
sont pas tous égaux a un méme scalaire .

Définition 9.4. On appelle matrice diagonale toute matrice carrée dont tous les termes sont nuls en
dehors de la diagonale principale. L’ensemble de ces matrices sera noté :

D, (K).
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Si on se donne n éléments scalaires :
ay, as ..., a, € K,

dont certains peuvent éventuellement étre nuls, il leur correspond une matrice diagonale :

ap 0 - 0
0 0
Diag(a1,az,...,an) = (a;d;;) = : ‘1.2 .ot
0 0 - ap

Les matrices scalaires sont alors des matrices diagonales (tres) particulieres dans lesquelles tous les
éléments diagonaux a; = A avec 1 < ¢ < n sont égaux a un méme et unique scalaire.

Observons qu’on peut tout aussi bien écrire en changeant a; —— a; grice a la symétrie du
symbole de Kronecker :

Dlag (al, ag, ..., an) = (aj 6i,j).
Proposition 9.5. L’ensemble des matrices diagonales d’ordre n est un sous-anneau commutatif de
My (K).

Etre un sous-anneau signifie étre stable par 1’addition et par la multiplication.

Démonstration. En effet, I’addition de deux matrices diagonales est clairement une matrice diago-
nale :

(a:6:) + (a}0) = ((ai+a}) o).
Ensuite, nous affirmons que le produit de deux matrices diagonales est encore une matrice dia-
gonale, ce que I’on peut représenter par 1’équation complete :

aj 0 0 bl o --- 0 a1b1 0 0
0 ay v 0 0 b2 0 0 a2b2 0
0O 0 - apn 0 0 - by 0 0 - apby

En effet, le calcul du produit de deux matrices diagonales quelconques :

Diag(al, . ,an) . Diag(bl, ey bn) = (CLZ' 5i7j) . (bj 6j,k)
[b; «— bi] = (ai 52‘7j) . (bk (S’k)

[Définition ] = <Z a; 04,5 by 5j,k)
j=1
e (CLi bk Z (52',]' (Sj’k),
j=1

fait apparaitre une somme de produits de symboles de Kronecker, qu’il faut comprendre — mais
cela est facile !

Parmi les n symboles d;1,...,0;4,...,0;, dans cette somme, seul J; ; = 1 est non nul. Par
conséquent, dans la somme, il ne reste que le terme pour j = i, et en remplacant alors j := ¢ dans
le deuxieme symbole de Kronecker, on obtient un réultat :

) ) 1<k<n colonnes
Diag(ai,...,an) - Diag(by,...,by) = (ai b 5i,k>

1<i<n lignes
= Diag(albl, cey anbn),

dans lequel un nouveau symbole de Kronecker fait bien voir une matrice diagonale.
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De plus, la commutativité de la multiplication devient évidente avec cette formule, car la multi-
plication dans K est commutative :

Diag (b1, ..., bs) - Diag(ai, . ..,a,) = Diag(biai,...,bnan)
= Diag(aibi,...,anby)
Diag(a1, ..., an) - Diag(br, ..., by). O

Maintenant, nous pouvons voir comment se comporte I’ensemble des matrices scalaires dans
I’ensemble plus grand des matrices diagonales.

Proposition 9.6. L’ensemble des matrices scalaires d’ordre n sur K est un corps, isomorphe a K,
et inclus dans I’anneau commutatif des matrices diagonales.

Démonstration. Comme plus haut, soit [,, la matrice unité, avec des 1 sur la diagonale, et des 0
partout ailleurs. Introduisons 1’application :
o: K — #,(K)
A — M,.
Elle est visiblement injective (exercice mental). C’est donc une bijection de K sur ’ensemble ®(IK)

des matrices scalaires.
Ensuite, on a :

PN +O(u) = Ay +ply = A+ p) I, = @A+ p),
ainsi que :
(b()‘) : (I)(M) = ()‘In) : (MIn) = ()‘M) I, = CI)()\,u),
ce qui fait voir que @ est bien un isomorphisme de corps. (]
Evidemment, toutes ces petites matrices diagonales sont beaucoup trop simplettes pour nous,

mathématiciens en herbe qui ambitionnent de travailler avec des matrices de taille 137 225 808 dans
lesquelles il y aurait peu de zéros.

Définition 9.7. Une matrice triangulaire supérieure d’ordre n est une matrice carrée dans .7, (K)
tel que tout terme situé en-dessous de la diagonale soit nul :

ai1 ar2 ar3 - Alg
0 a2 a3 -+ azn
0 0 a3,3 s CL37n
0 0 0 - awn

La notion de matrice triangulaire inférieure se définit d’une fagon analogue et trés évidente pour
notre intuition instantanée.
Ainsi, une matrice est triangulaire supérieure si et seulement si :
> == a;; = 0.

Notation 9.8. Le sous-ensemble de .7, (K) constituée des matrices triangulaires supérieures sera
noté :

In(K).
Proposition 9.9. .7, (K) est un sous-anneau de #,,(K).

Rappelons que cela signigie que I’ensemble des matrices triangulaires supérieures est stable par
addition et par multiplication.
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Démonstration. Tout d’abord, étant donné deux matrices :

(aij) € Tn(K) et (ai;) € Fn(K),
ce qui s’exprime par :
i > = (am =0 et aj;= 0),
il est clair que :
P> = aij+aj; =0+0 =0,

ce qui établit la triangularité supérieure de la somme matricielle :
) € Fn(K).

Pour ce qui est de la triangularité du produit de deux matrices triangulaires supérieures (a@ j) et
(bj,k), regardons :

(am + CL;”j

(1) 30) = (2 oustos) = (e

Nous devons établir que tous ces termes c; ;, sont nuls lorsque i > k.
Or si nous décomposons la somme Z;‘:l qui les constitue en deux morceaux astucieux :

1—1 n
ik = @i b+ > aijbik
j=1 j=i

~—~
jzi>k

dans le premier morceau, tous les termes s’annulent grice a la premiere hypothese que a; ; = 0

lorsque j < 1, et dans le second morceau, tous les termes s’annulent aussi, car pour eux, on voit que
J > k, et 'autre hypothese b; ;, = 0 lorsque j > k s’applique ! O

Remarquons pour terminer que I’ensemble des matrices diagonales est un sous-anneau de
In(K).
10. Matrices inversibles

Dans tout anneau commutatif A a élément unité noté 1 € A, on dit qu’un élément x est inversible
lorsqu’il existe un élément =’ € A satisfaisant :

xx =2z = 1.

On note alors :

Notation 10.1. L’ensemble des éléments inversible de 1’anneau A sera noté :
Invy.
Cet ensemble Inv4 n’est pas vide, tout bétement parce que 1 € Inv 4.
Lemme 10.2. Inv4 est un groupe multiplicatif.

Preuve. 1l s’agit de vérifier que Inv4 est stable par multiplication et par inversion, et cela est aisé.
En effet, puisque pour = € Inv4 ety € Inv 4, il existe des inverses = € Aety~! € A, sinous
calculons le produit :

(n) e = alyy ot = olot = 1

- . -1 _
nous constatons que xy € Inv 4, avec de plus I’information que (a:y) =y 'z



138 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud, France

Ensuite, il est clair (exercice mental) par définition que :
T € Invy — e Inv 4.

Ceci démontre bien que Inv 4 est un groupe multiplicatif. U

La multiplication entre matrices qui avait été notée jusqu’a présent avec un point () - (+) sera
autorisée a €tre notée sans aucun signe mathématique, comme c’est le cas pour la multiplication
entre scalaires A\ p dans le corps de référence K.

Définition 10.3. On dit qu’une matrice M € .#,(K) est inversible, ou réguliére, lorsqu’il existe
une matrice de ., (KK), notée M1, telle que :

MM =M'M=1,.

Rappelons que I’on note £ (F) = £ (F, E) I’anneau des endomorphismes d’un K-espace vec-
toriel F de dimension n > 1 sur un corps K. Choisissons une base Bg de E. Dans la bijection vue
a de nombreuses reprises :

L(BE) — Mn(K)
f o Mat(f),

entre f et sa matrice dans la base B, I’application identité Id € Z(FE) a pour correspondante
la matrice identité I,,. Ainsi, pour qu’'une matrice M soit inversible, il faut et il suffit que son
application correspondante f = fy; € Z(F) jouisse de la propriété analogue qu’il existe un
endomorphisme g € .Z(F), tel que :

fog=gof =1ld,
et on note :
g =[N

Ainsi, pour que f posséde un inverse dans .Z(FE), il faut et il suffit que f soit bijective.
Réciproquement, si f est bijective, alors f~! existe en tant qu’application, et :

Mat(f) - Mat(f~') = Mat(fo f~') = Mat(ld) = I,
Mat(f~') -Mat(f) = Mat(f ' o f) = Mat(ld) = I,.

Par conséquent, Mat( f) est inversible, et on a :

[Mat(f)] = Mat(f™').
Toutes ces considérations assez élémentaires peuvent maintenant étre résumées sous la forme
d’un
Théoreme 10.4. L’ensemble des matrices inversibles de #,,(K) est un groupe multiplicatif, iso-

morphe au groupe <7/ (E) C £ (E) des automorphismes linéaires de E. O

Notation 10.5. Dans I’ensemble .#,(K) des matrices carrées d’ordre n > 1, le sous-ensemble des
matrices inversibles sera noté :

I (K).
Le groupe de ces matrices inversibles sera appelé groupe linéaire a n variables sur le corps K, et il
sera noté :

GL,(K).
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11. Changements de bases

A plusieurs reprises, nous avons signalé que la matrice Mat( f) d’une application linéaire dépend
en général d’une base choisie dans les espaces vectoriels considérés — mais sans en dire plus. Cette
section est destinée a étudier cette dépendance en la base. Nous travaillerons avec .Z(E), c’est-a-
dire avec un unique espace vectoriel £ = F'.

Choisissons deux bases quelconques de E :

BE = {617627"'7671}7
/ =/ =/ —/
BE:{17627"'7677, .
Probleme 11.1. Connaissant les coordonnées (x1,x2, . .., y) d’un vecteur ¥ € FE dans la premiére
base B, déterminer ses nouvelles coordonnées (', 2%, . .., z!,) dans la deuxiéme base B'y,.

D’aprés un théoreme vu dans le chapitre précédent, il existe un unique endomorphisme f €
Z(F) qui envoie la base B sur la base B, ¢’est-a-dire tel que :

— =/ N o
f(el) = €61y e 5 f(en) = erlr
De plus, cet endomorphisme est une bijection, et ainsi, ¢’est un automorphisme de E. 11 en résulte

que la matrice de f dans toute base de E est inversible.
Donnons-nous alors la matrice de f dans la premiere base By :

n
el = f(&) = Z aj;€; (1<i<n).
j=1

Terminologie 11.2. La matrice (am) se nomme matrice de passage de la base B vers la base B,
et sera notée :

P = (aij).
Rappelons — au passage ! — que les colonnes de cette matrice P sont constituée des coordon-
nées des vecteurs images f(€}), f(€2), ..., f(€,) de la base Bg, ce que nous pouvons représenter

sous forme diagrammatique et intuitive comme :

a1l a2 v Aip
a1 G22 -+ A2qn
P = (aivj) = : : .. ’
an,1 An2 - QAnn
f(gl) f(€2) f(€7z)
en ajoutant la représentation explicite de ces images de vecteurs :
at,1 ai,2 a1n
az,1 a2,2 . a2.n
f(e) = . f(éy) = s e . flén) =
Qn,1 an,2 An,n
Soit alors un vecteur quelconque # € E, de coordonnées (x1, x2, ..., x,) dans la premiére base
BE .
n
T =umx€ +x28+ - +2,6, = E x; €;.
i=1
Cherchons les coordonnées (', 24, . .., x!,) de ce vecteur ¥ dans la nouvelle base B; :

n

o d ! =/ ! =/ ) ! =/

rT=1x1€61Fr9€+ -+, = E T €;.
i=1
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A cette fin, remplagons et calculons :

n n
§ — § ! =l
— IEZ 6Z' - xl' 62' —
i=1 =1

M:

- (Z)

(£ue):

n
. . ! —
[ «— j] = (Z Q5 iL'j> €;,

i=1 ~j=1

7

Il
.
s i M:

ou, pour des raisons notationnelles, nous avons permuté rigoureusement les lettres i et j a la dernicre
ligne, afin d’obtenir par identification des coefficients des n vecteurs €; entre les deux membres de
I’équation obtenue les relations :

n
/ )
xr; = E A 5 X (1<i<n),

qui expriment les coordonnées x, en fonction des coordonnées .

Ce n’est pas encore tout a fait la solution a notre probleme, qui demandait a I’inverse d’exprimer
les coordonnées x’, en fonction des coordonnées z,, mais nous pouvons toutefois exprimer ce que
nous avons obtenu avant de progresser plus avant.

En effet, au moyen des deux matrices colonnes :

/
T2 ’ 1’2

X = et X' = . ,
Tn x,

ces n équations scalaires qui reviennent a une équation incorporant un produit matriciel :

/
x1 a1 a2 vt Glp x4
/
x2 a1 G2 - Gap T
= . s
’
Tn Gn,1 Gn2 - Gpn x

n

peuvent alors s’exprimer de maniere beaucoup plus condensée sous la forme agréable :

Mézalorre — Mais alors pour recevoir X’ en fonction de X, il suffit de faire passer P a
gauche — comme I’ Assemblée Nationale en 1997 —:

PlXx = X',

et notre probleme est résolu !
Pas tout a fait, car cette équation sous-entend que nous sachions calculer I’inverse :

P = (ayy)

d’une matrice inversible P = (am-), et ce probleme de calcul s’avere tres difficile, y compris pour
les ordinateurs quand Ia taille n d’une matrice devient un peu grande.

En tout cas, il est absolument interdit de s’imaginer que I’inverse d’une matrice soit la matrice
idiote ( ) dont les termes sont les inverses, car nous avons insisté sur le fait que la multiplication

entre matrlce n’était pas la multiplication (al, b, ])
Ainsi, calculer I’inverse d’une matrice sera un travail difficile, et nous en parlerons plus tard.
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Pour le fun, et pour créer du suspens,
(s)~! concoctés sur ordinateur.

importons trois exemples amusants d’inverses de matrices

-1 2 1
2 4 —L 3P
5 10
-1
1 0 -1 ;= -2
3 5 -2 SF
T A T
-2 3 5 ~3 3 T3
-1 222 182 19 103
4 -4 8 7 STAT AT —IL 94T
2 2
2 3 —9 1 22411 1259 _ 14%1 _ﬁ -
2 21 41 4
9 1 =31 _;5%1 _261441 2%1 %
— oh, allez, encore un gros dernier pour la route, I’inverse de la matrice pas trés simple de taille
5x5:
[ -46 80 -74 51 -17 |
-29 20 13 20 -25
A= 9 39 32 -46 78
81 -35 48 35 23
35 26 -60 -54 -67
est la matrice pas vraiment plus simple :

1621261 _ 4434691 2489327 39156173 11694193
788355480 1970888700 1313925800 3941777400 1970888700
1297599 9265871 11598439 6004687 3501467
262785160 656962900 1313925800 1313925800 656962900

2358731 20284211 2983383 6599117 269947
394177740 985444350 656962900 1970888700 985444350
4857913 1555577 5626469 24765569 9236471
788355480 1970888700 1313925800 3941777400 1970888700
533365 _ 1164527 199707 _ 173375 _ 490807
157671096 78835548 52557032 157671096 78835548

On voit bien que le probleme d’inverser une matrice ne va pas €tre simple, n’est-il pas, Milady ?
Alors 1a, pendant les examens, on va en voir ce qu’on va en voir, des inversions de matrices !
Maintenant que nous savons comment se transforment les coordonnées d’un vecteur quand on

change de base, une deuxieme question se présente a nous.

Probléme 11.3. Connaissant la matrice M = Mat(f) dans une base Br, d’'un homomorphisme
linéaire f € £ (E), trouver la matrice M’ de cet homomorphisme dans une autre base B’ de E.

Soit donc f € Z(F), et soit M := Mat(f) sa matrice dans la base Br de E. Si X et Y sont
les matrices colonnes des coordonnées d’un vecteur Z € F et de son image i := f(Z) dans la base
BE, nous avons vu plus haut que :

Y = MX.

Soit aussi P la matrice de passage de la base B ala base B’;. Si X’ et Y désignent les matrices
colonnes des coordonnées de ces mémes vecteurs ¥ et i/ = f(&) dans la base By, nous venons de
voir que :

Y = PY'.

X =PX et



142 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud, France

La derniere équivaut a :
YV =Py
Remplacons alors, dans cette relation, Y par M X = M P X', pour obtenir :
Y = (P'MP)X/,

Ce qu1 prouve que la matrice € omo 1Sme ans l1a base est :
qui p que 1 ice M’ de 'homorphisme f dans la base B's

M = PLMP|

Cette relation résout le probleme posé.

12. Transpositions de matrices

Soient deux entiers m > 1 et n > 1. A présent, considérons des matrices qui ne sont pas
forcément carrées.

Définition 12.1. On appelle transposée d’une matrice M € .4y, ,,(K) comportant m > 1 lignes et
n 2 1 colonnes la matrice, notée :

"M € Mym(K),
qui est obtenue a partir de M en échangeant les lignes et les colonnes, de telle sorte que *M com-
porte a I’inverse n lignes et m colonnes.

Par exemple :

1 0 5 transposer
<2 —4 7) o

En général, si donc on note la matrice considérée :
1<j<n colonnes
M = (ai ) ,
7] . .
1<i<m lignes
et si on donne un nom aux éléments de la matrice transposée :
N N 1<i<m colonnes
M = (af,) ,
7/ 1<j<n lignes

on doit avoir par définition :

; ; . to
Vi<i<m V1i<j<n: aj; = a;;.
On pourra ainsi écrire :
1<j<n colonnes 1<i<m colonnes
t _
{(CLZ’j) ) i } B (aZ’J) ] i )
1<i<m lignes 1<j<n lignes

Cette opération de transposition définit donc une application :
(o) Mopn(K) — My (K)
M — *M,
qui est naturellement bijective et inverse d’elle-méme :
“(*M) = M.
En particulier, si on se restreint aux matrices carrées d’ordre n, on obtient la propriété suivante.
Observation 12.2. La transposition M — *M est une involution de #,,(K). O

Cet opérateur posseéde quelques propriétés simples vis-a-vis de la structure d’anneau de ., (K).
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Lemme 12.3. La transposition est un isomorphisme linéaire pour I’addition et pour la multiplica-

tion par un scalaire :
*[M+N] =*M+°"N,

CAM] = ATM.
Preuve. Soient donc deux matrices de .4, »(K) :
M = (ai,j) et N = (bm‘).

Le calcul suivant justifie la premiere affirmation :

t [M + N} =" [(Gi,j + bz‘,j)lgjgn COIonnes} = (ai,j + b@j)

1<i<im lignes

1<i<m colonnes
1<j<n lignes

1<i<m colonnes 1<i<m colonnes
= (ai,j) ( ,J)

1<j<n lignes 1<j<n lignes

="*M+°"N,

tandis que la seconde se justifie de maniere analogue :

1<j<n colonnes 1<i<m colonnes
t t J
[)\ M] = )\ai,j = )\am-

1<i<m lignes j<n lignes

==
N IN

i<m colonnes
= A (am)
1<j<n lignes
= \*M. O
Par conséquent, I’application M +—— *M est un isomorphisme linéaire de 1’espace vectoriel
Mo (K) sur Iespace vectoriel .4, ,, (K).
Fait remarquable : vis-a-vis du produit, la transposition intervertit I’ordre des facteurs.

Lemme 12.4. Pour tous entiers m,n,p > 1, toute matrice M € ///mn(K) et toute matrice N €
M p(K), ona:

*[M-N] = *N-*M.

Observons, et il est important de le dire, que la matrice * N a le droit de multiplier la matrice
* M, puisque le nombre n de colonnes de :

*N € My n(K)
est bel et bien égal au nombre de lignes n de :
‘M e M (K).
Démonstration. Soient donc deux matrices :
1<j<n colonnes 1<k<p colonnes
M = (am) ' ) et N = (bj k:) ) ) ,
1<i<m lignes 1<j<n lignes

qui ont pour produit :
1<k<p colonnes

n
M-N = <Z ai,j bj,k;) s
J=1

1<i<m lignes

d’ou, par transposition, un premier résultat :

n
‘[M-N] = (Z ai.j by;k)
j=1
Par ailleurs, les transposées de M et de N sont :

N N 1<i<m colonnes N N 1<j<n colonnes
M = <a,j ) et N = (b ) ,
b

1<j<n lignes kg 1<k<p lignes

1<i<m colonnes

1<k<p lignes
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avec bien sir :
t t . 7.
aj’,L' «— al,] et bk,] . — b‘]’k,
et elles ont pour produit autorisé un deuxieme résultat :

n
t t _ t t
N-*M = (Z%y‘%i)
Jj=1
1<i<m colonnes

= (Z b‘,k am') )
j=1

1<k<p lignes

1<i<m colonnes

1<k<p lignes

et puisque la multiplication dans K est commutative :
aijbjk = bjraij,
nous concluons bien en regardant les deux résultats obtenus que :
“*[M-N| ="*N-*M. O

Faisons remarquer que si on se restreint a I’ensemble .7, (K) des matrices carrées d’ordre n,
I’involution M +—— * M est un automorphisme pour 1’addition, mais ce n’est pas un automorphisme
pour la multiplication, car il y a changement de 1’ordre des facteurs d’un produit.

Lemme 12.5. Pour qu’une matrice carrée soit inversible, il faut et il suffit que sa transposée * M le

soit.

Preuve. Soit donc M € 7, (K). Alors M ! existe, et :
M-M' =1,
MM = I,

Passons aux transposées, en appliquant le lemme qui précede et en observant que la transposée de
la matrice identité est encore la matrice identité :

t[M‘M_l] — t[M_l}'tM — tIn — In,
t[M_l'M] — tM't[M_l] _ tIn — I?’L7

ce qui donne deux équations signifiant par définition que la matrice *M est inversible, et a pour
matrice inverse : .
("M) = [m.
La réciproque est immédiate : si *M € 7,(K) est inversible, alors en appliquant a *M la
démonstration précédente, on trouve que :

“[*M] € “(K),
c’est-a-dire que M € o7, (K) est inversible. (]

Ce lemme signifie que la restriction a <7,(K) de I’involution M —— *M de .#,,(K) est une
involution de .27, (K).

13. Exercices
Exercice 1. Calculer le produit des deux matrices suivantes dans .#5 3(Q) et .#5 4(Q) :
9 1 1 2 01 0
1 0 2 11 2 -2
101 0
Exercice 2. EE
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Produit scalaire, produit vectoriel, produit mixte
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1. Introduction
2. Produit scalaire dans I’espace vectoriel euclidien V3

L’espace R3 est un espace de points. On lui associe 1’espace vectoriel Vis. Les éléments de
Vgs sont tous les vecteurs d’origine le point (0,0,0) € R? et d’extrémité un point quelconque
(1'1, X9, .%'3) € R3.

On notera donc parfois les vecteurs & € Vs sous forme d’une matrice colonne :

I
T = €2 )
T3

et plus souvent aussi, sous forme horizontale ¥ = (z1, z2, 3).
En fait, avec la base canonique de Vs, constituée des trois vecteurs :

e1 == (1,0,0),
52 = (07 170)7
53 = (0707 ]-)7

il est clair que :
T = x1 €1 + 192 € + T3 €5.
Maintenant, comment parler de la longueur d’un vecteur quelconque & ? La réponse a cette
question est bien connue, elle date de 1’ Antiquité, et I’on sait bien que la quantité :

2| == /2% + 23 + 23,

définit une norme sur I’espace vectoriel Vs, au sens ot les deux propriétés évidentes suivantes sont
satisfaites :

| > o (VT Vea),
[xz] = ]2 (VACR, Vi Vya),

et au sens ol on a 1’inégalité triangulaire :
|#+31 < 2] + 4] (Y, Via).

On observera que cette norme dite euclidienne attribue la longueur 1 aux trois vecteurs de base :

— —

L= e = llef = f&].

On observera aussi que la norme au carré :
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satisfait le Théoréme de Pythagore :

22 e |+ ad || + 22 ||&s)
= $%1+x%1+x§1

2 2 2
= $1+$2+ﬂf3,

|#1 €1 + z2 €5 + 23 53H2

ce qui s’explique par le fait que les trois vecteurs de base €7, €2, €3 sont orthogonaux entre eux.

Vous avez dit orthogonaux ? Oui, je I’ai dit. Car dans I’espace vectoriel physique Vg3 a 3 dimen-
sions, entre deux vecteurs quelconques & € Vs et if € Vis, il est bien connu qu’existe le produit
scalaire euclidien, défini par :

-y = x1y1 +22y2 + x3Y3.

Nous laissons au lecteur-€tudiant la tiche aisée de vérifier dans les moindres détails la véracité du

Lemme 2.1. Le produit scalaire euclidien (+) - (+) satisfait une propriété de bilinéarité par rapport
a ses deux arguments :

AZ+NE) g =T g+ NT' -7,

Z- (i y) =pd g z-g,
ou T, 7,1,y € Vs sont des vecteurs quelconques, et ou A\, \', ui, ;i € R sont des scalaires arbi-
traires. ]

En fait, ces deux propriétés sont équivalentes, car on aura déja remarqué que le produit scalaire
est symétrique :
r-y=uy-x (VZ € Vg3, VT E Vis).
De plus, le produit scalaire posséde une définition géométrique plus éclairante que la formule
r1 Y1 + T2 Y2 + T3 y3 ci-dessus, et nous pouvons maintenant rappeler cette définition géométrique,
connue depuis la classe maternelle, cela va sans dire.
SiZ =0ousiy =0, ondéclare que & - i := 0 — rien de plus.

R/ \
—
4
V. =y
(4
BY
e o > X A
) "
/

/f oS © 7('

Nous pouvons donc supposer que Z # 0 et que i # 0, ce qui sera commode pour dessiner des
figures. Dans les figures, on va méme supposer que & et ¢/ ne sont pas colinéaires, de telle sorte que
le couple (a‘:’, g’) définit un plan 2-dimensionnel dans I’espace Vs, plan que nous noterons P.

Ce plan P est alors isomorphe au plan euclidien V2 que nous connaissons bien, et pour parler
du produit scalaire, on peut alors raisonner entierement dans ce plan, comme on a appris a le faire
en classe de mathématiques maternelles.

Alors si ¢’ est la projection orthogonale du vecteur 7 sur la droite que dirige Z, on définit le
produit scalaire par la formule :

T-y:=2-7

- o

=Y,
ol T et y' désignent les longueurs algébriques, sur la droite dirigée par &, des vecteurs T et 7’,
la valeur de ce produit T - 7' ne dépendant pas d’une orientation choisie sur cette droite, puisque

(-1)- (1) = 1.
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En introduisant I’angle :
¢ = Angle(Z, §'),
nous constatons que la définition alternative :
757 = 7] | cost.

est équivalente.
La premiere figure ci-dessus illustrait un cas ou 0 < 6 <
ol § < 6 < 7 dans lequel le produit scalaire est négatif.

. En voici une autre qui illustre le cas

ol

R’5 / S
/ w/ .
/ X |
/— | |
‘,/i —/ TR |
HXIE-IY
Evidemment :

(er VR3)'

3. Présentation des deux (seules) orientations dans ’espace Vs

L’espace euclidien 3-dimensionnel peut &étre muni d’une orientation, tout comme I’espace 2-
dimensionnel, cf. ce qu’on appelle le sens trigonométrique.

Nous considérerons en effet comme déja connu le fait que dans R?, ou dans Ve, il existe exac-
tement deux orientations, opposées 1’une de 1’autre.

Dans cette section, nous allons présenter une maniere de définir les deux orientations pos-
sibles — il y en a exactement deux, aussi — de I’espace euclidien R3, ou de 1’espace vectoriel
associé Vgs, qui repose sur un procédé dit d’ orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Soient trois vecteurs quelconques :

(TS Vs, U E Vis, w e Vis,

que nous supposerons linéairement indépendants. 1l faut se les imaginer se baladant dans I’espace,
comme trois doigts de la main qui vole. On considere le triplet ordonné :

Pour toutes les opérations qui suivent, I’ordre (71’, U, u‘i) devra étre respecté.
Commencons par remplacer « par le vecteur renormalisé :

=

=

qui devient de norme unité :
L [

71 = || = 15 -
]

|l
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/

R/

Ensuite, considérons le plan vectoriel Vp engendré par les deux premiers vecteurs — on s’oc-
cupera de « dans quelques instants — :

Vp = Vect (@, ) = Vge.

On distingue Vp, constitué de vecteurs d’origine 0 contenus dans le plan P, du plan P C R3 lui-
méme, qui est constitué de points.

Comme cela est illustré sur la figure, en travaillant dans ce plan P, projetons orthogonalement
le deuxieme vecteur ¥ sur la droite, notée A C P, qui est orthogonale a la droite engendrée par le
premier vecteur 4.

On obtient ainsi un certain vecteur 7~ € Va, qui n’est pas nul, puisqu’on a supposé que la
famille {&, 7} est linéairement indépendante.

Comme ¢ n’est pas forcément de norme unité, renormalisons-le en introduisant :
~L
=/ v
el

vecteur qui devient de norme 1 = HU ! H

Voila ! dans le plan vectoriel Vp, on est content! on a remplacé le couple ordonné de vecteurs
indépendants (@, ¥) par un nouveau couple ordonné (@', 7’) qui constitue maintenant une base
orthonormale du plan vectoriel Vp. Si on travaillait en dimension 2, ¢’est-a-dire dans V2, on s’ar-
réterait la.

Mais on travaille en dimension 3, et il nous reste encore & malmener w — et d’ailleurs, que

va-t-on lui faire ?

[ rs)Sy D ~ |
(S /

|
|

Soit D la droite orthogonale au plan P. Comme le lecteur I’a deviné, projetons notre troisicme
et dernier vecteur w orthogonalement sur D.

Nous obtenons ainsi un certain vecteur 1w € Vp, qui n’est pas nul, parce qu’on a supposé que
la famille {ﬁ, i, W } est linéairement indépendante.
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1

Comme w— n’est pas forcément de norme unité, renormalisons-le en introduisant :

an
LW

ol
vecteur qui devient de norme 1 = Hu7 ! H
Voila! on a atteint notre objectif ! on a remplacé le triplet ordonné de vecteurs indépendants
(@, v, w) par un nouveau triplet ordonné (@', 7”’,w’) qui constitue maintenant une base ortho-
normale ordonnée de ’espace vectoriel euclidien Vs. En termes moins élégants, on a « Gram-
Schmidté » nos trois vecteurs (@, ¥, ).

Or (é’l, éo, é’g) constitue aussi une base orthonormale ordonnée de Vs, et c’est une référence a
laquelle on peut donc comparer (@', 7', @”)
Pour effectuer une telle comparaison, il suffit de déplacer la main dans 1’espace (sans oublier

d’emporter les trois doigts importants avec lesquels on mange le couscous).

Théoreme 3.1. [Admis] Apres application du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a
une famille libre quelconque ordonnée de 3 vecteurs dans [’espace Vis :
(ﬂ',f}',w’) ~ (ﬁ’,ﬁ”,u_}’)
Vis = Vect(d, 3, ) 1= @] = || =
0 _ / . 17/ ’ZII . wl

=/
= | @

— —/ =/
U =47 -0,
si on déplace dans 'espace @' pour I’amener a coincider avec €1, et si en méme temps, on déplace v’
pour I’amener a coincider avec €, alors exactement deux situations peuvent se produire concernant

=/

w
i = &, ou w' = —é&5. O
Téte au-dessus, ou téte en-dessous : tout est 1a !

Définition 3.2. Dans le premier cas, on dira que la famille libre (11’, U, u7) est orientée positivement,
ou encore, que le triedre (ﬁ, U, 1[)') est direct.

‘v\, Ve Q Y :.w\'{ a W
1%\ i‘/ /’ e‘;‘. )
W : 3
4 deplacemen k €z
[
>
S gjaMA ¥ /k‘%\r\l 10 s
' Fam— 7 R4
7 S '~ o o aas e =
Triddne onthonenrme (“1“\“”) Om""h (}‘.{L@\&ﬂ@ﬂﬁ

—

Dans le deuxieme cas, on dira que la famille libre (u, U, u‘)’) est orientée négativement, ou encore,
que le triedre (ﬂ', 7, u7) est indirect.

A r
Vv Z
-
‘ ‘/f lacement ez
',b s i > ‘7
u /‘i?t!/‘{'\ Rlwpace | \ =
: P |y e
. 1 v e e W Nk
W | =

(C\SI;\?}) o vimke M’g}%l‘;v ement
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4. Produit vectoriel dans Vs

Maintenant, le Théoréme 3.1 s’applique pour faire voir que 1’espace vectoriel Vs peut étre muni
d’exactement deux orientations opposées.

En effet, nous avons implicitement convenu que le triedre (é’l, é€s, é’3) était positif. Une appli-
cation dudit théoréme montre qu’alors le triedre (52, e1, 53) est négatif. Or nous aurions tout a fait
pu commencer la théorie en déclarant que c’est ce triedre (é’g, €1, é’g) qui est le triedre de référence
positif, et alors, ce qui était positif devient négatif, et vice-versa.

Je laisse en exercice de visualisation géométrique la vérification du fait que les trois triedres :
4.1 (€1, 62,83), (€2, €3, ¢1), (&5, ¢€1,&),
sont toujours en méme temps positifs, ou en méme temps négatifs, et de méme pour les trois tri-
edres :

(62,51,53), (é’l,ég,é’g), (63,62,61).

Pour commencer la théorie du produit vectoriel, il faut donc seulement faire un choix parmi les
deux orientations possibles de I’espace V3. Nous avons fait le choix de déclarer que (51, €s, 63)
était positif : c’est le choix le plus standard et le plus fréquent, donc nous le maintiendrons, tout en
répétant qu’il est aussi possible de déclarer au début que (é’l, €s, é’g) est négatif, ce qui changerait
tous les signes partout !

Le point important a retenir, c’est qu’il y a un choix d’orientation de I’espace a effectuer au
départ.

Venons-en maintenant a un concept qu’on apprenait, au siecle précédent (i.e. dans 1’ancien mil-
lénaire), en classe de 2"% au Lycée !

XAy

X

—

Définition 4.2. A tout couple ordonné (a’c’ , y) de vecteurs de Vs, on associe un vecteur noté :
TAY (€ Vis),
nommé produit vectoriel de & par i, et qui est défini en plusieurs étapes.
(1) Lorsque Z et 7 sont colinéaires, on déclare que Z A 7 := 0.
(2) Si & et ¢/ ne sont pas colinéaires, alors T A i/ est défini de maniére unique par les trois conditions
suivantes.
(a) Z A i/ est perpendiculaire Feta i/
(b) le triedre (:E, TR 37) est positif;
(c) en termes de la mesure d’angle :
o = Angle(Z,7),

la norme de Z A %/ doit valoir :
|# gl =[] 7] sin o
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Dans peu de temps, le Théoreme 4.4 ci-dessous va mieux expliquer pourquoi ces trois conditions
(a), (b), (c) définissent bien de maniére unique le vecteur Z A 3.
Pour I’instant, constatons que le symbole ‘A’ constitue une application :

VRS X VRS — VRB
(:E', 17) — TAY.

Observons aussi que le produit vectoriel & A ¢ n’est nul que lorsque Z et i sont colinéaires, ce qui
correspond a o = Omod 7.

Dans le cas ou I et ¢ ne sont pas colinéaires, il existe alors une unique droite D orthogonale au
plan vectoriel qu’ils engendrent :

Vect(Z, /),

et alors la condition (a) demande que le vecteur défini soit dirigé par cette droite perpendiculaire :

ZANY € Vp.
777 | IxkIsine
“\” sin© ) est Qlodne o nlemtze
n L urud(.ok ]'MMVVLL
I O‘ ' —};(\ 1 vLSl—"u«(f LY k’( ‘{)

Il est tres important de dire aussi que la longueur (norme) de ce vecteur :
[#Ag] = 2] 7] sin e

est définie comme étant la valeur de I’aire orientée du parallélogramme construit sur le couple
(Z,9), ce qu’explique la figure.

Proposition 4.3. Quels que soient les vecteurs T et i dans I’espace, on a :

JAT = —TAY.
En particulier, pour tout vecteur T, on a :
ENT=0.
Démonstration. Si T et i sont colinéaires, c’est évident, car 0 = — 0 est bien vrai.

Quand 7 et ¢/ ne sont pas colinéaires, la droite orthogonale D et les normes des vecteurs sont les
mémes dans les deux co6tés de I’équation a vérifier.

Mais I’ orientation du triedre change d’un c6té a I’autre, car comme on s’en convainc en visuali-
sant les choses dans I’espace (ou en tournant le pouce du haut vers le bas), on a :

(Z, g, A Y) positif — (Z, 7, — A §) négatif.
Enfin, en choisissant i/ := Z, I’identité que nous venons de démontrer conclut :
INT = —TANT = 2FNT = 0. O

Théoreme 4.4. Dans I’espace vectoriel euclidien 3-dimensionnel Vs, soit un vecteur non nul ¥ %+
0, et soit le plan orthogonal :

P := (Vect f)L.
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Alors en termes des 3 transformations :
@ le projecteur orthogonal sur Vp,
r  larotation d’axe T et d’angle + 7,
h  I’homothétie de rapport |Z|,

le produit vectoriel par ¥ de tout vecteur ij s’exprime comme :

—)

horow(y)

X

A

L’intérét de cet énoncé, c’est qu’il redéfinit le produit vectoriel d’une maniere beaucoup plus
géométrique que précédemment : c’est une vraie recette !

Démonstration. Lorsque i est colinéaire a Z, sa projection ¢(y) = 0 sur P est nulle, et donc on
retrouve bien ce qu’on avait déclaré dans la Définition 4.2.

Supposons donc ¢ non colinéaire a &. Alors le triedre — attention ! la figure ci-dessous a choisi
I’ orientation opposée — :
4.5) (Z, p(¥), £NG) est trirectangle positif.
Constatons que ce triedre est de méme signe que le triedre (:E’, Uy, L N gj), grace a une propriété
élémentaire de la projection orthogonale ¢ sur P parallelement & & ; cette constatation est d’ailleurs
en accord avec la présentation que nous avons faite du procédé de Gram-Schmidt pour déterminer
le sens, direct ou indirect, d’un triedre.

D’autre part, si o désigne la mesure de I’angle Angle (:f, gj’), on a évidemment :

le@l = |9 sine,

et par conséquent :
(4.6) |~ gl =[] le@]-

Comme ci-dessus, soit ensuite 7 la rotation d’axe & et d’angle +7. Elle envoie le vecteur ¢(%),
orthogonal a Z, sur le vecteur r o ¢(¥) tel que :

(f, o(y), ro <p(gj)> est trirectangle positif,

en préservant les normes :
Iroe@ = lle@]-
Enfin, soit h 1’homothétie de rapport strictement positif égal a
r o ¢(¥) sur le vecteur :

|Z|. Elle applique le vecteur

—
)

7= horop(y)
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tel que :
4.7) (Z, p(¥), Z)  est trirectangle positif,
et que :
(4.8) 121 = 1Z] [e@l
En comparant alors (4.5) et (4.7) d’une part, (4.6) et (4.8) d’autre part, nous obtenons bien :

7 =TANY. O
Proposition 4.9. Quels que soient les vecteurs I et i ainsi que le nombre réel a € R, on a :
(aa?) ANy =TA (ag') = a(f/\g]).
Démonstration. La propriété est évidente pour Z = 0. Supposons donc & # 0.

Puisque les applications ¢, r, h qui interviennent dans le Théoréme 4.4 sont des endomorphismes
linéaires de 1’espace vectoriel Vs, alors la composée :

horoyp

est aussi un endomorphisme linéaire de Vps. Par suite, on a :

—)

horop(af) = ahorop(y),
c’est-a-dire, en appliquant le Théoreéme 4.4 :
Z N (aﬁ) = a(f/\g').
Enfin, grace a I’antisymétrie du produit vectoriel, ce premier résultat permet d’obtenir sans effort
I’autre résultat comme suit :
(af)/\g':—g]/\(af):—a(yj/\a?):a(f/\g’). O
Montrons maintenant que le produit vectoriel est distributif par rapport a I’addition vectorielle.
Proposition 4.10. Quels que soient les vecteurs ,7,Z € Vs, ona:
(T+J)ANZ=FNZ+GNZ,
IN(J+2) = ZANGHENZ
Démonstration. Grace a I’antisymétrie du produit vectoriel qui vient d’étre exploitée, la premicre
propriété de distributivité se déduit de la deuxieéme sans effort aussi.

Cette deuxi®me propriété est évidente lorsque Z = 0. Supposons donc 7 # 0.
Puisque h o r o @ est un endomorphisme linéaire de V3, on a, pour tous vecteurs 4/, 2 :

horop(f+ %) = horoy(y)+horop(?).
En appliquant alors le Théoreme 4.4, nous concluons bien que :
AN (J+Z2) = FNG+HINZ O
Maintenant, que se passe-t-il avec les vecteurs de base €1, €3, €3 ? Comme la base {61, €o, é’g}
est orthonormée, on a unitarité :

)

L= af = fef = le

ainsi qu’orthogonalité :
€a L €3, €z L ey, €1 L éy,

c’est-a-dire :
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Comme la base {é’l, €9, 63} et celles (4.1) qui s’en déduisent pas permutation circulaire sont
toutes positives, alors les relations précédentes entrainent :

€o N\ €3 = €1,
4.11) €3 N el = éy,
€1 N\ €y = é5.

Considérons maintenant deux vecteurs quelconques Z et ¢/, donnés par leurs coordonnées dans
la base de référence :

X = x1€1 + T2 €3 + T3 €3,

Y = y1€1+ Y262+ y3€s.
Gréce aux Propositions 4.9 et 4.10, le produit vectoriel & A ¥ se calcule aisément :
TNy = (56151 + 22 €2 +$353) A (y151 + Y2 €2 +?/353>
=xy1€1l A€l tT1y2€1 ANe2+T1Yy3€1 A€s
+x2y1 € N €1+ X2Yy2€2 A€ + T2 Y3 €2 A €3
+ x3Y1 €3 N\ €1 + T3Y2€3 A €2 +$3y3€3A530.
Comme d’habitude, nous avons souligné les termes qui s’annulent. En utilisant :
(§;1A‘§;‘2 = _(%2/\(31 (1<i,i2<3),
nous pouvons alors écrire :
ZANY =0 +T1Yy2€1 Néa —x1Yy3€3 A EL
—x2y1€1 AN+ 0 + T2y3 €2 N\ €3
4+ x3y1 €3N €L —x3Y2 82 A ez + 0.
et enfin regrouper par paires les 6 termes restants pour obtenir un résultat fondamental.

Théoreme 4.12. Dans la base orthonormale canonique {é’l, €s, é’g} de I’espace, le produit vectoriel
entre deux vecteurs quelconques :
T = x1€1 + x9€ + 3€3,

Y1 €1 + Y2 €2 + Y3 €3,

<y
I

vaut :
EAG = (z2ys — yoxs) €1 + (z3y1 — y3x1) @ + (2192 — y122) €3. O
5. Applications bilinéaires
Nous savons que le produit scalaire euclidien est une application bilinéaire :
Ves X Vps — R
(7, 9) — 77,
a savoir qu’il satisfait, comme 1’a déja énoncé le Lemme 2.1 :
()\f—l—/\’a_:”) g =AE-g+NE g,
- (nig+uWy) =pd-g+u' 27
On parle de bilinéarité, car quand ¥ est fixé, I’application & — & - i est linéaire, et de maniere

symétrique, quand  est fixé, I’application i — & - ¢/ est linéaire.
A travers les Proposition 4.9 et 4.10, nous venons de voir que le produit vectoriel :

Vs X Vps — R
(Z, §) — ENY,
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est aussi une application bilinéaire, c’est-a-dire qu’il satisfait :
AZ+NE)AT = AEATHN T AT,
TN (RT+ET) = pZAT+P TAY .
Ainsi, quand 7 est fixé, ’application & — T A i est linéaire, et de maniere symétrique, quand & est
fixé, I’application ¥ — T A ¢/ est linéaire.
Toutes ces observations motivent une conceptualisation générale « en abstraction» de ces pro-
priétés. Revenons a un corps arbitraire K — penser K = Q, R, ou C.

Définition 5.1. Soient F, F', G trois espaces vectoriels sur le méme corps K. Une application f de
FE x F dans G sera dite bilinéaire si, quels que soient les vecteurs :

7,7 € F et 7, 7

m
|

et quel que soit le scalaire a € K, elle satisfait :

fa#.§) = f(Z af) = af(.9),
fE+a, g) = f(@9) + /&, 9),
H@ g+7') = £(@9) + [(& 7).

En d’autres termes, I’application (Z, §) — f(Z, ) est, pour ¥/ fixé, linéaire selon la variable Z,
et pour Z fixé, linéaire selon la variable /. C’est bien pourquoi f est nommée bilinéaire.

Terminologie 5.2. Maintenant, lorsque I’espace d’arrivée G ou f prend ses valeurs coincide avec
le corps K lui-méme, f est nommée forme bilinéaire.

Par exemple, le produit scalaire est une forme bilinéaire de Vs x Vs dans R. A ce sujet,
remarquons que le produit scalaire f := - est de plus commutatif :

f(f7g) - f(:l]v f)a
ce qui n’est pas le cas pour toute application bilinéaire.
Terminologie 5.3. Quand f(Z,y) = f(y,Z) pour tous vecteurs Z, ¥/, on dit que la forme bilinéaire
f est symétrique. Et quand E = F avec :

f(§,7) = = f(Z,9) (V€ E, Vi€ E),
on dit que la forme f est antisymétrique.

Supposons donc maintenant que E = F'.

Définition 5.4. Une application bilinéaire de £ x E dans G est dite alternée si, quel que soit le
vecteur ¥ € F, elle satisfait :

f(#,2) = 0.
Par exemple, le produit vectoriel est une application bilinéaire alternée de Vs x Vs dans Vs,
car nous savons que :
IANT =0 (VZE Vis).
Cependant, le produit scalaire euclidien n’est pas alterné, car on sait que :

7= HfHQ (VT € V),
et on sait que :
= ||z = i =0.
Il est évident qu’une application antisymétrique est alternée, car :
(&%) = — f(Z,7) = 2 f(#,7) = 0.

Mais le fait d’étre alterné est équivalent au fait d’€tre antisymétrique, comme le fait voir la
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Proposition 5.5. Si f est une application bilinéaire alternée de E x E dans G, alors quels que
soient les vecteurs ¥ et iy de I/, on a :

Démonstration. Partons de :
0= f(@+7 7+7),
utilisons la bilinéarité pour développer :
0= f(&.2) +f(&5)+FD) +1G.9)
et appliquons I’hypothese que f est alternée pour obtenir effectivement :
0= f(2,9)+ f(7,7). O

Nous allons maintenant étudier les applications bilinéaires alternées dans le cas ou E et de di-
mension 2 sur le corps K, I’espace vectoriel G étant quelconque. Ceci va nous permettre d’introduire
pour la toute premiere fois des objets nouveaux dont nous reparlerons énormément au chapitre sui-

vant, les déterminants, ici dans le cas prototypique des déterminants de taille 2 x 2, les plus simples
d’entre tous.

Théoreme 5.6. Soient E et G deux espaces vectoriels sur un méme corps K, avec :
dimg £ = 2.

Pour toute base {51, 6?2} de FE, et pour tout vecteur k € G, il existe une application bilinéaire
alternée, et une seule, f: E x E — G telle que :

f(é,e) = k.
Démonstration. Toute paire de vecteurs T, i sera rapportée a la base choisie :
T = x1€1 + 1260,
¥ = y1€1 + Y2 €a.
Commengons par établir 'unicité de f: E x E — G. Comme f est supposée alternée, on a :
0= f(er,er) = f(é,é),
f(e1,8) = — f(&,&).

Comme f est bilinéaire, on peut développer :

f(Z,9)

f(f'?l €1+ w262, y1€1+ Y2 52)
= o1y (€1, 61) +a1ye f(61,6) + a2y f(E2, 1) + 2212 [ (62, E2)

= (z1y2 —y122) f(E1,€2).
Ceci prouve que, si f existe, elle coincide nécessairement avec 1’application uniquement détermi-
née : -
F(Z,9) = (x1y2 — y122) k.
Ensuite, pour faire voir I’ existence réelle de f, prouvons que I’application ainsi définie en termes

de k est bien bilinéaire alternée.
Pour i/ € F fixé, on a en effet, quels que soient Z,

7' € F et quels que soient a,a’ € K :
f (af+ a ', 37) = [(awl —|—a’x’1) Y2 — Y1 ((11‘2 +a'x'2)} k

=a (xl Y2 — ylmg) E—i— a (95/1 Yo — yl:E/Q) k

= a f(Z,§) +d f(@',9).

Ainsi, f(Z, 7) est bien linéaire en Z. On prouverait de méme qu’elle est aussi linéaire en .
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Enfin, f est trivialement alternée, car :
f(f, f) = (1'1 X9 — T {L'Q) k = 0. O

Nous pouvons maintenant introduire les déterminants d’ordre 2. Placons-nous dans les hypo-
theses du Théoréme 5.6, avec de plus :
G =K
Choisissons comme vecteur & le « vecteur » 1 de I’espace vectoriel K. Ledit théoréeme affirme alors
qu’il existe une unique forme bilinéaire alternée f telle que :

fe,é) = 1.

Terminologie 5.7. Une telle forme se nomme alors déterminant des vecteurs & et i par rapport a la
base {51, é’g}.

On note ce déterminant :

L1Y2 — 1 r2 = T
T2 Y2
Ce tableau encadré de deux barres verticales — belle escorte | — est constitué de par les deux

colonnes des coordonnées des vecteurs Z et ¢/ dans la base considérée.

Attention ! Il ne faut absolument pas confondre cette notation avec celle d’'une matrice carrée
d’ordre 2, pour laquelle les escortes sont deux grandes parentheses.

D’ailleurs, si on part d’une matrice de .#5x2(K) :

a b
M'_<c d>’

on appelle déterminant de M la quantité notée :

a b
d

Observons au passage que d’apres cette définition concrete, on voit immédiatement — exercice
visuel, crayon non interdit en cas de panne de cervelle — que :

det (*M) = det M.
De plus, on constate que si on échange deux lignes, le déterminant change de signe, et pareillement

si on change deux colonnes.
Le prochain chapitre montrera cela a 1’envi, et beaucoup, beaucoup plus !

det M := = ad — be.

6. Produit mixte
Revenons a I’espace vectoriel Vs de la géométrie euclidienne.

Définition 6.1. A tout triplet ordonné %, ¥/, Z de trois vecteurs de Vs, on associe un nombre réel,
nommé produit mixte des trois vecteurs, noté et défini par :
(f|ﬁ\§) = (a?/\gﬂ - Z.
C’est le produit scalaire de 2’ par le produit vectoriel Z A 4.
Le produit mixte établit donc une application :
VRS X VR3 X VRS — R
(f,gj’,z?) — (:E'|gj']2)
Par construction, le produit mixte est nul si et seulement si I’une des trois éventualités suivantes
est satisfaite.
(1) L’un des vecteurs 7, ¢/, 2’ est nul.
(2) Les vecteurs Z et §/ sont colinéaire, propriété équivalente 2 0 = Z A 7.
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(3) Les vecteurs & A ¢/ et Z sont non nuls et orthogonaux. Dans ce cas, le vecteur z"appartient alors
au sous-espace a deux dimensions Vp défini par & et ¢/, ou P := Vect(a_c’, g’)

Définition 6.2. Trois vecteurs &, ¢/, 2 sont dits coplanaires lorsqu’il existe un sous-espace Vp a deux
dimensions qui les contient tous les trois.

En d’autres termes, &, ¥/, Z’ sont coplanaires s’ils sont tous paralléles a un méme plan vectoriel.
D’apres ce qui précede, on peut donc énoncer en résumé une

Proposition 6.3. Pour que trois vecteurs soient coplanaires, il faut et il suffit que leur produit mixte
soit nul. (]

Maintenant, a quoi sert au juste le produit mixte ? Posséde-t-il une signification géométrique
éclairante ? Ah, que oui, petzi !

En effet, on peut interpréter le produit mixte (f | 7] :Z) comme le volume signé du parallélépipede
construit sur Z, ¥/, 7.

On sait déja que Hf ANy H est la mesure de 1’aire (positive) du parallélogramme construit sur les
deux vecteurs Z et /.

XNy

Produit mixte:(x|y|Z)

Désignons alors par @ le vecteur unitaire unique tel que :
i . EAY
:):/\y:Hx/\yHu < U = 75—
|7 A9l
On a alors, pour le produit mixte :
@1712) = |#rg] (@-2).

La valeur absolue ‘ﬁ -z ‘ du produit scalaire de « par Z est la mesure de la hauteur du parallélépipede,
relative a la base constituée par Vect(f, gj’) Par conséquent on a un

Théoreme 6.4. Le volume du parallélépipéde construit sur trois vecteurs T, y, Z dans I’espace
euclidien Vgs vaut :
volume = [(Z| 7] 2)|.

On peut, si I’on veut, interpréter le signe du produit mixte en introduisant la notion de volume
signé. En effet, on dira qu’un parallélépipede construit sur trois vecteurs linéairement indépendants
Z, 1, Z est positif ou négatif suivant que le triedre est positif ou négatif, et on posera, sans valeur
absolue :

volume signé := (Z| 7| 2).
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Maintenant, comment calculer le produit mixte en coordonnées ? A cette fin, choisissons la base
orthonormée canonique {61, €s, 53} que nous avons plusieurs fois utilisée. Dans cette base, soient
(x1,x9,x3) les coordonnées de Z, soient (y1,y2,ys3) les coordonnées de g/, soient (z1, 22, 23) les
coordonnées de Z.

Nous savons que les trois coordonnées de Z A ¢ sont :

(z2y3 — yow3), (z3y1 — y3w1), (z1y2 — y122).
Par conséquent, la valeur du produit mixte en question est :
(f]g\i) = (:E’/\gj’) -z
= (1723/3 - y2563) z1 + (903y1 - y3931) z2 + ($1y2 - ylfBz) 23,

et si nous développons et réorganisons les termes, nous obtenons une formule finalisée et harmo-
nieuse :

(Z|7]2) = 1223 + Taysz1 + T3y120 — T3Y221 — L2123 — T1Y322.

En effet, remarquons que les produits x;¥;2; sont précédés du signe ‘+’ ou du signe ‘—’ selon
que {i,j, k} est 'image de {1, 2,3} par une permutation paire ou impaire :
permutations paires : {1,2,3}, {2,3,1}, {3,1,2},
permutations impaires : {2,1,3}, {1,3,2}, {3,2,1}.

Il importe de remarquer que, d’apres sa définition méme, le produit mixte est indépendant de la
base orthonormée choisie.

Proposition 6.5. Le produit mixte (f | 7] Z) est linéaire en chacun des trois vecteurs T, ¥, Z.

Démonstration. Puisque nous savons que le produit vectoriel est bilinéaire, nous avons en particulier
pour tous vecteurs Z, T’, i € Vps et tous scalaires a,a’ € R :
(aZ+dZVYANG = a(@ZAG)+d (Z'NY).

En multipliant scalairement cela par 2, nous obtenons, puisque le produit scalaire (17 : Z) — U2
est linéaire en U :
(af—l—a':ﬁ’ﬂy‘"i) = a(f|gﬂ§) +a'(f’\yj|£’).
Donc le produit mixte est linéaire en son premier argument .
On prouverait de méme qu’il est linéaire en 3/ et en 2" : ceci résulte du fait que le produit scalaire
et le produit vectoriel sont tous deux bilinéaires. (]

Proposition 6.6. Le produit mixte change de signe quand on échange deux vecteurs quelconques.

Démonstration. La démonstration est immédiate si ’on considere le parallélépipede orienté

construit sur le triplet ordonné (a‘:’ T z)
Si I’on échange deux vecteurs du triplet, le parallélépipede change simplement d’orientation, et
son volume signé change alors de signe. (]

7. Applications trilinéaires alternées
Prenons deux espaces vectoriels E et G sur le méme corps K.

Définition 7.1. Une application :
f: ExXExXE — G
(Z,7,2) — f(Z,9,2)
est dite trilinéaire alternée si :
(1) elle est linéaire en chacun des vecteurs &, 7/, 2’;

(2) f(Z,7,%) = 0 des que deux parmi trois vecteurs coincident.
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En d’autres termes, si I’on fixe I’un quelconque des trois vecteurs, 1’application f est bilinéaire
alternée en les deux autres vecteurs.
Par conséquent :

Observation 7.2. f(¥, ¥, Z) change de signe dés que I’on échange deux vecteurs. O
D’autre part :

Observation 7.3. Si ['un des trois vecteurs est combinaison linéaire des deux autres, alors
f(&y,2)=0. O

Par exemple, avec :

on trouve I’annulation complete :
f(@.7,2) = a f(Z,4,7) +bf(Z4,9),
=0 +0.

Il en résulte un énoncé treés important dans la pratique.

Proposition 7.4. Tout application trilinéaire alternée f(Z, 7, Z) ne change pas quand on ajoute a
[’un des vecteurs une combinaison linéaire quelconque des deux autres :

f(Z, 7, Z+aZ+by) = f(Z,7, 2). O

Terminologie 7.5. Lorsque I’espace vectoriel G coincide avec le corps K, une application trilinéaire
prend le nom de forme trilinéaire.

Par exemple, le produit mixte est une forme trilinéaire alternée de Vs a valeurs dans R.

Nous allons maintenant étudier les applications trilinéaires alternées dans le cas ou E est de
dimension 3 sur le corps K, toujours avec un K-espace vectoriel G quelconque. Ceci nous permettra
d’introduire de maniere naturelle les déterminants de taille 3 x 3.

Théoreme 7.6. Soient E et G deux K-espaces vectoriels, avec dimglEl = 3. Pour toute base
{6?1, €s, 53} de E et tout vecteur k € G, il existe une unique application trilinéaire f: E X E X
E — G telle que :

f(E1,62,8) = k.

Démonstration. Commengons par établir 'unicité¢ de f: £ x E x E — G. Décomposons dans la
base :

3 3

F=) wé, 7= v =) wd

i=1 —

i=1 k=1

<

Puisque f est trilinéaire :

1@5.2) = [(Zwie Due T ae)
i J
=222 f(&. ¢, e).
i j ok

Ici, la somme est étendue a tous les indices 4, j, k dans {1,2, 3}, donc il y a au total 33 = 27 termes.

Or puisqu’on sait que f (é’i, €j, é’k) = 0 des que deux indices sont égaux, il ne reste a considérer
que les termes de la sommation ou les trois indices 4, j, k sont distincts, c’est-a-dire les cas ou
I’ensemble {7, j, k} est 'image de {1, 2, 3} par une permutation.

I1'y a au total 3! = 6 termes de cette espece. De plus, ce que nous venons de dire garantit que les
27 — 6 = 21 autres termes sont fous nuls.
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Assertion 7.7. Les six f (é’i, €}, €k) restants s’ expriment tous en fonction de :

—

k = f(é1,&,¢3).

Preuve. En effet, puisque f est alternée, on a :

f(e,é1,8) = —F,
f(€1,85,6) = —k = — f(é3,é1,8),
f(&,8,8) = —k = — f(é2,8,&).
Ici, nous voyons les 6 permutations de {1, 2, 3}, ce qui finit. O

On remarquera que f (é’l, €s, é’g) vaut k ou — k selon que la permutation :
{1, 2,3} — {51, 52, 53}

est paire ou impaire.
Nous obtenons par conséquent :

—

(18  f(#,79,%) = (!El’yzzs + Tay321 + T3Y122 — T3Y221 — T2Y123 — $1y322) k,

ce qui établit 'unicité de 1’application trilinéaire f recherchée.

Il reste a démontrer son existence, car ce n’est pas parce que le Monstre du Loch Ness est unique
qu’il existe — soit dit en passant !

A cette fin, prouvons que I’application f de E x F x E a valeurs dans G qui est définie par (7.8)
est bien trilinéaire alternée.

Etablissons, par exemple, que f est trilinéaire en Z, les deux autres vecteurs i et Z restant fixes.
Comme les coordonnées de & interviennent une fois et une fois seulement dans chacun des six
termes de la somme (7.8), et que les coordonnées de a & sont a x1, a x2, a x3, alors, en remplagant
dans (7.8), nous obtenons :

f(af,gj’,é’) = af(:f,g]’,z_’).

Comme les coordonnesses — oh la faute, oh la monstresse | — de 4 &' sont 1 + fL‘/l, T+ :z:’2,

xr3 + xg, alors, en remplagant dans (7.8), nous obtenons :

— JERY A J = -
f(.’L'—i—J) ) y,z) = f(@“,yvz) +f($ ayvz)~
On prouverait de méme la linéarité de f en y/ ou en 2.
Enfin, si deux des trois vecteurs &, ¥/, 2’ sont égaux, alors la relation (7.8) montre immédiatement

que f(Z,7,2) = 0.
Ceci conclut la démonstration du Théoreme 7.6. |

8. Déterminants d’ordre 3

Plagons-nous dans les hypotheses du Théoreme 7.6, avec :
G =K
Choisissons pour vecteur k le vecteur 1 du corps K. Il existe alors une unique forme trilinéaire
alternée f telle que f (€}, &, €3) = 1.
Terminologie 8.1. Une telle forme f se nomme déterminant des vecteurs Z, i/, Z par rapport a la
base {é’l, €o, é’g}, et se note :

rr Y1 2
T2 Y2 22
r3 Ys =3
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D’apres (7.8), ce déterminant vaut :

r1 Y1
T2 Y2 Z2| = X1Y223 + X2Y3z1 + X3Y122 — T3Y221 — T2Y123 — T1Y322.
r3 Y3 =3

On dit que I’on a développé le déterminant selon la régle de Sarrus : les trois produits précédés du
signe ‘+’ contiennent soit les termes de la diagonale principale, soit deux termes d’une parallele a
cette diagonale. Pour les trois produits précédés du signe ‘—’, il y a une régle analogue en remplacant
la diagonale principale par I’autre diagonale.

Donnons deux premiers diagrammes colorés :

a3 @1z O3
Q1 Gzz Qo3| =
31 Qa3 Q31 @3z Qg3

/aﬁ a,
\ a, a,, l4] = '@; %
/ aLl_\“'g%ﬂ@
"N

a31 a32

+ + + Qi Gy
A=

]

N

=

=]

oy

1)
‘-_,/

(11.@32. @gz + Rag Rz, B2 + Rug Ra1.Raz) = (G12. 022 Roy + Ba2. 021 Ga3 T+ Ras.Rpa. Baz)

En fait, I’idée principale concernant les signes est illustrée comme suit :

Términos positivos

Términos negativos

Allez ! Encore deux autres illustrations bien flashys !

+aei |a b ¢ a2
+dhc g e f az
ng? g hi ag2
_ahf aPc det(M) = @yyra55"a55+a1,'855'831+a13°321'A3;
-dbi d f -831'832'813-83p'825'A11-833' 31" A12

Soit une matrice carrée d’ordre 3 :

S
S|
S}
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Définition 8.2. On appelle déterminant de M le scalaire :

a o ad'
detM := |b b V'
c o

= abd" +adb'c+d"bd —a"b'e—ab’d — a'bc”.

De cette définition, il résulte immédiatement que le déterminant de la matrice transposée * M est

le méme que le déterminant de M :
det (*M) = det M.

Par conséquent, toute propriété de det M valable pour les lignes est aussi valable pour les co-
lonnes.

Formulons précisément ces propriétés qui découlent de celles d’une application trilinéaire alter-
née.

Proposition 8.3. (1) Avec des déterminants 3 x 3, on peut factoriser un facteur commun aux élé-
ments d’une rangée :

Xa d d a a a"
XV V| =MbYV
X ¢ c d

(2) Si les éléments d’une rangée sont des sommes, on peut mettre le déterminant sous la forme

d’une somme de déterminants :
! 1 ! 1/ ! "

a1 +ax2 a a ap a a a a a
b1 + by v | = by oo |+ bo bou
c14+co & c ¢ co ¢ '

(3) Quand on échange deux lignes (ou deux colonnes), le déterminant change de signe :

b b/ b// a a/ a//
a o d|=—|b b V
c C/ C// c C/ C//

(4) Si une ligne (ou une colonne) est combinaison linéaire des autres, le déterminant est nul :

a da Ma+ pad
b b Xb+ub | = 0. O
c d e+ pd
Maintenant, dans la formule de la Définition 8.2, portons notre attention sur les éléments a’, b/,
' de la seconde colonne, par exemple. Groupons les termes contenant a’, puis ceux contenant b’, et
enfin ceux contenant ¢, pour obtenir :

/ "

a d a
b v V| =4d (b”c — bc”) +v (ac" — a”c) +c (a”b — ab").
c C/ C//

On peut alors écrire cela :

a a/ a//

A
c c/ C//

a a//

c CI/

a a//

b b/l

b b//

c CI/

/

+ v —c

On dit que I’on a développé le déterminant selon les termes de sa seconde colonne.

Les coefficients de o/, de ¥, de ¢’ sont nommés les cofacteurs de ces éléments. On a en effet
reconnu trois déterminants 2 X 2. Le cofacteur d’un élément est un déterminant de taille 2 x 2
affecté d’un certain signe :
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(a) le déterminant est obtenu en supprimant la ligne et la colonne de 1’élément considéré ;
(b) le signe du cofacteur est ‘“+’ ou ‘—’ selon que la somme des rangs de la ligne et de la colonne
de I’élément considéré est paire ou impaire.

On peut obtenir des développements du déterminant, analogues au précédent, selon les termes
d’une colonne quelconque, ou d’une ligne quelconque.

9. Exercices

Exercice 1. EE
Exercice 2. EE
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Déterminants

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Introduction
2. Applications multilinéaires

Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Pour tout entier p > 1, on notera en abrégé le produit
cartésien de p copies de E :

EP .= Ex.-.-x FE.
N———
p facteurs

Soit aussi F' un deuxieme K-espace vectoriel. La définition suivante généralise les notions d’appli-
cation bilinéaire (p = 2) et trilinéaire (p = 3) vues au chapitre précédent.

Définition 2.1. Une application de EP a valeurs dans F :
(fl, fQ, R ,fp) — f(fl, fg, R ,fp)
sera dite p-linéaire si elle est linéaire en chacun des vecteurs Z'1, @2, ..., Tp.
En d’autres termes, pour tout indice ¢ € {1,2,...,p} et pour tout choix de vecteurs fixés :

L1y - oy Ti—1y, Titl, -« Tp,

I’application partielle :

T; — f(ml,...,xi,...,:cp)
est linéaire en Z;.
Proposition 2.2. Quels que soient les scalaires a1, az,...,a, €K, ona:
f(a1x1, asxo, ..., apa:p) = a1a2- - 0p f(:l:l, Ty v ,xp).

Preuve. En effet, puisque f est linéaire en Z';, on a :
f(ali"l, agfg, ey apfp) = al f(fl, azfQ, ey apa_c'p),
et ensuite, puisque f est linéaire en T :
f(alfl, CLQI_"Q, agfg, ey apfp) = aiag f(fl, fg, agfg, cey apfp),

et ainsi de suite jusqu’au p-ieme vecteur. (]
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Supposons maintenant que les p vecteurs &1, Zo, ..., T, soient des combinaisons linéaires de n
autres vecteurs donnés :
Ur, U2, ..., Un,
c’est-a-dire que pour tout indice 1 < 7 < p, supposons qu’il existe des scalaires a; 1,a;2,...,0;n
tels que :
i = Q1 UL+ Q2 U2 + -0 F A Un,

ce que 1’on note aussi :
n
= E CLZ'JI_L']‘ (1<i<p).
Jj=1

Tout d’abord, puisque f est linéaire selon le premier vecteur, on peut développer :

<E alju], xg,..., > E a17] U],$27..., )

Ensuite, puisque f est linéaire selon le second vecteur, on peut a nouveau dévélopper chacun des
termes obtenus :

n n
f(ﬁj, E ag,kﬁk, fg,...,fp> = E a27kf(ﬁj, ﬁk, fg, ey fp)
k=1 k=1

Ainsi, en remplacant dans la relation précédente, nous voyons apparaitre une double somme :

n n n n
f< E al,j ’ljj, E a27k ﬁk, fg, e ,fp> = E E al,j a27k f(ﬁj, ﬁk, fg, ey fp)
7=1 k=1

=1 k=1

Dans cette double sommation, il y a donc n x n = n? termes, puisque le systéme de deux indices
{j, k} parcourt I’ensemble {1,2,...,n}.
Nous voulons maintenant raisonner par récurrence sur 1’entier p. Nous noterons alors les sys-
temes d’indices de maniere plus précise, en les indiciant eux-mémes :
J1s J2s -5 Jp—1, Jp-

Au lieu des indices j et k, cela signifie que nous écrivons dorénavant j; et js.
En raisonnant par récurrence sur p, supposons donc que nous ayons déja obtenu :

<§ : alm“yv E :a2J2uJ27 """ E : Ap—1,jp— 1qu 19 $P> =
Jj2=1

J1=1 Jp—1=1

E : E : E : a1,j:32,55 * " " Ap—1,5, 1 f(uj17 Uy =5 Ujp_15 mp)'

J1=1 j2=1 Jp—1=1

Alors comme f est linéaire selon Z),, on peut, apres avoir remplacé 7, en fonction des ;,, dévelop-
per chacun des termes qui viennent d’apparaitre :

n n
f(“ﬁ? Ujoy ooy Ujp 15 E : Ap,jp ujp) = E : Ap,jp f(“jl’ Ugoy « - o5 Ujp_1) ujp)'
Jp=1 Jp=1

En reportant cette somme dans la ligne qui précéde, nous obtenons une collection de p sommes :

)IDIEED D

Jj1=1 jo=1 Jp—1=1 jp=1

avec au total nP termes, et le résultat que nous atteignons peut s’énoncer comme suit.
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Proposition 2.3. Si f est une application p-linéaire alors :

n n n
f( E : ai,j; Ujy, E Qaz,jo Ujps - - - E : Ap—1,jp— 1ujp 19 E Ap,jp ujp) =

ji=1 Jo=1 Jp—1=1 Jp=1
E : E : § : § : 1,51 Q2,55 *** Ap—1,5p_1 Ap,jp f(ujlv Uy =+ o5 Ujp_15 ujp)' g
Jj1=1 j2=1 Jp—1=1 jp=1

3. Applications multilinéaires alternées
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K.
Définition 3.1. Une application p-linéaire :
f: EP — F
est dite aternée si elle s’annule quand deux de ses vecteurs en argument sont égaux :
(fi:fj avec i#j) — F(@1,. T, ... d) = 0.

En d’autres termes, une application p-linéaire f est alternée si elle est bilinéaire alternée par
rapport a fout couple (Z;, Z;) de deux variables distinctes, les p — 2 autres variables étant fixées.

Proposition 3.2. Pour toute application p-linéaire alternée f, quand on échange deux des p vecteurs
Z1,...,Tp, alors f(:E’l, ey fp) change de signe.

Démonstration. Désignons par T; et Z; les deux vecteurs que I’on échange, ol on peut supposer
que 7 < j. On doit prouver :

f(a:l,...,xi,...,xj,...ja:p) = —f(xl,...,:cj,...,xi,...,$p).
A cette fin, il suffit de considérer 1’application bilinéaire partielle :
go(xi,xj) = f(xl,...,a:i,...,a;j,...,xp),

a deux variables 7; et T, les p — 2 autres variables / vecteurs restants fixes. La propriété résulte alors
de ce qui a été vu au chapitre précédent, au moment ol nous avons étudié les applications bilinéaires
alternées. (]

Proposition 3.3. Pour toute application p-linéaire alternée f, si p est une permutation de 1’en-
semble {1, 2,3,... 7p} dont la signature est sign(yp), alors :

f(fgo(l)v fgo(Z)v SO fgp(p)) - S|gn(g0) f(flyf% sy fp)

Démonstration. Nous savons (ou nous admettons) que toute permutation ¢ € 7, est une composée
de transpositions :
P = TgOTg—10--:0T20Ty,
g étant le nombre de ces transpositions, et la signature sign(() ayant pour valeur :
sign(p) = (=1)%.

Or d’apres la Proposition 3.2 précédente, pour toute transposition 7 € &, appliquée aux indices
des vecteurs T;, la valeur de 1’application f change de signe.

Par conséquent, en appliquant successivement les transpositions 71, . . . , 7, qui constituent ¢, on
obtient exactement g changements de signes, et donc on a bien :
f(fgo(l)v f@(Q), ceey fcp(p)) - (_1)(] f(fl, 52, e ,fp). \:‘

Maintenant, énongons une propriété cruciale de dégénérescence des applications multilinéaires
alternées : elles ne voient pas, ou écrasent, tout ce qui est lié.



168 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud, France

Proposition 3.4. Pour toute application p-linéaire alternée f: EP — F, si la famille
{fl, To, ..., :E'p} est liée dans B, alors :

—

f(#, @, 3,) = 0.

Démonstration. En effet, supposons que la famille {fl,fg, cee fp} est liée. Alors il existe au
moins un indice ¢ avec 1 < ¢ < p tel que Z; soit combinaison linéaire des p — 1 autres vecteurs. En
changeant au besoin I’ordre de la numérotation, on peut supposer ¢ = 1, car grace a la proposition
qui précede, changer I’ordre des arguments revient seulement a multiplier 1’expression par +1.

II existe alors des scalaires as, . . ., a, € Ktels que :

P
r1 = E a; Iy,
=2

ou ici, la somme commence a j = 2. Or nous avons vu que :

P p
f(g aja:j,arg,...,xp> = g ajf(a;j,xg,...,xp).
j=2 j=2
Puisque f est alternée, alors, pour tous indices 2 < j < p, on a annulation :
f(xj,xg,...,xp) =0,
en vertu du fait que deux vecteurs sont ici toujours égaux dans les arguments de f. La somme
ci-dessus est donc nulle, conclusion ! |

Corollaire 3.5. Si F est de dimension finie sur K, et si :
dmg £ < p—1,

alors quel que soit I’espace vectoriel ' sur K, toute application p-linéaire alternée f: EP — I
est identiquement nulle.

Démonstration. En effet, dim E' < p entralne que toute famille {f Ty-- ey fp} de p vecteurs de E est
liée. La propriété précédente donne alors :
\V/(fl,...,fp) € EP f(f],...,fp) = 0,
donc f = 0 est I’application identiquement nulle. ([
Proposition 3.6. Pour toute application p-linéaire alternée f, si p vecteurs Ty, To, ..., Tp sont des
combinaisons linéaires de p autres vecteurs donnés iy, Us, ..., Uy :
p
T = Z a; j (1<j<p),
i=1

alors :

f(.fj, fg, e ,fp) = |: Z sign(go) Ap(1),1 Ap(2),2 *** Qp(p),p f(l_[l, ’LTQ, e ,ﬁp),
PpED

la sommation étant étendue a I’ensemble &), des p! permutations o de {1, 2,3,..., p}.
Démonstration. Supposons en effet que nos p vecteurs soient combinaisons linéaires de p vecteurs

Uji

p
=) aiji (1<i<p).
=1
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Appliquons la Proposition 2.3 :

n n n
(37) f(flw"afp) = Z Z Z Ajy 1 Qjg 2 aip,pf(ﬁi17ﬁi27"'7ﬁip)7

i1=1ip=1  ip=1

la sommation étant étendue aux p” sytémes {z’l, 12, ..., z'p} d’indices i; parcourant tous 1’ensemble

{1,2,3,...,p}.
Mais puisque f est alternée, dés que deux indices iy, et iy sont égaux, on a annulation :

f (@, sy, ..., i0,) = 0.

Par conséquent, dans la sommation (3.7), il ne reste plus qu’a considérer les systemes d’indices
{i1,i9,...,1p} deux a deux distincts, c’est-a-dire les images de {1,2,3,...,p} par les permuta-
tions ¢ € ),

On sait qu’il y a p! systemes de cette sorte, et qu’il y a aussi p! permutations ¢ € &7,

Les p? — p! autres systemes d’indices {z’l, 12, . . - ,z'p} non tous deux a deux distincts ont cer-
tainement une image nulle par f, puisque f est alternée, donc s’annule quand deux vecteurs sont
égaux.

Les p! systemes d’indices intéressants s’écrivent donc {¢(1), ¢(2), ..., ¢(p) } pour une certaine
permutation ¢ € &7, et tous les systemes d’indices deux a deux distincts s’obtiennent en faisant
parcourir a ¢ toutes les p! permutations de {1, 2,00, p} appartenant a &),.

Enfin, grace a la Proposition 3.3 :

F (), Gp)s - -5 Upy) = sign(p) f(dr, da, ..., dp),
( ( (p)
ou sign(y) est la signature de la permutation ¢. Le vecteur f (ﬁl, o, ..., ﬁp) se met donc en facteur
dans la sommation. Ceci acheéve la démonstration de la proposition. ([

Maintenant, étudions le cas spécial ol la dimension de E est égale a p, le premier cas intéressant,
car nous avons vu que pour dmE < p — 1, toutes les applications multilinéaires alternées sont
identiquement nulles. Nous supposons toujours le K-espace vectoriel F' quelconque.

Rappelons que dans le chapitre précédent, nous avons déja expliqué les cas p = 2 et p = 3 du
théoréme suivant, qui ne doit donc paraitre ni mystérieux, ni difficile d’acces.

Théoreme 3.8. [Fondamental !] Soient E et I deux espaces vectoriels sur le méme corps K, avec :
dmg E =p > 1.

Alors pour toute base {é}, €2y, é'p} de E, et tout vecteur fixé k € F, il existe une unique appli-
cation p-linéaire alternée f: EP — F telle que :

—

fé1,6,...,8) = k.

Démonstration. Commengons par établir I’unicité de f. Dans la base {51, €, ..., ép} de F, pour
tout indices 1 < ¢ < p, désignons par a; 1, a; 2, . . ., a; , les coordonnées des vecteurs &;, ¢’est-a-dire
écrivons :
P
fj = E CLiVjé;' (1<ji<p).
=1

Soit f: EP — I une application p-linéaire alternée. Alors griace a la Proposition 3.6 qui
précede, nous pouvons développer :

f(fl, .fz, e ,fp) = f(éi, 52, ey é},) Z sign(gp) ag,(l),l a¢(2)72 s a@(P)ﬁD’
PEPp

la sommation étant étendue a toutes les permutations ¢ de {1, 2,..., p}, et sign(y) désignant la
signature de la permutation .
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Par conséquent, si I’application p-linéaire alternée f de 1’énoncé existe, c’est nécessairement
I’application de E” dans F' définie, relativement a la base donnée, par :

(3.9) f(@, @2y @) = k Z SIgN () Ap(1),1 Gp(2),2 ** Gy(p) p-
PEPp
L’unicité est donc établie.

Traitons a présent 1’existence. Soit alors f: EP — F I’application p-linéaire alternée définie
par (3.9).

Pour tout tout indice 1 < j < p, nous devons démontrer que f est linéaire en Z;, les autres
vecteurs restants étant fixes. Nous procéderons en trois étapes.

Etape 1. Si:

B = T+,
alors pour tout indice 1 < ¢ < p, les coordonnées correspondantes vérifient la relation :
aij = aj;+ aj;.
Considérons alors la valeur :
— —/ =1/ —

(3.10) f(ml,...,acj+xj,...,xp),

ol I’on a remplacé &; par :E’]’ + ](’ , sans toucher aux autres vecteurs.
Le terme général de la sommation (3.9) correspondante est :

. / "

Sign(2) (1)1 ()5 T %e)5) Gty

ce qui s’écrit, par distributivité dans K :
sign() (1)1 Al Qo)+ SIGN(P) Q1)1+ @G5 T Gp(p)p
et donc, par associativité et commutativité de la sommation » _, le résultat de cette sommation est :
(3.11) F@, & Ey) + f(F. T ).
Par conséquent, les valeurs (3.10) et (3.11) sont égales.
Etape 2. Si on prend maintenant :

- —/
Zj = b7
avec un scalaire fixé b € K, alors les coordonnées vérifient, pour tout 1 <7 < p:
!/
a;j = ba; ;.

Considérons la valeur :
(3.12) f(@,. 03, Fy),

ol I’on a remplacé Z; par b ¥ ]’ , sans toucher aux autres vecteurs.
Le terme général de la sommation (3.9) correspondante devient, par commutativité de la multi-
plication dans K :

SigN(0) A1)+ Dag()j ~ App)p = DSION(P) Gp)1 - Ap()i o Gop) p
et par distributivité pour la sommation ) _, le résultat de cette sommation est :
(3.13) bf(fl,...,f;,...,fp).
Les valeurs (3.12) et (3.13) sont donc égales.
Le résultat conjoint des Etapes 1 et 2, c’est que f est p-linéaire.

Etape 3. Prouvons enfin que f est alternée.

Pour que I’application f soit alternée, nous savons qu’il suffit qu’elle change de signe quand on
échange deux vecteurs quelconques.

Soit donc j; < jo, et échangeons &, et T),.
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Pour les coordonnées de ces deux vecteurs, posons, pour tout indice 1 <7 < p:

/
,J1

!/

Ay i 1= Qg gy et a; j, = Qg -

Considérons la valeur :
(3.14) F(@, Ty By, ).
Le terme général de la sommation (3.9) correspondante devient :
. / /
SIgN(9) A1), Gy gy " Tp(ia)ga T Bee)
Maintenant, soit 7 € £, la transposition qui échange j; et jo. Posons :
P 1= porT.
On a alors :
Y1) = »(j2) et ¥(j2) = ¢(),
tandis que, pour tous autres indices j’ différents de j; et de jo, ona:
¥(i") = #(i").
D’autre part, griace a la propriété (connue ou admise) de multiplicativité des signatures :
sign(v) = sign(e) sign(t) = —sign(y),

le terme général de la valeur (3.14) s’écrit donc :

/

— sign(¢) Ay(1),1 "~ ai/’(jz):jl U Ayn)ge T M(p).pe
Or comme :

! li
Qo)1 — M(ja).g et Q1) g2 — M(ir),dr

ce terme général s’écrit alors, par commutativité de la multiplication dans K :

=sign(v) )1 Qylin)ge T QG T W(p)p =

(3.15) = —sign(v) ay1)1 Q) T M(a)de T ()
Maintenant, remarquons que :
Y = gpor — @ =1or,

de sorte que la correspondance ¢ —— 1 est une permutation bijective de 7). Par conséquent,
sommer (3.15) quand ¢ parcourt &, revient a sommer (3.15) quand v parcourt &7,
Or le résultat de cette sommation est :

—f(xl,...,wjl,...,mjz,...,xp).
Par conséquent, f est bien alternée.

Les trois étapes sont achevées, et le théoreme est completement démontré. U

4. Déterminants

L objectif est d’introduire les formes p-linéaires alternées, qui nous conduiront aux déterminants.
A partir de maintenant, nous changerons de notation :

D~ n.
Placons-nous dans les hypotheéses du Théoreme 3.8 fondamental, avec de plus :
F =K

Soit donc F un K-espace vectoriel, soit n > 1 un entier, et soit {é’l, €, ..., é’n} une base de E.
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Si on choisit pour k € G le «vecteur» 1 € K, alors ce théoréme garantit qu’il existe une unique
application n-multilinéaire alternée f satisfaisant :

fE,é,...,8) = 1.

Définition 4.1. On appelle déterminant de n vecteurs quelconques :

T, To, ..., Tp € F
dans la base {51, €2, .., e?n} la valeur sur eux de cette unique forme n-linéaire alternée :
D (a;l,a;g,...,a:n) = f(xl,xg,...,a:n).
Ainsi :
D (é’l,é'g,...,é’n) = 1.
Si:
n
T =) ai (1<j<n),
i=1
alors le déterminant de 71, ..., T, est:
D(xl, “oe ,xn) = E S|gn(g0) Ap(1),1 *** Qp(n)n-
S@Eyn

Comme conséquence du Théoreme 3.8, nous obtenons le
Corollaire 4.2. Toute autre forme n-linéaire alternée de E™ a valeurs dans K est du type :
AD(e,....+),
avec une constante A € K. (]

Maintenant, nous pouvons enfin introduire la notion de déterminant d’une matrice carrée de taille
n X n quelconque, généralisant en cela ce que nous avons vu 2 la fin du chapitre précédent pour
n = 2etpourn = 3.

Soit donc M une matrice carrée d’ordre n, a coefficients dans K :

a1 ar2 v Qg

as1 G2 - Qg
M = i i i

Gn,1 QGn2 -~ Qnn

Définition 4.3. On appelle déterminant de la matrice M, et on note :

a1 ar2 v Qg

a1 G22 -+ Q2p
detM = . . )

Gn,1 Gn2 -~ QGQnn

le scalaire défini par :

detM = Z Sign(p) agy1),1 *** Ap(n)n-
PEP,

Le déterminant ne change pas quand on transpose la matrice.

Proposition 44. Ona :
det (*M) = det M.
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Démonstration. Soient :

M = (CLZ'J') et "M = (at )7

1,]
avec :

Par définition :
det (*M) = Z sign(¢) a;(l),l o a;(n):n'

PEDy
Par commutativité dans K, on peut écrire le terme général de fagon a ce que {go(l), cel <p(n)}
revienne a I’ordre naturel {1, 2,00, n} On passe du premier au second ensemble par la permutation
P =L
Sil’on pose, pour tout 1 < j < n:
p(j) = k,
d’ou:
Y(k) = J,

il vient par suite :
t _ .t _
Yo(i)d = k) T Dp(k)ko
de sorte que le terme général s’écrit, en remarquant que sign(y) = sign (cp_l) :

SIgN (1)) ay(1),1 Ayp(2),2 *** Aup(n) -

1

D’autre part, sommer lorsque ¢ parcourt &, revient a sommer quand ¢~ = 1) parcourt &Z,.

Par conséquent, nous atteignons la conclusion :

det (tM) = Z sign(v)) Ayp(1),1 " Qap(n),n = det M. (]
YEPn

Il en résulte que toute propriété concernant les lignes d’un déterminant est valable aussi pour les
colonnes.

Terminologie 4.5. Lignes et colonnes seront nommées rangées.

On peut alors énoncer les propriétés qui découlent du fait que le déterminant est une fonction
n-linéaire alternée.

Proposition 4.6. [Fondamentale !] (1) Si on échange deux rangées paralleles d’'une matrice, son
déterminant change de signe.
(2) Si deux rangées paralleles d’une matrice carrée sont identiques, son déterminant est nul.

(3) Sion multiplie par A € K tous les éléments d’une rangée d’une matrice carrée, son déterminant
est multiplié par .

(4) Si une rangée d’une matrice carrée est une combinaison linéaire de rangées paralléles, son
déterminant est nul. U

5. Déterminant du produit de deux matrices de .7, (K)

Soient E' un espace vectoriel de dimension n sur un corps K, rapporté a une base
{é’l, €. .., é’n}, et soit D(-, e .) le déterminant de E™ sur K associ€ a cette base.

Théoreme 5.1. Pour tout endomorphisme u € £ (E), la composée D o u est n-linéaire alternée, et
ona:

Dlu(Z),...,u(,)] = detA-D(z,...,5),

ou A := Mat(u) est la matrice associée a I’endomorphisme .
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Remarquons d’abord que, pour ne pas multiplier les notations, nous avons désigné par la méme
lettre » I’endomorphisme donné de E et I’endomorphisme suivant de £™ a valeurs dans E" :

(fl,fz, R ,fn) — (u(fl),u(fg), R ,’U,(fn))

Démonstration. Commengons par établir que D o u est n-linéaire alternée.

A cet effet, prouvons que, pour tout indice 1 < j < n, ’application D o u est linéaire en zj,
quand les autres vecteurs u(Z;) sont fixés. Mais cela est évident : comme u(Z;) est linéaire en Zj,
et comme D est aussi linéaire, la composée D o u est bien linéaire en Z;.

Prouvons ensuite que cette composée D o u est alternée.

En effet, si, pour deux indices quelconques distincts j; et j2, on suppose que I, = Z;,, alors
uw(Zj,) = u(Z;,), et comme D est alternée, il vient :

D(u(@), s u(@), s uld@n), o u(@n)) = 0.

Ainsi, la composée D o u est bien n-linéaire alternée.
D’apres le Théoreme 3.8, puisque D et D o u sont deux formes n-linéaires alternées de E™ dans
K, il existe une constante A € K telle que :

Dou = A\D,
c¢’est-a-dire que, pour tout (Z1,...,7,) € E",ona:
D(u(zh),...,u(Z,)) = AD(Z1,...,Tn).

Prenons alors pour ces vecteurs les vecteurs de la base de 1’espace vectoriel E :

ce qui donne :
D(u(:ﬁ’l), cee ,u(fn)) = )\D(gl, ceey gn)

= A
Or comme u(€}), . .., u(é,) sont les vecteurs-colonnes de la matrice A de 1’endomorphisme u dans
la base considérée, nous avons :
A = detA,
ce qui acheve la démonstration. O

Théoreme 5.2. Quelles que soient les matrices carrées A € M#,,(K) et B € #,,(K) d’ordren > 1
quelconque, on a :

det (A B) = det(A) det(B).

Démonstration. Soit donc E un espace vectoriel de dimension n sur le corps K, et soit B =
{é1,...,&,} une base de E.
Soient u et v les endomorphismes de ' de matrices A et B dans cette base :

v u

E 5 E " E.

On sait que la matrice produit A B représente, dans cette base, la composée u o v.
Maintenant, appliquons le Théoréme 5.1 a I’endomorphisme uov € Z(E), ce qui nous donne :

(5.3) D(uov(fl),...,uov(fn),> = det(AB)D(fl,...,:i"n).
Posons :

v(Z1) = Y1y oennn. , (%) = Yn-
Appliquons a nouveau le Théoreme 5.1 a I’endomorphisme u, ce qui nous donne :

Remarquons que les premiers membres de ces deux équations (5.3) et (5.4) sont identiques.
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Appliquons enfin le Théoréme 5.1 a I’endomorphisme v :
D(gjl, . .,gjn) = D(v(fl), . ,v(fn))
= detB D(fl, ceey Tn).
En remplagant dans (5.4) et en comparant avec (5.3), on obtient :
det (AB) D(Zy,...,%,) = detAdetB D(&y,...,%,)
Pour conclure, il suffit de prendre 7 := €1, ..., & := €, pour que :
D(:E’l,...,fn) = D(é’l,...,é'n) =1,
et le théoreme est démontré. (]

6. Développement d’un déterminant selon les éléments d’une rangée

Nous allons maintenant exposer la méthode de développement d’un déterminant selon les élé-
ments d’une colonne. D’apres ce qu’on a vu, cette méthode sera aussi applicable au développement

selon les éléments d’une ligne.

Considérons donc une matrice carrée M € .#,,(K) d’ordre n > 1 quelconque :

M = (am)

Alors son déterminant vaut :

1<j<n colonnes

1<i<n lignes

detM = Z SIQn((p) a‘ap(l),l a¢(2)72 s
pEP
Soit E un espace vectoriel sur K, rapporté a une base {é’l, ..
j<n:
n
(6.1) T = Z a; j €,
i=1

alors, relativement a la base choisie, on a :

D(#,.... &, ...

,&y) = det M.

Ao (n),n-

., €y }. Si, pour tous indices 1 <

Pour tout indice 1 < j < n, I’application D est linéaire en &;, donc si on remplace & par la

combinaison linéaire (6.1), on obtient :

D(xl,...,xj_l, E Q5 €5y Tjtly---

i=1
n
(62) == E CLLjD(ZCl,...,CL_"j,l, é}, CEjJrl,...,
i=1
Ceci motive d’introduire :
Ai,j = D(a:l, e Xj—1,y €4y Tj41y--- ,xn)
a1 arj-1 0 aij4r
a;i—1,1 ai—15-1 0 aj—1;41
= det a1 ;51 1 Q; j+1
Git1,1 aiv15-1 0 ajyr1541
an,1 anj—1 0 a1

n

—

7x’l’b

)

—

Tn

).

a1n

Gi—1,n

Ai+1n

an.n
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Ainsi, A;; et le déterminant déduit de M en remplacant le vecteur colonne Z; de rang j par le
vecteur de base €;. En d’autres termes, on remplace la colonne de rang j par des zéros, sauf 1’élément
de la ligne i — I’élément a; ; — que I’on remplace par 1.

La relation (6.2) s’écrit alors :

n
det M = Z a; 5 Aiﬂ‘
=1

= a1 A1 tag; Ao+ +an;Anj.

Terminologie 6.3. On dit que I’on a développé le déterminant de M selon les éléments de la colonne
de rang j.

Pour tous indices 1 < 4, j < n, ce déterminant A; ; se nomme cofacteur de a; ;.

Maintenant, montrons comment calculer ces cofacteurs A, ;.

Etape 1 : Calcul de :

1 a2 -+ a1p

0 a2 -+ azn
A1,1 = D(el,l‘g, . ,l‘n) = det

0 Gn,2 - Gnpn

Ceci est le déterminant de la matrice déduite de M en remplacant les éléments de la premicre
colonne par des zéros, sauf I’élément de la premiere ligne — 1’élément a1, — que I’on remplace
par 1.
On obtient donc la valeur de Ay ; en remplagant, dans la sommation donnant le déterminant
det M, les a (1,1 par:
0 sip(l) #1,
1 sip(l) =1,
Par suite, on obtient :

A = Z SigN() ap(2),2 Ag(3),3 *** Aip(n),ns

pEPn
p(1)=1
la sommation étant étendue aux permutations  de I’ensemble {1, 2,3,..., n} qui laissent I’élément
1 invariant. La restriction de ¢ a I’ensemble {2, 3,... ,n} est alors une permutation ¢’ € &, 1.
Réciproquement, toute permutation ¢’ € 2, 1 de I’ensemble précédent se prolonge d’une
maniére unique en une permutation ¢ de {1, 2,00, n} laissant 1 invariant. De plus, on a égalité des

signatures :
sign(y) = sign(¢').
En définitive :
Al,l = Z sign(go’) Ay (2),2 -+ - Ayl (n)n:
P EPn_1
Ensuite, désignons par :
az2 -+ a2n
My =
ana ** Gnn
la matrice de .#,,—1(K) déduite de la matrice considérée M par suppression de la premiere ligne

et suppression de la premiere colonne. Par définition du déterminant d’une matrice, la formule qui
précede exprime alors visiblement que :

A171 = det M171.
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Etape 2 : Calcul de :

A@j = D(wl,...,xj_l, €iy LTj41y--- ,xn)

a1 - arj—1 0 arjer

ai-11 0 @i—15-1 0 @141
= det ;1 s Qi j—1 1 Qi j4+1

ait11 0 Giyr15-1 0 a1y

ap,1 - apj—1 0 apj

a1n

Ai—1n
Qjn

Air1n

an.n
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Amenons le vecteur €; de la j-€éme colonne a la premiere colonne, en I’échangeant successive-
ment avec tous les vecteurs qui précedent ; il y a au total j échanges, et comme la forme n-linéaire
D est alternée, on obtient :

0 an -+ arj aijy1 v A1p
' 0 @11 -+ QGi—1j-1 Gi—1j4+1 " Gi—1pn

Ajj = (=1Ydet | 1 ain - @ij1 g o din
0 @iv11 0 Gitlj-1 G141 0 Gitin

0 an,1 T an,j—1 an,j+1 te an,n

Dans le déterminant obtenu, amenons la ligne de rang 7 a la premicre place par échanges succes-
sifs avec les lignes qui la préceédent ; il y a au total 7 échanges de lignes, et comme D est alternée,
on obtient :

I a0 a1 ajj+1  cc Qip
0 an - arj aijy1 . A1p
_ i+j j
Ajj = (=)™ (=1)det | 0 ai—11 -+ @Gi-15-1 G141 T Gimig
0 Git11 -+ Gir1j-1 Gl 0 Qikip
0 an,1 T Gn,j—1 Gn, j+1 T Gn.n

Au déterminant qui est obtenu ici, on peut appliquer le résultat trouvé 2 1’Etape 1. Si on supprime
la premiere ligne et la premiere colonne de ce déterminant, on obtient donc :

L a0 Gig-1 Gigy1 o Gip
0 a1 e ar S, aiy o ani-1 o angil
ai1 aij—1 ai,j+1 a1n . .
i @i—11 0 Qi—1j—1 @i—1j+1
e e T E B T B
1 ) 7 W T 1 )
0 aiy11 -+ Git1j5-1 Q141 0 Qitln ' .] .J
i ' i ' ’ . ’ p1 ' Gpj—1  Qpgjt1l
0 Qn,1 cee Qp, -1 Qp, 541 s Gn.n J J
Par conséquent :
ai1 v a1 -1 aij+1 . G1p
L i e et i e
Ai,j _ (_1)1-1—] det i—1,1 i—1,5—1 i—1,7+1 i—1,n
Ai+1,1 0 Qi1 Qilg+1 0 Qitln
Gn,1 te an,j—1 Gn,j+1 T Gn.n

Nous pouvons donc énoncer le théoréme récapitulatif suivant.

Théoreme 6.4. Soit une matrice carrée d’ordre n > 1 quelconque :

1<j<n colonnes
M = <ai,j> o (ai,j €K),
1<i<n lignes

a1n

Ai—1,n
Ait1n

Gn.n
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c’est-a-dire :

ail 0 G1n
M =
an,1 - Gnn
Si on désigne par :
ail vt Q151 atj+1 0 Qlp
o a;i—1,1 0 Qi—15-1 Qi—15+1 *°° Ai—1n
M;; =

ai+1,1 "0 Qi415-1 Qi41541 0 Gitln
an,1 T Qp, 5—1 An,j+1 T an,n

la matrice de #,,—1(K) déduite de M par suppression de la ligne de rang i et suppression de la
colonne de rang j, alors on a :

n
detM =) (=1)"* a;;det (M;). U
i=1
Terminologie 6.5. On parle du développement du déterminant de M selon les éléments d’une

colonne, celle de rang j.

Théoreme 6.6. Sous les mémes hypotheses, on a aussi :
n
detM =) (=1)"* a;;det (Miy). =
j=1
Terminologie 6.7. On parle du développement du déterminant de M selon les éléments d’une ligne,

celle de rang .

Tout cela étant tres général et tres abstrait, il convient maintenant d’illustrer ces deux procédés
de développement sur des exemples simples et concrets.

Exemple 6.8. Développons le déterminant d’une matrice de .4 (KK) a 4 lignes et 4 colonnes selon
les éléments de sa derniére ligne :

b ¢ d a ¢ d
a’ b/ C/ d/ _ CL/” b/ C/ d/ + bl/l a/ C/ d/ _

bl/ C” d// a// C// d/l
a/// b/l/ C”/ d///
a b d a b c
_ cl// a/ b/ d/ + d/// a/ b/ Cl
a// b// d// CL// b// C//

Exemple 6.9. Etudions le déterminant d’une matrice triangulaire. Soit donc une matrice triangulaire
supérieure d’ordre n > 1 :

aijn a2 a3 - Gy
0 a2 a3 -+ an

T .= 0 0 ass - a3 n

0 0 0 - ann
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et proposons-nous de calculer son déterminant :

a1 a2 ar3 - Al
0 ago asg -+ asy
detT = | 0 0 azz - asn
0 0 0 - app
A cette fin, développons det T selon les éléments de la premiere colonne, ce qui donne :
a2 a3 -+ A2n
0 az3 -~ asn
detT = a1
0 0 - ann
Recommencons avec la premiere colonne du déterminant qui apparait :
ass -+ a3n
detT = ajq1a22 | @ -, ol
0 - ann
et ainsi de suite, jusqu’a :
p—1n—1 Onn—1
detT = aj1a22 -+ an—2n—2
0 Ann
= a1,1022 *** Apn—2n—20n—-1,n—-1 ‘an,n‘
= a1,1022 " Apn—2n—20n—-1,n—10nn-

Le méme phénomene de simplicité des calculs se produit aussi avec des matrices triangulaires infé-
rieures. En résumé :

Proposition 6.10. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments de sa

diagonale principale. U

7. Matrice adjointe

Gréce aux déterminants extraits det M; ;, nous allons construire un objet qui permet de calculer
I’inverse M ~! d’une matrice — quand elle est inversible !

Définition 7.1. Soit M = (aa j) une matrice de .7, (K). Définissons d’abord la matrice N = (bi,j)
de .#,,(K) dont les éléments sont :

bij = (1) det M, ,
ou M; ; est la matrice déduite de M par suppression de la ligne de rang 7 et suppression de la
colonne de rang j :

ai 1 e a/l,j—l al,j+1 e aip

M = | @11 Gimlge1 Giclgen o dicln

! Qis11 ot Gipljo1 Giglgel ot Gigln
Cln71 e a’n,jfl an,j+1 e an7n

Terminologie 7.2. On appelle matrice adjointe, ou brievement, adjointe, de M, la matrice transpo-
sée de N :
M* :="*N
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Exemple 7.3. Dans .#Z3(R), soit :

1 0 -1
M = 0o -1 1
-1 2 0
Ses huit premiers cofacteurs valent :
-1 1 0 1
bi=+|45 o = 2 big=—|_1 o/ = L
0 -1 0 -1
b1,3 =+ -1 2 - _17 b2,1 - = 9 0 - _27
1 -1 1 0
b2,2 — + -1 0 - _]-a b2,3 - = -1 2 - _2’
0 -1 L -1
b3,1 =+ -1 1 - _]-7 b3,2 - = 0 1 - _]-7
tandis que le neuvieme et petit dernier arrive en clopinant :
1 0
b3,3:+’0 1 = —1L
Par conséquent :
big bi2 b3
N = | ba1 b2 b23
bs1 b3a2 b33
-2 -1 -1
= -2 -1 =2
-1 -1 -1
La matrice adjointe de M est par définition la transposée de cette matrice, c’est-a-dire :
-2 -2 -1
M*=*N=|-1 -1 -1
-1 -2 -1

Comme on le voit, rappelons que N est formée en remplacant chaque élément de la matrice donnée
M par son cofacteur dans le développement de det M.

Théoreme 7.4. Quelle que soit la matrice M € #,,(K), ona :
M*M = MM* = (detM) I,
ou I, est la matrice identité de M, (K).
Démonstration. Avec M = (am), posons :
bij = (—1)""7 det (M;;),

et introduisons :

sz = bj,i?
de telle sorte que :

Par définition du produit de deux matrices, on a :

M*M = (C’i,k)a
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n
R E t
Ci,k — bz’] a]”k.
J=1
On a par conséquent :

n
Cik = ) ajbi
7j=1
n
= Z (—1)]+Z a;jk det (Mjﬂ‘).
j=1
Deux cas se présentent.

Cas 1 : k = ¢. Dans ce cas, le coefficient vaut :

n

Cii = Z (—1)7*" aj, det (M)
j=1

= det M,
puisqu’on reconnait la formule du Théoreme 6.4, en échangeant les noms des indices 7 <— j.

Cas 2 : k # i. Appelons M’ la matrice déduite de M en remplagant les éléments ay ;, a2, . . ., Gn;
de la colonne i par les éléments a j, @z k, ..., Gy k de la colonne k, ce qui donne :

a/171 o« e e a/l,]{/‘ o o e al,k e o o a17n

/ a271 o« o e a/2’]{/‘ o o e a27k e o e a/27n
M = SR S : . : )

a/ﬂ,,l o« e anyk’ o« o e a/n7k o« o e an’n

en supposant ¢ < k pour fixer les idées dans cette représentation.
Or comme cette matrice M’ a deux colonnes égales, son déterminant s’annule :

0 = detM'.

Mais en développant ce déterminant selon la colonne %, on obtient une formule :

n
0 =detM = > (=1)"a;det(M;,),
j=1
qui est exactement celle obtenue plus haut, ce qui nous donne :
cik =0 (Vi#k).
Autrement dit, en utilisant le symbole de Kronecker :
Cik = 5i,k det M,
et par conséquent :
M*M = (detM) I.
On prouverait de méme que :
MM* = (detM)In. O
Exemple 7.5. Nous avons vu plus haut que la matrice adjointe de la matrice :

1 0 -1
M = o -1 1
-1 2 0
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est:
-2 -2 -1
M*=*N=| -1 -1 -1
-1 -2 -1

La regle de Sarrus donne la non-annulation des déterminants :
detM = 0+0+0—(-1)(-1)(-1)—-0—-1-1-2
= —1,

det M* = (=2)(=1)(~1) + (=2)(=1)(~1) + (~1)(=1)(=2) = (~1)(=1)(~1) — (~=2)(~1)(~1) — (~2)(~1)(~2)
= —-2-2-24+1+2+4
= —1,

et le lecteur vérifiera que 1’on a bien :

M*M = MM* = 0 -1 0

8. Critere pour I’'invertibilité des matrices

Maintenant, nous pouvons appliquer ce qui précéde aux matrices inversibles de 1’anneau

My (K).

Théoreme 8.1. Pour qu’une matrice M € #,,(K) soit inversible, il faut et il suffit que :

det M # 0.
Dans ce cas, on a alors :
1
-1 *
= M*, |
detM

Démonstration. Premieérement, établissons la nécessité. Supposons donc M inversible. Ainsi, il
existe une matrice M ! € .,(K) telle que :

MM =MM"' =1,
Appliquons le Théoreme 5.2 :
det (M1 M) = detM ™' det M.
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Comme nous savons que det I,, = 1, nous obtenons :
(8.2) 1 = det M ! det M,
ce qui fait voir que, dans le corps K :
det M # 0.
Deuxieémement, établissons la suffisance. D’apres le Théoreme 7.4, nous avons :
M*M = detM I,.
Supposons donc det M # 0. Alors :
M*
det M M =
Par conséquent, M est inversible, avec, comme annoncé :
LM
T detM’
Corollaire 8.3. Si M € #,,(K) est inversible, alors :

I,.

1
detM ! = —
© det M

Démonstration. En effet, nous avons vu cela en chemin dans 1’équation (8.2).

Exemple 8.4. La matrice :

1 0 -1
M = 0 -1 1
-1 2 0
vue plus haut est inversible, car det M/ = —1. Son inverse est :
2 21
-l = M]*W =(111
det 1 2 1

Terminons ce chapitre en introduisant le concept de déterminant d’un endomorphisme linéaire
f: E— E.
Soit donc F un espace vectoriel de dimension n > 1 sur le corps K. Soit aussi une base de E :
BE = {51, s 7€n}7
et soit la matrice de f dans cette base :
M := Matg,_p, (f)
Soit par ailleurs une autre base :
B, = {&,....2,
d’ou la deuxieme matrice :
M/ = MatBIEBSE (f)
Si P désigne la matrice de passage qui envoie la base B sur la base B, alors nous avons vu
dans un chapitre qui précede que :
M =P 'MP.
En appliquant le Théoreme 5.2, on en déduit :
det M’ = det (P~' M P)
— det P! det M det P
= det M,

grice au Corollaire 8.3.
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Proposition 8.5. Le déterminant de la matrice associée a un endomorphisme linéaire f € £ (E, F)
d’un K-espace vectoriel E de dimension n > 1 est indépendant de la base choisie. ([

Ceci justifie la

Définition 8.6. Pour tout endomorphisme f € .Z(F), on appelle déterminant de f, et on note :
det f,

le déterminant de la matrice de f dans une base quelconque de F.
9. Exercices

Exercice 1. EE
Exercice 2. EE
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Théorie du rang
Systemes linéaires

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Sud, France

1. Introduction
2. Rang d’une application linéaire

Soit K un corps, par exemple K = R ou K = C. Soient E et F' deux espaces vectoriels de
dimensions finies :

dmg Bl =:n > 1 et dmg F' =:m > 1.

Soit aussi une application linéaire :

E

F.

Définition 2.1. On appelle rang de f la dimension du sous-espace vectoriel f(E) C F, image de
Epar f:
rang(f) := dimIm f.
Si on munit £ d’une base {é’l, e ,é’n}, alors f(E) est engendré par la famille des n vecteurs
images :
{r@@),.... f(en)}.

De cette famille, on peut extraire une base de f(E), laquelle aura exactement un nombre de vecteur
égal arang(f), d’apres la définition du rang, et d’apres un théoréme vu au début du développement
de la théorie.

On a alors évidemment :

d’ot toujours :
rang(f) < min (dim E, dim F').
Ensuite, introduisons la notion de rang d’une famille de vecteurs.

Définition 2.2. Dans un espace vectoriel F' sur un corps K, on appelle rang d’une famille de vec-
teurs :

{1717:1727" . 717%} - Fa
la dimension du sous-espace vectoriel qu’elle engendre :

rang {71, ..., G, } := dimVect (71,...,7n)-
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Le rang d’une telle famille {gjl, ey gjn} est donc égal au cardinal — nombre d’éléments — de
toute base que 1’on peut extraire du sous-espace vectoriel :

F' = Vect(i1,...,9,) C F.

Or puisque I’espace engendré ne dépend pas de I’ordre des vecteurs dans la famille, on peut
supposer, en changeant au besoin 1’ordre de la numérotation, qu’une base extraite

F' = Vect (#1,..., ..., ¥n) = Vect (#1,...,7)

est constituée des r premiers vecteurs, r étant le rang de la famille considérée.

Autrement dit, les vecteurs /i, . .., % sont linéairement indépendants, et aussi, tout autre vec-
teur :
U d’indice r+1<j<n,
est combinaison linéaire des vecteurs 41, . . . , ¥, de cette base.

Observons au passage que la définition du rang d’une famille de vecteurs s’applique a toute
famille finie de formes linéaires de 1’espace dual :

E* .= Z(E,K),
et alors, on appelle rang d’une famille de formes linéaires :

{fl,fg,. . ,fn} C E*,

la dimension du sous-espace vectoriel de E* qu’elles engendrent.

Enfin, introduisons la notion de rang d’une matrice. Ici, il faut s’imaginer que £ := K" et que
F := K™, comme nous allons I’argumenter dans un instant.

Définition 2.3. Etant donné une matrice M € M (K)am > 1lignesetan > 1 colonnes :

aii o Aip
M=
ami -~ Gmn
oo
on appelle rang de M, et on note :
rang(M ),

le rang de la famille des n vecteurs-colonnes de cette matrice, envisagés comme vecteurs apparte-
nant a I’espace vectoriel K™.

Si on introduit la base canonique de K™ :

{517 s 7gm}7

constituée des m vecteurs ayant la coordonnée 1 a la i-€me place, tandis qu’il n’y a que des 0
ailleurs ;
g = (0,...,0,1,0,...,0) (1<i<m),

alors les n vecteurs-colonnes dans K™ associés a cette matrice s’écrivent :
m
Yj = E Qi j € (1<j<n),
i=1

et cette matrice M = (aiyj) représente alors une application linéaire bien définie g: K" — K™.
Dans ces conditions, observons que d’apres les Définitions 2.1, 2.2, 2.3, on peut écrire :
rang(g) = rang(M).

L’énoncé suivant clarifie encore mieux le lien entre les diverses notions de rang.
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Théoreme 2.4. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectivesn > letm > 1,
rapportés a deux bases respectives :

BE:{€17"'7€H} et BF:{ﬁ,7fm}

Si, relativement a ces deux bases, une application linéaire f € £ (E,F) est représentée par sa
matrice :

M = MatBEBF(f) S %m,n(K)v
alors :

rang(M) = rang(f).

Démonstration. Dans la base Bp, soit 1’application qui constitue et définit les coordonnées
r1,%2,...,Ty, d’un vecteur quelconque ¥ € E':

cp(xl,xg,...,xn) =x1€1 +x90€0+ - +xTp€E, = T.

En particulier, pour tout indice 1 < j < n, le vecteur € de la base canonique de K™ défini ci-dessus
est envoyé par ¢ sur le vecteur €; de la base Bg

o(&5) = & (a<ji<n).
Elaborons un diagramme commengant :
f
E F
d [
K" K™.
De méme, il existe, relativement a la base Bp = { fi, e fm} de F'un isomorphisme et un seul

de K™ sur F' défini par :

w(ylay%"wym) = ylfi+y2fz++ymfm

Complétons alors notre schéma :

FE ! F
4 Tw
K" K™,

P lofop

en introduisant I’application composée g: K" — K™ qui est définie indirectement en parcourant
I’arche par le haut :

-1
g =1 ofoop.

Proposons-nous maintenant de rechercher la matrice de g dans les bases canoniques de K” et de
K™,

Pour tout vecteur £; de la base de K" avec 1 < j < n, on sait que go(s"]) =éj;.

Soit maintenant M = (ai,j) la matrice de f € Z(E, F) relativement aux bases Br et Bp,
c’est-a-dire :

f(€f) = a1 fi+az;fot- - +am;fm (1<ji<n).
J J J J

Par conséquent, nous déduisons, toujours avec 1 < j < n quelconque :
9(&) = v (F () = 7 (1))

= (CLLj, A2y -+ amJ) e K™
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Le vecteur-colonne de rang j de la matrice de g coincide donc précisément le vecteur de coordonnées
(aLj, o 7@m,j), et ainsi, la matrice de g est :

( ) 1<j<n colonnes

Matg...B.m (9) = <a~ )

K2R J 1<i<m lignes
= M.

OI' nous avons vu que .
rang(M) = rang(g),

et il ne reste plus qu’a prouver que :

rang(g) = rang(f),
c’est-a-dire que :
dimg(K") = dim f(E).

A cette fin, prouvons que ) établit un isomorphisme entre g(K") et f(E), ce qui conclura.
En effet, comme ) est un isomorphisme entre :

K™ > g(K") et F > f(E),

il suffit de prouver que la restriction de ¥ a g(K"™) est une surjection de g(K") sur f(E), c’est-a-dire
que :

U (9(K") = f(E).
Mais comme :
g=v""ofoup,
il vient :
Yog = foep.

Il ne reste donc plus qu’a se convaincre que :

fop(K") = f(E),
mais cela est évident, puisque ¢ est surjective :

P(K") = E.

Le théoreme est donc démontré. (]

Exprimons une conséquence importante de ces raisonnement.

Comme précédemment, soit F' un espace vectoriel de dimension m > 1 sur le corps K, rapporté

aune base By = {d1,...,Gn}. Soit une famille de n > 1 vecteurs :
{yla s 7yn}>
exprimés dans la base Br comme :
m
7= aigfi (1<j<n).
i=1
Clairement, la matrice :
a1l ai2 ot Gln
a1 G2 '+ G2q
M = . .
m,1 Gm2 *° Ommn
71 p) Un

de taille m x n est la matrice des coordonnées des n vecteurs ¥; dans la base By de F'.
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Considérons alors I’endomorphisme linéaire f € £ (K", F') qui envoie les vecteurs &7, . ..,&),

de la base canonique de K" sur les vecteurs 41, . .., ¥ :
(&) = 4 (a<ji<n).
La matrice de f, relativement aux bases {51, .. ,5n} et { ﬁ, cee fm} respectives de K" et de F’

est précisément :
Mat(f) =M = (ai,j).

D’apres le Théoréme 2.4, on a :

rang(f) = rang(M).

Or d’apres la Définition 2.2, le rang de la famille {yﬁ, e ,gn} est la dimension du sous-espace
vectoriel qu’elle engendre, espace qui, d’apres la construction de f, coincide ici avec Im f. Donc le
rang de cette famille est égal a rang( f), c’est-a-dire a rang(M ).

Nous pouvons donc récapituler tous les raisonnements qui précedent sous la forme d’un théo-
réme synthétique utile dans la pratique.

Théoreme 2.5. Le rang d’une famille de vecteurs d’un espace vectoriel F de dimension finie est
égal au rang de la matrice des coordonnées de ces vecteurs dans une base quelconque de F'. ([

Terminons cette section en formulant un critere d’indépendance linéaire, valable quand le
nombre de vecteurs est égal a la dimension de I’espace vectoriel ambiant.

Théoreme 2.6. [Fondamental !] Dans un espace vectoriel de dimension n > 1 sur un corps K, les
trois propriétés suivantes sont équivalentes concernant n vecteurs :

T1,...,Tn € K.

(i) La famille {1, ...,%,} est libre.
(ii) La matrice M des coordonnées de I, . . . , Z,, dans une base quelconque de E est inversible.
(iii) Le rang de M est égal a n = rang(M).
Démonstration. Les arguments consistent a faire la synthese de tout ce qui a été dit dans les pages
et dans les chapitres qui précedent, et donc, il n’y a presque rien a écrire.

Le lecteur-étudiant est fortement invité a revenir en arriere afin de se convaincre qu’il a bien

compris pourquoi ces équivalences sont conséquences directes de toute la téorie qui a été élaborée
jusqu’a présent. (]

3. Matrices extraites d’une matrice

Soient deux entiers m > 1 et n > 1, et soit une matrice de taille m x n :
1<j<n colonnes
M = (a J)
1<i<m lignes

Soit aussi un entier p > 1 avec :
m?

NN

p
p n,
d’ou:
1 < p < min(m,n).
Définition 3.1. Pour tous choix de deux collections de p indices intermédiaires :
1 <ip < -0 < ip <M,
IL<i <. <Jpsmn,
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on appelle matrice extraite associée la matrice carrée de taille p X p :

Qi1 Qigge 0 Qiggp
VLT Qig,j1 Qig,jo """ Qiggp
Pyensip . . . 5
aip :jl aip:j2 T aipvjp
et on appelle : déterminant extrait :
Qiy,gn @irge "7 Qiggy

A = detagl g = | T T TR
Qipj1 - Qip,go "7 ipgp
Nous admettrons sans démonstration le
Théoreme 3.2. Si une matrice M € My, n(K) n’est pas identiquement nulle, alors il existe un

entier unique :
1 < r < min(m,n)

tel que, pour tout entier p > r + 1 strictement supérieur, tous les déterminants extraits s’ annulent

0 — Ajly---vjp

i1 yeenyip ?

tandis qu’il existe au moins un choix d’indices :
1<y < <ty
L<j < <Jr

pour lesquels le déterminant extrait correspondant ne s’annule pas :

jlv-'vj'r
0 7& Aila---7ir
De plus, cet entier vaut :
rang(M) = r. O

Evidemment, quand la matrice est identiquement nulle, son rang vaut 0.
Grice a ce critere général, on peut (en principe) déterminer de manicre algorithmique le rang
d’une matrice explicite donnée.

Exemple 3.3. Comme illustration élémentaire, dans I’espace R* de la physique 2 quatre dimen-
sions — celle dans laquelle nous faisons des mathématiques avec notre petite cervelle en ébulli-
tion —, soient les trois vecteurs :

# = (1,0,1,0), Tp := (0,1,0,1), s = (1,-1,0,2),
La matrice de ces vecteurs dans la base canonique de R* s”écrit :
1 0 1
01 -1
M 1 0 0
01 2

Désignons en abrégé par M3 la matrice formée des trois premieres lignes de M. On trouve
aisément (exercice) que :
detMs = —1 # 0,

et par conséquent, rang(M) = 3, donc la famille {:E’l, o, 33'3} est libre.
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Formulons maintenant un critere général d’indépendance linéaire pour des collections quel-
conques de vecteurs.
Dans un K-espace vectoriel F'a m > 1 dimensions rapporté a une base :

Br = {fi,. s fum}s

considérons une famille {:El, .. ,fn} de n > 1 vecteurs arbitraires. Introduisons aussi la matrice :

1<j<n colonnes
A= (am‘) . :
1<i<m lignes

des coordonnées de ces vecteurs dans la base Bp.

Pour que cette famille {fl, . ,fn} de vecteurs soit libre, il faut et il suffit que son rang soit
égal au nombre n des vecteurs, c’est-a-dire d’apres le Théoreme 3.4, que rang A = n.

En appliquant alors le Théoreme 3.2, on peut énoncer le critere général suivant.

Théoreme 3.4. Dans un espace vectoriel F' de dimension m > 1, pour qu’une famille de n > 1
vecteurs soit libre, il faut et il suffit que ’on puisse extraire, de la matrice de ces vecteurs dans une
base quelconque, une matrice carrée d’ordre n qui soit inversible, i.e. de déterminant non nul.

4. Systemes d’équations linéaires

On considere un systéeme linéaire de m > 1 an > 1 inconnues :
a1 71 Fa12T2 + -+ a1, Ty = b,
@.1) a2,1x1 + ag2x2 + -+ a2, Ty, = b,

m1T1+aAm222+ -+ AmpTp = b,

dont les éléments a; ; € K sont nommés coefficients, ainsi que b; € K, appelés seconds membres.
Ici évidemment, ce sont les inconnues z1, .. .,z, qu’il s’agit de déterminer. On appelle alors
solution du systéeme tout n-uplet :

(xl,xQ,...,xn) e K"

qui vérifie les m équations du systeéme.

Résoudre le systeme, c’est déterminer 1’ensemble de toutes les solutions (x1,...,z,) —
ensemble qui peut éventuellement étre vide.

On appelle matrice du systeme la matrice des coefficients du membre de gauche :

a1 ar2 o Glp

a1 G2 - G2y
A = . .

am,1 OGm,2 " OGmn

Si donc nous introduisons les deux matrices unicolonnes :

T bl

T b2
X = et B =

I bm

an lignes et a m lignes, la définition du produit matriciel nous permet d’abréger I’écriture d’un tel
systeme linéaire sous la forme :

(4.2) AX = B.
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Résoudre le systeme (4.1), c’est donc résoudre cette équation matricielle. Les matrices A €
Mmn(K) et B € My 1(K) étant données, il s’agit de déterminer 1’ensemble des matrices X de
M1 (K) vérifiant A X = B.

De plus, un tel systeme admet une interprétation vectorielle qui est absolument essentielle.

En effet, soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectivesn > letm > 1
sur le corps K, munis de deux bases :

B = {51,...,€n} et Bp = {fl,...,fm}.
Soit aussi f: E — F T'application linéaire qui admet pour matrice la matrice A = (ai,j) du
systeme. Si on introduit les vecteurs :
Z:=mxe1+-+xpén et bi=bifi+ -+ bm fm,

le systeme linéaire (4.1) équivaut alors a :
(4.3) f(@) = b.

Résoudre ce systeéme, ¢’est donc déterminer 1’ensemble des vecteurs & € E qui ont pour image
le vecteur fixé b € E, que nous noterons :

Sol := {T € E: f(&) = 5}

Dans cette interprétation, il est aisé de délimiter les grandes lignes de la discussion.

Premier cas. Supposons que b n’appartienne pas a I’image de F par f :
b ¢ Imf.

Alors I’équation (4.3) n’a évidemment pas de solution. Dans ce cas, on a donc vacuité Sol = () de
I’ensemble des solutions.

Deuxiéme cas. Supposons au contraire maintenant que b appartienne 3 1’image de F par f :

b e Im f.
11 existe alors au moins un vecteur Zy € FE tel que :
(4.4) f(Z) = b.

Pour toute solution Z € Sol de 1’équation vectorielle (4.3), on aura alors, en retranchant membre
a membre (4.3) et (4.4) :
et comme f est linéaire, il vient :
f (:E — :Eo) = 0.
Par suite, si Ker f désigne le noyau de f, ceci veut dire que :
Z— 2y € Kerf.
Réciproquement, tout vecteur & de la forme :
T=2g+9y avec iy € Kerf quelconque,
est solution du probléme, car il est clair que :

f(@) = f(Zo) + f(&)

—
o}

=b.

Par conséquent, si &y est une certaine solution (particuliere) de 1’équation vectorielle (4.3), alors
I’ensemble de toutes les solutions de cette équation est exactement égal a :

Sol = {feE: 37 € Ker f, f:*oﬂj}.
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Il est paramétré par le noyau de f. Enongons ce résultat trés important sous une forme synthétique,
en prenant pour fixer les idées :

E = K" et F = K™
Théoreme 4.5. Etant donné un systéme de m > 1 équations linéaires a n > 1 inconnues :
n
Zai7]’$]’ = b (1<i<m),
Jj=1
interprété comme équation vectorielle :
f(@) = b,

au moyen de I’application linéaire f € £ (K", K™) qui a pour matrice (ai,j) dans les bases
canoniques de K™ et de K", et avec b € K™ fixé, I’ensemble complet de ses solutions :
Sol := {Z e K": f(Z)=b},
est le suivaizt.
(1) Quand b & Im f, il est vide Sol = .

(2) Quand b € |Im f, il admet au moins une solution ¥y € Sol, et alors I’ensemble complet de ses
solutions est :

Sol:{feE: 37 € Ker f, f:fo+ﬂ}. 0
Trois cas spéciaux méritent d’étre explicités.
(a) Quand f est surjective, ce qui exige m < n, ¢’est-a-dire quand :
Imf = F,
tout vecteur b € F appartient a Im f, et alors le systtme A X = B admet toujours des solutions,

quel que soit le choix d’un second membre fixé B.
(b) Quand f est est injective, un théoreme vu dans un chapitre qui précéde a montré que :
dimlm f = dmFE = n,
et ’inclusion Im_’f C F force n < m = dim F. En prenant alors un second membre B tel que le
vecteur associé b € Im f appartienne a I’image de f, on voit que dans ce cas, le systeéme linéaire

admet une solution unique, parce que Ker f = {0}, donc les vecteurs ¥ qui paramétrisent 1’espace
Sol des solutions sont tous nuls.

(c) Enfin, quand f est bijective, c’est-a-dire simultanément injective et surjective, ce qui exige
n = m, le systtme admet une solution par (a), et une seule par (b). Nous allons maintenant étudier
plus en détail ce cas tres intéressant.

5. Systemes de Cramér

Dans le systeme (4.1) linéaire A X = B réinterprété comme équation (4.3) vectorielle, nous
supposons donc dans cette section que deux conditions sont réalisées :
1) n=m;
(2) la matrice A = (ai,j) du systéme est inversible.

Ainsi, en partant de :
4.2) AX = B,
nous pouvons multiplier par A~! ce qui fournit instantanément :
(5.1 X = A7 'B,

la solution unique X du systeme.
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Or nous avons vu dans le chapitre précédent une formule donnant cette matrice inverse :
-1 — 1 A*
detA ’
olt A* est la matrice adjointe de A. Alors I’équation (5.1) qui donne la solution s’écrit de maniere
équivalente :

5.2) detA- X = A" B,
Or la matrice adjointe a pour entrées, apres transposition :
ajj = (=1)" det (4;;) (1<ij<n),

ol A; ; est la matrice déduite de A par suppression de la ligne ¢ et de la ligne j. Par conséquent, le
produit matriciel A* B, qui est une matrice colonne, a pour éléments :

n
a/iyj bj (lézgn)
j=1

En identifiant terme a terme les deux matrices de .4 ,,(K) qui interviennent dans la relation (5.2),

on obtient donc :
n

(det A) T; = Z (—1)i+j det (Ajﬂ‘) bj (1<i<n).
j=1
Et 13, si on est tres intelligent, on voit quelque chose de crucial a deviner.

Observation 5.3. Le second membre ci-dessus est le développement du déterminant de la matrice
A’ déduite de A en remplagant la colonne de rang j de A par les seconds membres by, ..., b, O

Ceci conduit a énoncer un magnifique

Théoréeme 5.4. [Formules de Cramér] La solution unique (x1,...,x,) d’'un systeme de n > 1
équations linéaire a n > 1 inconnues :

a1 1 +a12T2 4+ a1, T, = by,

a1 1+ agp T2+ - +ag, T, = b,

An1%1+ Apn2T2+ -+ OGpnTp = bn,

dont la matrice A = (am-) est inversible, ¢’est-a-dire a un déterminant est non nul :

0 75 det A (Hypothese),
possede n coordonnées x; donnée par les formules de Cramér :
aiq o aii—1 br a1 o aig
as1 -+ Q-1 by asiy1 - azn
Qp1 - Qpi-1 by, Qni+1 *°° Qnn
T; = (1<i<n),
arlr 0 Qlg—-1 G153 Q141 - Aln
a1 -0 G24-1 A25 A2441 - A2np
Gp1 - Angi—1 Gpji Qpi+l - dnn

dans lesquelles on divise toujours par det A # 0. (]
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En dimension n = 2, la solution unique du systéme :
ax+by = F,
cx+dy = G,

est donc, sous I’hypothése qu’on puisse effectivement diviser par le déterminant, qu’on suppose non
nul :

F b a F
G d c G
r = ¥4, Yy = —-
a b a b
c d c d
En dimension n = 3, un systeme de Cramér général :
ar+ady+ad z=F,
br+Vy+b' 2 = G,
cx+cdy+dz=H,
dont le déterminant est non nul a pour solution unique :
F d d a F ad a d F
G vV v b G V' b vV G
H ¢ c H c ¢ H
xr = = - s z =
a a/ al/ a a/ CL// a a/ CL//
b b/ b// b b/ b/l b b/ b/l
c C/ C// c C/ C/l c C/ C/l

Exemple 5.5. Proposons-nous de résoudre le systeme :
3z+2y—2z =1,
r—y+2z=0,

r+y—2z=—1,
de m = 3 équations a n = 3 inconnues. La matrice de ses coefficients est :
3 2 -1
A=11 -1 1
1 1 =2

La regle de Sarrus nous permet aisément (exercise) de calculer :
detA = 7.

Comme ce déterminant est non nul, nous sommes en présence d’un systéme de Cramér. Appli-
quons alors les formules du théoréeme qui précede pour obtenir les trois cooordonnées de la solution
unique :

1 2 -1
Tr=|0 -1 1 |=0,
-1 1 =2
3 1 -1
Ty=1(1 0 1 |=17,
1 -1 -2
3 2 1
72=11 -1 0| =7
1 1 -1
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La solution du systeme est donc :
x =0, y =1, z = 1.

En toutes circonstances, 1’étudiant qui passe un examen doit vérifier si la solution qu’il trouve est
bien une solution, en la remplagant dans le systéme donné.

6. Résolution d’un systéme linéaire général

Sans supposer m = n, considérons un systeme (4.1) de m > 1 équations a n > 1 inconnues, ou
m et n sont des entiers quelconques. Désignons pas r le rang de la matrice A de ses coefficients :

1<j<n colonnes

r :=rang A = rang (am)

1<i<m lignes
D’apres le Théoréme 3.2, nous savons qu’il existe une sous-matrice carrée A, de taille r x r extraite
de A qui est inversible, i.e. satisfait :
0 # detA,.

En renumérotant au besoin les lignes et les colonnes de A, ce qui revient a modifier 1’ordre des
équations et a changer le nom des inconnues, nous pouvons supposer que cette sous-matrice 4, C A
est constituée des r premieres lignes et des r premieéres colonnes de A.

Ainsi, le systeme linéaire que nous devons résoudre s’écrit sous une forme :

( a1+t a T+ Far Ty = b,

ag1 T1+ -+ a2, Tp + -+ agp T, = bo,

6.1)

Om1T1+ -+ A Tr+ - F A Tn = bin,

dans laquelle nous faisons apparaitre les éléments de la sous-matrice inversible A, C A, dont le
déterminant est non nul :

a1 v Al
det A, = : : £ 0.
Qr1 - GQpyp
Terminologie 6.2. Les inconnues z1, ..., z, se nomment inconnues principales.

Les r premieres équations se nomment équations principales.

Deux cas se présentent nécessairement, que nous envisageons a la suite I’un de 1’ autre.
Premier cas : Le rang de la matrice est égal au nombre des équations du systéme :
r = m.
Revenons au point de vue vectoriel, d’apres lequel le systeme (6.1) équivaut a :

(4.3) f(@) = b.
Onaici:
r =dimimf = dmF = m,
ce qui force :
Imf = F,
c’est-a-dire que f est surjective. Ainsi, quel que soit le vecteur b, I’équation vectorielle (4.3) a des
solutions.

Si 7y est I'une de ces solutions, toutes les autres solutions sont de la forme Zy + 7/, quand ¥
parcourt Ker f.
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Or d’apres la formule du rang vue dans un chapitre qui précede, on a toujours :
dimKer f +dimIm f = dmFE = n,
donc nous déduisons que :
dimKerf =n—r.
Par conséquent, les vecteurs Zy + ¢ qui sont solutions de (4.3) dépendent de n — r scalaires
arbitraires, par exemple les coordonnées de i/ dans une certaine base de Ker f.

Observons que si » = n, la surjection f est aussi une injection, c’est-a-dire que Ker f = {0}, et
alors on est en présence d’un systeme de Cramér, objet que nous avons déja étudié.

Expliquons maintenant comment réaliser le calcul effectif des solutions du systeme, lequel
s’écrit puisque r = m :

Am1Z1+ -+ AGnm Tm + CGmm41 Tm+1 + -+ G T = b,
Attribuons des valeurs arbitraires dans K aux n — m inconnues non principales :

Tm+1y -y Tn-
Faisons-les toutes passer a droite des équations du systeme :

1121+ -+ A, T = b1 — AL mt1 Tl — - — A1 p T,

Am1 X1+ -+ Ay T = by — Umm+1 Tm41 — = Qmn Tn,
et appelons en abrégé b ces nouveaux membres de droite :

a1,1%1+ -+ a1m Tm = 07,

/
A1 T1 4+ QGmm T = b},

Maintenant, nous sommes en présence d’un systeéme de Cramér, puisque le nombre d’équations du
systeme est €gal au nombre d’inconnues, et puisque par hypothese, le déterminant de la matrice
extraite A, que nous voyons bien ici est non nul. On résout alors ce systéme, et on constate qu’il
dépend des :

n —m  parametres Tmii,...,Tn.

Deuxieme cas : Le rang de la matrice est strictemen inférieur au nombre des équations du sys-
téme :
r < m.

Nous savons que 1’équation vectorielle associée f(Z) = b possede ou n’a pas de solutions selon que
be Imfouquegglmf.

Or I’image Im f est engendrée par les r premieres colonnes de la matrice A, c’est-a-dire par les
images par f des r premiers vecteurs de la base f(€1),. .., f(€).

Ensuite, pour que b€ Im f, il faut et il suffit que la famille :

{f(gl)v e "f(gr)v E},

soit liée dans F'. Or d’apres le critere général d’indépendance linéaire que le Théoréme 3.4 a for-
mulé, il faut et il suffit que la matrice des coordonnées de ces vecteurs dans une base de I soit de
rang strictement inférieur a r 4 1.
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Mais comme cette matrice est :

a1 - ary by
/
A = Qpr1 Qp br s
m,1 **° Omr bm

et comme par hypothese le sous-déterminant de cette matrice :
a1l v Ay
detd, =| : .. | #0
Qr1 0 Qrp
est non nul, pour que belm f, 1l faut et il suffit que 1’on ait aussi :
rang(A’) = r,

et ceci équivaut, d’apres le Théoreme 3.2, a ce que toutes les matrices carrées extraites de taille
(r41) x (r + 1) soient de déterminat nul.

Et ici, puisque A’ n’a que r + 1 colonnes, cela équivaut a ce que, pour tout entier k = r +
1,...,m, on ait annulation de :

al,l e a‘l,?’ bl
arg v Gry by
ag,1 -+ Qgy by

Terminologie 6.3. Ces m —r déterminants seront appelés déterminants caractéristiques du systeme.

En résumé, pour que le systeme (6.1) ait des solutions, il faut et il suffit que tous les déterminants
caractéristiques soient nuls.

Dans ce cas, si (x1, ..., 2, ) est une solution des r (premieres) équations principales du systeéme,
alors elle est solution de toute équation non principale.

En conclusion de cette étude, nous pouvons énoncer un résultat synthétique.

Théoreme 6.4. [de Fontené-Rouché] Soit un systéme A X = B de m équations a n inconnues, de
rang r.

(1) Sir = m, alors le systeme a des solutions, obtenues en attribuant des valeurs arbitraires aux
n — 1 inconnues non principales, et en résolvant le systeme de Cramér associé de r = m équations
ar = m inconnues.

(2) Sir < m, et sil’un des déterminants caractéristiques est différent de zéro, alors le systéme n’a
aucune solution.

(3) Sir < m et si tous les déterminants caractéristiques sont nuls, alors le systeme se réduit aux r
équations principales, en supprimant les m — r dernieres équations, et le systeme réduit se résout
en appliquant la méthode du (1). U
Exemple 6.5. Proposons-nous de résoudre dans R le systeme suivant :
ax+y+z+t =1,
rTtay+z+t=
r+y+az+t
rT+y+z+at =

en discutant les cas possibles selon la valeur du parametre a € R.

)

1
L,
1

)
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Commencons par calculer le déterminant de la matrice de ce systeme :

a 1 1 1 a+3 1 1 1
A'_1a11_a+3all
111 a 1] |a+3 1 a 1

1 1 1 a a+3 1 1 a

1 1 11

1 a 1 1
= (a+3) |y 1 4 1]

1 11 a

ou nous avons déduit le deuxieme déterminant du premier en ajoutant les 3 colonnes suivantes a la
premiere.

Dans le dernier déterminant obtenu, retranchons la premiere colonne successivement aux trois
autres colonnes suivantes :

1 0 0 0
1 a—-1 0 0
A=(t3)] Tg as1 o
1 0 0 a—1
= (a+3) (a—1)3,

et développons le déterminant obtenu par rapport a sa premiere colonne pour terminer le calcul.
Envisageons alors plusieurs cas.

Premier cas :

(a+3)(a—1) #£0.
Le systeme proposé est alors de type Cramér. Pour en obtenir la solution (unique), il serait ici
maladroit d’appliquer directement les formules de Cramér, qui exigeraient de calculer 4 autres dé-
terminants de taille 4 x 4.

Puisqu’on est astucieux, il vaut mieux remarquer que, en ajoutant membre a membre les quatre
équations proposées, on obtient :

(a+3)(z+y+z+t) =4,

d’ou puisque nous supposons a # —3 :

4
rt+yt+z+t= i 3
En retranchant cette équation successivement de chaque équation proposée, on obtient :
4
(a—l)m = (a—l)y = (a—l)z = (a—l)t =1- 013
1 a+3-4
T a—1 a+3
et enfin, puisque nous supposons a — 1 # 0 :
r=y=z=1t= 1
a+3

C’est bien la solution unique du systéme, comme on le vérifie en remplacant ces valeurs dans le
systeme.

Deuxiéme cas :
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Le systeme est alors de rang 3, car :

-3 1 1

1 -3 1 |=-16 #0.

1 1 =3

Il y a un seul déterminant caractéristique :
-3 1 1 1 -3 1 1 0
1 -3 1 1] |1 =3 1 0
11 -3 1| |1 1 =30
1 1 1 -3 11 1 4
= —16-4,

ou le second déterminant est déduit du premier en ajoutant les trois premieres colonnes a la qua-
trieme, et ot on 1’a développé par rapport a sa quatrieme colonne.

Comme cet unique déterminant caractéristique est non nul, le systéme n’a pas de solution.
Troisiéme cas :

a = 1.
Le systeme est alors constitué de quatre équations identiques a la premiere, qui se réduit a une seule
équation principale :
t+y+z+t =1

On peut fixer arbitrairement les valeurs de trois inconnues (non principales) et en déduire la valeur
de I’inconnue principale.

Remarquons pour terminer que la matrice du systeme a tous ses éléments égaux. Son rang est
évidemment égal a 1.

7. Exercices

Exercice 1. EE
Exercice 2. EE



