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Résumé. L’objet de cet article est d’appliquer des méthodes de la théorie
générale des processus et de théorie du potentiel a la résolution de problémes
de contrdle de processus alternants, et en particulier & des problémes de
controle impulsionnel. Cet article reprend et étend les résultats
préalablement obtenus par 'auteur dans ce domaine.

Summary. The purpose of this paper is to apply the general theory of
stochastic processes and potential theory to solve various control problems
of alternating processes, and in particular problems of impulse control. This
paper extends results previously obtained by the author in stochastic control.

Introduction

Dans nos précédents travaux [12-19], nous avons appliqué les méthodes de
théorie du potentiel et de la théorie générale des processus a la résolution de
plusieurs problémes de contréle stochastique:

— les problémes de contréle optimal des diffusions et des diffusions a sauts [12-
17].

— les problémes d’arrét optimal [19] avec B. Skalli, et [18].

— les problémes de contréle avec contrble du temps d’arrét du systéme: [13] et

[16].

— les problémes de jeux stochastiques [14-16].
Dans [14], nous avons étudié le systeme

S =R(f"+g)

f'=R(+g)

ou R est Popérateur de réduite associé a une diffusion tuée par une exponentielle
e P'(p>0), et on g et g’ sont deux fonctions continues sur I'espace d’états R?

0.1)
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telles que g= —g'. Nous avons montré que la solution du systtme (0.1) était
associée 4 la résolution d’un probléme de jeu a somme nulle sur des temps
d’arrét.

Les résultats de [14] ont alors été ¢tendus dans [18] a des jeux sur des
«quasi temps d’arrét»,

Les résultats exposés dans [16] résolvaient, sous des conditions différentes,
un jeu stochastique étudié par Bensoussan et Friedman dans [2] par des
techniques d’inéquations variationnelles sur des espaces de Sobolev.

De plus nous avions obtenu dans [ 14] une formule permettant de calculer dans
(0.1) les fonctions f et f en fonction de g et g’ comme les fonctions gains de
problémes d’optimisation, en utilisant des techniques de balayage. Mokobodzki
a alors généralisé certains résultats de [14] & des processus de Markov quelcon-
ques dans [29].

Diverses questions se sont alors posées & nous:

1° Sous quelles hypothéses le systéme (0.1) posséde-t-il une solution assez
réguliére, au sens de la théorie des processus de Markov? La régularité était en
effet démontrée dans [14] par une technique de convergence uniforme d’une
suite d’approximations dans un espace de fonctions continues, qui ne s’étend pas
a des processus plus généraux.

L’objet de la section 1 est de donner la réponse la plus compléte possible a
cette question. On se donne en effet deux processus stochastiques X et X' sur un
espace de probabilité filtré, qu’on suppose bornés, adaptés, continus & droite sur
[0, + oof, a limites a gauche sur ]0, + oo] — en abrégé cadlag —, nuls en + oo, tels
que si * est opérateur de projection prévisible, on ait *X = X~, *X’>X'~. Si on
fait Phypothése qu’il existe deux surmartingales optionnelles fortes bornées Z et
7' telles que X<Z—Z'< X', le Théoréme 1.2 garantit en particulier que le
systéme

Z =R(Z'+X)

0.2)
Z'=R(Z+X)

ou RY est 'enveloppe de Snell de Y au sens de Mertens [24] (ie. 1a plus petite
surmartingale optionnelle forte = Y) a une solution.

Grice a ce résultat, on retrouve des résultats de régularité de Bensoussan-
Friedman [2] sous les conditions de [2].

2° Nous n’avions au départ pas compris Pinterprétation de la formule (3.33)
de [14] permettant de calculer f et f’. On définissait en effet dans [14] une
relation d’ordre sur les mesures bornées (non nécessairement =0) prolongeant la
relation d’ordre sur les mesures bornées =0 utilisée dans les techniques de
balayage ([26, 30-31, 36, 37]:

on écrit en effet A<p si pour toute fonction p-excessive f relativement a la
diffusion considérée, on a {g, f> < {4, f>. On obtenait alors pour f:

J)=sup  (umgr+{u.g> (0.3)

Ex<f—p <0
u,p’ 2 0finjes
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Une idée naturelle est de considérer un systeme plus général que (0.1), a savoir le
systéme

f=R(f"+g)
f'=R(f+g)

ol R et R sont deux opérateurs de réduite associés a des processus non
nécessairement identiques. Dans la section 2, il apparait que la solution de (0.4)
est ¢troitement lice a la résolution d’un probléme de contréle alternatif de deux
processus x et x. Etant donnée une suite croissante de temps d’arrét
T,.T,,..., T, ..., on construit un processus qui a la loi de x jusqu’a l'instant T,
qui conditionnellement & x; a la loi de x" jusquau temps T, avec X7 =Xy, , puis
reprend la loi de x jusqu'au temps T etc... On obtient alors pour f une formule
plus générale que (0.3) qui s’interpréte facilement compte tenu des résultats de
Meyer-Mokobodzki-Rost [28]. On résoud ainsi un probléme de contrdle, ou les
variables de contréle sont T, T5,..., T, ....

3° 11 est alors immédiatement apparu que les problémes associés aux syste-
mes de type (0.4) étaient trés proches des problémes de contrdle impulsionnel
étuidiés de maniére approfondie par Bensoussan et Lions dans une série
drarticles [3-9] et dans un livte & paraitre [10] par des techniques
d’inéquations variationnelles et quasi-variationnelles. Lions a expos¢ dans un
cours [23] (en particulier les chapitres IV et V) les résultats obtenus par
Bensoussan-Lions, Bensoussan-Goursat-Lions [117 etc.

Lorsque R =R/, les méthodes de la section 1 permettent de montrer que sous
des hypothéses faibles sur g et g’ et sur les processus x et x, f et f' sont des
fonctions excessives «régulié¢res» au sens de la théorie du potentiel. Dans le cas
général, ou R n’est pas nécessairement égal a R’, on doit naturellement imposer
une condition de régularité plus forte que la régularité potentialiste, par exemple
la continuité de f et f'. Lorsque g et g’ sont suffisamment «séparées», on montre
au Théoréme 2.4 que lorsque x et x’ sont deux processus de Feller 4 valeurs dans
un espace localement compact ayant la propri¢té de «réduite continue» — définie
en appendice —, (0.4) a des solutions continues ou s.c.s. quand g et g’ sont
continues ou s.c.s.: on utilise pour cela une forme du Théoréme de Hahn-
Banach. Le résultat de régularité que nous avons obtenu dans [14] est plus
proche des techniques de la section 2, ou R+R’, que de celles de la section 1.
Les mémes techniques sont utilisées & la section 3.2 pour résoudre les problémes
de contrdle impulsionnel classique. :

L’intérét essentiel de la méthode utilisée ici est de permettre 'obtentjon des
résultats de régularité forts sur f et f’, sous des hypothéses minimales de
régularité sur g et g, en ne se placant que dans des espaces de fonctions
continues ou des espaces de mesure. L'utilisation des espaces de Sobolev permet
a Bensoussan-Lions d’obtenir des résultats de régularité sur les solutions faibles
d’inéquations quasi-variationnelles aux dérivées partielles, lorsque x et x' sont
des diffusions, mais, en contrepartic les données g et g’ doivent étre plus
réguliéres.

(0.4)

4° 11 est alors naturel d*¢tudier les problémes de contrdle alternatif de
processus, lorsque chaque processus est lui-méme contrélé. On est ainsi amené a
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étudier dans la section 2.6 la dépendance continue des solutions de (0.4) par
rapport 4 g et g’ et aux parameétres définissant les diffusions x et x'. On utilise
pour cela des techniques de compacité dans des espaces de mesure. Ces
techniques sont appliquées dans la section 3.1 au contréle des diffusions
alternantes, et dans la section 3.2 au probléme de contrdle impulsionnel. Le
probléme de contrdle impulsionnel a été ¢tudié par Bensoussan-Lions dans [3-
10] et Lions dans [23]. Leurs résultats peuvent se comparer aux notres dans les
mémes termes que précédemment.

5° Nous avons aussi étudié diverses contraintes dans le contréle de proces-
sus alternants. C'est ainsi que dans la section 2.7, nous avons imposé¢ a
T, Ty, Ts, ... détre portés par un fermé A4, et a T,, T, T, ... d’étre portés par un
fermé B. Le probléme a des solutions réguliéres quand A et B sont disjoints ou
égaux (Théoréme 2.7). Si d(A4,B)>0, on peut raisonner comme en [14], sans
avoir besoin d’une hypothese de «séparation» sur g et g’ (Théoréme 2.9). Ces
résultats sont appliqués 2 la section 3.1e) au contréle des diffusions alternantes
dans le cas contraint, et a la section 3.2¢) au contrdle impulsionnel dans le cas
contraint.

6° Pour des raisons de symétrie, nous avons étudié a la section 2.8 le
systéme

f=R(g=1")
J'=R(g ~1).

On montre alors au Théoréeme 2.10 que, lorsque x est une diffusion tuée
exponentiellement, et lorsque g et g’ sont assez «réguliéres», (0.5) a une solution.
On donne aussi au Théoréme 2.11 des conditions d’unicité pour le systeme (0.5),
qui le font apparaitre comme associé & un jeu a somme nulle sur une suite
croissante de temps d’arrét, ou le premier joueur choisit les temps d’ordre
impair, et le second joueur les temps d’ordre pair.

Nous utilisons pour simplifier des notations homogeénes, mais tous les
résultats sont applicables & des processus non homogénes. Par ailleurs on peut
étendre tous les résultats aux diffusions & sauts homogénes ou non de Stroock
[397], en utilisant les résultats de [17], ainsi que les indications explicites de [13-
167]. Avec un travail technique supplémentaire, on peut aussi les appliquer aux
processus arrétés sur un fermé sans points irréguliers.

Nous établissons en appendice divers résultats équivalents a la propriété
de réduite continue pour un processus de Feller.

(0.5)

1. Une équation aux surmartingales

(Q, F,P) est un espace de probabilité complet, munie d’une suite croissante et
continue & droite de sous-tribus {%,},. , complétes de F.

Tous les processus que nous considérons sont définis pour t€[0, + o0]. Pour
se ramener aux hypothéses classiques de la Théorie Générale des Processus
[20-21], on ajoutera un deuxiéme infini noté oo™, ou les temps d’arrét
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s’évanouissent. On peut alors, par un homéomorphisme ramener [0, +c0] sur
[0,1] et c0o* sur + o0.

Si Y est un processus optionnel borné, RY est 'enveloppe de Snell de Y] ie.
la plus petite surmartingale optionnelle forte majorant Y sur [0, 4+ oo], qui existe
par les résultats de Mertens [24-25].

Si Y et Y’ sont des processus optionnels, on écrit Y<Y' si Y'—7Y est une
surmartingale =0 optionnelle forte.

X et X' sont deux processus optionnels bornés cadlag sur [0, + o] tels que:

X,, =X, =0

+ o

Il existe deux surmartingales =0 bornées optionnelles fortes Z et Z' telles
que

X<7Z-7'5-X. (1.1)

1. Description du schéma itératif

On considére la suite de surmartingales >0 optionnelles fortes bornées définies
par récurrence par

Z,=RX Z,=RX'

Z,.,=R(Z+X) Z; =R(Z+X) (1.2)

On a alors

Théoréme 1.1. {Z,} et {Z;} sont des suites croissantes de surmartingales =0
bornées cadlag convergeant respectivement vers les surmartingales =0 bornées
cadlag Z et Z'. On a

Z=R(Z'+X)

(1.3)
Z'=R(Z+X)

etdonc X£Z—-2'<— X' Si(Z,,Z}) est un couple de surmartingales =0 bornées
cadlag telles que

X<Z,-7Z'<-X (1.4)
(resp.

Z,=R(Z,+X) s

Z,=RZ,+X), (3
alors

Z<Z, Z'£Z, (1.6)
(resp.

Z-7'=7Z,-7,

z<Z,, 7'<7)). (1.7)
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Preuve. Comme X, =X, =0, on a Z; >0, Z, 20. Par récurrence, on v¢rifie,
grace au Théoréme 1.2 de [19] que Z; et Z; sont cadlag et majorées respective-
men par Z et Z'. Par le Théoréme 16 de [26; VI], on sait qu'une suite
croissante et bornée de surmartingales cad est une surmartingale cad. On en
déduit bien que les suites {Z;} et {Zi} convergent respectlvement vers les
surmartingales bornées cad Z et Z', majorees par Z et Z'. En passant a la limite
dans (1.2), on a bien (1.3). De plus Z<Z, 7Z'<Z'. On obtient donc (1.6) en
remplagant 7 par Z, et Z' par Z,.

Soit (Z,,7}) un autre couple de surmartingales cad bornées solution de (1.5).

Par le corollaire du Théoréme IV.2 de [18] — appliqué dans le cadre la
Théorie générale des processus —, ona Z—2'=2Z,—7}.

Soient Z=M — A et Z'=M'— A’ les décompositions de Meyer des surmartin-
gales Z et Z'. Soit dB* —dB~ la décomposition de Jordan-Hahn de la mesure
dA—dA' sur la tribu prévisible. Alors dB* <dA, dB~ <dA'.

Si Z* et Z~ sont les potentiels de BY et B, on aura donc Z*<Z,
Z-<Z .0t Z*t—Z-=Z-Z'. Doncpar (1.6), Zt=2Z,Z-=Z"et dA=dB*, d4’
=dB~.

SiZ,~Z,=Z—Z,siZ,=M,—A, et Z) =M — A} sont les décompositions
de Meyer de Z, et Z', comme dA —dA’ est la décomposition de Jordan-Hahn de
dA,—dA, alors dA<dA,, dA'<dA) et donc Z<KZ,, Z'<kZ). [

On en déduit en particulier que s'il existe une solution (Z,,7Z}) de (1.5) telle
que (Z,,Z}) soient réguliéres, alors Z et Z’ sont réguliéres.

3 est opérateur de projection prévisible. On a alors le résultat suivant:

Théoréme 1.2. Si X (resp. X') est tel que sur 10, + o0], X=X~ (resp. *X'2X'")
alors Z (vesp. Z') est une surmartingale réguliére.
Preuve. On reprend les notations de la démonstration du Théoréme 1.1. Comme
dA—dA’ est la décomposition de Jordan-Hahn de dA—dA’ sur la tribu
prévisible, les supports de A4 et A’ sont disjoints, et en particulier
(AA>0)n(44'>0) est evanescent.

Soit T un temps prévisible a valeurs dans ]0, +ocoJu{co™} section du
prévisible (44 >0). Par le Théoréme I1.2 de [18], T est section de {Z~=Z'"
+X~}. Comme sur (T'<oo*), 447=0 on a donc

t Z/T_"__1T<oo+ SZ,T (1'8)

T<oo?
De méme, par hypothése

lpow+ X7S1p_ 0 °X o (1.9)
On en déduit

Ly Zi Sy o 2+ XSy o 22 (1.10)
Or *Z<Z-.Donc

lpo e Zr=17_,°Z; (1.11)

et ainsi sur (T< oo ™), 44,;=0. (44 >0) est donc evanescent.
On raisonnera de méme pour X'. [



Contrdle de processus alternants et applications 247

On a également le résultat suivant:

Théoréme 1.3. Si X (resp. X') peut s'écrite sous la forme

X=X -X, (1.12)
(resp.)
X'=X|-X,, (1.13)

ou X, et X, (resp. X} et X} sont des surmartingales bornées cadlag, alors Z <X,
(resp. Z' <X).

Preuve. On a
Z'+X=7Z+X,—X,. (1.14)

Comme Z =R(Z'+X), il vient Z<Z'+ X ,. En effet posons X, =Z'+X,. Si Tet
T sont deux temps d’arrét 3 valeurs dans [0, + 0], on a
Egﬁo(XlT_ZT))éEyO(XlT_‘XlTVT'+X
SEP (g X~ X, )+ X,0,)
<E*(X,,—X,.+X,.) (1.15)

2TVT’)

et donc par [24] T4
EZoX, —Z)sSX, —Z,. (1.16)

On a donc démontré la propriété de surmartingale forte en t=0. On la
démontre de la méme manicre en tout temps d’arrét.

SiX;=M,—C, est ladécomposition de Meyer de X, on en déduit que dA4
a une densité <1 par rapport a d(4'+ C,). Or on a vu au Théoréme 1.1 que d4
et dA’ sont étrangéres. Donc d4 a une densit¢ =<1 par rapport 2 dC,. Le
Théoréme en résulte. []

Sous certaines hypothéses, on peut montrer que le jeu a somme nulle défini
par le critere

F(LT)=E(lyep Xr— Ly X7 (L17)

ou T et T" sont des temps d’arrét — et non des quasi-temps d’arrét comme en
[18] — ou on maximise F en T et ol on minimise ¥ en T’ a une solution. Soient
en effet B et B’ les fermés optionnels

B=(Z-Z =X)

BI=(Z_Z/= _‘_XI)' (1'18)
On a alors:

Théoréme 1.4. Si X et X' sont tels que sur 10, + o0], 3 X=X "3X'2 X', alors si
T et T' sont des temps d’arrét a valeurs dans [0, + 0], on a

F(T;Dy) SF(Dy, Dy) SF(Dy, T). (1.19)
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Preuve. Remarquons tout d’abord que Dy et Dy, sont des temps d’arrét a valeurs
dans [0, 4+ co] puisque Q x {+ w0} =BNB'. Puisque Z et Z’ sont réguliéres par le
Théoréme 1.2, grace au Théoréme 1.4 de [19] appliqué a la partie II de [19], on
a E(Zo)=E(Zy,), E(Z,)=E(Z},), et donc

E(Zo) = E(ZDB A DB')

, ) 1.20
E(Zy)=EZy, , p,.) (1.20)
Alors
EZo—Zy)=E(Z~Z)p, p,)
= E(lDBéDB/(Z — Z')DB + 1DB’ <DB(Z —Z’)DB,) = F(DB, D). (1.21)

Si T est un temps d’arrét a valeurs dans [0, + o], on a X;=<(Z—-2Z"),. Donc
comme (£ —Z"),, = — X}, il vient

F(TD) <E(Z 27, 1,) (122)
Oron a

E(Zy,5y) SEZy)

E(Zy,)=E(Z)SEZ}, ,)SEZ)) (123
et donc

E(Zy, py) = E(Z0). (124)
De (1.21)(1.24), on tire

F(T.D4)<F(Dy, D). (129)

L’autre partie de Pinégalité (1.19) se démontre de la méme maniére. []

2. Applications

p est une constante >0. a désigne une application continue définie sur R? a
valeurs définies positives et uniformément bornées dans R‘@R% b est une
fonction borélienne bornée définie sur R? & valeurs dans R% x est un élément de
R4,

Q? est la solution du probléme des martingales de Stroock et Varadhan [38]
associé a (a,b, x). Tous les résultats qui suivent s’appliquent aussi aux diffusions
non homogenes ou aux diffusions a sauts [39].

g et g’ sont deux fonctions continues telles qu’il existe h et h'Q® p-excessives
bornées pour lesquelles

gsh-hns-¢. (1.26)

R’ désigne Topérateur de réduite relativement au cone des fonctions QP
fortement p-surmédianes.
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On définit la suite de fonctions (f;, f;) par récurrence:

fi=R’g fi=R"¢
Jis1 sz(ﬁ,+g) f;,+i:Rb(fi+g/)'

Les Théorémes 1.1 et 1.2 nous indiquent que les suites de fonctions {f;} et
{fi'} croissent vers les fonctions p-excessives réguliéres bornées f et f".

De plus si g et g’ sont les p-potentiels de fonctions boréliennes bornées L et
L, par le Théoréme L3, f est le p-potentiel d’'une fonction M telle que 0<M = LF,
et f est le p-potentiel d’une fonction M’ telle que 0 M’ <L*. Par la propriété
de Feller forte de Q°[387-7, f et f’ sont des fonctions continues. g=f—f" est
donc une fonction continue.

De plus, par [38]-7, en tout point de RY on peut trouver un module de
continuité du potentiel d’une fonction bornée N qui ne dépende que de [|b|| .« ga
et de ||N| p=(ra). Si b, L, L restent bornées, les fonctions associées f, /* sont donc
équicontinues sur tout compact. Par le Théoréme de Dini, on en déduit en
particulier que la suite de fonctions (f,f;), qui sont continues par [13]-II
converge vers (f, ') uniformément sur tout compact.

Soit V? I'opérateur p-potentiel associ¢ a Q. Soit (b", I'), une suite de L (R
convergeant vers (b, L)eL (R pour la topologie (L, (R%, L,(R%). On pose

(1.27)

g=vr g=vIL

n 1.2
g1n=Vpb J i gl=V;Ll ( 8)

et on suppose que g"< —g'". L’hypothése (1.26) est trivialement vérifice. Soient
(f"f™ (resp. (f,f")) les fonctions continues construites comme précédemment
associées a (g", g'", Q") (resp. (g, g’, Q). On pose enfin
g =fr—f"
q=f-f"

On a alors

(1.29)

Théoréme 1.5. La suite de fonctions continues q" est uniformément bornée et
converge uniformément sur tout compact vers q.

Preuve. Pour vérifier (1.26), on peut prendre h"= Vp”"L”J", W= Vp”"E‘i Comme -
frShY /RS K" et comme A" et B'" restent bornées, la suite { "} est bornée. De
méme la suite {f'"} reste bornée.

Par [12]-Théoréme V.1.a), on sait que g" (resp. g'") est une suite bornée de
fonctions continues convergeant simplement vers g (resp.g’). Grace a I'équi-
continuité de la suite g" (resp. g’'"), on en déduit que la suite {g"} (resp. {g""})
converge vers g (resp. g') uniformément sur tout compact.

Les suites {f"} et {f'"} sont bornées et équicontinues sur tout compact.
Soient f™, '™ des sous-suites convergeant uniformément sur tout compact vers
des fonctions continues et bornées f et f*. On a par hypothése

Fre=R(fm 4 g)

. er o . (1.30)
SR (f g ™),
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Grice a la preuve du Théoréme VII-1 de [14], on peut passer a la limite dans
(1.30) et écrire

J=R(J +y
F=RT ).

Du Théoréme 1.1, on tire que g=Ff—f".
En raisonnant sur toutes les sous-suites de N, le Théoréme en résulte. [

Nous retrouvons ainsi sous des conditions plus faibles des résultats de
Bensoussan-Friedman exposés dans [2] Théoréme 4.1, dans le cas ou la fonction
F de Bensoussan-Friedman est lin¢aire en u et u,. Pour démontrer la continuité
de g, ces auteurs résolvent le probléme dans des espaces de Sobolev, en prouvant
des majorations a priori dans ces espaces et en utilisant des résultats de
compacité, pour démontrer la convergence d’une suite d’approximations — qui
n'est pas f,—f — vers q dans P'espace des fonctions continues.

Dans [14], on montre que, sous des hypothéses de «séparation» suffisantes
de g et g, f et ' sont continues, grace & des majorations a priori qui permettent
de majorer la vitesse de convergence de (f;, f/) vers (f, f*). Nous allons voir, dans
la section 2, que la continuité de (f,f’) est aussi liée dans ce dernier cas 3
l'application du Théoréme de Hahn-Banach.

2. Processus alternants

E est un espace lusinien métrisable, auquel on adjoint un point cimetiére J, ou
toutes les fonctions définies sur E s'annulent. Q est I'espace des fonctions
continues a droite définies sur R* a valeurs dans Eu{d}.

x et x' sont deux processus de Markov droits transients, a durée de vie finie,
ayant tous deux comme cimetiére . Si 4 est une mesure =0 bornée sur E, P, P;
désignent les mesures sur Q associées & x et x’ quand la mesure d’entrée est A.

Pour des raisons techniques, on fait I'hypothése que les fonctions excessives
pour x et x’ sont boréliennes.

K et K’ sont les cones des fonctions fortement surmédianes associés & x et x'.

On pose alors la définition suivante, en suivant Rost [36]:

Definition 2.1. Si 4 et p sont des mesures bornées sur E, on &crit A<u (resp.
A< p) si pour tout feK (resp. feK’) bornée, on a {y, > <4, f.

Si A et usont =0, on sait par le Théoréme de Rost [36], [1] que si A<pu
(resp. 2 < p), alors y est associée 4 un temps d’arrét randomisé T pour P (resp. P')
par la formule (g, h) =E**h(xy) (resp. g, h)>= =EP*h(x,)). R et R’ désignent les
opérateurs de réduite relativement 2 K et K' (voir [25]).

Si h est borélienne, Rh et R'h sont boréliennes. En effet, ce résultat est vrai
quand h est continue, car Rh et R'h sont excessives. On applique alors le
Théoréme des classes monotones [26] I-T20.

De plus, par les résultats de Mertens [25] et Rost [36], si 4 est une mesure
>0 finie sur E, on a

{MLRh>= sup <(phy {ALRRBy= sup <{ph). (2.1)

nz0 A<y

uz0icp
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On pose alors les définitions suivantes:

Definition 2.2. Soit M une suite de mesures y,=0 finies. On écrit |M|<n si pour
izn+1, u;=0. Si 4 est une mesure =0 finie, on écrit A<M (resp. X' < M) si

A<y <y <y <py<.... (2.2)
(resp.
Ay <y <py <py<...). 2.2)

Soient g et g’ deux fonctions boréliennes bornées. Si M =(u,) est telle que
|M| < + o0, on pose

+ + o0
{(M,(g,¢g))= Z Mz 1 8T Z Ui 8- (2.3)
0 1

1. Un schéma itératif

On définit par récurrence la suite de fonctions (f;, f;).

Jimhe iR (2.4)
fiv1=R(f/+8) S 1=R(fi+g) '
On a:

Proposition 2.1. Pour toute mesure =0 finie A, on a
Afp= Sup  (M,(g,g), (2.5)
IM|<i <M
ALfi>= Sup (M (g, 8)) (2.5)
IMI<iiéM

Preuve. On raisonne par récurrence. Par (2.1) on a (2.5) pour i=1. Comme f,
=R(f;_ ,+g), par (2.1),on a

CLf>= Sup {up,g>+<{unfi . (2.6)

#2z0A<py

Si on suppose (2.5) et (2.5) vraies a I'ordre i—1, on sait que

e fiop=_ sup (M, (g,8). 27
IM|Si-1p <M’
En posant M =(u,, M"), et en utilisant (2.6), on trouve bien (2.5) a l'ordre i. On
raisonne de méme pour (2.5). [

On peut interpréter (2.5) et (2.5'). T désigne I'ensemble des suites de temps
‘arrét algébriques T=(7,) sur @ tels que T, =T, <T,=.... On écrit que |T|<i si
pour n2i+1, T, =+ oc.

Si T=(T)eT et si A est une mesure =0 finie sur E, P] (resp. P/7) est la
mesure sur Q obtenue par recollement markovien alterné des lois de x et x/,
ie. P (resp. P;") a la loi de x (resp.x’) jusquwau temps T}, puis la loi de x’ (resp.
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x) jusqu’a l'instant T, puis la loi de x (resp. x') jusqua instant T; etc... jusqua
I'instant S=1im T; & partir duquel x est égal a ¢ i.e.

’

[ x 1 X 1 X Il ] 5
R/ r 7 3

Si T=(T,)eT, avec |T|< + o0, on pose

(8.8 (x Z gler,,, )+ Z g(xr,,)- (2.8)

Proposition 2.2. Pour toute mesure =0 finie A, on a
fio= 1SFU}>< ET3(g,8) (xp), (29)
Cufiy=Sup E(g,g)(xy). 2.9)
TeT|T| i

Preuve. En utilisant les résultats de Mertens [25], on a {4, Rh) =Sup E** h(x;)(T
temps d’arrét).

On procede alors comme a la Proposition 2.1. [

2.Convergence de la suite (f;, f;)

Comme g et g’ sont nulles en 6, f; et f] sont =0. On vérifie alors par récurrence
que les suites de fonctions {f;} et {f/} sont croissantes. Elles convergent donc
vers les fonctions f et ' qui sont respectivement fortement surmédianes relative-
ment a x et x".

On a immédiatement:

Théoréme 2.1. Pour toute mesure =0 finie 1, on a

Gy=, Swp  OMEe)GfH=  Swp ONEE) 10
De plus

f=R("+8)

f'=R(f+g) &1

Preuve. C'est évident par passage a la limite dans (2.4). [

3. Une formule pour (f,f")

Dans [14] — Théoréme I11.4, nous avons donné une formule pour f et f' dans un
cas particulier. Elle a été étendue par Mokobodzki dans [29] au cas général
quand x=x". Nous allons la démontrer quand x n’est pas nécessairement égal &

!

X
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On suppose que f et f* sont bornées. Or

gsf-f'=-¢. (2.12)

Une condition nécessaire pour que f et /' soient bornées est donc qu’il existe
feK et f'eK’ bornées telles que

g<f-7's-4¢. (2.13)

On vérifie alors par récurrence que f,<f, f/=/", et donc que f<f, f'=f". La
condition (2.13) est donc également suffisante.
On a alors un résultat élémentaire:

Proposition 2.3. Soit . une mesure =0 finie, et M =(y,) une suite de mesures =0
finies telle que |M| < 4+ o0, A< M. On pose

+ o + @
m=Y fy W= [y . (2.14)
0 1
Alors
A<m—m <0. (2.15)
+co

Preuve. On a m—m'= Y (y;, 1 — ;s ,). COmMmeE phy;{ <phy; 5, 0n am—m <O.
De plus ’
+ o
m-—m'=p, + ; (Bai1 = Hag) (2.16)
Comme [y, <flp;,q, 00 @ aussi y, <m—m'". Or A<y, et donc A<m—m'. []
On en déduit

Théoréme 2.2. Pour toute mesure A2=0 finie, on a

ALfr= Sl}Po<m,g>+<m'=g'>: (2.17)
™M= findes, A<m—m' <0
(LfD= Sugo<m,g>+<m’,g’> (2.17)

finies, A<m —m<0

Preuve. On a g<f—f'< —g". Donc si m et m’ sont telles que A<m—m'<0, il
vient
ofrzim—m,fr2{m f'+g>—{m f'—g>
={m, gy +<m', g > +{m—m', [}
Zm, g>+<m',g"). (2.18)
Le premier membre de (2.17) est donc plus grand que le second membre. Grace

au Théoreme 2.1 et a la Proposition 2.3, on en a fait I'égalité. On raisonne de
méme pour (2.17). []
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L’interprétation de (2.17) est intéressante. On a en effet:

Proposition 2.4. Soient m et m' deux mesures =0 finies telles que A <m—m’ <0, I
existe M =(u,) et deux mesures 20 finies m,,m telles que

A<M

+ o0

m= Z Majqq Ty
)

+ o
m'= ) fy+my
1
m,<my<m,. (2.19)

Preuve. Comme A+m' <m, par un résultat de Meyer-Mokobodzki-Rost [28] il
existe p, et f; =0 finies telles que

A<u, m<p; m=p +p,. (2.20)

Alors p,+ B, <m'. 1l existe donc u, et f, =0 finies telles que

<py  Bi<By m=p,+p (2.21)
Comme p,+ ff,<f,, on peut trouver g, et f; =0 finies telles que
Ha<ps Po<Bs  Bi=ps+Bs. (2.22)

On itére l'opération. A Tordre 2n+1, on a
n
M=) Uiy 1+Bani
0

m=Y iy + B (2.23)
1

’
Bans1F Bonit <Bra<Banyi

Les suites de mesures B,, ; et ff;, sont décroissantes, et convergent donc vers
des mesures >0 finies m; et m|. En passant & limite dans (2.23), on a bien
(219. O

Remarque 2.1. Si x=X', on a m; =m, puisque ces deux mesures coincident sur
les fonctions excessives. [

Au couple (m, m’), on a donc pu associer une suite M =(u,) de mesures =0 de
masse totale finie, telle que A€ M. Il reste & montrer pourquoi dans la maximisa-
tion de (2.10), on peut ne pas tenir compte des mesures (m,,m)) apparaissant
dans (2.19) (remarquons que la formule (2.10) reste vraie lorsque au lieu de
supposer que |M|< + oo, on fait I'hypothése que M est de masse totale finie. Il
suffit pour cela d’effectuer un passage a la limite).

On a en effet:

Proposition 2.5. Si m et m’ sont des mesures =0 finies telles que m; <mj<m,,
alors
{my,g>+<my, g =0. (2.24)
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Preuve. On a

0={my—my, frzlmy—my, f'5+<{my, g>+<mi, g ) =<{my, 8> +<{m,g>. O
(2.25)

On peut donc éliminer m, et m; dans la maximisation de (2.10).

4. Un exemple simple

On suppose temporairement que x=x', et que g et g’ sont deux fonctions
boréliennes, cadlag sur les trajectoires de x, et telles que

glx)zgx)_, ‘g(x)=g'(x)_ (2.26)
il existe f, f' excessives bornées et §>0 tels que
g+Bsf—f'<—g-p. (2.27)

Pour que (2.26) soit satisfaite, il suffit que g ct g’ soient différences d’une fonction
excessive réguliére bornée et d’'une fonction excessive bornée, ou encore qu’elles
vérifient les conditions de [19] I11.2.

Par le Théoréme 1.4, on sait que f et f' sont des fonctions excessives
régulieres bornées.

Si C est un presque-borélien de E, on pose Q€h(x)=E, 1, __ ., h(xp.).

A et B sont les finement fermés boréliens A=(f—f'=g), B=(f—f'=—¢).

Theoreme 2.3. (f,f") est le seul couple de fonctions excessives réguliéres bornées tel

que
f=R(f+g) 028
f'=R(f+g). '

Pour toute mesure 120 finie, le Sup dans (2.17) (resp. (2.17')) est atteint par les
mesures =0 finies définies par les séries absolument convergentes

m =iQ*+Q40%04+..)

m =008 +(Q1Q%+...)
(resp.

m =4Q%Q"+(Q"0"* +...)

m'=AQ%+QFQ40% +..).

Preuve. Soit (f',f'') un couple de fonctions excessives réguliéres bornées
solution de (2.28), et A' et B' les ensembles presque-boréliens finement fermés

Al=(f1=f""=g) B'=(f'-f"=-g). (2.30)

(2.29)
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Par le Théoreme 1.4 de [197 appliqué a la partie II de [19], on a
fr=0"(f"+g)

. 2.31
f/1=QB (f1+gr) ( )
ou encore

f1=0"0" [ +0" 0" g+, (232)

En itérant il vient
fr=Q QP Y 1+ 0%y g +(Q QP10 g
+HOYOPY g+ +0M 0" g + 0 g (2.33)
Comme g<f~f"~B, g <f'—f—p, ona
G f 20 @Y QP f 1 +1(QY QBT +(Q4 Q%) -2 +... + 1] Q*
QT =LY OB Y+ + 01 QF QY T-T) (2.34)
+0% f= BLQ* QP'Y +(Q4 0¥y~ 1 4 +... + Q4D
Comme Q4" f<f, Q%' " <f", on tire de (2.34)
B QY QP Y + . 404 SALFH @Y QB 1. (2.35)

Or f1! et f sont bornées, et donc f+(Q4 QP Y'f! reste borné. Comme >0, la
série de mesures associée a (2.29) est absolument convergente, et en particulier
lim(Q#'Q%')"=0. On peut donc passer a la limite dans (2.33) et écrire

Oof =004 g+0% 0% g+ QP 0" g+..). (2.36)
Soient m' et m'* les mesures associées 4 4! et B! par (2.29). On a
m'=104" +m1 Q"

1 (2.37)
mt=m'!+m'(I1-0%)

et donc A<m! —m't <0. Or (2.33) ’écrit, pour toute mesure 4=0 finie

o fry=Cmt, g>+{m'", g (2.38)

En supposant que A=¢, avec xeE, grice au Théoréme 2.2, on en déduit que f*!
=f. On montrera de méme que /"' =f". [J

5. Régularité des solutions

Dans le cas général, oit x=Xx/, il n’y a aucune raison pour que f et f’ soient des
fonctions réguliéres sur les processus x et x'.

Nous allons cependant montrer des résultats de régularité quand x et x’ sont
des processus de Feller.
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Soit en effet E un espace localement compact dénombrable a l'infini, § un
point cimetiére.

x et x’ désignent deux processus de Feller a valeurs dans Evw {0}, de potentiel
fini.

On fait Phypothése qu’ils vérifient les conditions équivalentes du Théoréme 1
de l'appendice dont on reprend les notations. Si x et x” sont des diffusions ou des
diffusions & sauts tuées par une exponentielle e ?* (p>0), ils vérifient cette
hypothése par le Théoréme I1.3 de [13]. € est I'ensemble des fonctions continues
bornées définies sur E & valeurs réelles, prolongees par la valeur 0 en 6. E
désigne le compactifié de Cech de E.

K (resp. K') est le cone des fonctions fortement surmédianes pour x (resp. x).
On note K=Kn%, K'=K'n¢%.

g et g’ sont deux fonctions continues (resp. s.c.s.) bornées définies sur E a
valeurs dans R, telles qu’il existe feK, f'eK’ et f>0 tels que

g+Bf-f'<—g—p. (2.39)

On considére la suite (f;, f;') définie en (2.4). On a alors le résultat fondamen-
tal suivant:

Théoréme 2.4. Si g et g’ sont continues (resp. s.c.s.) les fonctions f; et f| forment
des suites croissantes de fonctions continues (resp. s.c.S.) convergeant
uniformément sur tout compact (resp. simplement) vers les fonctions continues

(resp. s.cs.) fetf'.

Preuve. Par récurrence, et grice au Théoreme 1 de I'appendice, on vérifie que f;
et f/ sont continues (resp. s.c.s.) si g et g’ sont continues (resp. s.c.s.). Si g et g’
sont continues, f et f’ sont donc s.c.i.

Si h est une fonction s.c.s. bornée définie sur E, on peut la prolonger en une
fonction s.c.s. bornée sur E en posant, comme dans I’Appendice

h= inf K. (2.40)

WedzhsurE

Si on prolonge ainsi g et g’ sur tout E, on a encore
g+PEf-f'£—g—B surE. (2.41)
Pour (u,u)e% x %, et xeE, on pose

E.(u,u)= 'nf f(x). (2.42)

K’
_g

\l [
II/\ \l

€
+usf-

F, est une fonction convexe sur € x%. De plus grice a (2.39) comme (,
FIeK x K, si |ullg<pB, I1W]g<B, E.(u,w)<f(x). Par la Proposition 21 de [41]-
I1.2.10, E, étant convexe et bornée sur la boule (Jjullg<f, |u'{4s<p) est continue
sur cette boule, et est en particulier continue en 0. Calculons alors la duale E* de
F, sur 4 x .4/ (M est défini dans Pappendice) au sens de [32], [34]. Pour

(1, WY M X M, on a:

Erum)= Sup  {puy+<puwy =T, 243
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Si p<0 ou ¢ <0, il vient
Fi (p, @)=+ 0.
Si pe.# est =0, 0on a

sup  (puy =< —uf">—<{mgd. (2.44)

grusf—J’

On en déduit que si u=0, ¢/ =0, il vient

EX(p, @)=~ 8> — W, g>+8fup(<u W > =fe)+sup (W —p [ (2.45)

ek
et donc

—< gy —<u,g>

. > /> . ’ ’
t oo aillours. sipz0, yp'=0, e, <pu—pu<0 (2.46)

EX(p, u’)={
Comme F est continue en (0,0), on a par [32]:

EF*(0,0)=F(0,0)

ou encore
F(0,0)= sup__ 8> +<1. 8> (2.47)
pzZOop =z
ex<p—p £0

Rappelons qu'ici u et g sont dans .Z, et quon ne peut a priori conclure a
I’égalité de F,(0,0) et de f(x) en utilisant le Théoréme 2.2.
Si h est une fonction s.c.s. bornée sur E, on pose, pour xeE

Rh(x)= inf f(x) (2.48)
feKzhsurE
Par le Théoréme 1c) de I'’Appendice, Rk coincidence avec Rh sur E.
Soit A et u deux éléments >0 de .# tels que A<y L’ensemble des éléments
de K qui majorent h sur E est filtrant décroissant. De la Proposition 11.7.4 de
[33], on tire

{J,Rhy= inf </1f><,u,Rh>— 1nf <u,f> (2.49)
fek=
et donc
{, Rhy(Z A, RE) (2.50)

On en déduit que si h est une fonction s.c.s. sur E, la «réduite» de h sur E est
s.c.s., coincide sur E avec la «réduite» classique Rh, et reste x «fortement
surmédiane» sur E. On raisonnera de méme pour x'.

Par récurrence, on en déduit que les fonctions (f, f;) de la suite d’approxima-
tions (2.4) peuvent étre prolongées a tout E en gardant les mémes propriétés et
sont respectivement majorées sur tout E par f et ' (qui sont dans K et K'). Elles
convergent donc vers les fonctions f et f', qui sont respectivement x-«fortement
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surmédiane» et x'-«fortement surmédiane». Alors si xeE et si u et i sont des
€léments >0 de .4 tels que e, <pu—u' <0, on a

JzZp=i, 2 gy +<p. g > +lu—u, f
=gy +<u, g

et donc f(x) = F,(0,0). Comme f(x)<F,(0,0), on en déduit que sur E, f=F.(0,0)
f etant un inf de fonctions continues est s.c.s. sur E. On raisonne de méme pour
oo

Remarque 2.1. La technique utilisée est la technique des multiplicateurs de
Lagrange. Si I'espace d’¢tats avait été compact, la démonstration aurait été
beaucoup plus simple. On pourrait aussi montrer que si p et u’ sont des éléments
>0 de # tels que e, <u—y <0, si #q et gy sont les parties de u portées par E/E,
alors pu; <uj <py, ce qui permet d’obtenir le résultat directement. []

Soient 4 et B les ensembles

A=(f=f"+g)
B=(f"=f+g.

A et B sont boréliens. Par les résultats de [19]-IL, 4 et B sont finement fermés
respectivement pour x et x'. Si x et x’ sont des diffusions A et B sont fermés dans
les deux cas par les résultats de [13]-II1. Si g et g’ sont continues, A et B sont
fermés.

Si C est un borélien de R?, Q€ (resp. Q'°) est le noyau

(2.51)

(2.52)

Qh()=E, 1p .y hlxp,) (2.53)
(resp.
QCh(x)=E, 1y, . h(xp,). (2.53)

On a alors le résultat suivant:

Théoréme 2.5. (f,f") est le seul couple de fonctions s.c.s. bornées tel que
S =R(f"+g)
=R (f+g).

De plus, pour toute mesure 120 finie, le Sup dans (2.17) (resp. (2.17)) est atteint
par les séries étroitement convergentes

(2.54)

m=AQ*+Q1Q0' 804+ ..)
2.55
m=i(Q Q" E+(Q1Q' %)%+ .. ) (253)
(resp.
— ] /BN A B )Ay2
m=2Q7Q +(Q"Q%)*+...) (255)

m =10 +QFQ4Q "+ . ).
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Preuve. Soit (f1,f’!) une autre solution de (2.54), A! et B! les ensembles
correspondant a A et B. Par le Théoréme 1.4 de [19] appliqué aux parties II et
I de [19]), on a

F1=0* (" +g)
f1=Q7 (1 +g),

On itére alors (2.56) et on raisonne comme au Théoréme 2.3. [

L’interprétation des résultats des Théorémes 2.3 et 2.4 est évidente si on tient
compte du Théor¢me 2.1. On trouve en particulier que pour maximiser le
deuxiéme membre de (2.17), il suffit de construire la chaine de temps d’artét T
=D ,DgeD,,D, oDgoD,...). Remarquons aussi que si A est une mesure =0
finie, et si M est une suite (1,) de mesures =0 finies telle que A<M, on peut
définir (M, (g, g")) sans conditions sur M.

On pose en effet par convention

(2.56)

(M, (g, g/)>=<ﬂ1af>+ 21: CHaiga _:u2i9f>+ §<ﬂ2i—ﬂzi—1=f~/>

+ ; <N2i+1>g_f+f'>+ 21: <:u2i>gl—f~/ +f~> (2.57)

Chacun des termes des différentes sommes est <0, et (2.57) a donc bien un sens.
Si M est telle que |M|< +o0, cette définition coincide avec la définition
précédente. On en déduit:

Proposition 2.6. Pour toute mesure =0 finie A, on a

{Afy=sup<{M,(g¢g)
e (2.58)

{Af7y=sup {M',(g,2)>.
A<M

Preuve. Si (M, (g,g')>> — oo, par (2.57), comme g—f+f' < —fetg —f +f<—B,
il vient

+ 00

Y (1)< + 0. (2.59)

La série de terme général y, est donc étroitement convergente, ce qui permet
d’écrire

+ + o0
(M8 =) Hyy18+ ) 1y (2.60)
0 1
+ o0 + o0

Sion pose m= Y p,;, 1, M= Y. [i,;, on a trivialement A<m—m'<0. On utilise
0 1

alors le Théoréme 2.2. [
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6. Dépendances continies

Nous allons maintenant montrer un résultat de dépendance continue de f et f”
par rapport aux paramétres définissant ces fonctions. Nous nous plagons direc-
tement dans le cas des diffusions de maniére a faire varier également leur dérive,
mais le résultat reste vrai dans le cas général si I'on ne fait varier que g et g'.

(a,b) et (a'.b’) ont les mémes propriétés que (a,b) & la section 1.2. Q% et Q"
sont les processus associés. E2 et E'¥" sont les opérateurs d’espérance pour Q7 et
Q, p et p' sont deux réels >0. x (resp. x') désigne le processus Q° (resp. Q') tué
par I'exponentielle e~ 7" (resp. e~ ?").

Le résultat donné est meilleur que le résultat donné au Théoréme VIL1 de
[14] dans le cas ou Q°=Q": la démonstration ne repose plus sur la
détermination d’une vitesse uniforme de convergence de suite (f,, f;) vers (f,f")
comme en [14], car une telle détermination n’est en général plus possible.

On a en effet:

Théoréme 2.6. Soit {b"} et {b'"} une suite d’éléments de L (R%) convergeant vers b
et b'eL (R% pour la topologie o(L (R, L,(R%). Soit {g"} et {g'"} deux suites de
fonctions continues et uniformément bornées, convergeant vers g et g' uniformément
sur les compacts de R%. On suppose que pour tout n il existe f" Q" p-excessive
continue et ™" Q""" p'-excessive continue et qu'il existe f>0 tels que

g A" =[S —g"—p. (2.61)

On suppose également qu'il existe f QP p-excessive continue et f'Q'*" p'-excessive
continue telles que

g+psf-]'s—¢—p. (2.62)

On suppose enfin que les fonctions f" f,f' f' sont uniformément bornées.

Alors la suite de fonctions continues (f™ f™) construite au Théoréme 2.4
relativement a (Q%, Q'*", g". g") est uniformément bornée et converge
uniformément sur tout compact vers le couple de fonctions (f,f') construit au
Théoréme 2.4 relativement a (Q°, Q' g, g).

Preuve. Soit (f",f'") et {f,.f/) la suite d’approximations de (f", f'") et (f,f")
construite au Théoréme 2.4. Alors par la preuve du Théoréme VII.1 de [14], on
vérifie que les suites uniformément bornées de fonctions continues {f,"} et {f"}
convergent vers f; et f; uniformément sur tout compact. Par récurrence, on
vérifie un résultat identique a l'indice i.

Soit alors x" une suite de points de R? convergeant vers xeR%. Pour tout i, on
a

lim inf f*(x") 2 lim f*(x") =f(x) (2.63)
et donc

liminf f7(x") = £ (x). (2.64)
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On va démontrer I'inégalit¢ inverse. La difficulté essentielle provient encore de
la non compacité de R%

Soit A" et B" les ensembles 4 et B construits a I'ordre n. QS et Q.€ sont les
noyaus Q¢ et Q'€ a lordre n.

Par I'inégalité (2.35) — qui est vraie également & condition de remplacer Q¥
par Q' — comme f"<f" on a

BLO+0V Q7O+ + 0@ O + L AW [ Flle (2.69)

Or la suite de fonctions Q2"(1), QA"QF'Q4"(1)... est trivialement
décroissante. De plus la suite f" est majorée par une constante M >0.
Soit £¢>0, et soit k un entier tel quen xeR? on ait

Ay Br ) A™Vk Sﬁ
0,Q,7 0, ):(1)= A (2.66)
Alors de (2.65), on tire
BAk+1)e
— <M. .
YRR (2.67)
2
Donc, pour kz-—~, 0
ep
orgrorrsi, 2.68)
M
Posons
=02 [ O H QO+ ] (2.69)
Comme (Q4")?>=0Q%", on a aussi
Ri=0,"Q" 0. Q" +0 2,0 + .. 1. (2.70)
M2
Grace a (2.65) et (2.68), on en déduit que si k> pyEE alors
Ri(1)=e. (2.71)

On va alors vérifier que les mesures m” et m'” obtenues en (2.55) et (2.55') pour 4
=¢,, vérifient une condition de relative compacité de Prokhorov dans .#°.

En effet de {2.65), on tire que les m" et les m'” sont uniformément bornées. De
plus

m'=[0"+ 0" 0P 0+ ... £ 02,7 0, + Ry (2.72)

. 2M?
Soit #>0. Posons [, = [ I ] +1. Par (2.71), on a
n

Rgu)gg. 2.73)
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Posons enfin

n__ NA"
Hy =0 xn

15 =00 ) en (2.74)
=0 Q¥ O,

Alors on a

e St T (2.75)
(on indexe par n les relations < et < correspondant a Q" et Q'*"). Par la
Proposition 1.1 de [13], les familles de mesures {47, 13, ..., 155, _ .} vérifient un
critére de Prokhorov quand n décrit N. (Dans le cas général ou les processus
considérés resteraient fixes on devrait utiliser le Théoréme 1d) de 'appendice

pour obtenir le méme type de résultat). Il existe donc un compact K de R? tel
que, pour tout neN, on ait

I 1

n . n

; M4 1(1cx) §§ (2.76)
In—1

Oronam'= Y s +R} .
0

De (2.73) et (2.76), on tire
m"(leg) 1. (2.77)

Les m" vérifient donc le critére de relative compacité de Prohorov. On raisonne
de méme sur les m'™.

Soit m et m’ les limites étroites de sous-suites extraites m™ et m'"™. Par
hypothé¢se, on a

! ng M T g
m g <m mte<m™, (2.78)

Alors comme au Théoréme IV.2 de [13], on vérifie qu'on peut passer a la limite
dans (2.78) et qu'on a

m e <m m<m' (2.79)
ou encore g, <m—m'<0. Or on a
JE™) =, g+ m, g (2.80)

Alors, comme les suites g™ et g™ sont uniformément bornées, comme elles
convergent uniformément sur tout compact vers g et g, comme m™ ¢t m'™
convergent étroitement vers m et m’, on a

lim (™, g™ +m™, gy = (m, g +(m', g'> (2.81)

et donc f(x)=lim sup f™(x™).
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En raisonnant sur toutes les sous-suites de N, on en déduit que
f(x)=limsup f*(x") (2.82)

De (2.64) et (2.82), on déduit bien le Théoréme pour f. On raisonne de méme
pour f'. [J

7. Le cas contraint

On se place sous les hypothéses de la section 2.1. Soient 4 et B deux fermés de
E. On considére le schéma itératif
fi=Rl,g fi=Rlz¢
fis1=R1,(fi +g) Jio1 =R 15(f;+8).
On obtient alors les formules (2.5) (resp. (2.5')) en supposant que M (resp. M’) est
tel que p,; 4 (resp. uy;) est portée par A, et p,; (resp. U,;, ;) par B, et cela pour
tout 1.

On a également l'analogue de la Proposition 2.2 et du Théoréme 2.1. La
condition (2.13) est remplacée par

g<f-f" sur A
f—f<—¢ sur B.

(2.83)

(2.84)

Dans (2.17) et (2.17') on devra également supposer que m est portée par 4 et m’
par B.

On se place alors sous les hypothéses de la section 2.5 et on suppose que g
et g’ sont deux fonctions définies respectivement sur A et sur B, continues (resp.
s.c.s.) bornées, telles qu’il existe feK et f'eK’ et >0 avec

g+Bsf—1 sur A
f-/'<s-g—B surB.

On considére alors la suite (f;, f;') définie en (2.83), et sa limite (f, /).
On a:

(2.85)

Théoréme 2.7. Les fonctions f et f' sont bornées et s.c.s. De plus (f,.f") est le seul
couple de fonctions s.c.s. bornées telles que

J=R1,f"+g) [f'=R1x/+g. (2.86)

Preuve. On vérifie par récurrence que f,<f,f; <f’, et donc que f et f sont des
fonctions bornées.

(g(A) et €(B) sont les ensembles de fonctions continues bornées sur A et B. A
et B sont les compactlﬁes de Stone-Cech de A4 et B. .#* et .4® sont les espaces
duals de %(4) et €(B), i.e. 'ensemble des éléments de .# portés par 4 et B.
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Pour (u, u')e%(A) x €(B), on pose
Fiu,u)= inf f(x). (2.87)

FeR, [ek"
_g+tuSJ -] surd
Sf—f'£—g —u' surB
On calcule alors la duale de F, en procédant comme au Théoréme 24. Le
méme raisonnement qu’au Théoréme 2.4 montre que f et /' sont s.c.s. L’unicité de

la solution de (2.86) se démontre comme au Théoréme 2.5. [

Corollaire. Sous les hypothéses de la section 2.6, (pour b et b’ fixés ), si A et B sont
disjoints, ou si A=B, et si g et g’ sont respectivement continues sur A et sur B, f
est continue sur A et sur ‘A et ' est continue sur B et sur °B.

Preuve. On a nécessairement f=Q*f. Par le Lemme 2 (p.275) de [27], f est
continue sur ‘4. De plus f; est continue sur 4 et ‘4. En effet soit 4, 'ensemble

A,=(fi=gn4 (2.88)

Par [13] 1II, A4, est fermé. De plus par le Théoréme II1.4 de [13], on a f]
=Q"1f,. f, est ainsi continue sur °4,, donc continue sur ‘4. De plus, si xeA,, si
x,e4 et st x,—-x, on a g(x,)—gl). Comme f(x,)=g(x,) on a
SiGo)=liminffi(x,). f; est s.ci. sur A, donc continue sur 4. De méme f| est
continue sur B et sur ‘B,

Comme A ct B sont disjoints ou égaux, f; est continue sur B et f] est
continue sur A. On peut donc itérer le raisonnement. On montre ainsi gue pour
tout i, f; est continue sur A et ‘4, et f; est continue sue B et ‘B. f est donc s.c.i.
sur A et ‘4 et f est s.c.i. sur B et °‘B. Comme on sait que f et f* sont s.c.s., le
corollaire est démontré. [

On a enfin le résultat de dépendance continue, énoncé sous les hypothéses
de la section 2.6.

Théoréme 2.8. On suppose que A et B sont disjoints ou égaux. Soit {b"} et {b'"}
deux suites d’éléments de L_(RY) convergeant vers b et b'eL_(R% pour la
topologie ¢(L_(R%, L{(R%). Soit g" et g'" deux suites uniformément bornées de
Jonctions continues défines respectivement sur A et sur B, et convergeant vers g et g’
uniformément sur les compacts de A et B. On suppose que pour tout n, il existe
" QP p-excessive continue et f'" Q""" p-excessive continue et >0 tels que

g +pfr—f"  sur A
f”—f’"g—g’”—-ﬁ sur B.
On suppose également qu'il existe fQ° p-excessive continue et f'Q'" p-excessive
continue telles que
g+B<f—7" sur A
f-F'£-g—p sur B

On suppose enfin que les fonctions ", f'", 1, ', sont uniformément bornées. (f",f'")
(resp. (f,f') sont les fonctions construites au Théoréme 2.7 relativement a

(2.89)

(2.90)
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(Q”,Q",8"¢") (resp. (Q°,Q",g.g)). Alors la suite {f"} (resp. {f'"}) est
uniformément bornée et converge vers f (resp. f') uniformément sur les compacts de
A et ‘A (resp. de B et “B).

Preuve. Soit x" une suite de points de A (resp. ‘4) convergeant vers xeA (resp.
‘A). Comme au Théoréme VIL.1 de [14], on vérifie que

fi(x) = lim sup f1'(x™). (2.91)
Soit 4, le fermé A'=An(f, =g). Alors si xeA!, on a g(x)=lim g"(x"), et donc
£,(x) < lim inf £7(x"). (2.92)

Si x¢ A, on vérifie, comme au Théoréme VIL1 de [14] que (2.92) reste encore
vrai. f; est donc limite uniforme de { f]'} sur les compacts de A et ‘4. De méme,
f1 est limite uniforme de {f]"} sur les compacts de B et °B. Enfin les suites { ]}
et {f{"} restent uniformément bornées, puisqu’elles sont majorées par les suites
{/m et {7

Comme A4 et B sont disjoints ou égaux, la suite {f|"} reste bornée et
converge vers f; uniformément sur les compacts de 4, et la suite { f]'} est bornée
et converge vers f; uniformément sur les compacts de B. Par récurrence, on en
déduit le méme résultat & lordre i.

Soit x" une suite d’¢léments de A (resp. ‘4) convergeant vers xeA (resp. “4).
(2.64) reste vrai ici. On montre I'inégalité correspondant a (2.82). [

Au lieu de (2.89), on fait maintenant I’hypothése que

d(4,B)>0. (293)
On a alors

Théoréme 2.9. Si d(4,B)>0, si g et g’ sont des fonctions définies respectivement
sur A et sur B, s.c.s. et bornées, les suites de fonctions s.c.s. bornées {f.},{f}
convergent uniformément sur R? vers les fonctions s.c.s. bornées f et . (f,f") est le
seul couple de fonctions s.c.s. bornées solution de

f=R"1,(f'+8)
J'=R"14(f+g).

Si g et g’ sont respectivement continues sur A et sur B, f est continue sur A et ‘A, et
f" est continue sur B et °B.

(2.94)

Preuve. Comme en [14]-(6.7), on montre par récurrence les inégalités

Joni1 £, +04Q7 .0
fon1 S, 1070404 f]
Srni2Sfoni1 Q407 QY]
fone2 S 3001 QPO Q7

Comme d(4, B)>0, par la Proposition V1.2 de [14], il existe « tel que 0o <1,
ne dépendant que de |blj,_gas €t o tel que 0So' <1 ne dépendant que de

(2.95)
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b’ HLOO(R"Z) tel que

Q*1<a sur B Q%1<a sur A (2.96)

Les séries ) (fi—fi_y) et Y (f/ —f;_,) sont donc normalement convergentes. f et
2 2

' sont donc s.c.s. et bornées. Pour 'unicité de la solution de (2.94), on raisonne
comme au Théoréme 2.3. Pour les résultats de continuité, on raisonne comme
au Corollaire du Théoréme 2.7. [

On a encore un résultat de dépendance continue équivalent au Théoréme 2.8,
ou on peut supprimer les hypothéses (2.89) et (2.90), qu’on montre comme le
Théoréme VIL1 de [14]. 1I suffit en effet de remarquer que la preuve du
Théoréme 2.8 montre que les fonctions f; sont limites uniformes sur les compacts
de A et A des f” quand n— 4+ co. Grace & l'uniformité en n des majorations
(2.96) et a (2.95), l'uniformité en n de la convergence de f;" vers f” implique la
convergence de f” vers f. On raisonne de méme pour f'" et f'.

8. Une équation fonctionnelle
On se replace temporairement sous les hypothéses de la section 2.1. g et g’ sont

deux fonctions boréliennes bornées.
On veut résoudre I'équation

f=R(g—f)
o 2.97
f'=Rg ). @77
On considére le schéma itératif
fi=Rg fi=R¢
! s s i 2.98
fros=RE—£) Sl =R 1) (299
On a trivialement
=T =20
FETES PYRRT PP F PR (2.99)

fZH—lngi f2/i+lgf2/i‘

Il n’y a donc a priori pas convergence du schéma.

On se replace alors sous les hypothéses de la section 1.2, ou x et x’ sont tous
deux égaux a une diffusion tuée par I'exponentielle e=#. On suppose de plus que
g et g sont les Q° p-potentiels de fonctions boréliennes bornés L et I (non
nécessairement =0), i.e.

ngpr g’:V;’IZ. (2.100)
On a alors

Théoréme 2.10. 1] existe au moins un couple de fonctions continues bornées (f,{’)
telles que
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f=Rg=1" (2.101)
f'=R*g ).
Preuve. On pose
B={(N,N)eL,(R)x L (R); NZO,N'20,|N|_ze
S LI L ey NN ey = 1Kl Ly ge- (2102)

B est convexe. On munit B de la topologie o(L . (R% x L_(R"), L,(R%) x L,(R%).
B devient compact.
A(N,N')eB, on associe les fonctions

— Rb(y_ TP N
e (2.103)
f'=R(g ~V; N,
Par largument donné au Théoréme 1.3, f est une fonction Q° p-excessive telle
que f<VPL*. 1l existe donc NeL,(R?) tel que 0SNSLY et que f=V'N
L’ensemble des N qui conviennent est trivialement convexe. De plus le Theoreme
V.l.a) de [12], il est fermé (il est d’ailleurs réduit a un seul point dans de
nombreux cas). De méme on a f'= V”N’ avec 0SN'<L*,

Considérons alors la multiphcatlon I qui & (N,N’) associe {(N,N")} défini
précédemment,

Elle est & valeurs convexes fermées non vides. Montrons quelle est s.c.s. Soit
donc (N,, N;) une suite d’éléments de B convergeant vers (N, N)eB, (N,,N/) une
autre sulte d’éléments de B telle que, pour tout n, (N, ,N)er (N, N)) et
que (N, N;)>(N, N'). Par le Théoréme V.1.a) de [12], VbN,,,V;N’ VbN VPN,
convergent simplement vers V' N, VIN', Ve N, & N'. Comme ces fonctlons sont
équicontinues, elles convergent unlformement sur tout compact. De plus, elles
sont uniformément bornées. Par la preuve du Théoréme VIL.1 de [14], R%(g
~ V7 N,) et R°(g'—V?! N,) convergent uniformément sur tout compact vers R%(g
~VbN’) et R¥g' — Vb N). On en déduit que (N, N)eI'(N, N'). I' est bien s.c.s.

Par le Theoreme de point fixe de Kakutani, I' a un point fixe, qu'on note
(No> Ng). f=V2 N, et f'=V? N; sont donc solution de (2.101). [J

Il 0’y a en général pas unicité. En effet, si g'=g, on vérifie que (f=0,f’
=R’g) et (f=R’g, f'=0) sont solution de (2.101).
Soit A" et B* les ensembles fermés

=9 2,104
T =(g'z20). (109

On fait ’hypothése que
d(A*,B7)>0. (2.105)

Par la Proposition V1.2 de [14], il existe o tel que 0Za <1 ne dépendant que de
[bllL., ke POUT lequel

04" (<o sur BY QB (I)Sa  sur A7, (2.106)
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Donc, si 4 est une mesure =0 finie, et si M =(y,) est une suite de mesures =0
finies telle que A< M, si pour tout i, u,; est portée par B* (resp. A™) et p,;, , par
A™ (resp. BY), il existe k ne dépendant que de A(1) et de o tel que

+ o0
Y )=k, (2.107)
1
Dans ce cas, on peut définir sans ambiguité {M, (g, —g'}> (resp. <M, (g’, —g)>).
Si C et D sont des boréliens, on pose
MED =10 A0 QP 10° 0" Q¢ ...). (2.108)
Si CcA™ etsi DB, M{ED) vérifie bien les hypothéses précédentes. On pose

FA(C: D) - <MSVC‘D)’ (g: _g,)>

p 2.109
FJ(C,D)=(M®) (g, — ). (2.109)
On a alors le résultat d’unicité suivant:

Théoréme 2.11. Il existe un seul couple de fonctions continues bornées (f, f') tel
que

f=R(g—f") 2110

=R ~1). (2110
Si A et B sont les fermés

A=(f+["=g) 2111

B=(f+/'=g) A1

alors AcA™ et B=B™. Pour toute mesure 220 finie sur R% si C et D sont des
boréliens de R? tels que C<A*, D<B*, on a

F,(C,B)<F,(A,B)<F,(4,D)

F{(4,D)SFy(4, BISF{(C,B) (112
f et ' peuvent étre définies par
Sx)= inf sup F, (C,D)= sup inf F,_(C,D)
DeB* Cc4qt CcA* D=B+* (2 113)
S'()= inf sup F/(C,D)= sup inf F/(C,D). ’
CeA* D=B* DeBY Coat

Preuve. Soit (f,f”) une solution de (2.110). Comme f et f* sont >0, 4 est inclus
dans A% et B est inclus dans B*. Par la Proposition I11.2 de [13], on a

f=0%g~1") 5114
=% ). .
Donc

f=040%—040%g'+0"¢
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et en itérant, il vient

=008/~ (40" g +(Q*0%"'Q%g ...~ 0" Qg + Q"¢ (2.115)

Or, comme AcA*, BcB*, on a lim(Q4Q%"=0, et donc

f=04g—010%¢' +Q40Q%0%¢.... (2.116)
Ainsi

(A f>=F,(4,B). (2.117)

De plus, comme f=R(g—f"), pour tout borélien C,ona f= Q%% g—/f") et grice &
(2.114), 1l vient

fz0°Q%F—0°0%¢'+0 ¢

ou, en itérant

2008 f—(Q°Q% g +(Q°Q% 1 Q% ...—0°Q% g +Q . (2.118)
Si CcAt, lim(Q°Q%"=0 et donc
f20°g—-0°0%¢' +0°0°0 ¢ ... (2.119)

ce qui s’écrit

{Af>zF(C,B). (2.120)
De méme, on montrera que si D est un borélien — B*

{AfYSF(4,D). (2.121)

De (2.117),(2.120) et (2.121), on tire bien (2.112). (4, B) est donc un point selle
pour le jeu associé A F,, et F,(4,B) est la valeur de ce jeu. Comme <AL
=F,(A, B), en faisant A=¢,, on tire bien (2.113). On raisonne de méme pour F; et
[

3. Applications aux problémes de contréle
1. Le contrédle des diffusions alternantes: le cas simple

On se replace sous les hypothéses de 2.6: a et a gardent en particulier le méme
sens quen 2.6. ¢ et ¢’ sont leurs racines carrées positives. p et p’ sont deux réels
>0.

K et K’ sont deux multiplications boréliennes définies sur R? & valeurs dans
R?x R™, qu’on suppose non vides, compactes et uniformément bornées. Z et Z”
désignent les classes d’équivalence pour la mesure de Lebesgue des sections
boréliennes de K et K. On munit £ et & de la topologie (L ,(R%), L,(R%).

h et W sont deux fonctions continues =0 bornées, telles qu'il existe f=0
pour lequel h=28.
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On veut minimiser

Ty T,
E,[j e P L(x)di+e?T (h(xT1)+ | em?e=T0 [(x)dt
T

0

T3
+€~ru3~Tn(thTJ+-fe‘P“_Tﬂl{det+u”))] (3.1)
T,

ol x a laloi de Q@ entre 0 et T}, la loi de Q° entre T, et T,, la loi de Q" entre T,
et T; etc..., avec c=(b,L) et ¢'=(b', L).
Pour ¢=(b,L)e ¥ et ¢'=(b,L)e.¥’, on pose

+

Vix)=E. [ e " L(x)dt
0

o (3.2)
Vix)=EY [ e ?'L(x,)dt.
0
Soit piy, iy, ity ... les mesures associées a T,, T,, T; ... (3.1) s'écrit
+a0* + 00
WV = Vo = 2 gy =t Voo = 3 (o= Mo 1, VED
1 i
+ + 00
- Z laigrs —h = Z g =0, (3.3)
0 1
On pose alors
g(c,c') = Vc_ Vcl’ —h
ieer=Vo—Ve—H. (3.4)
On a
ey TASVi—(Vi+ P = —80y— b (3.5)

Pour (c,c)e# x &', (2.39) est bien vérifiée relativement & (g, ., 8. > 0% Q')
avec

ﬁc,c’) = Vc
Jeorn=Votp

(il est ici essentiel que L=0, L =0). De plus, (3.3) s’écrit

(3.6)

+®
A Vc>“<lilaf<c,c')>_ Z {Haiga _/izi’f(c.c')>
1
+ " + o0 . .
- 21: <:u2i-:u2i—1’fé,c’)>_ %‘, </’t2i+1’g{c,c’)——-ﬂc,c’) +.ﬂ;,c')>

+ 0
- le <:u2i’ gzc.c’) —ﬁ;,c') +ﬁc,c'))>‘ (37)
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Or, par la Proposition 2.6, l'inf en py, i,, ... p, de (3.7) est égal a
A Ve=fie,er? (3.8)

o (f, ey fe. ) €st la solution du systéme (2.54) associé & (g, o)), &,epr @5 0.
Pour (c,c)e ¥ x &¥', on pose enfin

Qie,cy= V.— f(cC)
q(cc) V f(cc)

de,cy €t i,y sont des fonctions continues bornées. Comme g <V, -V <
!
—g((‘,c') on a

(3.9)

fooZt (3.10)
f(c )= V’ .
et donc
Vc_Z_Q(c,c')EO
ViZq) 20 G-11)
Enfin
=40y~ Qe.cy Sh. (3.12)

Pour résoudre le probléme de maniére satisfaisante, on va procéder en
plusieurs étapes.

a) Le cas convexe: un résultat intermédiaire

On suppose temporairement que K et K’ sont a valeurs convexes. % et ¢’ sont

alors convexes et compacts. . o
Pour c=(,L)e ¥, ' =¥, Le?, i=(b, L)%, &=(b,L)e ¥’ on pose

qfc c’): V _RZ(V —qéc,c']_h)

14 ! I2 ’ 3’13
4E oy=Vi =RV )~ ) G.13)
On a trivialement
e, )= =de,cn
(3.14)
q(c )y q(c c)"
On a alors le résultat suivant:
Proposition 3.1. Si (¢, )e ¥ x &', les ensembles
Li, oy= ={Ce¥; q(c = mf q(C:c’)}
7 (3.15)

.. . e
I oy={0eZ’; ‘l(c o= inf q¢ .}
e’
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sont non vides, convexes et compacts. De plus la multiplication I définie sur $x¥'d
valeurs dans ¥ x &'

(Cc)—_)lﬂ(cc)XIﬂ(cC) (316)

est semi-continue supérieurement.

Preuve. I et I, . ) sont non vides, convexes et compacts par le Théoréme IL5 de
[16]. De plus, (¢, ¢ ) —»q( - est continue de ¥ x.¥ x ¥ dans lespace des
fonctions continues bornées muni de la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts. En effet, par le Théoréme V.1a) de [12] et le résultat d’équicontinuité
de [38] =7, V, =V, et V; -V, uniformeément sur tout compact quand (c,, c,, ,)

n* n

converge faiblement vers (c, ¢, ¢). De plus ces suites restent uniformément bornées.
Par le Théoréme 2.6, dont les hypotheses sont trivialement vérifiées, on voit que

' !
Qi ) 7 i,

uniformément sur tout compact en restant uniformément bornée. Par la preuve du
Théoréme VIL1 de [14], Rb» "(Va = Qe ey — 1) — RY(Vi— —Qlc.y—h) uniformément sur
tout compact. Donc g7, —»q(m) uniformément sur tout compact.

s n) —

On vérifie alors trivialement que la multiplication I' est semi-continue
supérieurement. []

On en déduit:
Théoréme 3.1. Il existe (cy,cp)ed X ¥ tel que si (¢, Ve x &', on ait
icoct) = 9(co, cb)éqfco ) (3.17)
968 ety =lco, et = Do, -

Preuve. Par la Proposition 3.1, on peut appliquer le Théoréme de point fixe de
Kakutani 4 la multiplication I'. [

b) Le cas convexe: résolution du probléme
Pour (¢,c’)e ¥ x &', on pose

A(C’ = (q(c, oy QEC, )T h)

B =(gi, oy — G oy =)

Dans la suite, 7 est I'ensemble des temps d’arrét algébriques sur €(R*; RY).

(3.18)

Théoréme 3.2. Si (cq, cp)ef x &' est pris comme au Théoréme 3.1, alors pour tout
xeR4 on a

T,
Gy )= inf [Ef; [ e 7 Ly(e)di+e T (h(xy,) + B2
0

c2i+1EF

VT (3.19)

T2 T3
[ e ¥ Ly(x)dt+e 2T (h/(xT2)+E23ﬁ fe‘p’Ls(x,)dt—l-...)]
5 *0
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Linf dans (3.19) est réalisé par

J— — —_ — LA S ’ '
CL=Cy=...=Cy; 1 =Co,Crh=Cy=...=Cy;=C,

T,=Ty=...=Ty,,=D T,=T,=...=T,;=D

Alco,c0)? Blco.co)*

On a Pexpression correspondante pour i, .-

Preuve. On a

oty = Veo = Sico. e

' / ) (3.20)
Qico,ct) = VCb _ftco. o)

Qico,cy €St alors €gal au membre de droite de (3.19), quand on remplace
C1sC35-nesCaipy PAT CyC5,Chy .., Cyy par ¢, 11, Ty, oo, Ty pAT Dy oy €L
1,,T,,...,T,; pat Dy . cela résulte en effet de (3.20) et de (2.55). On a
naturellement le résultat correspondant pour g, ;-

De plus, grace 4 (3.17), pour ¢, =(b,, L))e L et ¢, =(b,, L,)eZ,si T, et T, sont
des éléments de 7, par le Théoréme I1.4 de [16], on a

Ty
q(co,cb)(x)_S_Ef;‘ f e~ptL1(xt)dt+E§cleﬁpTl(q’(co,cb)_Fh)(le)
0

T (3.21)
qzco,cb)(x)éElxlf2 j eﬁp'tﬂz(xz)dt"'E;:byze_p,Tz(‘I(co,cb)‘Fh/) (xTz)'
0
On obtient donc
T
ieo, ety (X) S EB! [ [ e P Lx)dt+e-?T (h (x7,)
0 (3.22)

T2
+E;5’TVZl (j e 7L, (x,) dt-l—e‘p'TZ(q(CO.C,O)—Fh’) (xTz)))]'
0

On peut naturellement remplacer ¢, par ¢,, ¢, par ¢, dans (3.21}3.22). On itére
alors Pinégalité (3.22), et on obtient une inégalité du type (3.22) avec une chaine de
longueur 4, puis 6, puis 2n, ie.

q(Co-Cb)(x)
T T
gEgl[j e 7L, (x) e T (h(xT1)+E;”T2 [ =7 Iy(x) dt
0 1o

T3
+e P72 (h’(xTz)+E'jj’T2 fe P Ly(x)dt+...
0

*T2n-1

+EMn  emPlan(g o+ H) (xTZn)>)]. (3.23)

Le membre de droite de (3.23) croit naturellement avec n. Or h=28, g, ., =0 et
K 20. De plus, le dernier terme du deuxiéme membre de (3.23) reste borné.
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Soit u, la mesure sur R? associée & Q7 u, la mesure associé 4 Q7 Q’TZ Tietc.
Si la limite du membre de droite de (3.23) est finie, on a

-+ 0
Yt ()< + o0 (3.24)
0
obiv2
et comme y,; . ; < Uy, ,,0na
+ o
Y (1)< + 0. (3.25)
1
Alors
Ezl e—pTL E;b]%l e*p'Tz E;Cb;:n 1 e—PTzn(q(co,Cb) +h/) (xTZ") 0. (326)

On obtient bien (3.19). On a naturellement le résultat correspondant pour
qéCo:Cb)' L

Les fonctions g, ;) €t qi,. ;) SONt donc des fonctions fixes, ne dépendant pas du
point fixe particulier (c,, ¢;). On les note désormais g et ¢’. De méme les ensembles
Alco-c0) et Blo-<b) sont notés maintenant A et B. On a ainsi

A=(g—q'=h)

B=(g'—q=h). 27

c) Le cas convexe: caractérisation des optimums
Par hypothése, on a

g(x)= inf Ebfe PUL(x,)dt +Eb e PT(h+q') (xy), (3.28)

ce?, TeT

g(x)= inf Eﬁ'fe‘P“IKx)dt%aEf/e‘FTlh“+qﬂxT). (3.28))
4]

el T'ed
On en déduit immédiatement:

Proposition 3.2. Pour que (c,, c;) vérifie (3.17), il faut et il suffit que c, réalise l'inf dans
(3.28) et que c, réalise Pinf dans (3.28").

Preuve. Nous avons vu que la condition est nécessaire. Montrons qu’elle est
suffisante. Si ¢, et ¢;, réalisent I'inf dans (3.28) et (3.28'), on a

Voo—q=R"(V,,~h—{q)

/ oy gy (3.29)
I/c’o~ =Rb°(Vc’0_ =q).
Par le Théoréme d’unicité 2.5, on en déduit que
4= 9o, 4 = ico,cr)* (3.30)

On en déduit immédiatement que (cg, ¢p) vérifie (3.17). 3
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Soit 4 une mesure de probabilité sur R? équivalente 4 la mesure de Lebesgue. On
définit les mesures 4 et A’ par

D4
HO=ES | e glx) d
~ o (3:31)
A ($)=E g e~ Pt (x,)dt.

On a alors le résultat essentiel suivant:

Théoréme 3.3. 1] existe une fonction borélienne H (resp. H') définie sur R? d valeurs
dans R* telle que pour que (cy, T) (resp. (¢, T")) réalise linf dans (3.28) (resp. (3.28"),
on ait

a) Lo(x)+<{H(x),0 ' (x)by(x)>= inf (L+<H(x),6™1(x)b)) p.p. (3.32)
(resp. (5, L)eK(x)
Lo(x)+ (H'(x), 0~ (x) bo(x)) = lj)ni( )(E +CH (0,07 () B X pp).  (3.32)

b) T(resp. T') est porté par A (resp. B).

¢) T(resp. T')est éDAcg (resp. DBc’o) ouA, (resp.B,)estlesupportfinde lafonctionnelle
additive continue engendrant la fonction-Q% p-excessive (resp. Q' p'-excessive)
réguliere V, —q (resp. V;, —q').

Preuve. Cest le Théoréme 11.5 de [16]. O

d) Le cas général: existence d’un optimum

Nous ne définirons pas formellement les problémes d’optimisation que nous
résolvons dans le cas général. Il s’agit naturellement de minimiser pour tous les
xeR? simultanément les deux expressions

T
Eb [ P Ly (x)de+e Pt (h(le)
0

T2
LE® je"”Lz(xt)dt—}—e‘”'Tz(h’(xTz)+...)). (333)
0

T
o -
EP [ e " Li(x)dt+e 2T (h’(xfl)

0

A )
TER | e By dite " Ta(h(xr)+ )) (333)
0

avec ¢, 8y, Cs,84, ... 2,81, ¢4, 8, Cy € T, Ty, Ty, T, ...€ 7, quand K et K’ ne
sont pas nécessairement a valeurs convexes.

On ne fait donc plus d’hypothése de convexité sur K et K'.

On a le résultat final:
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Théoréme 3.4. I1 existe des fermés A et B et (cqy,cp)ef X &' tels que si on pose

C;=C=C03=C4=...=¢,
&=, =8y=dy=...=c, 630
T, =T,=T,=...=D,
Tl_Tz“Ts— =Dy

(3.33) et (3.33') sont minimisés pour tous les xeR? simultanément.

Preuve. Soit K(x) et K'(x (x) les enveloppes fermees convexes de K(x) et K'(x). Par le
corollaire 3.3 de [35], K et K sont des multiplications boréliennes. Soit Zet P les
classes de sections boréliennes de K et K’ pour la mesure de - Lebesgue. On peut
alors résoudre les problémes d’optimisation relativement & % et &.

Soit H et H' les fonctions définies au Théoréme 3.3 associées & ce nouveau
probléme. Par le Théoréme 3.3, pour que (¢, ¢,)e.L x £ réalise I'inf dans (3.28) et
(3.28), il faut et il suffit que (3.32) et (3.32) soient vérifiées. Comme K(x) et K(x)
(resp. K'(x) et K'(x)) ont les mémes points extrémaux, par le Théoréme 2 de [35], on
peut trouver (cq, ¢p)e L x &’ vérifiant (3.28) et (3.28"). (cy, ¢p) est donc optimal sur
P x & et a fortiori optimal sur & x .¥'. [

e) Le cas contraint

Soit A et B deux fermés de R? disjoints ou égaux. Dans (3.33) et (3.33'), on peut
demander que les Ty, , ;, Ty, soient portés par A et les T,;, T;. , par B. On a alors
deux types de résultats:

a) Dans le cas général, on doit encore demander que K et K’ soient & valeurs
dans R?x R™ et que h et i’ soient continues bornées et telles que h225>0, i’ =0.

Dans (3.13), on remplace R® et R'® par R®1, et R* 1,. Le résultat de
dépendance continue du Théoréeme 2.8 permet alors de demontrer I’équivalent
de la Proposition 3.1 et du Théoréme 3.1, et d’obtenir un résultat d’existence.

b)Sid(4,B)>0, K et K’ peuvent étre pris & valeurs dans R? x R et h et i’ sont des
fonctions continues bornées quelconques. Par le Théoréme 2.9 et la remarque qui le
suit, les résultats de dépendance continue restent vrais sous ces hypothéses. On
poursuit la démonstration comme précédemment.

Dans le cas a) comme dans le cas b), apparaissent au lieu de fonctionnelles
additives continues, des fonctionnelles additives continues & gauche. On se référera
a [16] pour leur utilisation dans les problémes de controdle.

f) Extensions

On peut établir tous les résultats précédents en supposant qu’on arréte le processus
sur un fermé C sans points irréguliers pour les deux classes de processus qu’on fait
alterner. Il faut pour cela réétablir tous les résultats de [13] et le Theoreme VIL1de
[14]. On utlhse pour cela la compacité étroite de {u=0; ¢, & pu <,uDC} (resp.
{W=0;¢ <u <,uDC}) ou pp,. est la mesure associ€e au temps d’arret De..
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2. Contréle impulsionnel classique

Nous allons traiter un cas simple de controle impulsionnel. Tous les autres cas
peuvent se traiter de la méme maniére. Ce cas est inspiré de Bensoussan-Lions [3—
10] et de Lions [23]. Pour les applications de cet exemple, nous renvoyons 4 Lions
[23].

On reprend les hypothéses de la section 3.1 sur g, b, p. On se donne également
une direction priviligiée e, dans R%. Au lieu de faire alterner deux diffusions, on va
faire alterner une diffusion et un processus de translation uniforme a la vitesse 1 par
rapport & une variable de temps muette 7. Cette translation est ainsi naturellement
équivalente & une impulsion. De plus pour éviter des impulsions infinies, on
restreindra le domaine des impulsions possibles de maniére & le rendre compact.

a) Définition de R’

Soit (ey, ..., e,) une base de R%. H est le demi-espace (x, =0). x'désigne le processus
de translation uniforme dans la direction e,, jusqu’a I'instant Dy ou il atteint le
demi-espace H. Il reste alors un temps aléatoire exponentiellement distribué en
Xp,,» et rejoint alors le cimetiére 6 (qui est aussi le cimetiére du sous-processus de Q7
associé a e 7). On vérifie alors immédiatement que x’ est un processus de Markov
fellérien. E, est Popérateur d’espérance associé & x' quand xj=x.

K’ est le cdne des fonctions x’ fortement surmédianes. L’opérateur de réduite
relativement & K’ sécrit:

R'k=k*(x) si x, =0
+ . (3.35)
sup kT(x+1e;) si x,<0.

Si k est continue bornée (resp. s.c.s. bornée), R’ k est trivialement continue bornée
(resp. s.c.s. bornée). x’ vérifie donc les hypothéses équivalentes du Théoréme 1 de
I’ Appendice.

Le processus x’ nous permettra essentiellement de donner une interprétation
probabiliste de 'opérateur R’, et de nous ramener a la situation étudiée a la section
2.

b) Le schéma itératif

Soit g et g’ deux fonctions continues bornées telles qu’il existe fQP p-excessive
continue bornée, f’ x'-excessive continue bornée et >0 tels que

g+psf—-J'<—g—B (3.36)

(dans les applications f sera constante).

On considére le schéma itératif de la section 2. On peut alors appliquer le
Théoréme 2.4: (£, ') est un couple de fonctions continues bornées. Le Théoréme
2.5 sapplique également. On a I'équivalent du Théoréme 2.6, ou on ne fait
naturellement varier que b”, g" et g'*: la démonstration en est identique. On obtient
aussi 'analogue des résultats de la section 2.7.
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¢} Un exemple de gestion des stocks de Bensoussan-Lions

Soit K une multiplication borélienne définie sur R? 4 valeurs dans RY x R*, qu’on
suppose non vides, compactes et uniformément bornées. £ est I'ensemble des
classes d’équivalence pour la mesure de Lebesgue des sections boréliennes de K. On
munit & de la topologie o(L (R%, L,(R%).

h et i’ sont deux fonctions continues bornées telles qu’'il existe deux réels a et o
pour lesquels

hZa<o' S H. (3.37)

Soit A une mesure >0 finie. Pour c=(b, L), on considere le critére
T,
Ef{[f e"P' L(x,)dt
0
T3
+e~rT (—h(xrl)—}—h’(xTz)—l—EZTZ(f e‘P’L(xt)dt+e"’T3(...)))] (3.38)
0

ot x coincide avec Q entre linstant O et linstant T, passe en Xy =Xr
+7e,(t20), ou T, est un temps fictif, coincide avec Q° entre T, et T; etc... On
demande de plus que Xypp X1 X1g, o soient <0, i.e. qu'on ne puisse appliquer
d’impulsions que dans la région (x, =0).

Le passage de x;, _ & xp,, est ici déterministe et ne peut saccompagner d’'un
meurtre. Comme le processus considéré en a) et b) peut mourir, on doit prendre
des précautions élémentaires.

Remarquons tout d’abord que (3.38) a bien un sens. En effet comme A'(x, )
—h(x;,, )20, on ne somme que des termes =0. On pose

g=Vo+h
g.=-V.-n, (3.39)
o —a
B= 7
Alors

g+ B+

=-g-p (3.40)

et les conditions de 2.5 sont vérifiées. Toutefois comme g, peut &tre =0, une
application brutale de 2.5 conduirait a tuer le processus pendant I'impulsion, ce
qui est absurde. Soit donc M un réel tel que, pour tout ce¥, M=V, + k. On
pose alors

g=V.+h—M

, (341
g=—V-h+M.

Alors g/ 20. Si on pose
f=.
(3.42)

a o +o
Je=M ( 2 )
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on a
g.tBsf—~T.2—g.-p (3.43)

St g, My, ... My . sONL les mesures associées & Xp , Xr,, ..., Xy, (3.38) s'écrit
- + o - + oo -
AV —=Lpfo— z gy =M f> = Y Llgyi—thai_ 1, J>
1 1

+ 0 +
IR COTIPN A I IO Z o 8= I + e (3.44)
0 1
Or pour ce ¥ fixé, par la Proposition 2.6, linfen T},..., T,, ... de (3.44) est égal &

AVo~fo (3.45)

ou (f,,f.) est la solution du systéme associé¢ a (g,, g,, 0%, x)).

En effet, comme g, est =0, f,+ g/ est aussi =Z0. Pour le processus x’ le temps
d’atteinte de (f) =f,+g') est donc toujours < + oo, et dans l'alternance optimale
des pty, tyy ... fhy - telles que A< py <p, <..., 00 on accepte de tuer X' —ce qui est le
cas 2 la section 3.2b), on peut en fait ne pas le tuer. En résolvant le probléme de
contrdle alternatif au sens de 3.2. b) pour ¢ fixé, on résoud bien le probléme de
minimisation de (3.38) pour ¢ fixé. On vérifiera d’ailleurs trivialement que si on
remplace M par M'= M, f, ne change (heureusement !) pas.

On pose

q.=V.— /.
q=-1

Alors, comme

(3.46)

JEV.
fiEM—o (3.47)
Veth—M=f—f/SV.+H - M,
V.zq.z—0
0z2q,2 —M+u (3.48)
M-W=q,—q.=M—h

On procede alors & la section 3.1.

a) On suppose K a valeurs convexes. & est alors compact.
Pour (¢=(b,L),é=(b,L))e ¥ x ¥, on pose

qe=V;~R(V;—q,+h—M). (349)
On remarque que ¢¢=g,. On pose également

I={Ce¥;q = inf ¢} (3.50)
cre¥
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On vérifie encore que I est une multiplication 4 valeurs non vides convexes fermées,
qui est s.c.s. Elle a donc un point fixe. On a ainsi ’équivalent du Théoréme 3.1: il
existe c,e# tel que si (e ¥

450 = 0y S5 (3.51)

On montre alors 'équivalent du Théoréme 3.2. On peut donc remplacer q,, q,, par
q,q'. On pose

A=(q=q'—h+M)

B=(g'=qg+h—-M). (3.52)
Remarquons ici que
q’(x)=0<i1<1f (g+H)(x+te)—M si x; =0
q+hf—:M 1 st x;>0 (3.53)

ce qui implique que ¢’ + M ne dépend pas de M. A et B sont donc des fermés ne
dépendant pas de M (a condition naturellement que M soit choisi assez grand). De
plus (x, 20)< B, et donc 4 c(x; <0), ce qui montre bien qu'on a satisfait aux
contraintes.

b) Dans le cas général, on fait plus d’hypothése de convexité sur K. On résoud
alors le probléme comme au Théoréme 3.5.

d) Le cas ot /' est non bornée

Au lieu de borner la taille des impulsions en leur imposant de faire rester le
processus dans le demi-espace (x, £0), on peut supposer que 4’ est une fonction
continue ne dépendant que de x,, croissante avec x, et telle que lim A'(x,)=
X =40
+ 0. On conserve les autres hypothéses. 1
On se ramene en fait au cas précédent. On procede en effet de manicre
heuristique.

Si g, est la fonction cout de ce probléme, on a encore
0=¢q.2V. (3.54)

Si gi(x)=inf(q,+h)(x+71e,;), comme k' croit avec x;, on a
tz0

go(x)z K (x,). (3.55)
Or Pensemble A4 sur lequel on donne les impulsions est défini par
A=(q,=q,—h). (3.56)

Comme g, et h sont uniformément bornées, de (3.55), on tire que A est & coupes x,
uniformément bornées a droite, i.e. la fonction x, est bornée supérieurement sur 4.
Soit B I'ensemble

B=(q,=q,+h). (3.57)
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Comme /'(x,)T+ o quand x, — -+ o0, 8i x4, on peut trouver y=x+71 ¢, B avec
120 tel que g.(x)=4.(y) et donc

4.(x) =q.(y) h(x). (3.58)

Par le méme argument que précédemment, on en déduit que la partie de B qui nous
intéresse —ie. celle qu'on atteint a partir de A —est x, uniformément bornée  droite.
On peut donc trouver y quon détermine ainsi a priori tel que 4 et la partie
intéressante de B soit inclus dans (x, £7). On modifie alors i’ en

I;’(x) =W(x;) sl x,=y

=KH(y)  si x>y (3-59)

On résoud alors le probléme associé a (K, h, i) et & 'hyperplan (x, =7) comme
précédemment, et on trouve a posteriori qu’on a en fait résolu le probléme initial.

e) Le cas contraint

On peut mettre des contraintes sur le point de départ des impulsions et sur leur
point d’arrivée. Par exemple si on contraint X, ,X;,,Xp,... a tre portés par
(x; £0), on doit remplacer les opérateurs R et R par R1, < et Rl (. Dans ce
cas particulier, on retrouve la méme solution qu’a la section 3.2, ¢). En effet, pour
ce?, on veérifie que les fonctions

o=t
N , (3.60)
fc = 1x1 <0 j;
est le couple unique de fonctions s.c.s. bornées solution de
=R 1. .o(f,+g,
Je w=olf +8) (3.61)

Ji=R' 1, <of.+28).

On peut naturellement mettre des contraintes plus substantielles. On peut par
exemple se donner deux fermés A et B inclus dans (x, £0) tels que

Ac{B—le,,A=0} (3.62)

et imposer au début de impulsion d’étre dans A et a sa fin d’étre dans B (la
condition (3.62) permet encore de ne pas tuer x’ pendant 'impulsion). Comme au
Théoréme 2.7, on vérifie que le probléme d’optimisation — pour ¢ fixé — a une
solution. Comme au Théoréme 2.9, on peut remplacer la condition (3.37) par la
condition d(4, B)>0 pour résoudre le probléme d’optimisation a ¢ fixé.

Comme en général, si h est continue bornée sur B, R’ 1,k est s.c.s. sur R?, mais
pas nécessairement continue sur B et sur B, on doit introduire des hypothéses
supplémentaires sur A et B pour résoudre le probléme d’optimisation quand ¢ peut
varier, de maniére A se ramener 4 une situation semblable a 1a situation étudiée au
corollaire du Théoréme 2.7 ou au Théoréme 2.8.
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On peut aussi demander que dans 'example 3.2.c), les impulsions soient de taille
<eavece>0. Pour traiter le probléme par les techniques précédentes, on plonge R?
dans R*1,

On définit alors trois processus x,x’,x"” quwon fait alterner dans cet ordre.

Si (x, y)e R?* ! le proxessus x, de point de départ (x, y) est la diffusion (Q?, y) tuée
par I'exponentielle e ~#*. x" est le processus de translation dans la direction e, +¢,, ;
arrété sur 'hyperplan (x,, ; =¢). x"’ est le processus de translation uniforme dans la
direction —e,, , arrété sur hyperplan (x,, ; =0). On ne met aucune contrainte sur
les temps de transition de x vers x” ou de x’ vers x”. Le temps de transition de x” vers
x doit étre porté par (x,, , =0).

g et g’ sont prolongées & R**! par g(x,y)=g(x),g'(x,y)=¢'(x).

On résoud le systéme:

f=R(f"+g)
f=R(f"+g) (3.63)
f"=R" I{de:O}f'

En adaptant les techniques précédentes, on vérifie que ce probléme a une
solution continue. On fait alors varier b comme précédemment. La fonction cofit du
probléme est égale 4 f(x,0).

Appendice

L’objet de cet appendice est d’établir les résultats techniques nécessaires a
I'obtension des résultats des sections 2.5 et 2.7.

E désigne un espace métrisable localement compact dénombrable a Pinfini, § un
point cimetiére, x un processus de Hunt a valeurs dans EU {9} a durée de vie finie ¢,

%° est I'ensemble des fonctions continues tendant vers 0 a I'infini.

% est 'ensemble des fonctions continues bornées sur E, E est le compactifié de
Stone-Cech de E, .#° 'ensemble des mesures bornées sur E, .# le dual de € ie.
'ensemble des mesures bornées réguliéres sur E (voir la Proposition I1.7.5 de [33]).

Proposition 1. Soit A une mesure 20 finie sur E. Alors B,={ue.#*=0, A<u} est
étroitement compact.

Preuve. Soit P, la mesure associée au processus x de mesure d’entrée A. Soit V
'ensemble des processus continus X, tels que E(sup|X,|) < + oo, V' son dual. Par les
résultats de [407, 'ensemble C des processus optionnels =0 A4 croissants continus a

+ 0
droite adaptés et <1 est o(V', V) compact pour la dualité (4,X) »E | XdA. De
_ 0
plus, comme x est un processus de Hunt, si ge%, la projection prévisible du
+

processus g(x,) est égale & g(x,)_. Par [40], Papplication 4 »E | g(x,)dA est

0
continue sur C. Enfin, par le Théoréme de Rost {36], B, est précisément I'image de
C par l'application ¢ qui & 4 associe u défini par
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+

{wg>=E g glx,)dA (1

ol ge%. y étant continue de C dans B, muni de la topologie a(.#", %), B, est bien
étroitement compact. []

x désigne maintenant un processus de Feller & valeurs dans Eu{é}, a durée de
vie finie, dont le noyau potentiel ¥ est fini, i.e. V1< 4 0. K est I'ensemble des
fonctions fortement surmédianes appartenant & €. Si A et u sont dans .#, on écrit
A<y sipour tout feK, {u, />

Remarquons que si 4 et u sont dans .#°, et si A<y, alors A<p au sens de la
définition 2.1. En effet si ¢pc¥,, Vipe¥®, et donc {u, Vo> <<{A, Vé>. Pour toute
fonction universellement mesurable bornée ¢, on en déduit {u, Vo> < (2, V). Or
par [26] IX T64, toute fonction excessive f bornée est limite croissante d’une suite
de potentiels de fonctions universellement mesurables =0. Donc {p, f > =<4, f, et
par [1] et [36], pour tout feK bornée, {u, f> =<4, f) et ainsi A<p.

Théoréme 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) Pour tout he¥, Rhe®.

b) Pour tout xeE, {peM®, p=0; ¢, <u}={ped; u=0; e <pu}.

c¢) Pour toute fonction h s.c.s. bornée sur E, Rh est s.c.s. (et est I'inf des éléments
de K=h sur E).

d) Si L est un compact de E,{ueM®;, p=0;3xeL, e <u} est étroitement
compact.

e ) Pour tout fermé F de E, P(Dp<{) est une fonctions s.c.s. sur E.

Preuve. a)=-b): Par (2.1) on sait que si g est bor€lienne bornée,

Rg(x)= sup <y, g 2
puz0eMb
Ex <l

Si ge¥%, Rge¥, et si p est un élément >0 de .4 tel que &, <y, on a:

Rg(x)=<{u,Rg>=<{u, g>. 3)
Donc
Rg(x)= sup {u,g>. 4
n=0edl

Comme {peM’; u20;¢ <p}c{ueM;e, <p,pu=0}, et comme chacun de ces
deux ensembles est o(#, ) compact, comme enfin ils ont méme fonction d’appui,
ils sont égaux.

b) =c¢):

Soit g est s.c.s. bornée sur E.
Pour ue¥, on pose:

F.(w= inf  f. (5)

feRzg+usurE
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Soit F* la duale de F, sur .#. Si uest<0, F*(u)= + 0. Si u est 20, on a:

Ffw= sup <puy—f(x)=—{ug> +§ug uf>—f(x) (6)

fzg+usurE
uc€

et donc

7

=gy st pz0e,<p
* =
Fw {—i— 0 ailleurs

Comme F, est bornée sur |u||; <1, par la Proposition 21 de [41]-11.2.10 F, est
continue en 0 et donc

F(0)= sup <{u,g>. ®)
uz0efl
Ex< it

De (2) et de b), on en déduit que Rg=F,(0), et donc que Rg est s.c.s.

¢)=a): On s'inspire d’un argument de Mokobodzki-Sibony dans [37]. Si ge%, par

c), Rg est s.c.s. Soit Rg la régularisée s.c.i. de Rg. Rg est =g. De plus, si V7 est la
résolvante associée a x, on a:

pV”E‘gz sup pV?h 9)

he€=<Rg

et donc, comme x est de Feller, pVPFg est s.c.i.
Or

pVPRg<pV’Rg<Rg (10)

et donc pV”R g= <Rg g- R Rg g est donc surmédiane par rapport a la resolvante Sa
régularisée excessive Rg g est encore trivialement =g et donc R g>R g= >R g=g.
Alors Rg=Rg, et ainsi Rg=Rg. Rg est s.c.i. donc continue.

b)=d): L'ensemble D= {ue.#; 1=0; IxeL; e, <u)} est a(.#, ) compact. En effet
soit % un ultrafiltre sur D. A tout ueD on peut associer xeL tel que &, < u par une
application ¢. Alors ¢ (%) est une base d’ultrafiltre sur L, convergeant vers xe L. De
plus, comme {ped;p=0;{(u, 1>=<1} est o(4, %) compact, % converge vers
ped 0. Si feK, on en déduit {u, f> < f(x), et &, <, ce qui implique peD.

d) =c) Soit g s.c.s. bornée. Soit x, — x dans E. On peut supposer que tous les x,
appartiennent au méme compact L. Comme p—{u,g> est s.cs sur
{pe®; u=0,e, <u} pour la topologie ¢(.#°,%), elle atteint son maximum sur
cet ensemble qui est compact en g, Par d), il existe une sous-suite g,
convergeant vers ue.#®, et en raisonnant comme précédemment, &, < p.

Donc Rg(x)=<{p,g)=limsup<{y, ,g>=limsupRg(x, ) En raisonnant sur
toutes les sous-suites de N, on en déduit le résultat.

c)=e): La fonction 1, est s.c.s.,, et R1, est trivialement égale a P, (D, <{).
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e)=d): On peut supposer que E=UK,, ou {K,} est une suite croissante de
compacts telle que K, =K, +1- Si E est compact, b) est trivialement vérifiée et
donc d) est vérifiée. Si E n’est pas compact, la suite K, est infinie. Par le
Théoréme d’Urysohn, il existe ¢ continue, telle que ¢ =n sur k. -

Comme L est compact, ¢ est bornée sur L. Considérons la fonction s.c.s.
fn(x)sz(Dcf(n<C). Si xeE, DCI%n—>+oo P.p.s. En effet ¢(chi< )=n, et comme
¢(x,) est processus cadlag, le processus ¢(x,) est a trajectoires bornées sur tout
compact. Comme { < + coP, p.s., la suite de fonctions f, décroit vers 0.

Par le Théoréme de Dini cette suite tend vers 0 uniformément sur L. Comme
les f, sont fortement surmédianes, si pe.#°>0 est telle que &, <p pour xeL, on
a:

i1 S1l(X) (11)
et donc
ly > T > <) (12)

De la convergence uniforme des f, vers 0 sur L, on déduit que les éléments de
{ue M*=0;IxeL, e, <y} vérifient un critére de Prohorov. De plus ils sont de
norme = 1. On en déduit bien e). [

Remarque. Quand E est non compact, si Eu{+ oo} est le compactifié
d’Alexandrof de E, et si d est une distance sur E telle que d(x, y) tend vers + oo si
y—+o0 — par exemple si d est une distance sur E, et si ¢ est la fonction
construite précédemment, d(x, y)=d(x, y)+|p(¥)—¢(x)| convient — alors ¢) est
équivalente a la condition.

f) Pour tout compact L<E, limsup P.( sup d(x, x,)>n)=0.

n— 4 XxeL (V-9 934
f)=-d): On a:
B(sup d(x,x)>n)=F(D, . <)
0st<( n
ou K3 est le compact KX¥={yeE;d(x,y)<n}. (13)
Si pe s’ =0 est telle que ¢, < p, on voit, comme en (11), que

(L > S P (Do <D SPAD, . <0 (14

Pour tout n, il existe trivialement une boule fermée compacte K, contenant tous
les K¥ quand x parcourt L. De (14), on tire

Loy ) SPAD . <) (15)

Les =0 de .#° tels que ¢, <u pour xeL vérifient donc un critére de Prohorov.

e) =1): Si d est le diamétre de L, si x €L, tout K} pour xeL, n=d contient Ifj‘m“’.
Donc si xeL, on a:

P.(D cKn<C)<P(DcKn <9 (16)
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Comme par ¢) P (D <{) est s.c.s. et comme cette suite de fonctions tend vers

CI;'r;;d
0 quand n tend vers ¥ 0, elle tend uniformément vers O sur L. []

On remarquera incidemment que le critére d'étroite compacité utilisé dans
[13] pour démontrer la continuité de la réduite, qui résulte d’une inégalité de
Stroock et Varadhan sur les diffusions [38], qui implique la condition f), est en
fait une condition nécessaire de continuité de la réduite.
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