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Abstract. Let k be a field and C/k a smooth, projective, geometrically integral curve over k. Let X/k be 
an integral k-variety and p: X ~ C a proper dominant morphism. Under the assumption that all fibres of 
p have trivia1 0-dimensional Chow group CHo, we give a formula for the group 

CHo(X/C ) = Ker[p.: CH0(X) --> CHo(C)]. 

This formula involves the so-called 'norm group' associated to the generic fibre of p. 
This formula is then used to relate the study of CHo(X/C) when X/C is a fibration into 2-dimensional 

quadrics to that of CHo(Y/(~) for an associated conic bundle fibration Y/~ over a curve ff which is a 
double cover of C (the discriminant of X/C). When C is geometrically integral, we get an injection of 
CHo(X/C) into CHo(Y/C). Thus, when k is a number field or a local field, known results on the Chow 
groups of surfaces such as Y imply that CHo(X/C) is a finite group. 

Key words. Chow groups of zero-cycles, pencils of quadrics, finiteness theorems over number fields. 

Introduct ion 

Soit  X u n e  vari6t6 projec t ive  et lisse sur  u n  corps  de n o m b r e s  k. O n  d6signe pa r  

CHo(X)  le g roupe  de C h o w  des 0-cycles sur  X m o d u l o  l '6quiva lence  ra t ionnel le .  Ce 

g r o u p e  est-il  de type  fini? I1 en  est a ins i  l o r sque  X est une  surface n o n  de type g6n6ral  

d o n t  le s econd  g roupe  de c o h o m o l o g i e  coh6ren te  H 2 ( X ,  (~x) est nu l  (on consu l t e r a  

le r a p p o r t  [3] p o u r  les diverses  c o n t r i b u t i o n s  fi ce probl6me)o Le cas pa r t i cu l i e r  des 

surfaces fibr6es en  con iques  au -dessus  d ' u n e  cou rbe  de genre  que l conque ,  cas qu i  va  

n o u s  servir  ici, avai t  6t6 o b t e n u  en  1987 pa r  M. G r o s  [10]  et i n d 6 p e n d a m m e n t  pa r  

T. O k 6 c h i  ( n o n  publi6). E n  d i m e n s i o n  supdr ieure ,  u n  r6sul ta t  de ce type  a 6t6 

a n n o n c ~  en  1985 pa r  P. Sa lberger  [18] (voir aussi  [19])  p o u r  les vari6t6s fibr6es 

au -dessus  de la d ro i te  projec t ive  (g6n6r iquement )  en  vari6t6s de S e v e r i - B r a u e r  
d ' i nd i ce  premier .  
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De fa~on g6n6rale, &ant donn6 une courbe lisse int6gre C/k, une k-vari6t6 int~gre 
X et un k-morphisme propre et surjectif p: X - -  C, dont toutes les fibres Xv ont un 
groupe de Chow de dimension zdro trivial, on peut, par des m6thodes 616mentaires, 

donner une formule pour le noyau de la projection p. : CH0(X) --, CHo(C) (th6or~me 
1.4 ci-dessous). Bien que cette formule simple soit en germe dans les travaux [1], [7], 

[18], [10], elle n'avait pas encore 6t6 explicit6e. 
Cette formule fait intervenir le "groupe des normes" de la fibre g6n6rique. Pour 

exploiter la formule jusqu'au bout, et obtenir des r6sultats de finitude (travaux de 
Bloch [1] [2], Sansuc et le premier auteur [7], Salberger [18] [19], Gros [10] et 
Ok6chi), il faut d'une part disposer d'une "application caract6ristique" dont on 
6tablit par des m6thodes inspir6es de la d6monstration du th6or6me de MordelLWeil 
faible que son image est finie, d'autre part contr61er le noyau de cette application. 
Ce noyau fait intervenir le "groupe de normes" de la fibre g6n6rique. Contr61er ce 
noyau, par exemple par une caract6risation cohomologique du groupe des normes, 

est un probl6me purement alg6brique qu'on arrive/t r6soudre dans certains cas grfice 

/t des th6or+mes du type Merkur'ev-Suslin. 
Dans cet article, nous consid6rons le cas des vari6t6s X fibr6es en quadriques 

au-dessus d'une courbe de genre quelconque C. Comme indiqu6 ci-dessus, le cas de la 
dimension relative 1 est d6jfi connu. La formule g6n6rale mentionn6e ci-dessus 
(th6or~me 1.4) nous permet alors (saul dans un cas exceptionnel) de r6duire le cas de la 

dimension relative 2 au cas de la dimension relative 1 (au-dessus d'une courbe de genre 
quelconque). Saul dans le cas exceptionnel, nous 6tablissons ainsi qu'en dimension 

relative 2, le groupe CHo(X) est un groupe de type fini (th6or+me 6.2), ce sans avoir/l  
analyser l'application caract6ristique. Nous pouvons aussi traiter quelques types de 
vari6t6s fibr6es en quadriques de dimension au moins 3 (th6or6me 6.3) mais le cas 
g6n6ral nous 6chappe. Au paragraphe 7, on trouvera quelques questions "simples" 

portant sur les formes quadratiques et dont la solution semble requise pour ~tudier la 
finitude des groupes CHo(X) lorsque la dimension relative est au moins 3. 

Qu'il soit d'embl6e clair pour le lecteur que le quotient de CHo(X) par son 
sous-groupe de torsion est de fagon 6vidente un groupe ab'61ien libre de rang fini dans 
les casque  nous consid6rons (par une simple application du th6or6me de Mordell-  
Weil), et que la contribution de cet article, et de ceux mentionn6s ci-dessus, porte sur 

les ph6nom6nes de torsion. 

Notations et pr61iminaires 

Soient k un corps et X une k-vari~t6. Si X est int~gre, on note k(X) le corps des 
fonctions rationnelles de X. On note X,) l'ensemble des points de dimension i de X: 
pour x ~ X(i), le corps r~siduel k(x) est de degr~ de transcendance i sur k. On note X ~) 

l'ensemble des points de codimension i de X. 
On utilisera les aspects 616mentaires de la th6orie des groupes de Chow que l'on 

trouve d6velopp6e dans le livre de Fulton [9]. On note CH~(X) le groupe de Chow 
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des cycles de dimension i sur X: c'est te quotient du groupe libre Zi(X) sur les points 

de X(0 (ou si l 'on veut sur les sous-vari6t6s ferm6es int~gres de dimension i) par 

l'6quivalence rationnelte. Ce groupe est fonctoriel covariant par morphismes propres. 
Lorsque X/k est lisse, on utilisera aussi le groupe de Chow CH~(X) des cycles de 
codimension i modtflo l'6quivalence rationnetle. Lorsque X/k est propre, l'apptica- 
tion lin~aire degr6: Zo(X) ---, Z qui A un point ferm6 P associe la dimension sur k de 
son corps r6siduel k(P) induit une application encore appelde degr6: C H o ( X ) ~  Z; 
c'est l 'apptieation CHo(X) ~ CHo(Spec(k)) = Z induite par le morphisme structural 
X--,  Spee(k). On note Ao(X) le noyau de cette application: c'est le groupe des 
z6ro-cycles de degr6 z6ro, modulo l'6quivalence rationnelle. 

Dt~FINITION. Etant donn6 une vari6t6 X sur un corps F, on d6finit le sous-groupe 
de normes Nx(F) ~ F* du groupe multiplicatif F* comme le sous-groupe engendr6 
par les normes NLw(L*) pour toutes les extensions finies L/F telles que l'ensemble 
X(L) des points L-rationnels de X soit non vide. 

Soient k un corps, C/k une courbe int~gre, X une k-vari6t6 int~gre et p: X ~ C u n  
k-morphisme propre dominant. On notera X,  la fibre g6n~rique de p, qui est une 
vari6t6 sur le corps des fonctions rationnelles k(C) de C. On notera Xe = p-t(P) ta 
fibre de p e n  un point ferm6 P de C: c'est une vari6t6 sur le corps r6siduel k(P) de C 
en P. Enfin on notera 

CHo(X/C) = Ker[p , :  CHo(X) ~ CHo(C)]. 

Etant donn6e une k-vari6t6 X, on note k[X] la k-alg~bre des sections globales du 

faisceau structural de X et on note k[X]* le groupe des 616ments inversibles de eette 
alg~bre. 

1. Groupe de Chow des O-cycles d'une vari~t~ fibr~e au-dessus d'une courbe 

P R O P O S I T I O N  1.1. Soient k un corps, C/k une courbe Iisse int~gre, X une k-varidtd 
int~gre et p: X ~ Cun k-morphisme propre dominant, de flbre gkndrique X~. On a ators 
une suite exacte: 

Ao(X~) ~ CHo(X/C) ~ k(C)*/k[C]*.Nx,,(k(C)) ~ ~ Z/p, CHo(Xe). 
P e C  0) p e C  O) 

Ddmonstration. Cette suite exacte rdsulte du diagramme commutatif de suites 
exactes 

Ox~X,(o, k(x)* --~ ®P~C,~ CHo(Xe) --~ CHo(X) --~ 0 

1 I + 
k(C)* .......... , Opec(,, Z , CHo(C) --~ 0 

dans la mesure off le noyau de la fl~che diviseur k(C)* --, ®P~C(,) Z n'est autre que 
k [ c ]* .  
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Disons quelques roots sur le diagramme ci-dessus. La suite exacte horizontale est 
obtenue ais6ment: si une famille zp de 0-cycles a une somme rationnellement 
6quivalente/t zhro sur X, alors on peut l'6crire comme une somme de diviseurs de 
fonctions rationnelles f~ sur des courbes fcrm6es int4gres y c X. Parmi ces courbes 
certaines sont dans une fibre Xp et quitte fi remplacer le cycle Ze par le cycle 
zp - div(f~), 6quivalent dans CH0(Xx,), peuvent 4tre ignor6es. Sur les autres courbes, 
la projection p induit un morphisme fini et plat p: ~; --* C, qui au point g6n6rique de ?, 
point de dimension zhro sur la fibre g6n~rique X,, dhfinit une extension finie de corps 

k(y)/k(C). 
La suite exacte du bas est la suite usuelle, la fl+che de gauche associant ~ une 

fonction son diviseur. 
Les fl6ches verticales sont induites par la projection p. La fl6che verticale de 

gauche est, pour chaque extension finie k(x)/k(C), la norme associ6e. L'image de cette 
application est donc le groupe de normes Nx,(k(C)) ~ k(C)*. La fl6che verticate du 
milieu est l'application degr6 pour le groupe CH0(Xp) de la k(P)-vari6t6 Xp. La fl6che 
de droite est la fl6che p, de fonctorialit6 par morphisme propre. Le carr6 de droite 
commute par fonctorialit6. Pour  la commutativit6 du carr6 de gauche, voir [9], Prop. 

1.4 p. 12. []  

P R O P O S I T I O N  1.2. (a)Soi t  p : X - *  C comme dt la proposition prOckdente. Si 
f ~ k(C)* s'dcrit comme le produit d'une unitk en P par un dlOment de Nx,(k(C)), alors la 
valuation en P de f ,  soit dive(f),  appartient au groupe p,(Zo(Xp)) c Zo(k(P)) = Z. 

(b) Rdciproquement, s'il existe un O-cycle de Xp supportd dans le lieu lisse de X et 
d'image un q~ndrateur de p,(Zo(Xe)) c Zo(k(P)) = Z, alors toute fonction f ~ k(C)* 
telle que divp(f)  e p,(Zo(Xp)) peut s'dcrire cornme le produit d'une unit~ en P par un 

6ldment de Nx,(k(C)). 

Remarque. Les conditions de l'6nonc6 (b) sont certainement satisfaites si X/k  est 

lisse. 

D&nonstration. Soit x un point ferm6 de la fibre g6nhrique, et f e k(x)*. Soit 
Cx c X l'adhhrence schhmatique de x dans X. La projection p induit un morphisme 

fini et plat f :  Cx--* C et l'on a la formule: 

div(Nk(~,)/k(c)(f)) = p,(divc~(f)) 

([9], Prop. 1.4 p. 12) qui montre bien que, pour tout point P, dive(Nk~)/k(c)(f)) 
appartient/ t  p,(Zo(Xp)). Comme le groupe des normes Nx,,(k(C)) est engendr6 par de 

tels 616ments, le premier 6nonc6 suit. 
Soit zp un 0-cycle de support dans Xe avec divp(f)  = p,(zp). D'apr6s l'hypoth6se 

on peut supposer que le 0-cycle Ze a son support dans le lieu lisse de X. Pour  chaque 
point ferm6 M du support de z~,, il est alors ais6 de trouver une courbe int6gre 
CM ~ X r6guli6re en M e t  non contenue dans la fibre Xp. En effet Xe/k(P) 6tant lisse 
en M, et Xp 6tant d6fini localement par une 6quation, l 'anneau local (gX,M est aussi 
r6gulier; on peut trouver un syst6me r4gulier de param~tres a~, ..., a, de 6'x,u tel que 
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a~ d6finisse localement Xp c X au voisinage de M. On prend alors pour courbe 
CM c X l'adh6rence Zariski de la courbe r6guli~re int6gre d6finie localement au 

voisinage de M par les ~quations a2 = 0 .. . . .  a~ = 0. Comme le groupe de Picard d'un 

anneau semi-local est trivial, on peut trouver une fonction rationnelle fM ~ k(C~)* 
telle que la diff6rence M - divc~(fM) soit / t  support 6tranger au diviseur Xe. Alors 

divp(Nk~c~Vk(c)(fM)) = p,(M). Proc~dant ainsi pour chaque point du support de zp, 
on voit que d i v e ( f ) =  p,(zF) s'bcrit comme le diviseur en P d'une fonction 
g~, ~ Nx,(k(C)). Comme f,/gP est une unit6 en P, ceci ach~ve la d~monstration. []  

La d6finition suivante, dans le cas des vari6t6s fibr6es en vari6t~s de Severi-Brauer, 
est due/~ Salberger [19]. 

Dt~FINITION 1.3. Soit X/C  comme ci-dessus. Nous appellerons groupe des normes 
divisorMles, et nous noterons k(C)a*, le sous-groupe de k(C)* form6 des fonctions qui 
en tout point P de ta courbe C peuvent s'6crire comme le produit d'une unit6 en P 
par un 616ment du groupe des normes Nx,,(k(C)). 

Combinant les 6nonc6s pr6c6dents, on obtient le th6or6me: 

THI~ORt~ME 1.4. Soient k un corps, C/k une courbe lisse int~gre, X une k-vari~t~ 
int~gre et p: X ~ C un k-morphisme propre dominant. Supposons les deux conditions 
suivantes satisfaites: 

(i) Pour chaque point ferm~ P de C, le groupe Ao(X,) est nul. 
(ii) Pour chaque point ferm~ P de C, il existe un O-cycle zp de X ,  ~ support dans le 

lieu lisse de X et d'image p,(zp) engendrant le 9roupe p, CHo(Xe) (ce qui est 
certainement le cas si X /k  est lisse). 

AIors on a un isomorphisme 

k(C)L/k[C]*.Nx,(k(C)) ~- CHo(X/C). 

2. Groupes de normes de quadriqucs 

P R O P O S I T I O N  2.1. Soit C/F une conique lisse sur le corps F (car.(F) ~ 2), donnde 
comme Ie lieu des zOros d'une forme quadratique (1, a,b) (a,b~F*). Soit D =  

( - -a , - -b)F l'atgObre de quaternions associde gt C. Le 9roupe Nc(F) co~'ncide avec le 
9roupe Nrd(D*) des normes rOduites de D. 

DOmonstration. Un tel 6nonc6 vaut plus g6n6ralement pour une vari6t6 de SeverG 
Brauer et l'alg~bre simple centrale associ~e (cf. [7], p. 434). []  

Le lemme 2.2 et la proposition 2.3 ci-apr4s sont utitis6s dans des manuscrits de 
Markus Rost. 

L E M M E  2.2. Soit F u n  corps (car.(F) # 2), ~p une forme quadratique non dOg,hOrde 
sur le corps F, et Q ta quadrique que cette forme ddfinit. Le 9roupe Ne(F ) est te 9roupe 

2 F *  N~(F) ~ engendr~ par les produits pairs d'dldments de F* reprdsentds, sur F, par la 
forme q~. 
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D4monstration. Si la forme (p repr6sente z6ro non trivialement sur le corps F, alors 
les groupes No(F ) et 2 No(F ) coi'ncident tous deux avec F*. De fait (2 poss~de un point 
F-rationnel, et donc NQ(F)= F*, d'autre part la forme (p repr6sente alors tout 

616ment de F*. 
Dans la suite de la d6monstration nous supposons donc que cp ne repr6sente pas 

z~ro sur F. 
Soit L/F une extension finie de corps avec Q(L)¢ ~, et c~ = NL/F(fl), f ieL*.  

Comme la forme ~o repr6sente z6ro sur L, elle repr6sente tout 616ment de L, et en 
particulier ft. Par  ailleurs, par un th6or~me de Springer ([14], VII.2.3 p. 198), le degr6 
[L : F ]  de t'extension L/F est pair. Le principe de la norme de Knebusch ([14], VII, 
Thm. 5.1, p. 208) assure alors que e = NL/F(fl) est un produit de [ L : F ]  616ments 

repr6sent6s par la forme % donc appartient au groupe N~(F) c F*. 
Pour  6tabtir l'inclusion inverse, supposons d 'abord que la forme ~0 repr6sente 1 sur 

F. On peut alors ~crire q~ comme une somme orthogonale de formes non d6g6n6r6es 
q~-~(1)J_~.  Si ~ F *  est repr6sent~ par ~0, alors ~ = u 2 + 7 ,  avec u E F  et 7 
represent6 par t) sur F. Si 7 = 0, alors e est un carr6 dans F, et appartient 
certainement /l Ne(F ) (en effet Q acquiert un z6ro sur une extension quadratique 
convenable de F). Si 7 ¢ 0, comme 7 est repr6sent6 par la forme 0, on peut alors 
6crire la forme 0 comme une somme orthogonale de formes non d6g6n6r6es 
0 -~ (7)  L P- On a donc q~ -~ (1 )  ± (7)  ± P. L'6galit6 e = u 2 -~- y dit alors que e est 

une norme de l'extension F ( x / ~  ) de F, extension sur laquelle ~0 ~_ ( 1 ) ±  ( 7 ) L  P a 
clairement un z6ro. Tout 616ment c~ repr6sent6 par ~p appartient donc /t Ne(F), a 
fortiori en est-il ainsi des produits pairs de tels 616ments. 

Si maintenant q) est quelconque, on peut l'6crire ~0 = c.O avec c ~F*  et 0 
repr6sentant 1. Les produits pairs de valeurs de (p sont alors produits (pairs) de 

valeurs de 0, et appartiennent donc/ t  No(F ). [] 

P R O P O S I T I O N  2.3. Soit Q/F une quadrique lisse de dimension 2 sur le corps F 
(car.(F) ¢ 2), donn~e comme le lieu des zOros d'une forme quadratique (1, a, b, abc) 
(a,b, ceF*).  Soit D = (-a , - -b)F et L =  F(x/~). Le groupe N(2(F) coi'ncide avec le 
9roupe F * n  N r d ( D * ) c  L* des dldments de F* qui, dans L, deviennent des normes 
r~duites. 

DOmonstration: Si c est un carr6 dans F, l'6nonc6 est clair. Supposons donc c non 
carr6. Tout  616ment de F* repr6sent6 par la forme {1, a, b, abc) sur F est clairement 
repr6sent6 par la forme (1, a,b, ab) sur le corps L, donc appartient au groupe 
F* n Nrd(D*) c L*. D'apr6s le lemme pr6c6dent (l'implication utilisbe est celle qui 

repose sur le principe de la norme de Knebusch) on conctut que le groupe NQ(F) est 

inclus dans F* c~ Nrd(D~) c L*. 
Etabtissons l'inclusion inverse. Notons tout d 'abord que te groupe Nrd(D*) ~ F* 

est contenu dans Ne(F ). En effet, en combinant la proposition 2.1 et le lemme 2.2 
ci-dessus, on voit que ce groupe est engendr6 par les valeurs non nulles prises par la 
forme (1, a, b) sur F, et est donc afor t ior i  inclus dans le groupe engendr6 par les 
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valeurs non nulles prises par la forme (1, a, b, abc} sur F, groupe inclus dans No(F  ) 

d'apr6s le lemme (ici on utilise l'autre implication). 

Soit qJ la forme quadratique que la norme r6duite sur D induit sur le F-espace 
vectoriel sous-jacent ~ D, et soit B la forme bilin6aire associ6e. Soit c~ e F* ~ Nrd(D*). 
On peut 6crire: ~ = (p(~ + w/ct/), avec ~, ;7 E D. D6veloppant, on obtient: 

= + + 

De Fhypoth~se ~ e F* on d6duit B(~, r/) = 0 et 

Si qff{) = 0 ou ~o(t/) = 0, alors c~ appartient ~ No(F ) d'aprhs ce qui a 6t6 dit d-dessus 
(notons que comme a, b e t  abc appartiennent clairement ~i No,(F), il en est de marne 
de c). On supposera donc dans la suite ~0({)¢ 0 et ~o(t/)¢ 0. Notons {-+ ~ la 
conjugaison dans l'alg4bre de quaternions. L'4galit6 B(~, t/) = 0 peut encore s'6crire 

{. ~/+ '7- ~ = 0 dans l'alghbre D. Ainsi ~. # est un quaternion pur. Multipliant l'4galit6 
ci-dessus par Nrdffl) ¢ 0, on obtient 

.Nrdffl) = Nrd({). Nrdff/) + c. Nrd(t/). Nrdff/) 

soit 

~.Nrd(#) = Nrd(~. f/) + c. (Nrd(t/)) 2. 

Comme 4. ~/est un quaternion pur, on volt que l'on peut s'6crire 

c~.Nrdff/) = au 2 + by 2 + abw 2 + ct 2 

avec u, v, w, t ~ F, soit encore 

= (1 /a .b .Nrd( f l ) ) . (W 2 + aV  2 + bU 2 + c a b r  2) 

avec U, V, W, TE F, ce qui compte tenu du temme 2.2, montre que c~ appartient fi 
Ne(F) .  [] 

Soit Q/F une quadrique lisse de dimension au moins 2 sur le corps F (car.(F) -# 2), 
donn6e comme le lieu des z6ros d'une forme quadratique q. Le revOtement double du 

groupe sp6cial orthogonal par le groupe spinoriel de q dOfinit une suite exacte de 
F-groupes alg6briques 

1 -+ ~ ~ Spin(q) -+ SO(q) -~ t .  

Darts la suite exacte d'ensembles de cohomologie associ6e 

SO(q)(F) ~ F* /F*2  ~ HI(F ,  Spin(q)) --* H I(F, SO(q)) 

(off on a identifi6 F * / F  .2 avec HI(F,#2))  l'application S O ( q ) ( F ) ~ F * / F  .2 est 

donn6e par la norme spinorielle et son image est Ie groupe engendr6 par les produits 
pairs de valeurs de la forme q (ce groupe contient de fagon 6vidente les carr6s de F*). 
On a donc ta 
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PROPOSITION 2.4. Avec les notations ci-dessus, Ie quotient F*/NQ(F)  s ' ident~e au 

noyau de l'application d'ensembtes point,s  H I(F, Spin(q)) ~ H ~(F, SO(q)). 

Remarque 2.4.1. Grace fi la proposition 2.4, on peut certainement 4tablir la 
proposition 2.3 au moyen des 'isomorphismes exceptionnels'. Y a-t-il de telles 
interpr6tations pour les formes quadratiques de rang 5 et 6? 

Terminons ce paragraphe en 4tablissant un r6sultat bien connu mais qu'il est 
difficile de trouver dans la litthrature. 

THI~ORI~ME 2.5. Soit F u n  corps de caract~ristique diffdrente de 2 et soit Q ~ P~ une 

quadrique lisse ddfinie par une forme quadratique q/F, de d~terminant d = d~t(q). 

(a) Si d est un carr~ dans F*,  il existe une conique lisse C/F  isomorphe it route 

section hyperplane lisse de Q ~ p3 ,  et Q~ est F-isomorphe au produit C x v  C. 

(b) Si d n'est pas un carr~ dans F*,  soit L = F(x fd ) .  Alors, pour route conique C/F 

section hyperptane lisse de Q ~ P~., Ia quadrique Q est F-isomorphe it la F-vari~tO 

RL/F(C x p L), descendue gl la Well  de Ia conique C x v L sur L. 

Atgkbriquement, si la forme quadratique q est donnde sous forme diagonale 

(1, - a, - b, abd ),  on peut prendre C d~finie par la forme (1, - a, - b ) .  

DOmonstration. Si d est un carr6 dans F, on choisira d = 1. On peut supposer la 
quadrique Q ~ P~ donn6e par l'6quation homog6ne 

x 2 - ay 2 - bz 2 + abdt 2 = 0 

que l'on peut r66crire 

sur la cl6ture alg~brique/v de F. La quadrique (~ est isomorphe au produit de deux 
droites projectives. Les syst~mes de g6n6ratrices sont donn6s par 

- ` f l y )  = - `flv/  t) 

+ ` f l y ) =  b (z + , f l , f l d t )  

et  

+ , f l y )  -- b (z - ,fl t ) 

avec (2,#)e pl(~).  On passe d'un syst6me ~ l'autre en changeant le signe de , j d .  
Notons el et e~ les classes de ces g~n6ratrices dans le groupe de Picard de (~. On a 
Pic((~) = Zel • Ze2. La forme d'intersection sur Pic((~) est, de fagon ~vidente, 

donn~e par: 

(et .el)  = 0, (el.e2) = 1, (ez,e2) = 0. 

La classe des sections hyperplanes est donn~e par el + e2. Soit G = Gal(F/F). On 
voit que les classes el et e2 dans Pic((~) sont fixes sous Faction de G si d est un carr6, 
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et qu'elles sont conjugu6es sous l'action de Gal (L /F)  sinon (pour v6rifier qu'une 
droite tracde sur Q est dans la ctasse d'une g6n6ratrice, il suffit de v6rifier qu'elle ne 
rencontre pas une g6n6ratrice de cette ctasse). 

Supposons d'abord que d est un carr6 soit d = 1. Si l'atg~bre de quaternions (a, b) 
sur F est triviate, alors on peut supposer que l'6quation de la quadrique est 

x 2 _ y 2 _ z  z + t 2 = 0  

et Q est alors clairement isomorphe /t P~ x F P~- Par ailleurs, toute section lisse 
hyperplane de Q est une conique avec un point F-rationnel, donc est isomorphe 
P~. 

Supposons toujours d = 1 mais supposons l'alg6bre de quaternions (a,b) non 
triviale. Soit C la conique associ6e, d'6quation 

X 2 _ a y  2 = b T  2. 

Pour toute F-vari6t6 propre, lisse et g6om6triquement int~gre X,  on a la suite exacte 
bien connue 

0 --~ Pic(X) ~ Pic(Jf) a ~ Br(F) ~ Br(F(X)) 

(on utilise ici l'injection du groupe de Brauer Br(X) dans Br(F(X)), cons6quence de 
la lissit6 de X). On v6rifie ais6ment que Q est F-birationnelle au produit C xFP~. 
Ainsi le noyau de Br(F) ~ Br(F(X)) s'identifie au noyau de Br(F) ~ Br(F(C)), dont 
on sait bien qu'il est 6gal/t Z/2 et engendr6 par la classe :~, non nulle, de (a, b) dans 
Br(F). Par ailleurs la classe el + e2 vient de Pic(Q), puisque c'est la classe des 
sections hyperplanes. Ainsi, dans la suite ci-dessus, les 616ments el et e2 de Pic((~) G 
s'envoient sur la classe c~ s Br(F). On sait que la donn6e d'un morphisme d'une 
F-vari6t6 propre g6om6triquement int6gre X dans une conique C d'invariant 

~ Br(F) 6quivaut /t la donn6e d'un 616ment L de Pic()() ~ d'image ~ par Ia suite 
ci-dessus, tel que l'espace des sections de L sur Jf n'ait pas de z6ro commun et soit de 
dimension 2 (cf. [15] p. 1217/1218). II en est bien ainsi ici des deux classes el et e2 de 
Pic(Q) ~. Comme chacun de leur invariants est 6gal /t ~, on voit qu'il existe un 
F-morphisme Q ~ C x F C qui sur/7 donne l'isomorphisme (~ ~ p1 x p1 d6fini par 
les deux syst~mes de g6n6ratrices. On a donc bien Q ~ C xF C. Si D c (2 est une 
conique lisse section hyperplane de Q, comme ( [ D ] . e l ) =  ((el + e2 ) . e l )=  1 et de 
marne ([D].e2) = 1, chaque projection Q ~ C induit un F-isomorphisme D ~- C. 

Supposons maintenant que d n'est pas un carr6 dans F, et L = F(x/-d ). Soit C/F Ia 
conique lisse correspondant fi l'alg~bre de quaternions (a, b). Les arguments pr6c6- 
dents s'appliquent /t QL/L. On a donc un L-isomorphisme QL ~ CL XLCL, 0£1 

les projections QL -+ CL sur le premier, resp. le deuxi~me facteur, correspondent, sur 
F, ~ e~, resp. e2. Au morphisme QL-+ CL d6fini par la projection sur te premier 
facteur correspond, par la restriction des scalaires /t la Weil, un F-morphisme 
f :  Q ~ RL/r(CL), qui par passage/L L donne un L-morphisme fL: QL "+ CL XL CL- La 
dhfinition m~me de la descente des scalaires assure que la composition de fL  avec la 
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premi6re projection d6finit la classe el e Pic(()) sur i v e t  que la composition de fL 
avec la deuxi6me projection correspond it la classe conjugu6e par Gal(L/F), 
c'est-it-dire e2. Ainsi f devient un isomorphisme sur i v, il l'~tait donc sur F. Si D c Q 
est une conique section hyperplane lisse de Q, alors DL est une conique section 
hyperplane lisse de la quadrique QL dont le d6terminant est maintenant un carr6 et 

on a vu qu'alors DL est L-isomorphe it CL. []  

Remarque 2.5.1. A la lumi6re de la proposition pr6c~dente, on peut se demander si 

la proposition 2.3 admet des g6n6ralisations. Plus pr6cis6ment, soit X = RKw(Z), off 
Z/K est une vari6t6 de Severi-Brauer d'alg~bre associbe A/K, et K/F est une 

extension finie s6parable de corps. Soit Nx(F) ~ F* le groupe des normes de X, i.e. le 
groupe engendr6 par les normes NLw(L*) pour L/F variant parmi les extensions 
finies de F avec X(L) # O. On 6tablit facitement que l'image de Nx(F) ~ F* dans 
K* est dans le sous-groupe NrdA(A*)c  K*. Cette image coYncide-t-elte avec 
F*~NrdA(A*)? Est-ce au moins le cas lorsque Z/K provient, comme dans la 
proposition 2.3, d'une vari6t6 d6finie sur F? Dans une autre direction, est-ce au 
moins le cas pour  une surface (de Del Pezzo de degr6 8) X = R~c/v(Z), avec K/F 
extension quadratique et Z une conique d6finie sur K mais pas sur F? 

Ces questions sont d'importance, dans la mesure off l'on voudrait 6tendre les 
r6sultats du pr6sent article au cas d'une vari6t6 fibr6e au-dessus d'une courbe C, la 

fibre g6n6rique 6tant du type RK/k(o(Z). 

3. G6om6trie des fibrations en quadriques 

Dans ce paragraphe et leg suivants on suppose le corps de base k parfait de 

caract6ristique diff6rente de 2. 

DI~FINITION 3.1. Soit C/k une courbe projective, lisse et g6om6triquement int6gre. 
On appelle fibr~ en quadriques admissible sur C u n e  k-vari&6 propre et int~gre X 

6quip6e d'un k-morphisme propre surjectif p: X-~  C, de fibre g6n6rique X,  une 
quadrique lisse, et qui en tout point ferm6 P ~ C est isomorphe, au-dessus de 
l 'anneau de valuation discr&e Ap = (gc,e, it un Ae-sch6ma projectif donn6 par une 

6quation homog6ne 

E ai X2 = O, 
i-- i . . . .  , n  

o6 les valuations vp(ai) satisfont 0 ~< ve(ai) ~ 1 et 0 = ve(ai) pour i ~< (n + 1)/2. 

On peut montrer (facilement) que tout fibr6 en quadriques (en un sens na'ff) 
au-dessus de C est k(C)-birationnel it un fibr6 en quadriques admissible. Pour une 
discussion d6tailt6e dans le cas des fibr6s de dimension relative 2, on se reportera fi 

[20]. 
On notera X~,/k(P) la fibre de p: X-~  C au-dessus du point ferm6 P. On v6rifie 

imm6diatement le lemme suivant (qui en dimension relative t donne la lissit6 sur k 

des fibr6s en coniques admissibles): 
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L E M M E  3.2. Soit p: X --+ C un fibr~ en quadriques admissible de dimension relative au 

moins 1. Soit P u n  point fermk de C et soit rc une uniformisante de t'anneau 

local Ap. Supposons ta fibre Xp/k(P) au-dessus du point P singuli&e. Ecrivons 

X Xc Spec(Ae) sous Ia forme 

E E b X, 
i = 1 . . . .  , r  i = r +  1 . . . .  , n  

avec les a~ et bi unitds dans A ,  et r >~ n/2. Ators la trace sur Xe  du lieu singuIier X~ing 
de X est donnOe par 

X, = 0 (i = 1 . . . .  , r); ~ b,(P)X z = O, 
i = r +  1 , . . . , n  

off l'on a notO bi(P) la classe de bi dans le corps r~siduel k(P) en P. En particulier, la 

k(P)-varikt6 singulidre X ,  posskde un k(P)-point situO dans Ie lieu lisse de X .  

D~monstration. Les premi&es  assert ions r6sultent d 'un  catcul imm6diat.  Q u a n t  

2t la derni6re, il suffit de prendre  un k(P)-point  avec X~ = 0 ( i =  1 . . . .  , r )  et 
El=,.+1 ...... bdP)X 2 # O. [] 

THI~ORI~ME 3.3. Soit X / C  un fibrd en quadriques admissible de dimension relative au 
moins 2. Soit a: X '  -+ X l'~clatd du lieu singulier Y = X~ng dans X,  et soit E = a -  Z(Y) 
le diviseur exceptionnel sur X'.  Alors 

(a) La k-varidtd X '  est tisse. 

(b) Les fibres du morphisme z: E--+ Y induit par a sont des quadriques Iisses de 
dimension au moins 2. 

(c) t l  existe un k-morphisme s: Y-+ E qui est une section de z, i.e. z o s = idr .  

(d) Le morphisme a .  induit un isomorphisme C H o ( X ' )  "~, CHo(X) .  

(e) Pour tout modkle projectif et Iisse Z/k  de X/k, on a un isomorphisme 
Cno(Z) _ Cno(X). 

D~monstration. Lorsque  ta d imension relative est 1, et plus g6nhralement lorsque 

pa r tou t  localement  aux points  ~t fibre singuli4re, on a r = n - 1 ou r = n, alors X / k  
est lisse ( lemme 3.2). Dans  la suite on supposera  done  n >~ 4, n/2.~r<~n - 2. 

C o m m e  le lieu singulier Y est contenu darts un h o m b r e  fini de fibres (singuli&es), 

pour  4tablir les 6noncas (a), (b) et (c) on peut  restreindre la f ibrat ion p: X ~ C 

au-dessus d 'un  voisinage affine que nous noterons  encore C = Spee(A) d 'un point  

ferm4 P & fibre singuti~re Xp,  les autres fibres 4tant supposees lisses. Le lieu singutier 

Y = X~i~g de X est alors contenu dans  la fibre Xp. Quit te  ~ restreindre encore C on 
peut  en outre  supposer  le point  P d4fini dans C par  un ideal principal  donn4 par  un 
416merit t e A, et X/C  donnhe par  l '4quation 

E alX +t Y b;X =0, 
i = I  . . . . .  r i = r + l  . . . . .  n 
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avec ai E A et bi E A unit6s darts A (ici r >>. n/2), dans l'espace projectif P ] -  1. D'apr4s 
le lemme 3.2, le lieu singulier Y est donn6 par les 6quations 

Xi  = 0 (i = 1,. . . ,  r); t = 0; ~ b~(P)X{ = O, 
i = r +  i , . . . , n  

c'est donc une quadrique lisse de dimension n - r - 2 t> 0 sur le corps k(P). Soit M 
un point de I7. I1 est contenu dans l'un des ouverts d~finis par X~ # 0, i = r + 1,. . . ,  n, 
par sym6trie on peut supposer que c'est X~+I # 0. Posons s = n -  r -  t ~> 1 et 
yj = x~+l+j (j  ~> 1). Le point M est alors contenu dans le sch6ma affine que nous 

noterons encore X = Spec(B) d'anneau 

avec 

B = A [ x l , . . . , x ,  Y1 . . . . .  Y~]/f 

aix +t(b0+ bj, ) 
i = 1  . . . . .  r j = l , . . , , s  

a /e t  bj 6tant des unit6s dans A. Le lieu singulier de X est Y = Spec(B/I)  avec 

I = ( x l , . . . , x r ,  t ,u) 

et 

u = bo + ~ b3y~. 
j =  1 . . . .  , s  

Ce ferm6 Y est une sous-vari6t6 lisse sur k, intersection compl6te dans Z -- A r+S A - 

Soit Z '  l'6clat6 de Z le tong de Y. Ce A-sch6ma s'obtient simplement comme le ferm6 
de l'espace produit A~4 +S XA p~+l d6fini par l 'annulation des mineurs (2,2) de la 

matrice 

xl  ... Xr t b o + E j  ..... ~ iY~ 

X1 ... Xr  T 

off les (X1,.. . ,  Xr, T, U) d6signent des coordonn6es homog6nes pour l'espace projec- 
tif P~+ 1. L'bctat6 X '  de X le long de Y s'obtient alors comme le transform6 propre de 
X darts Z'. Pour  obtenir les 6quations de X', on passe en coordonn6es affines, 

c'est-~t-dire qu'on se place sur les divers ouverts Xi # 0, puis U # 0, enfin T # 0. Sur 
chaque ouvert, on utilise les 6galit6s fournies par l 'annulation des mineurs ci-dessus, 
et on obtient le transform6 propre X'  en enlevant le diviseur exceptionnel du 
transform6 total. On v6rifie alors simplement par le crit6re jacobien que X'  est lisse 
sur k. Par ailleurs, on v6rifie aussi qu'au-dessus d'un point M e Y, la fibre de X ' / X  

est donn6e dans l'espace projectif ° r+ l  --k(~t) par l'6quation 

Z a,(M)X  + V r  = O. 
i =  1 , . . . , r  

C'est donc une quadrique lisse, de dimension r >~ n/2 I> 2. Ceci 6tablit les points (a) et 

(b) du th6or6me. 
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Nous avons la chaine d' immersions ferm4es Y ~ S c_, X off S est le ferm6 donn6 

avec les coordonn6es comme ci-dessus par  les 6quations x ,  . . . . .  xr = t = 0. Le 

ferm6 Y est un diviseur de Cartier sur S. D'apr4s [9] B.6.9, il y a une immersion 

ferm6e canonique 

BlyS c, B1yX = X '  

off BlrS d6signe t'6clat6 de S le long de Y. Mais puisque Y est un diviseur de Cartier 
de S on a une identification canonique 

BlyS = S 

([9], B.6.8). Ainsi la restriction de la projection X' /X  au-dessus de S admet une 

section, a for t ior i  en admet-elle une au-dessus de Y c S, ce qui 6tablit le point (c). 

Pour  tout point ferm6 M de X il existe un point ferm6 N de X'  avec a(N) = M e t  
k(M) ~_ k(N). Ceci est clair pour les points M non situ6s dans Yet  r4sulte du point 

(c) pour  ceux situ6s dans Y. Ainsi l 'application a , :  Z 0 ( X ' ) ~  Zo(X) est surjective, a 
fortiori en est-il ainsi de a , : C H 0 ( X ' ) ~  CH0(X). Soit maintenant z e Zo(X') un 

0-cycle d' image a,(z)e Zo(X) rationnellement 6quivalente /t z6ro sur X. On peut 
donc 6crire: 

a,(z) = ~ div,~(f~) 
i~ I  

pour  un ensemble fini I de courbes ferm6es int6gres 71 c X et certaines fonctions 

f.~, ~ k(y~)*. Toujours d 'apr& (c), on peut relever chaque point g6n6rique d'une 
courbe Y~ en un point de dimension t de X' ,  de corps r6siduel isomorphe fi k(y~) (si ?~ 
est contenue dans I7, on prend le point g6n6rique de s(~)). En d'autres termes, on 

peut trouver des courbes 6~ c X '  (i e I) se projetant birationnellement sur Ies courbes 

?~. Plus pr6cis6ment, chaque projection a: ~ -+ 7~ est un isomorphisme lorsque 7~ est 
contenue dans Y, et lorsque y~ n'est pas contenue dans Y, la projection a: c~ ~ ?,~ 

induit un isomorphisme 6~ - E -~ y~ - Y. Le 0-cycle zes t  rationnellement 6quivalent 
au 0-cycle 

w = z - ~ diva,(fa~) E Zo(X') 
i e I  

dont  la projection par  a ,  est identiquement nulle. Mais ceci implique que wes t  une 

somme de 0-cycles wM, chaque wM 6tant un 0-cycle de degr6 z6ro contenu dans la 

fibre EM de a: E --+ Y au-dessus du point ferm6 M e Y. Comme une telle fibre est une 
quadrique lisse connexe (puisque de dimension au moins 2) le lemme 4.1 ci-dessous 
assure que wM est rationnellement 6quivatent /t z6ro sur EM, a fo r t i o r i  sur X'.  

Ainsi le 0-cycle z est-il lui-mame rationnellement 6quivalent fi z6ro sur X' ,  et 
a , :  CHo(X' )  ~ Clio(X) est un isomorphisme. 

L'6nonc6 (e) r6sulte directement des 6nonc6s (a) et (d), compte tenu de l'invariance 

k-birationnelle du groupe de Chow Clio(X) (voir [9] 16.1.11, dont la d6monstration 
vaut pour  tout corps de base). [] 
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4. Groupe de Chow des 01cycles d'une vari/~t(~ fibr~c en quadriques: 
/monc~s g/m/~raux 

LEMME 4.1. Soit X c P~ une quadrique sur un corps F, n >~ 2. L'application degrd 

CHo(X) ~ Z e s t  injective: Ie grouse Ao(X) est nut. 

Le lecteur se reportera fi la note de Swan [21]. 

THt~ORI~ME 4.2. Soit p: X--+ C un fibrk en quadriques admissible, de dimension 
relative >~ 1, au-dessus d'une courbe projective et lisse C sur le corps k. Pour une 
fonction f e k(C)* tes conditions suivantes sont Oquivatentes: 

(a) Il existe un O-cycle z sur X tel que divc(f) = p,(z); 
Co) en tout point fermd P de C on peut dcrire f comme le produit d'une unitO en P par 

Une fonction dans Nx,(k(C)), i.e. f appartient it k(C)~n; 
(c) en tout point fermd P de C tel que Ia fibre Xp n'ait pas de point k(P)-rationnet (ce 

qui impose Xe/k(P) lisse), Ia multiplicitd de f e n  P e s t  paire. 

En outre on a un isomorphisme de groupes de 2 torsiot7 

k(C)*/k*.Nx~(k(C)) ~- Ker [p ,  : CHo(X) ~ CHo(C)]. 

A unefonction f ~  k(C)*~, avec div(f)  = p,(z), cet homomorphisme associe la classe du 
zdro-cycle z dans le groupe de Chow CHo(X). 

DOmonstration. L'6quivalence des propri6t6s (a) et (b) r6sulte de la derni~re 
assertion de la proposition 1.2 et du lemme 3.2. En un point P off Xp poss~de un 
k(P)-point rationnel, ce qui est le cas en particulier si Xp est singuli~re, l'assertion (a) 
est trivialement satisfaite par toute fonction f. En un point P off la quadrique 
(n6cessairement lisse) Xp n'a pas de point k(P)-rationnel, l'image de l'application 
degr~ Zo(X~,) ~ Z e s t  6gale fi 2Z comme on v6rifie imm~diatement. La condition (a) 
se traduit donc en un tel point par la pafit~ de re(f).  

Pour ~tablir l'isomorphisme, il suttit de v~rifier les deux conditions du th~or~me 
1.4. La premiere, fi savoir que pour tout point ferm~ P s C, le groupe Ao(X~) est nul, 
fait l'objet du lemme 4.1. La seconde condition,/t savoir l'existence, en tout point P 
ferm~ de C, d'un 0-cycle zp de Xp ~ support dans te lieu lisse de X et d'image p,(ze) 
engendrant le groupe p,CHo(Xe) est aussi v~rifi6e. Ceci est clair si Xp est lisse. Si la 
quadrique Xp est singuli~re, on a observ~ au lemme 3.2 qu'elle poss~dait un 
k(P)-point rationnel - g~n6rateur de CH0(Xp) d'apr~s le lemme 4.1 - situ6 dans le 

lieu lisse de X. [] 

Soit p: X ~ C u n  fibr6 en quadriques admissible, de dimension relative 2, au- 
dessus d'une courbe projective et lisse C sur le corps parfait k. La fibre g6n6rique X, 
est alors une quadrique lisse sur le corps k(C), d6finie par une forme quadratique q 
de rang 4, d6finie fi multiplication par un scalaire pr~s. Comme expliqu6 au th6or~me 
2.5, on associe/t cette quadrique son discriminant d(q) dans k(C)*, bien d6fini/t un 
carr~ pros, ainsi qu'une conique Q sur te corps L = k(C)(x//-d(q)), obtenue comme 
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3 section hyperptane lisse de la quadrique X,  c Pkic). Soit C/k la courbe projective, 

lisse, int~gre obtenue par normalisation de C dans L. On appelle C/C le rev~tement 
discriminant de la fibration X/C. 

On peut distinguer trois types ((I), (II) et (III) dans la terminotogie de [20]) 
de fibrations en quadriques X/C de dimension relative 2. Si d(q) n'est pas un carr6 
dans le corps des fonctions k-(C) de la courbe C/~ on dit que le fibr6 est de type (0. 
Si d(q) n'est pas un carr6 darts k(C) mais est un cart6 dans k-(C), on dit que le 
fibr6 est de type (II). Dans ce cas, d(q) s'6crit comme le produit d'un carr6 de 
k(C) et d'un 616ment c~ ~ k*, 6 ¢ k .2. On note alors K le corps k(x/~ ). C'est une 
extension quadratique de k, qui est la cl6ture alg6brique de k dans k(C). Enfin 
si d(q) est un carr6 dans k(C), on dit que te fibr6 est de type (III). Pour les types (I) 
et (II), la courbe C]k est un rev~tement double de C, g6om6triquement int6gre 
si et seulement si le fibr6 est de type (I). Pour Ie type (III) la courbe C coi'ncide 
avec C. 

On appellera fibr6 en coniques admissible associ6 /t p:X--.  C tout fibre en 
coniques admissible Y/C de fibre gbn6rique k(~)-isomorphe fi la conique Q. 

THI~ORI~ME 4.3. Soit p: X ~ C u n  fibr~ en quadriques admissible, de dimension 
relative 2, au-dessus d'une courbe projective, tisse et g~.om~triquement intOgre C sur le 
corps k. Soit ~ ~ C le revdtement discriminant. Soit q: Y ~ C un fibr~ en coniques 
admissible associ~. Si la fibration est de type (I) ou (III), I'appiication k(C)* ~ k(C)* 
induit une injection 

k(C)*n/k*. Nx.(k(C)) ~ k(C)* /k*. Nr,,(k(C)). 

Si la fibration est de type (II), et K = k[C] d~signe la ctdture aIgdbrique de k dans 
k(C), le noyau de l'apptieation 

k(C)*~/k *.Nx.(k(C)) -~ k(C)*./K*.nr,,(k(C)) 

est un sous-groupe du quotient K */k*.(K * c~ Nr.(k(~))). 

DOmonstration. De faqon g~n6rale, soit K la cl6ture alg6brique de k dans k(C), 
cl6ture qui n'est autre que l'anneau k[C] = H°((~, (ge), coi'ncide avec k pour les types 
(I) et (III), et est une extension quadratique de k pour te type (II). La proposition 2.3 
donne une injection 

k(C)*/Nx.(k(C)) c_.  k(C)*/Nr.(k(C)) 

et donc aussi une injection 

k(C)*/k*, nx.(k(C)) ~ k(C)*/k*.Nr.(k(C)). 

Soit f s  k(C)* une fonction dont la ctasse est dans Ie noyau de l'application 

k(C)*/k*. Nr,(k(C)) ~ k(C)*/K*. Xr,,(k(C)). 

On peut alors ~crire f = p.g, avec p e K* et g e Nr,(k(~)). Un calcul simple montre 
alors qu'en associant ~i f la classe de p e K*/k*.(K*caNr,(k(C))) on obtient une 
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injection du noyau de 

k(C)*/k*.Nx,(k(C)) ~ k(C)*/K*.Nr~(k(E)) 

dans le groupe K*/k*.(K*c~ Nr,(k(C))). Ce dernier groupe est nul pour  les types (I) 
et (III), puisqu'alors k = K. Par  ailleurs, si f ~  k(C)* appar t ient / t  k(C)~n, alors son 

image dans k(C)* appartient ~i k(C)~n: ceci r6sulte de la d6finition 1.3 de k(C)*n et de 

la comparaison des groupes Nx,(k(C)) et Nr,(k(C)) (Proposition 2.3). Ceci ach~ve la 

d~monstration du th~or~me. [] 

Remarque 4.3.1. On peut en fait montrer  que toute fonction de k(C)* dont l 'image 

dans k(C)* est darts k(C)L est automatiquement  dans k(C)*n. 

Remarque 4.3.2. Pour  les types (I) et (III), le th6or~me ci-dessus et le th6or~me 1.4 

fournissent une injection CHo(X/C) ~ CHo(Y/C). I1 est naturel de se demander s'il 
en est encore ainsi pour  le type (II), soit encore d'apr6s le th6or~me 1.4, si t 'on a dans 

ce cas une injection 

k(C)L/k*. Nx,(k(C)) ~ k(C)~/K*. Ny,(k(C)). 

Ceci n'est pas toujours le cas, comme le montre  l 'exemple suivant (cf. [20], 

Example 3.1 p. 68), Soit k le corps Qp des p-adiques, avec p ~ 2. Soit u ~ Z* une unitO 

qui n'est pas un carrY. Consid~rons un fibrO en quadriques U au-dessus de la droite 

atone Spec(k[,~]) donnO par l '~quation homog~ne en x, y, z, t: 

x 2 -  uy 2 - ( 2 2 - p u ) ( z  2 - p t  2) =0. 

Soit X/C un fibr6 en quadriques admissible associ~ au-dessus de C = P~, et W/C un 

module avec W/k projectif et lisse ([20], §2). On v~rifie par des calculs valuatifs dans 
le corps des fonctions de X, ou avec les m6thodes de [20] loc. cit., que l'alg~bre de 

quaternions ()2 _ pu, u) sur le corps k(W) d6finit sur W une alg~bre partout  non 

ramifi~e, i.e. un ~l~ment ~ du groupe du Brauer de W. Cet ~l~ment permet donc de 

d~finir un homomorphisme p: CHo(W) --* Br(k) = Q/Z,  qui fi tout point ferm6 P e W 

associe la classe de Coresk(n/k(c~(P)). Or on v6rifie ais6ment sur le module U ci-dessus 

que cet homomorphisme est non trivial. Des propri6t~s bien connues de la norme 

dans tes extensions de corps locaux, on d6duit en effet qu'il existe des points 

k-rationnels A ~ U(k) avec 2 = 1/p, z = l/p, t = 1 et doric p(A) = 0 et des points 

rationnels B ~ U(k) avec 2 = 0, z = 0, t = 1 et donc p(B) = t /2.  Le 0-cycle A - B a 

alors une classe non nuUe dans Ao(W) = CHo(W/P~)  -~ CHo(X/P~)  (on a utilis6 le 

th~or~me 3.3). Ainsi CHo(X/C) ¢ O. 
D'un  autre c6t~, tout fibr6 en coniques admissible Y/P~: associ6 au fibr6 ci-dessus 

est un fibr~ sur P~, avec K = k(~/p/~u), de module affine 

x 2 -  uy 2 - ( 2 2 - p u )  =0. 

Cette surface admet comme compactification lisse une quadrique avec un point 
rationnet, et donc (cas trivial du lemme 4.1) pour tout mod41e projectif et lisse Y/K, 
on a Ao(Y) = 0, ce qui implique CHo(Y/C) = CHo(Y/P~:) = Ao(Y) = O. 
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5. Groupe de Chow des 0-cycles d'une surface fibr~e en coniques: rappeis 

Nous rappelons ici les r6sultats d6j/t obtenus. Soit C une courbe projective, lisse et 
g6om6triquement int6gre sur un corps k et X/C une fibration en coniques admissible. 
Lorsque C = P~, ces r6sultats sont dus fi Bloch [1] (compl~t6 par Sansuc et le 
premier auteur [7]). Pour C de genre quelconque, les r6sultats furent obtenus par 
Gros [10] et Ok6chi. Comme il a ~t~ rappel~ dans l'introduction, les principaux 
r6sultats de finitude (sur un corps p-adique, sur un corps de nombres) ont 6t6 depuis 
d6montr6s pour des surfaces plus g~n6rales (Raskind et le premier auteur [6]; 
Salberger; S. Saito; cf. [3]). On peut donc aussi faire appel / tces  r6sultats plus 
r6cents. Toutes ces d6monstrations utitisent l'identification CHo(X) = CH2(X) pour 
X une surface. 

Soit k un corps parfait de caract6ristique diff6rente de 2, puis C/k une courbe 
projective et lisse g6om6triquement int~gre, enfin X/C une fibration en coniques 
admissible. Par des m6thodes de K-th6orie alg6brique, on d6finit ([1], [5], [10]) une 
application caract6ristique ~: 

Clio(X/C) ~-~ H l(k, S), 

off S est le k-tore dual du groupe de N6ron-Severi de la surface projective et lisse )~. 
Soit D t'alg6bre de quaternions sur k(C) correspondant A la conique g6n6rique X, de 
la fibration p: X ~ C, et Nrd la norme r6duite associ6e. D'apr~s la proposition 2.1, 
on peut identifier Nx,(k(C)) avec Nrd(D*). Le th6or6me 4.2 donne un isomorphisme 

k(C)•/k*.Nrd(D *) --~ CHo(X/C). 

On consid6re ensuite i'application p qui fi f~  k(C)* associe la classe du cup-produit 

( f  w D) e H3(k(C), Z/2). 

I1 s'agit ici de cohomologie galoisienne, et dans cette formule on volt f comme 
une classe dans k(C)*/k(C) .2 ~_HI(k(C),Z/2) et D comme une classe dans 
H2(k(C), Z/2) -~ 2Br(k(C)) (la 2-torsion du groupe de Brauer de k(C)). Un r6sultat de 
Merkur'ev et Suslin ([16]) assure que l'application en question induit un homomor- 
phisme injectif de k(C)*/Nrd(D*) dans H3(k(C),Z/2). On rnontre ensuite que le 
noyau de l'applicationk(C)*n/k*.Nrd(D*)-~ Hi(k, S) induite par • s'identifie via p fi 
un sous-quotient du groupe des 616ments non ramifi6s de H 3(k(C), Z/2), c'est-fi-dire 
de l'image de l'application restriction au point g6n6rique H2t(C,Z/2)-~ 
H3(k(C), Z/2). 

De ceci on d6duit les r6sultats suivants sur le groupe k(C)~n/k*.Nrd(D*)~- 
CHo(X/C). 

(i) Si k est un corps de dimension cohomologique I, alors ce groupe est nul. En 
effet Hi(k, S) = 0, et par ailleurs k(C) est de dimension cohomologique 2. 

(ii) Si k est un corps local, ce groupe est fini. En effet sur un tel corps le groupe 
Ht(k, S) est fini quel que soit le k-tore S. Par ailleurs tes groupes de cohomologie 
galoisienne d'un corps local fi valeurs dans un module galoisien fini sont finis. Un 
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argument de suite spectrale de Hochschild-Serre montre alors que le groupe 
H3t(C, Z/2) est fini. 

On peut aussi htablir la finitude en citant [5], §6, ou [3], §8 (travaux de S. Saito); 
le th6or4me 8.1 de [3], qui est une cons6quence imm6diate de r6sultats de Mer- 
kur'ev-Suslin [16], via une technique de Bloch, suffit ici d@i fi 6tablir la finitude du 
groupe CHo(X/C), qu'i est un groupe de 2-torsion. 

(iii) Si k est un corps de hombres, ce groupe est fini. La d6monstration, due 
indhpendamment fi Gros [10] et/ t  OkSchi (non publi6), est plus ddlicate. On montre 
d'une part au moyen d'arguments de bonne rhduction que l'image de l'homomor- 
phisme caract6ristique ~ dans le groupe (en ghndrat infini) Hi(k, S) est finie, d'autre 
part on invoque un r6sultat de K. Kato [12] en thhorie du corps de classes suphrieur, 
qui assure que l'image du groupe H2t(C, Z/2) dans H3(k(C), Z/2) est finie. Pour les 
diverses autres fagons d'obtenir la finitude de CHo(X/C), on se reportera /t [3] 
(§ 6 a 9). 

(iv) Si k est un corps de hombres, alors pour presque toute place v de k, le groupe 
CH0(X x k k~/C X k k~) est nul (Gros, [10], Prop. 2.1. p. 178; voir aussi [3], §8). 

6. Groupe de Chow des 0-cycles d'une vari6t6 fibr6e en quadriques: 
arithm6tique 

Dans tout ce paragraphe, k d6signe un corps parfait de caract6ristique diff@ente 

de 2. En dimension relative quelconque, on ale:  

TH[~ORI~ME 6.1. Soit p: X-+ C u n  fibrd en quadriques admissible, de dimension 
relative au moins 1, au-dessus d'une courbe C, projective, lisse et gdomdtriquement 
int~gre sur un corps k de dimension cohomologique 1. Alors le groupe 

CHo(X/C) = Ker[CH0(X) p* ~ CHo(C)] - k(C)~,/k*.Nx,(k(C)) 

est nul. 

Ddmonstration. Lorsque la dimension cohomologique de k est 1, toute fibre de p a 
un point rationnel sur son corps de d6finition. Le groupe k(C)~n coTncide donc avec 
le groupe k(C)* tout entier. La fibre g6n6rique X,~ est une quadrique lisse sur k(C). 
Elte contient 6videmment une k(C)-conique lisse, soit Y/k(C). Soit D/k(C) l'alg6bre 
de quaternions associde fi la conique Y/k(C). Le groupe Nx,(k(C)) ~ k(C)* contient 
le sous-groupe Nr(k(C)) = Nrd(D*). Mais comme nous l'avons d6j/~ vu, le quotient 
k(C)*/Nrd(D*) s'injecte dans HS(k(C), Z/2) (Merkur'ev/Suslin) et ce dernier groupe 
est nul car k(C) est de dimension cohomologique 2. [] 

Remarque 6.1.1. Lorsque k est un corps fini, le r6sultat obtenu est, compte tenu du 
th6or~me 3.3, un cas particulier du th6or6me de Kato/Saito [13] donnant la valeur 
exacte de Ao(X) pour une vari6t6 projective et lisse X quelconque. 
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THEORI~ME 6.2. Soit p: X ~ C u n  fibrO en quadriques admissible, de dimension 
relative 2, au-dessus d'une courbe C, projective, lisse et 9dom~triquement intOgre sur un 
corps k. Notons 

CHo(X/C) = Ker[CHo(X) p* , CHo(C)] -- k(C)*n/k*.Nx,(k(C)). 

(i) Si k est un corps de dimension cohomologique 1, le 9roupe CHo(X/C) est nuI et 
le 9roupe Ao(X) est isomorphe au 9roupe Ao(C). 

(ii) Si k est un corps flni, le 9roupe Ao(X) est fini et isomorphe au groupe Ao(C). 
(iii) Le 9roupe CHo(X/C) est fini si k est un corps local (archimOdien ou non). 
(iv) Si k est un corps local non archim~dien, c'est-g~-dire une extension finie de Q~,, te 

sous-groupe de torsion de CHo(X) est fini. 
(v) Si X /C  n'est pas de type (II), et k est un corps de hombres, le 9roupe CHo(X/C) 

est fini. 
(vi) Si X /C  n'est pas de type (II), et k est un corps de hombres, le groupe CHo(X) 

est un groupe de type fini. 
(vii) Si X /C  n'est pas de type (II), et k est un corps de nombres, pour presque toute 

place v de k, Ie groupe CHo(X x k k~/C x k k~) est nuL 

Ddmonstration. La plupart des 6nonc4s rdsultent directement du th6orhme 4.3 et 
des rappels du §5 sur les fibrhs en coniques. On notera que, m6me lorsque C = Pk ~, it 
convient de faire appel aux r6sultats sur les fibr6s en coniques au-dessus d'une courbe 
de genre quelconque. Les antres 6nonchs r6sultent des remarques suivantes. 

Sur un corps de dimension cohomologique 1, l'application p, :  CHo(X) ~ CHo(C) 
est surjective car toute fibre de pes t  une quadrique, donc poss4de un point rationnel 
sur un tel corps. 

Sur un corps fini, le groupe Ao(C) s'identifie au groupe fini J(k) des points 
k-rationnels de la jacobienne d de C. 

En gdn~rat, le groupe Ao(C) s'identifie f iun sous-groupe du groupe J(k) des points 
rationnels de la jacobienne de C. Si k est local non-archim6dien, le groupe de torsion 
du groupe de Lie p-adique J(k) est un groupe fini. Si k est un corps de nombres, le 
groupe J(k) est un groupe de type fini d'apr6s le th6ordme de Mordell-WeiL 

Lorsque X/C  est de type (II), et D/k(~) est l'alg~bre de quaternions associ6e, le 
quotient K*/k*. (K*~Nr, (k(C)))  est un quotient du groupe K*/K*c~Nrd(D*), 
sous-groupe, selon Merkur'ev/Suslin, de H3(k(~),Z/2).  Si k est de dimension co- 
homologique 1, ce groupe est nul. Par ailleurs K*/k*.(K* ~Nr,(k(C)))  est aussi 
clairement un quotient de K * / K  .2, et ce quotient est fini si k, et donc aussi K, est 
un corps local. D 

Remarque 6.2.1. Pour  X/C  une fibration en quadriques admissible de dimension 
relative au moins 1, lorsque k est le corps R des r+els et C = P~, il r6sulte de [4] et du 
th6or~me 3.3 ci-dessus que le groupe Ao(X) est fini, nut si X(R) = 0 et 6gat fi (Z/2) ~- 
si le nombre s de composantes connexes de X(R) est non nul. Dans le cas de 
dimension relative 2, nous sugg6rons au lecteur de confronter ce r6sultat avec le 
th6or6me 4.3. 
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Remarque 6.2.2. Sur un corps de nombres, on peut sans doute 6tablir les 6noncts 
de finitude (v), (vi) et (vii) lorsque X/C est de type (II). Mais pour ce faire, il 
conviendra de suivre le programme g6ntral rappel6 dans l'introduction dans son 
entier (ddfinition de l'application caracttristique, dtmonstration de la finitude de son 
image). Ce n'est pas le propos du prtsent article, qui prtcistment utilise la combi- 
naison des §2 et §5 pour parvenir sans effort suppltmentaire au thtor~me ci-dessus. 

THI~ORI~ME 6.3. Soit p:X-- ,  C un fibr~ en quadriques admissible, de dimension 
relative au moins 3, au-dessus d'une courbe projective et lisse C sur un corps k. 
Supposons que la quadrique g~n~rique X ,  contienne une quadrique de dimension 3 
d~finie par une forme quadratique du type 

q(xl,x2, xs ,x~,xs)  = x~ + ax22 + bx~ + abx~ + cx~ 

(avec a, b, c ~ k(C)*). Si k est un corps de dimension cohomotooique au plus 2, par exemple 
si k est un corps de nombres totalement imaginaire ou un corps p-adique, ators te groupe 

CHo(X/C) = Ker[CHo(X) -p* , CHo(C)] "" k(C)*/k*.Nx,(k(C)) 

est nul. 

(Une forme quadratique (1, a, b, ab, c) du type dtcrit ci-dessus est connue sous le nom 
de "voisine d'une 3-forme de Pfister". La fonne de Pfister dont elle est voisine est, avec les 
notations usuelles de la th4orie Ng4brique des formes quadratiques [14], la forme 

((a, b, c)) = (1, a)  ® (1, b) ® (1, c).) 

DOmonstration. Proctdant comme fi la dtmonstration du thtortme prtctdent, il 
suffit de voir que lorsque la quadrique X,  est de dimension 3 et donnte par la forme 
q ci-dessus, alors Nx,(k(C))= k(C)*. D'aprts le lemme 2.2, le groupe Nx,(k(C)) 
coincide avec le sous-groupe de k(C)* engendr6 par les valeurs non nulles de q (sur 
k(C)). En utilisant la multiplicativit6 de la forme quaternionienne x~ + ax~ + 
bx~ + abx ] on voit aistment que toute valeur non nulle prise par la forme de Pfister 
((a, b, c)) est produit de valeurs non nulles de la forme q. Ainsi le groupe Nx,(k(C)) 
co'incide avec le sous-groupe ([14], X.1.7 p. 279) de k(C)* form6 des valeurs de la 
forme de Pfister ((a, b, c)). Maintenant il est connu (sur un corps de base F quel- 
conque de caracttristique difftrente de 2) que la forme ((a, b, c)) reprtsente l'6ttment 
f E  F* si et seulement si te cup-produit ( - f )  u ( -  a) u ( -  b) u ( -  c) ~ H~(F, Z/2) est 
nul (Jacob/Rost [11]; Merkur'ev/Suslin [17]). Dans notre cas, le corps p-adique k 
est de dimension cohomologique 2, le corps F = k(C) est de dimension co- 
homologique 3, et le groupe H4(F, Z/2) est doric nul. Ainsi Nx,(k(C)) = k(C)*. [] 

Remarque 6.4. Soit X/C un fibr6 en quadriques admissible et soit Z un modtle 
projectif et lisse de X. En utilisant le thtor tme 3.3, qui assure l'existence 
d'isomorphismes CHo(Z)~  CHo(X), on dtduit  des divers thtor~mes de finitude 
ci-dessus des 6noncts analogues pour CHo(Z), 6noncts que nous laissons le soin au 
lecteur d'expliciter. 
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THt~ORt~ME 6.5. Soit X c P~, une intersection complbte, lisse, de deux quadriques. 
Supposons X(k) ¢ ~. 

O) Si k est un corps de dimension cohomoIogique 1 et n >>. 4, aIors le groupe Ao(X) 
est nul. 

(ii) Si k est un corps local, ou si k est un corps de hombres, et sin = 4 ou n = 5, ators 

le groupe Ao(X) est un groupe fini. 

DOmonstration. Sous t'hypoth~se X(k) ¢ 0 on salt en effet que la k-vari6t6 X est 
k-birationnelle/l une k-vari6t6 Y fibr6e en quadriques sur la droite projective P~ ([8], 
Th6or6me 3.2), qu'on peut transformer en un fibr6 admissible (le cas de la dimension 
relative 2 est trait6 dans [20], §2, et le cas g6n6ral se traite de m~me). D'apr~s le 
th6or6me 3.3, on a donc Ao(X) ~- Ao(Y). Comme la base de la fibration est P~, le 
groupe Ao(Y) s'identifie au groupe CHo(Tt~/P~). L'6nonc6 (i) r6sutte alors du 

thdor~me 6.1. Pour  n = 4, l'~nonc6 (ii) r6sulte des rappels sur les fibr6s en coniques et 
du th6or~me 6.2. 

Soit n = 5. L'hypothase de lissit6 sur X assure que la fibration en quadriques Y/P~ 
construite dans ([8], loc. cit.) est admissible, et poss~de des fibres "faiblement 
singuli+res" au sens de [20], §2; en fait toutes les fibres sont faiblement singuli~res, et 
il y a 6 telles fibres g6om6triques, comme il r6sulte de [8], (3.4). Ainsi Y/P~ est de 
type (I) ([20], Prop. 3.2). L'6nonc6 pour n = 5 r6sulte alors du th6or~me 6.2 et du 
Th6or~me 3.3. [] 

Remarque 6.5.1. Dans le cas ci-dessus, pour n >/5, on peut voir ([8]) que la 
fibration en quadriques associ6e a toutes ses fibres g~om6triquement irr6ductibles, et 
que le k-tore S dual du groupe de N6ron-Severi n'est autre que G,  2. Ainsi 
H~it(k, S) = 0, et l'on ne peut pas d6tecter la non nullit6 de classes de cycles au moyen 
de l 'homomorphisme caract6ristique. Cependant, au moins pour k = R, on peut 
trouver des intersections lisses de deux quadriques avec Ao(X)¢  0. Nous conjec- 
turons qae ceci ne peut pas se produire lorsque k est un corps p-adique (voir ta 
question 7.t(ii) ci-dessous). 

Remarque 6.5.2. Soit k un corps p-adique ou un corps de nombres totalement 
imaginaire. Soit X c P~ une intersection compl6te, lisse, de deux quadriques dans P~,. 

Supposons X(k) ¢ ~. Pour n ~> 7, on a Ao(X) = 0; ccci r6sulte facilement du th6or6me 
3.27 de [8]. Pour n = 6 la finitude de Ao(X) n'est pas claire. Cependant, comme/t  ta 
remarque pr~c6dente, nous conjecturons que Ao(X) = 0 dans ce cas (ceci d6coulerait 
bien stir du r6sultat analogue pour n = 5). 

7. Questions ouvertes 

Soit p: X ~ C un fibr6 en quadriques admissible, de dimension relative d au-dessus 
d'une courbe projective et lisse C sur un corps k. Notons 

CHo(X/C) = Ker[CHo(X) P*, CHo(C)] -~ k(C)L/k*.Nx.(k(C)). 
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QUESTIONS 7.1. (i) Soit d >1 1. Si k est un corps de type flni sur Q, te groupe 
CHo(X/C) est-il fini? 

(ii) Lorsque d >>. 3, si k est un corps de dimension cohomolooique au plus 2, par 
exemple si k est un corps de nombres totalement imaginaire ou un corps p-adique, le 
groupe CHo(X/C) est-il nul? Dans ces deux derniers cas, est-il au moins fini? 

(iii) Lorsque d >~ 3, et k est un corps de hombres, le oroupe CHo(X/C) est-it fini, 
contrdld par Ies groupes CHo(XkjCk~. ) pour v parcourant les places rdetles de k? 

(iv) Lorsque d = 1, i.e. X /C est un fibr~ en coniques admissible, si k est un corps 
p-adique et si toutes les fibres du morphisme p sont lisses, te groupe fini CHo(X/C) est-il 
nul? 

(v) Lorsque d = 2, si k est un corps p-adique et toutes tes fibres du morphisme p sont 
gkom4triquement intkgres, le groupe fini CHo(X/C) est-il nut? En est-il ainsi au moins si 
ta courbe C est la droite projective? 

Commentaires: 
(i) Pour un corps k de degrh de transcendance au moins 1 sur Q, et C une courbe 

de genre au moins 1, et d = t, la question (i) est d6j~ ouverte. On dispose de r6sultats 
de finitude pour les surfaces projectives et lisses X/k  au-dessus d'un corps k de type 
fini sur Q lorsque les deux groupes de cohomologie coh6rente H2(X, (9x) et Hi(X,  (:gx) 
sont nuls (S. Saito, cf. [3] Th6or4me 7.6), ce qui n'est le cas pour le fibr4 en coniques 
X/C que si C est de genre z6ro. 

(iv) On peut montrer qu'on a une r~ponse affirmative lorsque la courbe C a bonne 
r4duction sur le corps p-adique k. Cette question est lihe g une question plus ghnhrale 
([3] Remarque 8.4.1). On fabrique facilement des contre-exemples lorsque k = R. 

(v) Via le th6or4me 4.3, on voit qu'une r6ponse affirmative ~t (iv) impliquerait une 
r4ponse affirmative fi (v). Ceci r4soudrait aussi les questions soulevdes en 6.5.1 et 
6.5.2. Ici encore on peut ais6ment fabriquer des contre-exemples lorsque k = R. 

Nos principaux commentaires concernent la question (ii). 
(a) Soit q une forme quadratique non d6g4n4r6e sur le corps k(C), de rang donc au 

moins 5, d6finissant la fibre ghn6rique. Observons que si k est un corps de nombres 
totalement imaginaire ou un corps p-adique, toute fibre de p, 4tant d6finie par une 
forme quadratique en au moins 5 variables, possMe un point rationnel. On a donc ici 
k(C)~n = k(C)*, et le groupe dont la finitude ou mieux la nullit6 nous inthresse est le 
quotient k(C)*/k*.Ne(k(C)), o6 Q/k(C) d6signe la quadrique ghn4rique. Pour k 
p-adique, la finitude est 6quivalente/t celle de k(C)*/Ne(k(C)), puisque les carr6s sont 
dans Ne(k(C)). Rappelons (Proposition 2.4) que le quotient k(C)*/Ne(k(C)) s'identifie 
au noyau de l'application d'ensembles point6s Hl(k(C), Spin(q))--* HI(k(C), SO(q)). 
Soit alors U c C l'ouvert de Zariski de C o6 q d4finit une forme quadratique non 
d4g4n6r6e, que nous noterons qv, et soit Spin(qv) le U-schhma en groupes semi- 
sirnples simplement connexes associ& On v6rifie alors que l'6galit6 k(C)*n = k(C)* 
implique que le groupe k(C)*/Ne(k(C)) c H~t(k(U), Spin(q)) est darts l'image de 

--, H~(k(U),  H~t(U, Spin(qv)) Spin(q)). 
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Une petite chasse dans les suites exactes mentionn6es avant la proposition 2.4 am6ne 

/L poser les questions: 

Soit U une courbe lisse sur un corps local, et soit G/U un U-sch6ma en groupes 

semi-simples. L'ensemble de cohomologie 6tale H~t(U , G) est-il fini? Est-ce au moins 
vrai pour U un ouvert de la droite anne?  Si U est un ouvert d'une courbe lisse sur un 
corps local, et Q un espace quadratique sur U de rang au moins 5, l'ensemble des 
classes d'isomorphisme d'espaces quadratiques sur U qui deviennent isomorphes fi Q 
sur le corps des fonctions rationnelles de U est-il fini? Est-ce au moins vrai pour U 
un ouvert de la droite anne?  

(b) Pour  k p-adique, c'est une question ouverte de savoir si toute forme quad- 
ratique non d6g6n6r6e en au moins 9 variables sur le corps k(C) (de dimension 
cohomologique 3) repr&ente z6ro. Si c'6tait le cas pour les formes fi au moins dix 

variables, on pourrait  conclure que le sous-groupe de k(C)* engendr6 par les vateurs 
non nulles de la forme q est 6gal fi k(C)* tout entier: on aurait CHo(X/C) = 0. Mais, 
marne lorsque C est la droite projective, i.e. k(C) = k(t), on ne sait pas si toute forme 
non d6g6n4r6e de rang assez grand sur k(t) poss~de un z6ro non trivial. 

(c) Comme obser% /i la remarque 6.5.2, le th6or~me 3.27 de [8] fournit des 
exemples particuliers de quadriques Q (de dimension au moins 4) sur k(t) (avec k 
corps p-adique ou k corps de nombres totalement imaginaire) pour lesquelles 
k(O* = k*.N~(~(t)). 
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