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Soit f une fonction convexe s.c.i. propre de X, espace de Hilbert dans IR U {+o0}.
On pose, pour A >0etz € X :

9r(w:9) = 1) + 55l — 2

Fy(z) = ylg)f( az;y) (D)

Exercice 1 : Opérateur proximal.
1.1. Montrer, en utilisant le théoreme de séparation, que f a une minorante affine continue .
En déduire que ¢ : y — gx(z;y) atteint son minimum en un point unique Z solution de (I).
Utiliser ¢(Z) < ¢(z) pour z =ty + (1 — t)Z pour obtenir que :
_ T, _

@) — fly)+ X(x -, T—y)<0 VyeX. (I
Réciproquement, montrer que si T vérifie (I1), alors il réalise le minimum dans (7). (Utiliser
F(llall> = [[p]?) < (a,a —b) aveca =T —z et b=y — x.)
Etudier la cas ou f est la fonction caractéristique d’un convexe fermé C.
1.2. Soit h une fonction convexe de X, espace de Hilbert dans IR U {+o00}. On pose :

Oh(y) ={ue X :h(z) —h(y) > (u,z —y),Vz € X}.

Vérifier que y réalise le minimum de h ssi 0 € Oh(y).
Soit u € Oh(y) et v € Oh(z), établir que :

<U_U7y_z>20

(O est un opérateur monotone).
1.3. Montrer que 0 € 9¢(z) et que (II) s’écrit

(r —7)
A

€ 0f(T).

Exercice 2 : Algorithme proximal.
Etant donnés x( et une suite A\, > 0,k > 1, on définit inductivement z; comme le minimum de

1
(@e—139) = Fy) + =y — 21 |?
2k

soit : .
Yp = )\7(3316—1 — ) € Of (xg).
k



2.1. Déduire du fait que 0 est un opérateur monotone que ||yx|| est une suite décroissaante.
2.2. Soit z € X. Utiliser y; € 0f(z)) pour obtenir :

2Xe(f(2) = flan) = o — zpl” + |oe—1 — 2l = |z — 21 ||

puis, avec op, = Y p_q Ak
n n
20, f(2) =2 Af(zn) > [lz — 2nl® + D Nillywl® = llz — wol*.
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Vérifier que pour tout k> 1 :

oh-1f(zh-1) — onf(@r) + Aef (@r) = Meow—1l|yxll®

d’ ou en sommant :

—onf(wn) + > Mef (@) 2D Moklluell*.
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En déduire que :

200 (f(x) = f(an)) = & = a]l? = llz = zol® + D llysl*(NF + 2A0%-1)
1

d’ou1 en utilisant 2.1 que :

200 (f(2) = f(zn)) 2 |l& = 2nll? = llz = z0|* + llynl*o7.

2.3. On suppose désormais o, — +00.
Etablir que :

f(@n) — infrex f(z) = [~
2.4. Montrer que si S = argminf # ()

et
lynl?02 < d(zo,S)?  (II1).

Par ailleurs vérifier que si z € S :
(T — Tyyn) >0

et en déduire ||z, — Z||? est décroissant donc converge.

2.5. Soit * un point d’accumulation faible de la suite {x,,}.

Déduire de (/1) que z* € S (en utilisant 1.2).

Montrer enfin que la suite x,, converge vers z* en établissant les points suivants :

- toute sous suite de la suite {x,} a une sous suite faiblement convergente vers un point de S
- si a et 3 sont 2 tels points (x,,« — 3) converge, d’ ou 'unicité.



