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Devoir 2

Exercice 1. Dans toute la suite on considére un intervalle I borné de R et p € [1, +o0].

1. Soit f € CY(R;R). Montrer que pour tout u € W1P(I), la fonction f o u appartient
a WUHP(I), et que sa dérivée est la fonction (f’' o u)u’ (On pourra approcher u par des
fonctions réguliéres et justifier le passage a la limite).

2. Pour uw € LP(I), on définit uy € LP(I) par :
uy(x) = max(u(z),0) p.p. tout z € I.
Soit G € C1(R;R) telle que :
G(s)=s Vse[l,+ool et G(s) =0 Vs €] —o0,0].
Pour tout u € WP(I) et pour tout k € N*, on définit la suite u : I — R par :

ug(z) = %G(ku(w)) pour tout x € I.

(a) Montrer qu'il existe C' > 0 tel que
Vs e R, |G(s)] <C+]s|.
Montrer que la suite (ug)gen+ converge vers us dans LP(I) quand k — +oo.
(b) Montrer que uy. € WLP(I) et que de plus
(uy) = X{u>o}ul,
ol X{y>0} désigne la fonction caractéristique de {u > 0} := {x € I : u(z) > 0}, i.e.
X{u>0}(z) = 1 si u(r) >0 et xyus01(z) = 0si u(x) = 0.

(c) Siu € W?2P(I), peut-on conclure que u; € W2P(I)?
3. En considérant —u, montrer que
' =0pp.sur {zel:u(z)=0}.
4. Montrer que T : WYP(I) — WYP(I), u v T(u) = us est continue. Montrer que si
u € Wol’p(l), alors uy € Wol’p(l).

5. Montrer que si u € Wol’p(I) vérifie u(x) = 0, Va € I, alors il existe une suite (@ )ren de
fonctions C§°(I) telle que

dp(x) 20, Yz € I et ¢, — u dans WHP(I) quand k — +oo0.



Exercice 2. On considére la fonctionnelle J définie par

1
J(u) ::/ Vu? + (u)?dx
0
pour tout v dans l’espace
W= {v € HY(0,1) : v(0) = 0 et v(1) = 1}.

1. Montrer que cette fonctionnelle est convexe et continue.
2. Montrer que inf,ew J(u) = 1.

3. Montrer que 'infimum n’est pas atteint et commenter.



