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1. INTRODUCTION.

En théorie géométrique des groupes, on considere une action par isométries d’un
groupe I' sur un espace métrique X, et en fonction des qualités de ’action, on cherche
a relier les propriétés (algébriques) du groupe I' aux propriétés (métriques) de l'espace
X. Une telle action est dite géométrique lorsqu’elle est propre et a quotient compact.
Par exemple tout groupe de type fini agit géométriquement sur un de ses graphes
de Cayley. Tous les espaces métriques géodésiques admettant une action géométrique
d’un méme groupe I' sont quasi-isométriques, et tous les groupes de type fini agissant
géométriquement sur un méme espace géodésique ont des graphes de Cayley quasi-
isométriques.

Cette approche de la théorie des groupes a été systématisée par M. Gromov (cf. [22],
[34], [35]). Une classe de groupes de type fini est devenue centrale : les groupes hyper-
boliques, c¢’est-a-dire ceux dont un (tout) graphe de Cayley est un espace hyperbolique
au sens de Gromov (vu de loin, tout triangle géodésique de ce graphe ressemble a un
tripode, i.e. un triangle géodésique d’un arbre). L’importance de ces groupes tient a leur
omniprésence : statistiquement, les groupes hyperboliques sont tres nombreux (pour des
énoncés précis, cf [34], [58], [16]). L’étude des groupes hyperboliques généraux a été
poussée tres loin (voir [34], [61], [62], [6], [64], [71], [72], [73], [26], [27], [60], [10]). Les ou-
vrages [33] et [2] constituent une excellente introduction a la théorie générale des groupes
hyperboliques. La seule hypothese d’hyperbolicité assure par exemple les propriétés sui-
vantes :

- les groupes hyperboliques sont de présentation finie, ne contiennent pas de sous-
groupes abéliens libres de rang 2;
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- ils ont un probléeme du mot résoluble ;

- ils ont un nombre fini de classes de conjugaison d’éléments de torsion ;

- ils sont finis, contiennent un sous-groupe cyclique d’indice fini ou contiennent un
groupe libre non abélien etc...

Mais certaines questions restent ouvertes :

Probleme ouvert 1.1. Tous les groupes hyperboliques sont-ils résiduellement finis?

Les groupes hyperboliques généralisent simultanément les groupes libres et les groupes
fondamentaux de variétés compactes a courbure sectionnelle < —1. En fait on obtient
une classe particuliere de groupes hyperboliques en considérant les groupes agissant
géométriquement sur les espaces C AT (—1), ou les espaces C'AT(0) sans copie isométrique
du plan euclidien R2. Rappelons qu'un espace métrique X est dit CAT(x) s'il est
géodésique et si tout triangle géodésique de X est plus fin que le triangle de compa-
raison correspondant dans le plan riemannien & courbure constante x. Nous renvoyons
le lecteur & [11] pour toutes les définitions et tous les énoncés classiques sur la géométrie
CAT(0). On dit souvent qu'un groupe de type fini est CAT(0) s’il admet une action
géométrique sur un espace C AT (0). Les groupes CAT(0) sont des représentants essen-
tiels d’une théorie pas encore advenue : celle des groupes semi-hyperboliques. Les espaces
CAT(0) se comportent aussi bien que des variétés de Hadamard, et il y a des exemples
tres variés de groupes CAT(0). Aussi I’étude des groupes CAT(0) occupe t-elle actuel-
lement une place centrale en théorie géométrique des groupes.

Relativement au probleme 1.1, la croyance générale est qu’il existe des groupes hy-
perboliques non résiduellement finis, et peut-étre méme qu’une construction aléatoire
fournit des contre-exemples. Pour le moment ’approche aléatoire n’a pas abouti, et il
est raisonnable d’étudier la finitude résiduelle des groupes hyperboliques sous des hy-
potheéses supplémentaires, dont la premiere serait CAT'(0). En fait il n’est pas str que
cette restriction en soit une :

Probléme ouvert 1.2. Tout groupe hyperbolique est-il CAT'(0) ?

Ainsi pour restreindre véritablement la classe des groupes étudiés on peut considérer
des espaces C' AT (0) plus particuliers : les complexes simpliciaux (ou polyedraux) C AT(0).
D’une part, la classe des groupes hyperboliques polyedraux C' AT'(0) reste tres vaste, donc
elle peut contenir des contre-exemples : ainsi Burger-Mozes ([13]) et Wise ([78]) ont
construit des groupes non résiduellement finis - non hyperboliques - agissant géométri-
quement sur un espace CAT'(0) (le produit de deux arbres). D’autre part, il existe
peut-étre des classes intéressantes de groupes hyperboliques polyedraux C'AT(0) qui
au contraire sont tous résiduellement finis. Par exemple dans [79] Daniel Wise a montré
que les groupes agissant géométriquement sur certains complexes polygonaux sont tous
résiduellement finis.

Les prototypes des groupes polyedraux C' AT'(0) possédant les plus fortes propriétés
possibles (dont la linéarité, donc la finitude résiduelle), ce sont les groupes dits “de
Coxeter”, c’est-a-dire les groupes engendrés par des involutions avec pour relations
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génératrices des relations de tresse entre certaines paires d’éléments. H.S.M. Coxeter
avait surtout considéré des groupes discrets engendrés par réflexions dans les espaces a
courbure constante. De sorte que ’étude (sinon la définition) des groupes de Coxeter
généraux (en tant que groupes de Weyl généralisés) est plutot due a J. Tits, justement
I’un des principaux prédécesseurs de Gromov dans I’étude des groupes par leurs actions
sur des espaces singuliers (cf. [74], [77], [75]). Tits a systématiquement étudié les groupes
classiques par leurs actions sur des structures combinatoires adaptées, les immeubles,
qui sont des g ’enéralisations “branchées” des graphes de Cayley des groupes de Coxe-
ter. Une trentaine d’années apres que Tits les eut définis, M. Davis montra que les
immeubles étaient en fait CAT'(0) ([24]), en utilisant le résultat de Moussong qui assure
que les groupes de Coxeter sont CAT'(0) ([53]).

Les propriétés des groupes de Coxeter peuvent se démontrer en utilisant soit la struc-
ture CAT(0), soit en utilisant la métrique des mots, dans les deux cas la géométrie
utilisée est attachée a la structure polyedrale (ou combinatoire) du complexe de Davis.
Plus généralement, on peut chercher & faire de la théorie géométrique des groupes dans
un cadre purement combinatoire (ou polyedral) - autrement dit chercher comment obte-
nir des informations sur un groupe admettant une action géométrique sur une structure
combinatoire (’expression d’action géométrique est justifiée car dans tous les exemples
considérés la structure combinatoire produit au moins une métrique géodésique inva-
riante par les automorphismes de la structure). C’est ’aspect combinatoire de la théorie
géométrique des groupes - notre domaine de recherche.

Nous avons divisé ce mémoire en quatre parties, que nous décrivons maintenant
brievement. Nous donnons a chaque fois nos résultats les plus pertinents dans le do-
maine.

Dans la premiere partie, nous traitons des groupes de Coxeter et de leurs complezes de
Davis. C’est le domaine dans lequel nous avons commencé nos recherches, et la géométrie
des groupes de Coxeter a inspiré la plupart de nos résultats de théorie combinatoire
des groupes - y compris en l'absence de tout groupe de Coxeter. C’est pourquoi nous
détaillons les définitions et résultats.

Nous obtenons notamment un résultat d’arithméticité :

Théoréme (Théoreme 5.4 dans le texte, voir aussi Théoreme 5.3). Le commensurateur
d’un groupe de Coxeter a angles droits dans le groupe d’automorphismes du complexe de
Davis est dense.

En utilisant la géométrie combinatoire du complexe de Davis nous obtenons aussi la
généralisation suivante d’un théoréme de Scott (cf. [70]) :

Théoréme (Théoreme 6.2 dans le texte). Tout sous-groupe quasi-convexe d’un groupe
de Cozeter a angles droits est intersection de sous-groupes d’indices finis.

En deuxieme partie, nous décrivons nos résultats sur les immeubles, lesquels sont la
plupart du temps hyperboliques, et donc pas du tout algébriques. Nous insistons sur le
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cas ou le groupe de Coxeter modele est a angles droits, comme dans le cas abondamment
étudiés de 'immeuble de Bourdon Ip,.

En utilisant la séparabilité des sous-groupes quasi-convexes nous montrons en parti-
culier :

Théoréme (Théoreme 9.3 dans le texte). Si p > 6, tous les réseaux uniformes de
limmeuble de Bourdon I, sont commensurables.

En troisieéme partie, nous étudions les espaces a murs. Cette géométrie (discrete) est
tres riche en exemples. Elle contient de facon centrale la classe des complexes cubiques
CAT(0) - dont les complexes de Davis des groupes de Coxeter a angles droits - mais aussi
les complexes de Davis des groupes de Coxeter quelconques, qui sont des exemples de
complexes zonotopaur CAT(0). En utilisant la géométrie des murs nous montrons ainsi :

Théoréme (Théoreme 10.8 dans le texte). Soit X un complexe zonotopal C AT(0) lo-
calement compact admettant un groupe d’isométries I' discret, cocompact et Gromov-
hyperbolique. Alors le groupe d’isométries G engendré par les fizateurs de murs propres
est non compact et presque simple : les sous-groupes distingués stricts sont contenus dans
un sous-groupe compact.

Plus généralement nous nous intéressons aux groupes cubiques, i.e. ceux qui admettent
une action géométrique sur un complexe cubique CAT(0). Nous montrons qu'un nombre
étonnant de groupes cubiques hyperboliques “classiques” sont en fait (virtuellement)
sous-groupes convexe-cocompacts d'un groupe de Coxeter a angles droits. A soi seul,
cela justifierait une étude intensive des groupes de Coxeter a angles droits.

Voici deux résultats qui illustrent la richesse des groupes de Coxeter a angles droits :

Théoréme (Théoreme 11.13 dans le texte). Tout groupe de Coxeter se plonge virtuel-
lement dans un groupe de Cozeter a angles droit. Ses sous-groupes quasi-convezes sont
donc séparables.

Théoréme (Théoreme 11.14 dans le texte). Soit M™ une variété hyperbolique réelle
compacte arithmétique de type simple. Alors le groupe fondamental de M™ se plonge
virtuellement dans un groupe de Cozeter a angles droit. Ses sous-groupes quasi-convexes
sont donc séparables.

Désormais une approche raisonnable du probléme de la finitude résiduelle des groupes
hyperboliques se dessine : trouver des groupes cubiques hyperboliques qui ne se plongent
pas dans un groupe de Coxeter a angles droits.

La notion d’espace & murs est susceptible de généralisations continues (espaces a
murs mesurés), liées aux questions classiques des analystes sur les espaces métriques
plongeables dans L!. Le sujet connait actuellement un regain d’intérét de la part des
informaticiens. Nous commencons 1’étude géométrique des espaces médians, analogues
continus des complexes cubiques CAT(0).

La quatrieme partie est dédiée & une géométrie combinatoire qui partage certaines
propriétés avec les géométries cubiques, mais forme une classe distincte. Ici encore les
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idées de géométrie combinatoire sont inspirées par les propriétés des complexes cubiques
CAT(0), ou encore des complexes de Davis.

Enfin dans la cinquiéme partie nous décrivons certains travaux en cours et projets de
recherches.

Certains résultats mentionnés dans ce texte sont probablement du folklore de la théorie
considérée, mais n’apparaissent nulle part. Nous en avons donc donné une breve justifi-
cation.

Remerciements. Je remercie vivement Frédéric Paulin pour les mathématiques qu’il
m’a fait faire et les encouragements constants qu’il m’a prodigués.
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Partie 1. Groupes de Coxeter et Géométrie du Complexe de Davis.
2. RAPPELS SUR LES GROUPES DE COXETER ET LEURS COMPLEXES DE DAVIS.

Pour les généralités sur les systemes de Coxeter nous renvoyons a [8].

Définition 2.1. [groupes de Coxeter] Un systéme de Coxeter est un couple (W, S) ou
W est un groupe, S est une partie génératrice de W dont tous les éléments sont d’ordre
deux, et telle que toute relation dans (W, S) se déduise des relations suivantes de type
tresse : pour s,t € S avec st d’ordre m(= my;) (fini), les deux mots sts... et tst... de
longueurs m sont égaux dans W.

Les systemes de Coxeter pour lesquels les seules relations de tresses sont du type
st = ts sont dits a angles droits.

Une réflezion d'un systéme de Coxeter (W, S) est la conjuguée dans W d’un élément
seSs.

Définition 2.2. [complexes de Davis]

Soit (W, S) un systeme de Coxeter. Soit X un complexe simplicial. Pour chaque
générateur s € S, soit X un sous-complexe de X. On considere l'espace topologique
A(W, X) quotient de W x X par la relation d’équivalence engendrée par les relations ~g
suivantes : (w,z) ~5 (W', 2') <= z=12" € S et w = ws : c’est le complexe de Davis
associé a (W, S), (X, (Xs)ses) (voir [23]). Nous rappelons maintenant quelques propriétés
générales de (W, X), nous renvoyons le lecteur & [23] pour les démonstrations.

L’action a gauche de W sur W x X induit une action de W sur A(W, X). L’application
envoyant x € X sur la classe de (1,x) est un homéomorphisme sur son image, encore
notée X. Et X est un domaine fondamental strict pour l'action de W. De plus 2A(W, X)
admet une rétraction W-équivariante sur X. L’espace (W, X)) est localement compact
et 'action de W sur (W, X) est propre si et seulement si X est localement compact et,
pour tout = € X, le sous-groupe de W engendré par les s tels que = € X, est fini.

L’espace (W, X) admet une structure naturelle de complexe multi-simplicial (pour
laquelle la rétraction A(W, X) — X est simpliciale), qui est en fait simpliciale lorsque
les sous-complexes X sont pleins dans X.

Le complexe de Davis A(W, S) d’un groupe de Coxeter (W, S) s’obtient par la construc-
tion ci-dessus, en prenant pour (X, (Xs)ses) un espace a faces naturellement associé a
(W, S). Précisément on appelle nerf fini de (W, S) le complexe simplicial N sur S, avec
un simplexe d’ensemble de sommets T’ pour chaque partie T' C S telle que le sous-groupe
engendré par T soit fini. On prend alors pour X le cone sur la premiere subdivision ba-
rycentrique de N. Et pour chaque s € S, on définit la face X; comme 'étoile de {s} dans
N'.

Remarque 2.3. Les espaces 20(W, X) ont joué un réle important en topologie : en
utilisant ces espaces, Davis a pu construire dans [23] les premieres variétés compactes
asphériques (de dimension n > 4) non revétues par R™.
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En regroupant convenablement les simplexes du complexe de Davis, on obtient des
polyedres : le complexe de Davis est la premiere subdivision barycentrique d’un complexe
polyedral.

Définition 2.4. [zonotopes de Coxeter, complexes zonotopaux| Un polytope P de R™
est un zonotope (de Cozeter) si pour toute aréte a de P, la réflexion o, conserve P (en
notant o, la symétrie orthogonale par rapport a H,, ’hyperplan médiateur de a), et ne
fixe aucun sommet de P. Si x est un sommet fixé de P, le théoréme de Poincaré-Vinberg-
Tits assure que le groupe d’isométrie engendré par S, = {04, a aréte de P contenant x}
est un groupe de Coxeter W qui agit librement sur l'orbite (finie) Wx. On en déduit que
W x est I’ensemble des sommets de P et que toute aréte de P est dans 'orbite modulo
W d’une unique aréte contenant x. Finalement W s’identifie au groupe d’isométries de
P engendré par tous les o, (il est donc indépendant de x). Nous dirons que W est le
groupe du zonotope P et (W, S,) est le systéme du zonotope P.

Nous dirons que le zonotope P est normalisé si toutes ses arétes sont de longueur 1.

Un complexe polyedral est dit zonotopal si toutes ses faces sont des zonotopes.

Si (W,S) est un systeme de Coxeter fini, soit n le cardinal de S, alors il existe une
action par isométrie de W sur R™ fixant l'origine telle que tout élément s de S agisse
comme une réflexion par rapport a un hyperplan H,. De plus il existe un unique point z
de R™ a distance % de chacun des hyperplans H. Alors ’enveloppe convexe P de 'orbite
de = sous W est un zonotope de Coxeter normalisé, de groupe W. Dans ce cas, A(W, 5)
s’identifie a la premiere subdivision barycentrique de P (le sommet du cone sur N est
envoyé sur 0, et le barycentre du simplexe sur S est envoyé sur x).

Donc deux zonotopes de systemes isomorphes ont des premieres subdivisions barycen-
triques isomorphes et il existe (& isométrie pres) un unique zonotope de Coxeter normalisé
de systeme donné (le P ci-dessus).

Si (W, S) est un systeme de Coxeter général, le complexe simplicial A(W,S) est la
premiere subdivision barycentrique d’un complexe zonotopal 3(W,S). En effet pour
chaque T C S tel que Wy soit fini, il y a un plongement naturel de A(Wyp,T) dans
A(W,S), d’ou la premieére subdivision barycentrique d’une face zonotopale passant par
l’origine, puis toutes ses translatées par W. Ces faces définissent la structure polyedrale
sur 3(W,S).

Comme 3(W, S) et A(W, S) se déduisent simplement I'un de I’autre, nous les appelons
tous deux complexe de Davis.

Notons que W agit simplement transitivement sur les sommets de 3(W,S). Dans la
suite, nous identifierons W avec I'ensemble des sommets de 3(W,S). Deux sommets
wy,wz de 3(W,S) sont adjacents si et seulement sl existe s € S tel que wy = wj.s.

Le résultat fondamental suivant de Moussong donne une explication géométrique de
nombreuses propriétés algébriques classiques des groupes de Coxeter.

Théoréme 2.5. (c¢f. [53]) Il existe une métrique CAT(0) sur 3(W,S) rendant chaque
face isométrique a un zomotope normalisé, invariante sous ['action de W. Ainsi les
groupes de Cozeter sont CAT(0) (agissent géométriquement sur un espace CAT(0)).
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Lorsque (W, S) est un systéme de Cozeter a angles droits, les zonotopes de 3(W,S)
sont tous des cubes unités : 3(W,S) est un complexe cubique CAT(0).

De plus si W ne contient pas de sous-groupe isomorphe a Z + 7 alors W est Gromouv-
hyperbolique et il existe sur 3(W,S) une distance CAT(—1) invariante sous W.

Plus tard Davis a généralisé ce résultat aux immeubles ([24]).

3. UNE CARACTERISATION LOCALE DU COMPLEXE DE DAVIS.

Le complexe de Davis est une union de zonotopes. Mais comment ces zonotopes se
recollent-ils 7

Définition 3.1. [voisinage pondéré d’un sommet dans un complexe zonotopal]

Soit P un zonotope de Coxeter et z un sommet de P. Deux arétes a, b distinctes issues
de x sont contenues dans une unique face polygonale de P dont le nombre de coté est
pair, noté 2mg, (mgp est 'ordre du produit de réflexions 0,0, dans les notations de la
Définition 2.4). Le voisinage de z dans P est 'enveloppe convexe N (z, P) de ’ensemble
des centres I des faces F' de P contenant z (donc N (z, P) est un sous-complexe de la
premiére subdivision barycentrique P’). On obtient le wvoisinage pondéré de x dans P
en munissant N (z, P) de la fonction (a,b) — mg, (pour a,b arétes issues de z). Par
convention, on a posé my, = 1.

Soit X un complexe zonotopal et x un sommet de X. Le voisinage pondéré de x dans
X est le sous-complexe simplicial N(z, X) de la premiére subdivision barycentrique X’
obtenu en recollant les complexes N(x, P) (pour P une face de X contenant z), muni
du poids (a, l;) — Mgy (pour a, b arétes issues de ) en convenant que mgq, = 00 si a, b ne
sont pas contenues dans une méme face de X.

Par construction méme du complexe de Davis, le voisinage pondéré de 1 dans 3(W, S)
est le cone sur la premieére subdivision barycentrique du nerf fini de (W, .S), muni de son
poids (s,t) — mg.

Définition 3.2. [systemes de réflexions locales, cf. [36], [38], [40]] Soit X un complexe
zonotopal. Un systeme de réflexions locales sur X est la donnée pour toute aréte orientée
@ de X partant de z, aboutissant & z’, d’un isomorphisme o4 : N(z, X) — N(z/, X)
qui préserve les poids et fixe chaque point de N(z, X) N N(2/, X). On demande que
'isomorphisme associé & Paréte inverse ‘@ soit @t

Si f est un automorphisme de X, on obtient un nouveau systeme de réflexions locales
par la formule f(0)5 = foop-1(7) of~1. Ceci définit une action de Aut(X) sur 'ensemble
de tous les systemes de réflexions locales.

Exemple 3.3. Soit (W,S) un systeme de Coxeter. Soit a une aréte de 3(W,S) entre
w et ws. Alors la réflexion t = wsw™! échange les extrémités de laréte a et préserve
toute face contenant a. Donc t définit par restriction des isomorphismes N(w, X) —
N(ws, X),N(ws, X) — N(w,X), et ceci définit un systeme de réflexion locale sur
3(W, S). Nous noterons " ce systeme de réflexions locales.
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Pour g € W T'unique réflexion de (W, S) échangeant les extrémités de ga est gtg™';

donc ¢ préserve o'V

Définition 3.4. [holonomie d’un systemes de réflexions locales, cf. [36], [38], [40]] Soit o

R - N
un systeme de réflexions locales sur un complexe zonotopal X. Pour tout couple (@', 7),
> ~ . 7 . — — .
ol @ est une aréte orientée, m une face polygonale et a C 7, soit (a7, ...,a,) la suite
d’arétes orientées décrivant une fois O en commencant par @ (i.e. @ = aj, chaque
a; est dans 7, l'origine de a;;1 est I'extrémité de a;, ™ possede n cotés). Nous posons
he(d,m) = 0g2 0005 ; c'est un automorphisme de N(z, P), ou x est 'origine de .
La fonction h, est {’holonomie de o.

Exemple 3.5. Soit (W, S) un systeme de Coxeter et soit o' le systeme de réflexions
locales naturellement associé sur 3(W,S). En considérant les relations dans (W, S) on
constate que h,w = 1.

Le résultat suivant est explicitement démontré dans le cas particulier ou les poids sont
tous égaux et > 3 (voir [36]). La preuve du cas général est identique.

Lemme 3.6. Soient X,Y deuxr complexes zonotopaur simplement connexes, et soient
o,7 deuxr systéemes de réflexions locales sur X,Y tels que h, = 1,h; = 1. Alors tout
isomorphisme pondéré N(x,X) — N(y,Y) s’étend en un unique isomorphisme X —Y
envoyant o sur T.

O
On en déduit la caractérisation locale suivante des complexes de Davis (la preuve dans
divers cas particuliers se trouve dans [36], [38], [40], elle se généralise sans difficultés) .

Théoreme 3.7. Soit X un complexe zonotopal simplement connexe et soit o un systéme
de réflexions locales tel que h, = 1. Les réflexions locales de o aux arétes contenant un
sommet fixé x s’étendent en des involutions de X : soit W le groupe engendré par cet
ensemble S, d’involutions.

Alors (W, S;) est un systéme de Cozeter, et (X,0) est isomorphe a (3(W, Sy),o") :
X est un complexe de Davis. Le groupe d’automorphismes de (X, o) est le produit semi-
direct de W avec un groupe fini firant x, isomorphe au groupe d’automorphismes du
voisinage pondéré N (z, X), i.e. au groupe des automorphismes du systéme (W, S;). Enfin
tout autre systéme de réflexions locales sans holonomie sur X est conjugué a o par un
unique automorphisme de X.

O

4. GEOMETRIES DU COMPLEXE DE DAVIS.

Dans ce qui suit, (W,S) désigne un systeme de Coxeter. Nous avons déja vu que
le complexe de Davis de (W,S) admet une métrique CAT(0) invariante sous W (cf.
Théoreme 2.5).
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Nous voulons ici insister sur une géométrie plus combinatoire, parfois encore mieux
adaptée dans ce contexte.

On désigne par |w| la longueur de w € W dans la métrique des mots associée a la
partie génératrice S. Compte tenu de 1”identification d’une part entre W et I’ensemble des
sommets de 3(W,S), et d’autre part entre I'ensemble des couples (w,ws) et 'ensemble
des arétes orientées de 3(W, S), la quantité |w; ~'ws| représente la distance combinatoire
dans le 1-squelette de 3(W, S) entre w; et wa.

4.1. Moitiés, murs, hyperplans. Pour s € S, on pose A;™ = {w € W, |sw| > |w|} et
As™ ={w e W, |sw| < |w|}. Alors My = {A;T, As™} est une partition de W (voir [8]).

Définition 4.1. [moitiés et murs] Les translatés wAs® sont appelés les moitiés de (W, S),
les translatés wM; = {wAstT, wA;~} sont appelés les murs de (W, S). Nous dirons qu’un
mur sépare deux points wi, we si I'un des éléments de la partition contient wq, et 'autre
contient ws. La distance de mur sur W est définie comme le nombre dpy, (w1, ws) de
murs de (W, S) qui séparent w; et wy. Nous dirons qu'une aréte orientée @ de 3(W,.S)
traverse un mur M si M sépare les extrémités de a. Notons que 'unique réflexion de
(W, S) qui échange les extrémités de a échange aussi les moitiés définissant I'unique mur
M traversé par a.

Lemme 4.2. [cf. [8]] La distance combinatoire coincide avec la distance de murs. Un
chemin du 1-squelette est géodésique si et seulement si la suite des murs que ses arétes
traversent est sans répétition.

Définition 4.3. [hyperplans et demi-espaces| (cf. [44], en particulier le Lemme 4.4) Pour
toute réflexion ¢ de (W, S), Uhyperplan de réflexion de t est 'ensemble H; C 3(W,S) des
points fixes de ¢. Notons que H; est un sous-complexe C' AT(0)-convexe de A(W,5), et
que H; coincide avec ’ensemble des points équidistants des extrémités d’une aréte a
préservée par t. De plus H; sépare 3(W, S) en deux ouverts C'AT'(0)-convexes, les demi-
espaces ouverts définis par Hy, la trace de chaque demi-espace ouvert sur W étant 'une
des moitiés de W délimitée par le mur t¢-invariant. L’adhérence d’un demi-espace ouvert
est un demi-espace fermé. C’est un sous-complexe C'AT(0)-convexe de (W, S), dont le
bord est un hyperplan de réflexion.

Il est remarquable qu’on ne perd pas d’information en passant du complexe de Davis
muni de sa métrique CAT'(0) & son 0-squelette muni de la distance de mur :

Théoréme 4.4. (cf. [44], Corollaire 5.8) Isom(W, dpmur) = Aut(3(W, 5)).

4.2. Convexité. Une propriété remarquable du complexe de Davis, c’est qu’il contient
beaucoup de convexes. D’une part nous disposons de parties C AT'(0)-convexes - comme
les demi-espaces fermés, et leurs intersections. D’autre part nous pouvons considérer les
parties Y C W = 3(W,S)° C 3(W,S)! de I'ensemble des sommets qui sont combinatoi-
rement convexes au sens suivant :
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Définition 4.5. [convexité combinatoire] Un ensemble Y de sommets d'un graphe est
dit combinatoirement convexe si toute géodésique combinatoire du graphe joignant deux
sommets de Y a tous ses sommets dans Y.

L’enveloppe convexe combinatoire d'un ensemble de sommets Y est I'intersection des
parties combinatoirement convexes contenant Y.

Dans un graphe quelconque, il n’y a pas en général de parties combinatoirement
convexes non triviales. La géométrie combinatoire du (1-squelette du) complexe de Davis
est au contraire remarquable par I’abondance de convexes combinatoires non triviaux.
Ainsi du lemme 4.2 on déduit :

Corollaire 4.6. Toute moitié est combinatoirement conveze.

Dans le complexe de Davis, nous avons déja considéré le voisinage régulier N, =
N(z,3(W,S)) d’'un sommet x de 3(W,S5), qui est un sous-complexe de A(W,S). Plus

généralement :

Définition 4.7. [sous-complexes de blocs| Soit Y C W un ensemble de sommets.

Le voisinage régulier de Y est I'union Ny des voisinages réguliers N,, pour z € Y. Un
tel complexe sera aussi appelé sous-complexe de blocs de 2A(W,S) (chaque N, étant un
bloc). Notons que Ny N W =Y. Nous dirons que Y est [’ensemble des sommets de Ny-.

L’union des blocs rencontrant un sous-complexe de blocs Ny est un sous-complexe de
blocs dont nous noterons Y ! ’ensemble des sommets. Clairement Y+ est la réunion de
I’ensemble des sommets de tous les zonotopes P tels que PNY # (), ¢’est donc I’ensemble
des sommets d’un sous-complexe de 3(W, ).

Pour k un entier > 0, nous définissons Y% C W inductivement par Y10 = Y et si
k> 0 alors Yk = (Y +(k=1)+1,

La boule duale de centre v € W et de rayon k € N est 'ensemble {x} . Nous noterons
B*(z,k) le complexe de blocs Ny,y4x correspondant. Les boules duales {z}** sont bien
des boules de W, mais pour la distance combinatoire provenant d’une autre structure de
graphe sur W : deux sommets z,y de W sont liés dans ce graphe (noté Cayley™ (W, .5))
si et seulement si les blocs N, et N, ont une intersection non vide. Nous noterons
d* la distance combinatoire sur W associée au graphe Cayley™ (W, S). Clairement on a
d* < d < Md*, ou M désigne le diametre combinatoire maximum de ’ensemble des
sommets d’un zonotope de 3(W,S5).

Voici une caractérisation des sous-complexes de blocs CAT(0)-convexes (la preuve
du cas général est standard et laissée au lecteur, des cas particuliers 2-dimensionnels se
trouvent dans [37], le cas cubique & angles droits étant traité dans [41]) :

Lemme 4.8. Soit Ny un sous-complexe de blocs de A(W,S). Sont équivalentes :
(1) Ny est CAT(0) conveze,

(2) Ny est une intersection de demi-espaces fermés du complexe de Davis,
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(3) Ny est connexe et est localement une intersection de demi-espaces fermés (au-
trement dit la trace de Ny sur toute face zonotopale P de 3(W,S) est un sous-
complexe C AT (0)-convere de P'),

(4) Y est combinatoirement conveze.

Corollaire 4.9. L’enveloppe convexe d’une partie Y C W est l’intersection des moitiés
de W contenant Y. En particulier I’enveloppe convere d’une partie finie est finie.

Notons qu’en général I’enveloppe convexe (combinatoire) de deux points distincts d’un
graphe n’a aucune raison d’étre finie : par exemple dans le graphe quotient du pavage
carré du plan euclidien par une translation de vecteur deux fois la diagonale, ’enveloppe
convexe de deux points & distance 2 est le graphe entier !

Nous allons maintenant introduire diverses notions renforcées de convexité qui appa-
raissent naturellement dans le complexe de Davis, et mériteraient une étude dans un
cadre combinatoire général.

D’abord la caractérisation des parties combinatoirement convexes par leur trace sur
les faces motive la définition suivante.

Définition 4.10. Nous dirons qu’'un sous-complexe C' du complexe de Davis 3(W, S) est
fortement convexe si C est connexe et pour tout zonotope P on a PNC = () ou PNC est
une face de P. De méme une partie Y de W est dite fortement conveze si son voisinage
régulier Ny est connexe, et pour tout zonotope P de 3(W,S), ou bien PNY = (), ou
bien il existe une face Q de P telle que P NY soit ’ensemble des sommets de Q.

Par exemple, si un sous-complexe Y C 3(W, S) est C AT (0)-convexe, alors la trace de
Y sur toute face zonotopale P est un sous-complexe C' AT (0)-convexe de P, donc une
face de P. Ainsi tout sous-complexe C AT (0)-conveze est fortement conveze.

En vertu du Lemme 4.8, nous obtenons :

Corollaire 4.11. Toute partie fortement convexe est combinatoirement convexe. En
particulier [’ensemble des sommets de tout sous-complexe C' AT (0)-convere est combina-
toirement conveze.

Définition 4.12. Soit Y un ensemble de sommets d'un graphe. Disons que Y est L;-
conveze si, pour tout sommet z, il existe un sommet p dans Y tel que pour tout ¢ € Y

on a dcomb(xv CI) = dcomb(xap) + dcomb(pa Q)-

(C’est dire que Y est gated au sens de [29].) Il est immédiat de vérifier que tout
ensemble Li-convexe Y est convexe et que le point p associé a x est unique et réalise la
distance de = a Y. Pour cette raison, p est appelé la projection combinatoire de x surY.
Un segment de trois sommets consécutifs dans un circuit de longueur six est une partie
convexe, mais non Lj-convexe.

Pour T' C S, le sous-groupe W < W engendré par T' est un groupe de Coxeter (pour
la partie génératrice 1), et toute classe a droite wWy contient un unique élément de
plus petite norme g, tel que w = gv avec |w| = |g| + |v| (cf. [8]). Traduit en terme
géométrique :
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Lemme 4.13. Pour toute partiec T C S et tout w € W, la partie wWp C W est
Li-convexe (donc convexe). En prenant T sphérique, on en déduit que pour toute face
zonotopale P, I’ensemble P° des sommets de P est une partie Li-convere de W. Dans
la suite, nous noterons wp : W — P la projection combinatoire.

Ainsi 'ensemble des sommets d’une face zonotopale du complexe de Davis est si-
multanément fortement convexe et Li-convexe. Nous verrons plus loin que la classe des
complexes cubiques CAT(0) est particulierement riche en parties Li-convexes (voir Sec-
tion 10.3).

Dans [56], Niblo et Reeves démontrent la propriété suivante : Il existe une constante
s telle que si p est un élément de W et si h est une moitié de W vérifiant d(p,h) > s
alors il existe un mur m’ séparant p du demi-espace fermé correspondant & h. Nous en
déduisons :

Proposition 4.14. Il existe une constante o(= (W, S)) € N telle que, pour toute partie
conveze C C W, on a Conv(CT!) c C+(+o),

Nous allons maintenant montrer que pour certains types de systemes de Coxeter on a
o = 0, autrement dit pour toute partie combinatoirement convexe Y C W, le voisinage
dual YT est combinatoirement convexe.

Définition 4.15. Un complexe simplicial N est dit de drapeau si tout sous-graphe com-
plet du 1-squelette N1 est le 1-squelette d’un simplexe de N.

Soit (W, S) un systeme de Coxeter de nerf fini N(= N(W,S)). On dit que (W, S) est
de type (F'C) lorsque N est un complexe de drapeau (“Flag Complex” en anglais, d’ou
la terminologie). Autrement dit une partie ' C S est sphérique si et seulement si pour
t,t' dans T on a myy < oo.

Proposition 4.16. Supposons (W, S) de type (FC). Si Y est une partie combinatoi-
rement convexe, alors Y1 est fortement convere (donc a nmouveau combinatoirement
conveze).

En fait nous avons obtenu ce résultat dans deux cas particuliers (lorsque le nerf fini
est un graphe de maille > 4 et chaque m;; est > 3, [37], ou lorsque (W, S) est a angles
droits, [41]) mais il reste valable sous la condition plus générale que le nerf fini N(W,S)
est de drapeau. Esquissons 'argument, puisque le résultat semble nouveau.

Démonstration. Soit R une face zonotopale du complexe de Davis qui rencontre Y1,
Nous voulons montrer que R NY ! est 'ensemble des sommets d'une face de R. Si R
rencontre Y alors R C YT! et il n’y a rien & démontrer. Supposons donc RNY = 0.
Pour deux sommets g, h de W, toutes les géodésiques de g a h dans le graphe de Cayley
de (W, S) utilisent les mémes générateurs de S : nous noterons S(g,h) 'ensemble des
générateurs utilisés par ces géodésiques. De méme pour toute face zonotopale P nous
noterons S(P) la réunion de S(g, h) pour g, h des sommets de P.

Notons £ I’ensemble des (y,q) € Y x R tels qu’il existe une face zonotopale ) conte-
nant y et g, et considérons sur £ (non vide par hypothese) la fonction (y, ¢) — deomb (¥, q)-
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Soit d la borne inférieure de dcomp, sur € (on a supposé que d > 0). Notons & ’ensemble
des (z,p) € & tels que deomp(x,p) = d. Pour (y,q) € £ nous noterons P(y,q) la face
zonotopale engendrée par {y, q}.

La minimalité entraine que pour (z,p) € & on doit avoir p = wr(x). Et pour tout
autre (', p') € & on doit avoir ' = Tp(ys 4y (). Or pour deux Lj-convexes quelconques
Py, P, d’intersection non vide, on a toujours mp, o Tp, = Tp,Ap,, donc ici p' = wr(2') =
7rP(a:/,p')(p) = 7TRmP(gc/,p')(ﬂ?)-

On montre alors (par récurrence sur deomp (%, 2')) que pour deux couples (z, p), (z/,p') €
&p on a une situation produit : S(2/,p") = S(z,p), S(p,p’) = S(z,2") C S(R) et d’ailleurs
tout u € S(z,p) commute avec tout v € S(p,p’).

Fixons donc & partir de maintenant un couple (z, p) dans &. Notons que S; = S(z, p)
est sphérique puisque contenu dans S(P(x,p)).

La convexité de Y assure que pour (y,q) € &, si on pose 2’ = 7p(, ) () puis p’ =
mr(x’), on a (2',p') € & et p' = TrAp(y,q) (¢). On obtient donc S(z,q) = S(z,p’) U
S, q) = S(z,p)US(p,p")US (P, q). On introduit alors deux autres parties (sphériques)
de S :

Sy = U(m’,p’)égos(pa p/) - S(R)v S = U(y,q)eg,p’szmp(y,q)(a:)S(pla Q) - S(R)

Clairement Ss U S5 est sphérique. D’autre part la relation de commutation S; L S entre
deux parties sphériques assure que S; U Sy est sphérique.

Nous affirmons que T' = 57 U S5 U S3 est une partie sphérique. Ceci découle du fait
que, comme (W, S) est de type (F'C), il suffit de vérifier que pour u € Si,v € S3 on a
My < 00. Or cela est immédiat puisque pour v € S3 on a v € S(p/, q) (avec les notations
ci-dessus, pour un certain (y,q) € &), donc v € S(q,y) (sphérique). Mais on a vu que
S(z,p) = S(«',p’), donc on a aussi u € S(q,y), d’out My, < co.

Alors la face zonotopale P passant par z et telle que S(P) = T vérifie PNR = YT NR.

O

En itérant la proposition précédente nous voyons que, sous 1’hypothese (F'C), une
boule combinatoire duale est I’ensemble des sommets d’un sous-complexe fortement
convexe. Ceci signifie que pour passer d’une boule combinatoire duale a la boule com-
binatoire duale de rayon un de plus, on effectue des recollements de faces zonotopales
les plus simples et les plus libres possibles. C’est cette description précise des extensions
de boules combinatoires duales qui permet de définir un certain nombre d’objets sur le
complexe de Davis - par exemple des automorphismes - en effectuant la construction sur
chaque boule combinatoire duale, par récurrence sur le rayon (voir [37]).

Remarque 4.17. La démonstration ci-dessus donne encore des renseignements lorsque
(W, S) n’est plus nécessairement de type (F'C'). En effet, en considérant la face zonotopale
P’ passant par z et telle que S(P") = S1 U Ss, on voit que P’ connecte Y a R, et de plus
RNY ™! est contenu dans 'union des faces de R qui rencontrent simultanément la face
RN P’ et 'ensemble Y N P’ (une face de P’ si Y est fortement convexe). En utilisant
le Lemme 4.8, ceci permet parfois de montrer que Y+! est combinatoirement convexe,
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méme s’il n’est pas fortement convexe. Ainsi on obtient par exemple : si pour tout s,t
dans S on a mg > 4 alors le voisinage dual de toute partie combinatoirement convere
est conveze.

5. LE GROUPE D’AUTOMORPHISMES DU COMPLEXE DE DAVIS.

Pour tout systeme de Coxeter (W,S) (avec S fini) munissons Aut(3(W,S5)) de la
topologie compacte-ouverte : deux automorphismes sont proches s’ils sont égaux sur
un nombre fini, mais grand, de sommets. Ainsi Aut(3(W,.5)) est un groupe localement
compact totalement discontinu. Et W < Aut(3(W,.S)) est un réseau uniforme.

Proposition 5.1. (cf. [44], Théoréme 5.12) Le groupe d’automorphismes d’un complexe
de Davis 3(W,S) est discret si et seulement si le nerf fini N = N(W,S) est rigide,
i.e. lorsque tout automorphisme (pondéré) fizant l’étoile d’un sommet de N est trivial.
Lorsque le fizateur de ’étoile d’un sommet s de N est non trivial alors le fizateur du
demi-espace de 3(W,S) ne contenant pas 1 mais contenant s est non trivial également.

5.1. Groupes simples d’automorphismes du complexe de Davis. Soit (W, S) un
systéeme de Coxeter (avec S fini). La proposition 5.1 ci-dessus amene a considérer le
sous-groupe Aut™(3(W,S)) engendré par les fixateurs de demi-espaces. Par exemple si
(W, S) est un groupe de Coxeter “libre” (tous les mg sont infinis pour s # t) avec |S| > 3
alors 3(W, S) est un arbre régulier non élémentaire, Aut™(3(W,S)) est le sous-groupe
d’indice 2 formé des automorphismes qui envoient un sommet a distance paire, et Tits a
montré que Autt(3(W,S)) est simple.
Nous montrons la généralisation suivante :

Théoréme 5.2. (cf. [44], Théoréme 1.3) Soit (W, S) un systéme de Coxeter irréductible
tel que W soit Gromouv-hyperbolique non élémentaire et N(W,S) soit non rigide. Alors
Aut™(3(W,S)) est un sous-groupe simple non trivial de Aut(3(W,S)).

Sans détailler la preuve, mentionnons une condition supplémentaire sous laquelle le
groupe Aut™(3(W,S)) agit cocompactement sur 3(W, S). Il suffit que le groupe G(W, S)
des automorphismes pondérés de N (W, S) satisfasse la condition de forte transitivité
suivante : étant donné deux simplexes o, 7 de N (W, S), il existe g € G(W, S) tel que g(7)
soit joignable & o dans le complexe N (W, S). C’est par exemple le cas lorsque G(W, 5)
admet un simplexe comme domaine fondamental strict. Notons que cette condition est
remplie dans le cas d’un systeme de Coxeter libre non élémentaire.

5.2. Densité du commensurateur de W.
Dans [37], nous avons remarqué que pour certains systemes de Coxeter de dimension
2, les boules duales (cf. Définition 4.1) sont des domaines fondamentaux stricts pour des

.....

la Margulis du réseau uniforme W < Aut(3(W,95)).

Théoréme 5.3. [cf. [37]] Soit (W,S) un systéme de Cozxeter dont le nerf fini N =
N(W,S) est un graphe dont toutes les arétes sont pondérées par le méme entier k > 2.
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Ainsi 3(W, S) est un compleze polygonal CAT(0) dont tous les polygones ont 2k cétés
et dont tous les sommets ont un link isomorphe a N.

St N n’a pas de circuit de longueur 3 et si k est pair, alors le commensurateur de W
dans Aut(3(W,S)) est dense. Le méme résultat est vrai sans restriction sur la maille de
N si k est divisible par 6.

En fait, la preuve montre un peu plus. Définissons le normalisateur virtuel d'un sous-
groupe I' < G comme le sous-groupe Nyi(I', G) union des normalisateurs dans G des
sous-groupes d’indice fini de I'. Clairement le normalisateur virtuel est contenu dans le
commensurateur Comm(T,G) = {g € G,[[ : TNglg ] <ocoet [[:TNg Ty < oo}
Sous les hypotheses du Théoreme 5.3, le normalisateur virtuel est déja dense.

Le résultat précédent s’applique en particulier aux groupes de Coxeter a angles droits
de dimension 2. En fait la restriction sur la dimension est inutile.

Théoréeme 5.4. [cf. [41]] Soit (W,S) un systéme de Cozeter a angles droits. Ainsi
3(W,S) est un complexe cubique CAT(0) dont tous les sommets ont un link isomorphe
a N(W,S).

Alors le normalisateur virtuel (et donc le commensurateur) de W dans Aut(3(W, S))
est dense.

O
La preuve utilise la forte convexité des boules duales combinatoires découlant de la
Proposition 4.16.

5.3. Réseaux uniformes commensurables avec W.

Pour conjuguer un réseau uniforme I' < Aut(3(W, S)) dans W, notre méthode consiste
a utiliser les systémes de réflexions locales I'-invariants (cf. Définition 3.2). Le critere
suivant découle immédiatement du Théoreme 3.7 :

Lemme 5.5. Un réseau uniforme I' < Aut(3(W,S)) est conjugué dans W si et seule-
ment si I' préserve un systeme de réflexions locales sans holonomie.

O

Un réseau uniforme I' agissant librement sur 'ensemble des arétes préserve toujours

au moins un systeme de réflexions locales. Le probleme est de trouver un sous-groupe

d’indice fini de I" qui préserve un systéme de réflexions locales sans holonomie. Il s’agit

donc d’arriver a réduire progressivement ’holonomie d’un systeme de réflexions locales

virtuellement invariant. Pour ce faire nous utilisons la propriété de séparabilité des sous-
groupes quasi-convexes, que nous rappelons ci-dessous.

Définition 5.6. [sous-groupes séparables| Soit I" un groupe et A < I' un sous-groupe. On
dit que A est séparable dans I' lorsque A est une intersection de sous-groupes d’indices
finis de I' - autrement dit, pour tout v n’appartenant pas a A, il existe un sous-groupe
I" < T d’indice fini tel que A C T" et v € T".
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Par exemple le sous-groupe trivial est séparable si et seulement si le groupe est
résiduellement fini.

Définition 5.7. [quasi-convexité combinatoire] Soit X un complexe zonotopal C'AT'(0)
et soit Y C X° un ensemble de sommets. Nous dirons que Y est (K-)combinatoirement
quasi-convexe si tous les sommets de toute géodésique combinatoire joignant deux points
de Y sont a distance combinatoire < K de Y.

Soit A < Aut(X) un sous-groupe. Nous dirons que A est convexe cocompact s’il existe
une partie Y C XY convexe telle que Y soit invariante sous A et A soit cofini sur Y.
Nous dirons que A est combinatoirement quasi-conveze s’il existe une partie Y c X0
combinatoirement quasi-convexe telle que Y est invariante sous A et A est cofini sur Y.

Nous obtenons alors le résultat suivant :

Théoréme 5.8. [cf. Theorem 13.17 dans [40]] Soit (W, S) un systéme de Cozeter tel que
le nerf fini de (W,S) soit de dimension 1 et de maille > 4. Soit T' un réseau uniforme
de Aut(3(W,S)) dont les sous-groupes combinatoirement quasi-convexes sont séparables.
Alors I' posséde un sous-groupe d’indice fini préservant un systéeme de réflexions locales
sans holonomie.

En combinant le résultat précédent avec un théoreme remarquable de Wise sur les
réseaux uniformes de certains complexes carrés (Theorem 8.1 de [79]), nous obtenons :

Théoréme 5.9. [cf. Corollary 1.8 dans [40]] Soit (W, S) un systéme de Cozeter tel que
le nerf fini de (W, S) soit un graphe bipartite et tous les m;; finis soient égauz ¢ un méme
nombre m > 3. Alors tout réseau uniforme de Aut(3(W,S)) est commensurable a W.

La preuve fonctionne aussi pour les systemes de Coxeter (W, S) tels que le nerf fini
de (W,S) soit un graphe bipartite de maille > 6 et tous les m;; finis soient égaux a
2 - autrement dit (W, S) est un systeme de Coxeter & angles droits hyperbolique de
dimension 2 et N(W,.S) est bipartite.

Le résultat de Wise utilisé ci-dessus assure la séparabilité des sous-groupes quasi-
convexes des réseaux uniformes de certains complexes de dimension 2. Notons que I’hy-
pothese de bipartition du nerf fini de (W, S) est essentielle : on ne sait rien en général
de la séparabilité des sous-groupes quasi-convexes des réseaux uniformes des complexes
3(W,S), par exemple lorsque (W, .S) est un systéme de Coxeter & angles droits hyperbo-
lique de dimension 2.

Avec Dani Wise, nous travaillons actuellement a une généralisation en dimension
supérieure. Cependant pour obtenir un résultat de commensurabilité généralisant le
Théoreme 5.9, il faudrait aussi trouver un critere généralisant le Théoreme 5.8 a la di-
mension supérieure. Pour le moment la technique utilisée pour réduire progressivement
I’holonomie des systemes de réflexions locales virtuellement invariants ne se généralise
pas. A vrai dire, certains cas hyperboliques de dimension 2 restent ouverts.
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6. GROUPES DE COXETER A ANGLES DROITS.

Dans cette partie, (W, .S) est un systeme de Coxeter a angles droits. Son complexe de
Davis est donc un complexe cubique CAT(0). Comme nous le verrons a la section 11,
de tres nombreux groupes classiquement étudiés en topologie de petite dimension sont
sous-groupes quasi-convexes des groupes de Coxeter a angles droits.

Dans le cas a angles droits, la géométrie du complexe de Davis a des propriétés remar-
quables. Essentiellement les diverses notions de convexité introduites coincident. Autre-
ment dit une partie est combinatoirement convexe si et seulement si c¢’est ’ensemble des
sommets d’un sous-complexe C'AT'(0)-convexe, lequel est bien stur fortement convexe - si
et seulement si d’ailleurs la partie est Li-convexe.

Lemme 6.1. [cf. [41]] Tout sous-groupe combinatoirement quasi-convere A de W est
(fortement) convexe-cocompact.

La preuve utilise la convexité combinatoire des voisinages duaux Y% de parties Y
quasi-convexes. En fait, par la Proposition 4.16 quitte a augmenter k, le sous-complexe
correspondant & Y% est fortement convexe. La trace C’ de YT sur chaque cube C peut
donc servir & paver le cube en utilisant le groupe engendré par les réflexions par rapport
aux hyperplans ne coupant pas C’ (si C’ # {)). Nous en déduisons ainsi une généralisation
du théoréme de Scott qui a été le point de départ de I'intérét des géometres pour la notion
de séparabilité (cf. [70]) :

Théoréme 6.2. (cf. [41]) Soit W un groupe de Coxeter a angles droits. Alors tout sous-
groupe combinatoirement quasi-convere A de W est un rétract d’un sous-groupe d’indice
fini ' < W. En particulier A est séparable.
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Partie 2. Immeubles.
7. DEFINITION ET GENERALITES.

Définition 7.1 (définition d’un immeuble par les W-distances). Soit (I, S) un systéme
de Coxeter. Un immeuble de type (W,S) est un ensemble A muni d'une W-distance
0: A x A — W, satisfaisant pour z,y € A :

(1) o(x,y) = 1 si et seulement si z = y;
(2) sid(y,z) =s €S alors
d(z,z) = d(x,y) ou d(x, z) = d(z,y) - s
et cette derniere relation a lieu si |d(z,y) - s| > [6(x, y)|
(3) pour tout s € S il existe z € A tel que §(z,2) = d(x,y) - s

Les éléments de A sont appelés les chambres. Pour T C S et ¢ € A une chambre,
I'ensemble Ry (c,A) (ou Rr(c) 8'il n’y a pas de confusion possible) des chambres ¢’ telles
que d(c, ) € Wy est le T-résidu de ¢ (dans A). On a Rr(c) = Ry(c) si et seulement si
T =T et ¢ € Ry(c), donc un résidu définit bien son type 7' de maniére univoque. Le
rang du résidu Rp(c) est le cardinal de T'. Un résidu Rp(c) avec Wy fini est dit sphérique.
Par exemple, le rang de 'immeuble est le cardinal de S et 'immeuble est dit sphérique
lorsque W est fini.

Notons que groupe de Coxeter W muni de §(w,w’) = w(w’)~! est un immeuble de
type (W, S). Tout immeuble A de type (W, S) isomorphe a W est dit fin. Au contraire
A est dit épais lorsque tous les résidus de rang 1 ont au moins 3 éléments.

Un automorphisme de (A, ) est une permutation de A qui préserve §.

Remarque 7.2. Historiquement, Tits a introduit les immeubles avec une définition
beaucoup plus simpliciale (cf. [12]). Les définitions successivement données sont en fait
équivalentes a la précédente, la plus récente : pour les détails nous renvoyons a notre
référence sur les immeubles, [67].

Les immeubles initialement étudiés par Tits étaient de types sphériques, et avaient
une origine algébrique : les groupes classiques agissent sur des immeubles.

Par la suite, Tits a étudié les immeubles de type affine (le groupe W est un réseau
uniforme dans un espace euclidien), les idées et méthodes qu’il a alors utilisées sont
devenues standards en géométrie C AT (0).

Signalons une conséquence remarquable des axiomes d’immeuble :

Proposition 7.3. [appartements et rétractions] Soit (A, §) un immeuble de type (W, S).
Soient ¢, ¢ deux chambres de A. Alors ¢, sont contenues dans un méme appartment,
c’est-a-dire une partie A C A telle que pour toute chambre de base co € A, Uapplication
c— d(c, co) induise une bijection de A sur W.
De plus pour toute chambre c et tout appartement A C A, il existe une (unique)
application p : A — A telle que p(d) = ¢ pour ¢ € A et plus généralement pour ¢ € A
quelconque on a §(c, p(c')) = (¢, ). L’application p est la rétraction sur A basée en c.
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Davis a montré que les immeubles sont naturellement des objets a courbure <0 :

Théoréme 7.4 (cf. [24]). Soit (A, ) un immeuble de type (W, S). Soit X = X (A,9) la
réalisation simpliciale de l’ensemble ordonné des résidus sphériques de A (donc X a pour
sommets les résidus sphériques Ry (c), avec un simplexe pour chaque chaine R, (c) C
-+ C Ry, (c) de résidus sphériques).

Alors X admet une distance de longueur compléte et CAT(0) (qui coincide avec la
distance de Moussong sur les sous-complexes de X correspondant aur appartements de
A). Si de plus (W, S) ne contient pas de sous-groupe isomorphe a Z X Z alors on peut de
méme étendre la métrique CAT(—1) définie par Moussong sur les appartements en une
métrique de longueur complete CAT(—1) sur X.

Le complexe X est appelé réalisation géométrique (de Davis-Moussong) de 'immeuble
(A,6). La dimension de A est alors définie comme celle de X, la méme que celle du
complexe de Davis de (W, S) — ce qui correspond & d + 1 ou d est la dimension du nerf
fini de (W, S).

La réalisation géométrique X est un complexe simplicial de drapeaux. De plus 'appli-
cation qui a un sommet = de X correspondant & un résidu Rp(c) associe la partie
sphérique T' définit sur X un (W,S)-type, c’est-a-dire une application simpliciale ¢ :
X — N, ou N désigne le cone de base la premiere subdivision barycentrique du nerf
fini de (W, S), et t est supposée étre un isomorphisme sur 1’étoile de tous les sommets
x tels que t(x) soit le sommet du cone N (soit t(z) = ). Nous appellerons immeuble
simplicial de type (W, S) tout complexe simplicial de drapeaux muni d'un (W, S)-type
isomorphe (en tant que complexe typé) a la réalisation géométrique d’un immeuble de
type (W,S) muni de son (W, S)-type t : X — N naturel. Soit A un appartement de A.
Alors la réunion des simplexes de X contenant un sommet correspondant & une chambre
de A est appelé appartement de X.

Tout complexe simplicial X muni d'un (W, S)-type ¢t : X — N définit naturellement
un ensemble de chambres A : les sommets z tels que ¢(x) soit le sommet du cone N, avec
pour chaque s € S une notion de s-adjacence entre chambres définies par x ~4 2’ si et
seulement si z et 2’ sont liés & un méme sommet y tel que t(y) = {s}. (Ainsi (A, (~s)ses)
est un systéme de chambre de type (W,S), cf. [67]). Pour T" C S (sphérique ou non),
appelons résidu de type T de X toute composante connexe du sous-complexe de X
formé des simplexes o tels que les sommets de ¢(o) sont des parties de T' (éventuellement
vides). Chaque T-résidu de X est lui-méme un complexe simplicial muni d'un (W, T')-
type (en restreignant t). Lorsque X est la réalisation géométrique d’un immeuble, les
deux notions de résidus sont consistantes. La notion d’automorphisme & considérer sur
un immeuble simplicial est celle d’automorphisme préservant le type.

Dans la pratique, pour établir qu’un certain complexe simplicial est un immeuble
simplicial, on montre qu’il satisfait le critere ci-dessous, selon lequel la notion d’immeuble
est essentiellement locale :

Théoréme 7.5. [[76], [31]/
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Soit X un complexe simplical muni d’un (W,S)-type t : X — N. Alors X est un
immeuble simplicial de type (W, S) si et seulement si X est simplement connexe et chaque
résidu sphérique de rang < 3 est un immeuble simplicial (du type approprié).

Les types d’immeubles les plus étudiés jusqu’a présent correspondent aux (W, .S) pour
lesquels le nerf fini est une sphere. Ainsi supposons que W soit le groupe d’isométrie
d’une variété riemannienne M" simplement connexe a courbure constante (S™,E" H")
engendré par I’ensemble S des réflexions par rapport aux faces d’un polyedre compact P
de M™. Alors les appartements d’un immeuble simplicial de type (W, S) sont isométriques
(pour la métrique de Davis-Moussong) a M™. Et un immeuble simplicial de type (W, S)
est la premiere subdivision barycentrique d’un complexe polyedral X.

Le type sur 'immeuble simplicial correspond alors a une application polyedrale ¢ :
X — P — encore appelée type — qui est non dégénérée (un isomorphisme en restriction a
toute cellule maximale). Nous appellerons immeuble polyédral tout complexe polyedral
typé obtenu de cette facon. Ici encore, on dit d’un automorphisme polyedral qu’il est un
automorphisme de 'immeuble seulement s’il préserve le type.

8. CONSTRUCTIONS D’IMMEUBLES ET DE COMPLEXES POLYGONAUX CAT(0).

Tits a montré que les immeuble sphériques épais de rang > 3 sont tous d’origine
algébrique. En considérant un bord a l’infini, il en a déduit que de méme les immeubles
de type affine de rang > 4 sont également de nature algébrique. Ce résultat d’algébricité
est utilisé dans diverses preuves de rigidité quasi-isométriques, via la remarque suivante :
les cones asymptotiques des espaces symétriques de rang supérieur sont des immeubles
de type affines.

En revanche il existe beaucoup d’immeubles de rang 2 non algébriques : par exemple les
immeubles de type le groupe diédral a 6 éléments sont exactement les graphes d’incidence
des plans projectifs. On peut s’attendre a ce qu’il existe une profusion d’immeubles dont
les résidus sphériques sont de rang 2. En particulier en général on ne peut espérer aucune
classification raisonnable des immeubles de type (W, S) tel que le nerf fini de (W, S) soit
un graphe (pondéré) donné.

Ronan en dimension 2 ([66]), puis Ronan et Tits en général ([68]) ont donné une
méthode de construction aussi libre que possible d’immeubles de types donnés.

Dans [9], Marc Bourdon a initié I’étude quasi-isométrique de certains immeubles
CAT(-1). Rappelons sa terminologie :

Définition 8.1 (immeubles fuchsiens). Un immeuble (abstrait, simplicial ou polygonal)
est dit fuchsien s'il est de type (W, S) avec W un groupe d’isométries discret cocompact
du plan hyperbolique et S ’ensemble des réflexions par rapport aux c6tés d’un domaine
fondamental polygonal.

En nous inspirant de la notion de systeme de réflexions locales et d’holonomie de ces
systemes de réflexions locales (voir Définitions 3.2 et 3.4), nous avons développé un
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procédé de construction d’immeubles fuchsiens - et de complexes polygonaux typés plus
généraux. Donnons d’abord une définition :

Définition 8.2. [complexe polyedral localement réflexif]

Soit X un complexe polyedral. On suppose que X admet un type t : X — P dans un
certain polyedre compact P, c’est-a-dire une application polyedrale qui est un isomor-
phisme en restriction a toute cellule maximale.

Soit F' une face de X, le voisinage de F' dans X est 'union V(F, X) des faces G de
X telles que F NG # 0.

Soit a une aréte de X. Une réflexion locale en a est la donnée d’un automorphisme o,
du voisinage V'(a, X) qui échange les extrémités de a et préserve chaque face contenant
a.

Nous dirons que X est localement réflexif s’il admet une réflexion locale en chacune de
ses arétes. Un systéme de réflexions locales o sur X est la donnée d’une réflexion locale
0, sur le voisinage de chaque aréte a.

Supposons qu'un complexe polyedral X typé par t : X — P soit localement réflexif.

Alors P est lui-méme localement réflexif, au sens ou pour chaque aréte a de P il existe
un automorphisme polyedral de P échangeant les extrémités de a et préservant chaque
face de P contenant a (un tel P n’est pas nécessairement un zonotope de Coxeter : par
exemple tout polygone est réflexif, mais seuls les polygones ayant un nombre pair de
sommets sont des zonotopes de Coxeter).

D’autre part, si on suppose de plus X connexe, alors tous ses sommets ont des links
isomorphes, en composant les réflexions locales le long des chemins. Réciproquement si
tous les sommets d’un complexe polyedral (connexe) X typé dans un polyedre locale-
ment réflexif P ont des links isomorphes, cela n’entraine pas nécessairement que X est
localement réflexif. Tout ce qu’on peut dire, c’est que 'union des faces de X contenant
une aréte a donnée admet un automorphisme involutif échangeant les extrémités de a,
tout en préservant chaque face contenant a. Mais rien n’assure a priori que cet automor-
phisme s’étend & V' (a, X). Par exemple, on peut construire des complexes polygonaux
typés non localement réflexifs, ou le type est a valeur dans un octogone, tels que tout les
sommets ont des links isomorphes au 1-squelette d’un octaedre.

Ainsi 'information locale plus précise que nous pourrions extraire est le type d’isomor-
phisme des voisinages d’aréte. Comme nous nous contenterons d’exemples localement
réflexifs, nous ne développons pas. Naturellement les types d’isomorphisme des voisinages
de faces quelconques ont aussi leur intérét :

Définition 8.3 (holonomies). Soit X un complexe polyedral typé par ¢t : X — P.
Supposons que X soit localement réflexif et soit ¢ un systéme de réflexions locales sur
X. Pour toute 2-face F' de X et toute aréte orientée @ du bord de F, soit (af,..., a_[?)
le chemin fermé de F faisant une fois le tour de F, avec a; = @ . L’holonomie de o en
(@, F) est la composée

h(o, @, F) = Tap |y (z,,x) """ ° 91|V (21,X)
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ot z; désigne l'origine de a;. Ainsi h(o, @', F) est un automorphisme du voisinage de
sommet V(z1, X) qui préserve F' (voir Définition 3.4).

Soit F' une face d’un polyedre P. Un wvoisinage abstrait de F (de type P) est un
complexe polyedral V' typé par t : V — P, contenant F, et tel que toute face de V
rencontre F'. Nous dirons que V est un L-voisinage si tous les sommets de F' ont dans V
un link isomorphe au complexe polyedral L (si P est un polytope simple alors un tel L
est nécessairement un complexe simplicial).

Supposons maintenant que P soit un polygone et soit V voisinage abstrait de P.
L’holonomie de V est la classe d’isomorphisme typé de V.

Les deux notions d’holonomie sont liées :

Lemme 8.4. Soit P un polygone et soit X un complexe polygonal typé part: X — P.
Supposons que X soit localement réflexif.

Soit F' un polygone de X et soit @ une aréte orientée du bord de F d’origine x. Alors
I’ensemble des holonomies h(o, @, F) lorsque o décrit I’ensemble de tous les systémes de
réflexions locales de X est une classe hx (@, F) de G(z, F) modulo le sous-groupe normal
Gx(z,a,F).Gx(z,d',F). (Ici Gx(z,F) désigne le stabilisateur de F dans Gx(x) =
Aut(V(z, X)), Gx(x,a, F) est le sous groupe de G(x, F) formé des automorphismes qui
préservent a et chaque polygone contenant a, enfin a’' désigne la deuzieme aréte de OF
contenant x.)

Soient V, V' deuz L-voisinages abstraits localement réflexifs de P, et soit @ une aréte
orientée du bord de P d’origine x. Alors V et V' sont isomorphes (par un isomorphisme
typé) si et seulement si les classes hy (d, P) et hy/(d, P) sont identifiées (par un iso-
morphisme V(xz,V) — V(z, V') fizant P point par point)

A voisinage V' de sommet fixé, le groupe quotient Gy (x, F) /Gy (z,a, F).Gy(x,d , F)
controle donc les types possibles d’isomorphisme typés de voisinages de polygone. Le
résultat suivant signifie que, pour certains immeubles, si on fixe I’holonomie des voisi-
nages de polygone, alors cela détermine un unique immeuble localement réflexif, lequel
possede un groupe d’automorphismes le plus grand possible. Si au contraire on autorise
deux holonomies distinctes, alors il y a des constructions libres d’immeubles localement
réflexifs, (de voisinages d’arétes fixés).

Théoréeme 8.5 (cf. [38]). Soit L un immeuble de rang 2 de maille 2m > 2 associé a un
groupe de type de Lie (si m > 3), ou bien un graphe bipartite complet (si m = 2). Soit
p > 4 un entier. Soit h une classe d’isomorphisme de L-voisinage localement réflexif de
p-gomne.

Alors il existe un et (a isomorphisme typé prés) un seul immeuble fuchsien A(p, L, h)
dont les chambres sont des p-gones, dont tous les sommets ont un link isomorphe a L,
qui est localement réflexif et dont tous les voisinages de polygones sont d’holonomie h.
De plus le groupe d’automorphismes de A(p,L,h) est transitif sur les sommets, et le
stabilisateur d’un sommet contient des extensions a A(p,L,h) de tout automorphisme
du link en ce sommet (~ L).
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Par exemple lorsque p = 2k et h = 1, limmeuble A(p, L, h) est le complexe de Davis
3(W,S) du systeme de Cozeter suivant :

(1) la partie génératrice S est l’ensemble des sommets de L,
(2) lordre mg vaut 400 quand s,t ne sont pas liés dans L et mg vaut k sinon.

(les réflexions locales de l'immeuble correspondent alors aux restrictions des réflexions
de (W,5)).

Sim > 3 et le degré de L est assez grand, alors il existe une infinité non-dénombrable
d’immeubles fuchsiens p-gonauz, dont tous les sommets ont un link isomorphe a L, et
qui sont localement réflexifs.

Lorsque (W, S) admet un scindement, on peut obtenir les immeubles de type (W, .S)
par une construction arborescente. En adaptant la notion de réflexivité locale et en
utilisant la description arborescente, nous avons aussi obtenu avec Frédéric Paulin :

Théoréme 8.6. [cf. Théoréme 4.10 et Corollaire 4.5 de [45]]

Supposons que (W, S) soit un systeme de Coxeter scindé, autrement dit S = {s4,s_}U
So et mg, s = +00. Posons Sy = Sy U {sy},S_ = SoU{s_}. Soit Ay, A_,Ag trois
immeubles de type (Ws,,Sy), (Ws_,S-), (Ws,,S0), avec Ag C A_ et Ag C Ay. On
suppose que Aut(AL) est transitif sur les chambres (donc tous les Sy-résidus de Ay sont
isomorphes a Ag).

Supposons qu’il existe un automorphisme go de Ag qui n’est pas de la forme go = g_g+
avec g+ restriction d’un automorphisme de Ay préservant Ag. Alors il existe une infinité
non dénombrable d’immeubles A de type (W, S) deuz a deux non isomorphes, tels que
tout Se-résidu de A soit isomorphe a A; (pour e € {—,0,+}).

Donnons une application concrete aux immeubles hyperboliques de dimension 3.

Soit P C H? un polytope hyperbolique de dimension 3 dont toutes les 2-faces ont un
nombre pair de cotés, et dont tout sommet appartient a trois arétes. On suppose que
les angles diedres de P sont de la forme -, de sorte que le groupe W (P) engendré par
Iensemble S(P) des réflexions par rapport aux faces de P est un groupe de Coxeter.
On suppose en plus que les arétes de P sont colorées dans un ensemble & trois éléments
{a1,as,as}, de sorte que :

(1) deux arétes adjacentes ont des couleurs distinctes

(2) sur chaque 2-face n’apparaissent que deux couleurs

(3) & deux arétes de méme couleur a; correspondent le méme angle diedre T
(4) m1 >2,ma >2,m3 =2

Par exemple, on peut prendre pour P l'unique prisme hyperbolique a bases hexa-
gonales dont les angles diedres aux arétes horizontales (i.e. contenues dans l'un des
hexagones) est %, tandis que les angles diedres aux arétes verticales sont droits.

Corollaire 8.7. [cf. Corollaire /.12 de [45]]
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Pour tout immeuble sphérique fini L de type le groupe du triangle d’angles mil, mLQ, mig,
algébrique sur un corps de cardinal assez grand, il existe une infinité non dénombrable
d’immeubles A de type (W (P),S(P)) deux a deux non isomorphes, tels que tout sommet

de A possede un link isomorphe a L.

9. IMMEUBLES A ANGLES DROITS.
Le cas a angles droits differe notablement des autres types.

Théoréme 9.1. [Proposition 5.1 de [45]] Soit (W, S) un systéme de Cozeter a angles
droits et soit (qs)ses une famille de nombres > 2. Alors il existe un et un seul immeuble
AW, S, (gs)ses) de type (W, S) dont tous les résidus de type {s} ont cardinal gs.

Par exemple, pour p > 4, considérons le groupe engendré par les réflexions par rapport
a un polygone a p sommets et a angles droits contenu dans le plan de courbure constante
k(k=0sip=4etk=—1sip>4). A isomorphisme pres, le groupe est indépendant
du polygone choisi : notons (W), Sy) le systeme de Coxeter (a angle droit) ainsi obtenu.
Choisissons maintenant des entiers ¢q1, . .., g, tous > 2. Alors il existe un unique immeuble
polygonal dont tous les polygones sont des p-gones, et dont tous les sommets de type
{i,7} sont des graphes bipartites complets sur ¢; +¢; sommets. Ce résultat est dt & Marc
Bourdon (cf. [9]), qui note I, (4, . 4,) cet immeuble. Lorsque tous les g; sont égaux a un
meme entier g, on utilisera la notation Ip,. Par exemple I, est le produit de deux arbres
réguliers de valence ¢, et pour p > 5 les immeubles I,,; sont d es versio ns hyperboliques
du produit de deux arbres.

En fait dans le cas localement compact 'immeuble A(W, S, (¢s)scs) correspond a une
construction algébrique familiere. Soit donc (W, .S) un systeme de Coxeter a angles droits
et soit (Gs)ses une famille de groupes (finis) d’ordres > 2. Soit G le 1-squelette du nerf
fini de (W, S). Alors le produit graphé des G le long de G est le groupe I'(G, (Gs)ses)
obtenu en quotientant le produit libre des G5 par le sous-groupe normal engendré par
les commutateurs [g, h] pour g € G5, h € Gy et {s,t} est une aréte de G (i.e. [s,t] = 1).

Pour le type (W), S,) étudié par M. Bourdon et en prenant comme groupes G; = q%, on
obtient un produit graphé I',,; : pour p = 4 c’est un produit de deux groupes virtuellement
libres, et pour p > 5 c’est un groupe hyperbolique dont M. Bourdon a précisément étudié
la quasi-isométrie.

En toute généralité, le produit graphé I'(G, (G;)scs) admet une réalisation simpliciale
X qui se révele étre un immeuble. Les sommets de X sont les classes a droite gI'p, ou
T C S est une partie sphérique et I'p désigne le sous-groupe de I'(G, (Gs)ses) engendré
par les G¢,t € T'. L’ensemble de ces classes est ordonné par inclusion, et il y a un simplexe
dans X sur tout ensemble totalement ordonné de classes a droite sphériques. On vérifie
aisément que le type T' d’une classe gI'r est bien défini, et ceci définit bien un (W, S)-type
X — N (ou comme d’habitude N désigne le nerf fini de (W, .5)). Les résidus sphériques
de X sont des suspensions multiples, ce sont des réalisations simpliciales d’immeubles du
type sphérique correspondant, donc X est bien un immeuble simplicial de type (W, S).
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Notons que I'(G, (Gs)ses) agit sur X par automorphisme d’immeubles, et 1’action est
simplement transitive sur les chambres. Il en résulte que tous les résidus de type {s} ont
pour cardinal |G| = ¢s, donc X est isomorphe & A(W, S, (¢s)ses)-

Théoréme 9.2. (cf. [40]) Supposons |Gs| = qs < 400, de sorte que I'(G, (Gs)ses) est
un réseau uniforme de l'immeuble localement fini A(W, S, (¢s)ses)-

Alors un réseau uniforme de A(W, S, (¢s)ses) (préservant le type) est commensurable
a I'(G, (Gs)ses) (dans le groupe des automorphismes préservant le type) si et seulement
st ses sous-groupes combinatoirement quasi-convexes sont séparables.

Notons que la partie directe généralise le théoreme de Scott pour les groupes de Coxeter
a angles droits (cf. Théoreme 6.2) au cas des produits graphés de groupes finis (non
nécessairement d’ordre 2).

En utilisant un résultat de Wise assurant que pour p > 6 tous les sous-groupes quasi-
convexes des réseaux uniformes de I, sont séparables (cf. [79]), nous obtenons :

Théoréme 9.3. (cf. [40]) Pourp > 6, tous les réseaux uniformes de l’immeuble fuchsien
1,4 sont commensurables.
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Partie 3. Espaces & murs, complexes cubiques CAT(0), espaces médians.
10. ESPACES A MURS.

10.1. Définitions, premiéres propriétés. Inspirés par la géométrie si attrayante du
complexe de Davis nous avons proposé avec F. Paulin la définition suivante (cf. [44]) :

Définition 10.1. [espaces a murs] Soit X un ensemble. Un mur de X est un ensemble
m = {h,h'} de deux parties de X avec X = hUh et hNh' = (). Les deux éléments h, h’
de la partition sont alors appelés les deux demi-espaces (ou moitiés) délimités par m. On
dit qu'un mur m sépare x de y si I'un des deux demi-espaces délimités par m contient x
et le demi-espace complémentaire contient y.

Une structure d’espace a murs sur X est la donnée d’un ensemble M de murs tel que
pour deux points z,y quelconques de X l’ensemble M(x|y) des murs de M qui séparent
x de y est fini. Pour deux parties A = {a1,as,...},B = {b1,b2,...} quelconques de X
nous noterons M(A|B) (ou M(ay,aq,...|b1,ba,...)) Pensemble des murs m € M tels
que I'un des deux demi-espaces h délimité par m contient A et est disjoint de B.

Notons la relation remarquable M(z|z) A M(z|y) = M(z|y). La distance de murs
sur X est le cardinal d(z,y) de M(x|y) (d est une pseudo-distance ou un écart sur X).
Nous dirons que 'espace a murs est séparé lorsque d est une distance, autrement dit si
deux points distincts quelconques sont séparés par un mur de M.

Un automorphisme d’un espace & murs (X, M) est une permutation f: X — X de X
qui préserve M. Un tel automorphisme est naturellement une isométrie de (X, d).

Une question naturelle est de savoir si une métrique donnée est une métrique de murs
- ou est proche d'une métrique de murs. D’autre part, un groupe de type fini donné
admet-il une action “non triviale” (au moins métriquement propre) sur un espace a
murs ?

Soit (X, M) un espace a murs. Notons H l’ensemble des demi-espaces de X délimités
par une moitié m € M. Pour z,y deux points de X, soit H(z|y) 'ensemble (fini) des
demi-espaces h € H tels que z € h et y & h. Notons £2(H)/ ~ 'espace de Hilbert (réel)
quotient de £2(H) par le sous-espace vectoriel fermé engendré par les vecteurs h + h°.
L’application X x X — (?(H)/ ~ envoyant (x,y) sur la classe de la somme (finie) des
vecteurs h avec h € H(z|y) sera notée (x,y) +— z7. Elle vérifie la relation de Chasles 7y =
7%+ zy. Ceci fournit une application de (X, d) dans un espace de Hilbert affine Lo (X, d)
d’espace vectoriel sous-jacent ¢2(H)/ ~ : cette application ia : X — Lo(X,d) vérifie
||i2(z) —i2(y)||* = d(z,y). Cette construction est naturelle : le groupe d’automorphismes
de (X, M) a gi t par isométries sur Lo(X,d), et 'application iy : X — Lo(X,d) est
équivariante. Compte-tenu des interprétations des propriétés (T) de Kazhdan et anti-T
en terme d’action sur des espaces de Hilbert affine, nous obtenons le résultat suivant (qui
releve du folklore, voir par exemple [20]) :

Lemme 10.2. Tout groupe agissant proprement par automorphismes sur un espace @
murs est anti-T. Tout groupe (T) agissant par automorphismes sur un espace ¢ murs a
une orbite bornée.
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On peut reprendre la construction précédente en remplacant £2(H)/ ~ par £ (H)/ ~
(avec toujours ~ la relation fermée engendrée par h® = —h) ou méme P(H)/ ~ (1 <
p < 00). Cela fournit une application naturelle de i, : X — L,(X,d), ou L,(X,d)
est un espace affine d’espace de Banach sous-jacent 1’espace fP(H)/ ~. De plus on a

lip(x) = ip(W)[[P = d(z,y).

Corollaire 10.3. Une métrique de mur se plonge isométriquement dans £', sa racine
carrée dans un espace de Hilbert.

Définition 10.4. Soient m,m’ deux murs de X. Nous disons que m et m’ se coupent
8’il existe quatre points a,b, ¢, d de X tels que m € M(a,d|b,c) et m" € M(a,b|c,d).

Nous dirons que deux demi-espaces h,h’ sont tangents si b’ C h®, h' # h¢ et h' est
maximal pour ces deux propriétés. Nous dirons que deux murs m,m’ sont tangents s’ils
délimitent des demi-espaces h, h' qui sont tangents.

10.2. Exemples.

1) Soit E un espace topologique connexe par arcs muni d’une famille localement finie
(H;)ier de sous-espaces fermés d’intérieur vide tels que chaque H; sépare E en deux
composantes connexes (notées E1(H;) et E~(H;)).

Alors le complémentaire de la réunion des H; est un ouvert O dense dans E. Soit X
I’ensemble des composantes connexes de O. Pour chaque z € X, on choisit un point &
de O dans la composante . A tout sous-espace H; est naturellement associé un mur de
X : si on note h;* 'ensemble des z € X tels que z ¢ E*(H;) alors X = hf Uh; et
donc m; = {h;,h; } est un mur de X. De plus I'ensemble des murs m; séparant ,y € X
correspond a ’ensemble des sous-espaces H; séparant & de g, lequel est fini puisque &
et ¢ sont connectés par un arc et (H;);es est localement finie. Nous dirons que X est
Pespace a murs associé & (E, (H;)ier)-

De cet exemple procede la plupart des autres.

2) Soit E un arbre, soit I l’ensemble des arétes de E. Pour tout i soit p; le milieu
de l'aréte ¢ puis soit H; = {p;}. Alors I’espace a murs associé a (E, (H;);ecr) s'identifie a
I’ensemble des sommets de F, la distance de murs étant la distance combinatoire dans
E.

3) Espace & murs d’un systeme de Coxeter (W, S).

Pour tout systeme de Coxeter (W, .S), nous avons déja considéré a la Définition 4.1 une
structure d’espace a murs sur W (dont la distance de murs est la distance des mots de
(W,5)). En fait cette structure est celle associée a (E, (H;)ier), out E désigne le complexe
de Davis et ou les H; sont les ensembles de points fixes dans E des réflexions de (W, .S)
(cf. Définition 4.1).

La structure d’espace & murs associée au complexe de Davis se généralise.

4) Complexes zonotopaux CAT(0).

Soit E un complexe zonotopal C AT(0), autrement dit un complexe zonotopal muni
d’une distance géodésique qui est CAT'(0) et induit sur chaque zonotope une distance
dont le groupe d’isométrie contient le groupe de Coxeter du zonotope. Nous supposons
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E localement compact. Pour toute aréte a de F, soit H(a) I'ensemble des points de E
équidistants des extrémités de a.

Lemme 10.5. Pour toute aréte a de E, le sous-ensemble H(a) est CAT(0)-convexe
dans E, c’est un sous-complexe de la premiéere subdivision barycentrique de E qui sépare
E en deux ouverts convexes. La trace de H(a) sur un zonotope de E est vide ou un
hyperplan de réflexion du zonotope.

Nous dirons que les ensembles médiateurs d’arétes H(a) sont les hyperplans de E.
Nous pouvons alors considérer 1’espace a murs (X, M) associé & E muni de la famille de
tous ses hyperplans. Le résultat suivant résume les premieres propriétés de cet espace a
murs.

Théoréme 10.6 (cf. Lemme 4.8, Corollaire 4.10 et Proposition 4.11 dans [44]). X
s’identifie a l’ensemble des sommets de E. La distance de murs sur X correspond a
la distance combinatoire sur le 1-squelette E'. Un chemin combinatoire de E' est une
géodésique combinatoire si et seulement si la suite des hyperplans qu’il traverse est sans
répétition.

Le résultat suivant donne une interprétation géométrique des relations “se couper” ou
“étre tangents” pour des murs abstraits.

Lemme 10.7. Soient H, H' deuz hyperplans de E. Alors H N H' # () si et seulement si
ou bien H = H', ou bien les murs m,m’ de X = E° correspondant ¢ H, H' se coupent,
auquel cas il existe une face polygonale séparée par H, H' au centre de laquelle ces deux
hyperplans se coupent. Et m,m’ sont tangents si et seulement s’il existe deux arétes
distinctes a,a’ séparées par H, H', telles que a,a’ contiennent un méme sommet, mais
ne sont pas contenues dans une méme face.

Dans I’énoncé suivant, on appelle propre tout demi-espace h tel que, pour tout R > 0,
le demi-espace h n’est pas contenu le R-voisinage du complémentaire h¢, et le R-voisinage
de h ne contient pas h° :

Théoréeme 10.8. [Groupes simples d’automorphismes, voir [44]] Soit X un compleze zo-
notopal CAT(0) localement compact. Soit G le groupe des automorphismes de X, muni
de la topologie compacte-ouverte. Supposons que G contienne un groupe I' discret co-
compact et Gromov-hyperbolique. Alors le sous-groupe G engendré par les fizateurs de
demi-espace propre est presque simple : les sous-groupes distingués stricts sont contenus
dans le noyau de laction de G sur le bord idéal X, lequel est compact.

Tous ces résultats sur les complexes zonotopaux C' AT(0) s’appliquent en particulier
aux complexes cubiques C'AT(0). Mais ces espaces sont si importants que nous leur
consacrerons une étude plus approfondie.

10.3. Complexes cubiques CAT(0).
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10.3.1. Universalité des complexes cubiques CAT(0). Les complexes cubiques CAT(0)
sont des cas particuliers de complexes zonotopaux C'AT'(0), donc leur ensemble de som-
met est naturellement muni d’une structure d’espace a murs donnée par les hyperplans.
Mais les complexes cubiques C'AT(0) ne sont pas qu’'un cas particulier : cette classe
contient tous les espaces a murs :

Théoréme 10.9. [cf. [18], [57]] A tout espace a murs (X, M) est associé un compleze
cubique CAT(0) naturel Cub(X, M) et une application o : X — Cub(X, M)? qui a les
propriétés suivantes :
(1) Pour tout demi-espace h de Cub(X, M)°, l’image réciproque o= (h) est un demi-
espace de (X, M).
(2) Tout demi-espace de (X, M) est l'image réciproque par o d’un et d’un seul demi-
espace de Cub(X, M)°.
Ainsi o induit une bijection o, de H sur lensemble des demi-espaces de
Cub(X, M) (et ainsi une bijection de M sur l’ensemble des murs de l’ensemble

des sommets de Cub(X, M)).
(3) La bijection o, est croissante pour l'inclusion.
Tout automorphisme de (X, M) induit un automorphisme de Cub(X, M).

On peut vérifier que o : X — Cub(X, M)? est caractérisée par le fait d’étre maximale
parmi toutes les applications f : (X, Mx) — (Y, My) entre espaces a murs vérifiant les
propriétés énumérées dans le théoreme (avec (Y, My) séparé).

Notons que les propriétés “se coupent” (ou “sont tangents”) sont équivalentes pour
m,m’ (respectivement h, h') et pour o.(m),o.(m’) (respectivement o.(h),o.(h)).

Le théoreme précédent de “cubulation” justifie ’attention portée aux actions de groupes
sur les complexes cubiques CAT'(0). Dans les situations concretes, il est souvent naturel
de considérer une certaine structure d’espace a murs, invariante sous le groupe considéré.
Le résultat précédent de géométrisation fournit alors une action du groupe sur un com-
plexe cubique C'AT(0).

Ainsi tout groupe de Coxeter agit sur son espace a murs naturel, donc sur le complexe
cubique CAT(0) associé (construction de Niblo-Reeves, cf. [56]).

Il faut noter qu’a priori o : X — Cub(X, M)? n'est pas quasi-surjective. Certes
o : X — Cub(X, M) est une isométrie, mais I'image o(X) n’est pas nécessairement
combinatoirement quasi-convexe. De méme le complexe cubique C'AT'(0) associé a l'es-
pace a murs (X, M) n’est pas nécessairement I'-cocompact - méme si I' est un groupe
cocompact sur l’espace a murs.

Un exemple simple est donné par le groupe de Coxeter W engendré par les réflexions
par rapport aux cotés d’un triangle équilatéral du plan euclidien. Le complexe cubique
CAT(0) associé est le pavage cubique de 'espace euclidien de dimension 3, qui contient
I’espace a murs de W sous la forme de ’ensemble des sommets dont la somme des
coordonnées vaut 0 ou 1 (les coordonnées sont prises dans un repeére orthonormé de
vecteurs paralleles aux arétes des cubes du pavage).



ASPECTS COMBINATOIRES DE LA THEORIE GEOMETRIQUE DES GROUPES. 33

Exemple 10.10 (quelques cubulations classiques).

(1)

10.3.2.

Sous-groupes de codimension 1. Soit I' un groupe engendré par un ensemble
fini S. Un sous-groupe H < I est dit de codimension 1 si le quotient du graphe
de Cayley de (T',S) par H a plusieurs bouts (cf. [49], [70]). Il existe alors une
partie h C T' qui est H-invariante a gauche, presque invariante a droite (pour
~v € I" la différence symétrique hy A h est finie) et propre (au sens ou h a une
image dans H\I" qui est infinie et de complémentaire infinie). Le complémentaire
de h a les mémes propriétés. Et les translatés de h a droite aussi. Dans [69],
Michah Sageev montre que ’ensemble G muni des partitions constitue un espace
a murs, et il construit explicitement le complexe cubique C' AT (0) associé C(T', h)
(ce complexe dépend a priori du choix de h). Par naturalité G agit (& gauche)
sur C(T', h). Notons que c’est cette construction (adaptée au contexte algébrique)
qui a servi de modele pour la cubulation des espaces a murs généraux.

En utilisant des idées analogues, Gerasimov a obtenu des résultats un peu plus
précis que ceux de Sageev :

Théoréme 10.11 (cf. [32]). Soit H < T' un sous-groupe de codimension 1. Alors
I’ admet une action sans point fize sur un complexe cubique C AT (0) telle que le
stabilisateur d’un certain hyperplan contienne H avec indice fini.

Réciproquement, si ' agit sans point fize sur un complexe cubique C'AT(0),
alors le stabilisateur de 'un des hyperplans est de codimension 1.

Groupes a petite simplification. Le complexe de Cayley d’une présentation &
petite simplification C”(1/6) possede toutes les propriétés d’un complexe polygo-
nal CAT(—1) dont les faces ont au moins sept cotés - mis a part que le link d’un
sommet est seulement un multi-graphe : il y a en général des polygones recollés le
long de deux arétes consécutives. Cependant Dani Wise a réussi a définir dans ces
graphes de Cayley des “hyperplans” analogues a ceux des complexes polygonaux
pairs : la trace d’un hyperplan sur une 2-face est un segment joignant le milieu
d’une aréte au milieu de ’aréte opposée. Il a pu montrer que ces hyperplans
définissent bien des sous-graphes séparants du 2-complexe de Cayley, et a adapté
la construction de Sageev aux 2-complexes a petite simplification.

Théoréme 10.12 (cf. [80]). Soit T' un groupe a petite simplification C'(1/6).
Alors T' admet une action discréte cocompacte sur un complezxe cubique CAT(0).

Géométrie combinatoire des complexes cubiques C AT(0). Dans cette partie, nous

donnons des résultats variés sur les complexes cubiques C'AT'(0).
Notons d’abord que la condition CAT(0) admet une caractérisation combinatoire.

Théoréme 10.13 ([34], cf. aussi [42]). Soit X un complexe cubique simplement connexe.
On munit X de la métrique de longueur faisant de chaque cube un cube euclidien d’aréte
unité. Alors cette distance est de longueur, compléte et satisfait l'inégalité métrique
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CAT(0) si et seulement si le link de tout point de X est un complexe simplicial de
drapeau (cf. Définition 4.15).

Gromov a montré ce résultat lorsque X est de dimension finie, on peut I’étendre au
cas général car I’enveloppe convexe combinatoire d’une partie finie de X est finie. Grace
a cette caractérisation combinatoire, on peut envisager des espaces a courbure < 0 en
dimension arbitraire (la vérification de I'inégalité C AT'(0) n’est facile que pour les com-
plexes polygonaux, mais en général c’est un tour de force que de montrer I'inégalité
CAT(1) pour les links en dimension supérieure). D’autre part, le caractere essentiel-
lement combinatoire de la condition C'AT'(0) suggere de trouver (et d’exploiter) des
formulations combinatoires pour diverses propriétés géométriques. Voici deux exemples
(la preuve apparait par exemple dans [47]) :

Lemme 10.14. Soit X,Y deuz complexes cubiques CAT(0) et soit f : X — Y une
application qui est une isométrie sur chaque cube de X (d’image un cube de Y ). Alors
f est un plongement isométrique si et seulement si pour tout sommet de x ’application
induite f, :link(z, X) — link(f(z),Y) est d’image un sous-complexe plein.

Lemme 10.15. Soit X un compleze cubique CAT(0) et Y C X un sous-compleze plein
de X (tout cube de X dont les sommets sont dans'Y appartient a'Y ). Sont équivalentes :

(1) Y est CAT(0)-convexe,
(2) YV est combinatoirement convere dans X!,

(3) YO est Ly-convexe dans X!,

(4) Y est fortement convere.

Corollaire 10.16. [Théoréme de Helly] Soit C1,...,Cy des sous-compleres converes
d’un complexe cubique CAT(0). Si les C; ont deux a deux une intersection non vide,
alors N;C; est non vide.

En combinant la description des convexes comme intersection de demi-espaces, et le
fait que les demi-espaces sont Li-convexes, nous obtenons la version géométrique générale
du Lemme 6.1 (sans groupes) :

Théoréme 10.17. Soit X un complexe cubique CAT(0) uniformément localement fini.
Soit Y C X° une partie combinatoirement quasi-conveze. Alors un voisinage fini conve-
nable Y1* est convexe. En particulier un sous-groupe combinatoirement quasi-conveze
de Aut(X) est toujours convezre-cocompact.

Le résultat suivant fait le lien avec les produits d’arbres - qui sont des exemples triviaux
de complexes cubiques CAT'(0).

Proposition 10.18. Soit X un complexe cubique C AT(0). Supposons que X soit uni-
formément localement fini et que la distance combinatoire soit Gromov-hyperbolique.
Alors il existe des arbres T, ..., Ty et un plongement combinatoire X — T X -+ X T},
qui est une isométrie pour les métriques combinatoires des 1-squelettes.
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Ce résultat est sans doute du folklore de la théorie, mais nous n’en avons pas trouvé
de preuve écrite. Nous donnons donc une esquisse d’argument.

Démonstration. On considere les boules combinatoires duales B, avec By un point et
Bj,+1 'union des cubes touchant B,,. Alors B,, est convexe.

Soit G, le graphe (fini) dont les sommets sont les hyperplans de B,,, avec une aréte
entre deux hyperplans s'ils sont distincts et se coupent (dans le complexe cubique By,)

Fait : la suite des nombres chromatiques de G,, est bornée.

Tout d’abord, par convexité de B,, 'application G,, — G, 1 est une inclusion d’image
pleine. Donc pour définir une coloration sur G, il suffit d’en définir une sur G,, puis
de I’étendre aux murs traversant By mais seulement tangents a B,,. Ceci peut se faire
en utilisant un nombre borné de couleurs par le résultat suivant.

Lemme 10.19. Soit M un sommet de G,+1 non dans G,. Alors le degré de M dans
Gn+1 est borné indépendamment de M et de n.

Démonstration. Notons V(M) 'union des cubes de X rencontrant I’hyperplan M. Mon-
trons que lintersection V(M) N B,, est de diametre uniformément borné. Pour cela
considérons plutot la distance d’ dont les B,, sont les boules. Elle est quasi-isométrique
a la distance de murs, d’apres I’hypotheése de locale finitude.

Si x est un sommet de V(M) N B, alors d'(z,w) < n, avec w le centre de B, : en
effet M ne coupe pas Uintérieur de B,,. Puisque V(M) est convexe pour la métrique de
murs, il existe une constante K telle que V(M) soit K-quasi-convexe pour d'. Soit § la
constante d’hyperbolicité de d’.

Supposons que V(M) N By, contiennent deux sommets x,y avec d'(z,y) > 2L pour
un certain entier L. Soit z un point sur une d’-géodésique de x a y, avec d'(x,2) = L
(et donc d'(y,z) > L). Par K-quasi-convexité, il existe un sommet p dans V(M) tel
que d'(p,z) < K. D’autre part choisissons deux d’-géodésiques de w & z et de w a y
respectivement. Par §-hyperbolicité, il existe un point g sur 'une de ces deux géodésiques
tel que d'(z,q) < 6. Donc d'(z,q) > L—6 (oud'(y,q) > L—9), puis d'(w,q) < n—(L—9).
Il vient d'(w,p) <n—(L—0)+d+ K. Comme V(M)NB,_1 =0 on a aussi d'(w,p) > n.
Des deux majorations nous tirons L < K + 24. Ceci borne le diametre de V(M) N B,,.

Maintenant si un mur M’ de B, 11 coupe M, alors comme les trois convexes B,,, V(M)
et V(M') sont deux & deux d’intersection non vide, nous en déduisons que V(M) coupe
B, N V(M) (par le Corollaire 10.16). Cette derniere intersection est de diametre <
2(K + 29), donc par I'hypothese de locale finitude uniforme, il existe une constante A
telle que le nombre de murs de X passant a proximité de B,, NV (M) soit majoré par A,
ce qui acheve la preuve du Lemme.

O

Le graphe G dont I’ensemble des sommets est I’ensemble des hyperplans de X, avec
une aréte entre deux hyperplans s’ils se coupent orthogonalement dans un carré, est
la réunion croissante G; — Go — ---. D’apres 'argument précédent ce graphe (bien
que non localement fini) a un nombre chromatique fini. Toute coloration de ’ensemble
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des sommets de G dans I'ensemble fini {1,...,k} fournit canoniquement un plongement
isométrique de X! dans le produit d’arbres T} x --- x T}, out T; désigne I’arbre dont les
sommets sont les composantes connexes du graphe X! dans lequel on retire les arétes
transverses a un hyperplan de couleur i, avec une aréte entre deux sommets de T; pour
chaque hyperplan de couleur 3.

g

Lorsqu'un groupe I' agit sur le complexe cubique C'AT'(0) hyperbolique X, nous ver-
rons plus bas comment obtenir, sous certaines hypotheses, des plongements équivariants
de X dans des complexes de Davis de groupes de Coxeter & angles droits. Or un groupe
de Coxeter a angles droits admet lui-méme un plongement dans un produit fini d’arbres,
qui est équivariant sous un plongement du groupe de Coxeter dans un produit fini de
groupes de Coxeter libres.

Généralisons la notion d’inversion considérée dans la théorie de Bass-Serre :

Définition 10.20. Soit X un complexe cubique C'AT(0) quelconque, soit f un auto-
morphisme de X et soit m un hyperplan de X. Nous disons que f admet une inversion
en m si f échange les deux demi-espaces délimités par m.

Alors si on se restreint au cas sans inversion, tout automorphisme d’un complexe
cubique C'AT(0) est (combinatoirement) semi-simple :

Théoréme 10.21 (voir [42]). Soit X un compleze cubique CAT(0) quelconque et soit f
un automorphisme de X dont aucune puissance n’admet une inversion. Alors ou bien f
a un point fixe, ou bien [ préserve une géodésique combinatoire sur laquelle f atteint sa

distance de translation combinatoire (le minimum &(f) des deomp(z, f(x)) pour z € X°).
De plus 6(f™) = md(f).

Ce théoreme est surtout intéressant lorsque X n’est pas de dimension finie, puisque
dans ce cas la semi-simplicité C'AT'(0) est en défaut.

Notons qu’on peut toujours supprimer toutes les inversions d’un automorphisme donné
en considérant la premiere subdivision cubique.

Corollaire 10.22. Supposons qu’un groupe I' agisse proprement sur un complexe cubique
CAT(0). Alors les sous-groupes cycliques de I ne sont pas distordus.

Exemple 10.23. Les groupes de Baumslag-Solitar BS(m,n) (avec m # n), ou le groupe
d’Heisenberg (discret) n’admettent aucune action propre sur un espace a murs discret.
Pourtant ces groupes ont la propriété de Haagerup, donc ils agissent proprement sur un
espace a murs mesuré.

Définition 10.24 (groupes cubique). Soit I" un groupe (de type fini). Nous dirons que
I" est cubique s’il admet une action fidele propre cocompacte sur un complexe cubique
CAT(0).

Pour les groupes hyperboliques, étre cubique est un invariant de commensurabilité :
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Théoréme 10.25. [cf. [43]] Soit T' un groupe cubique et Gromov-hyperbolique. Alors
tout groupe I commensurable avec I' est cubique.

11. ACTIONS SPECIALES SUR UN COMPLEXE CUBIQUE C'AT(0).

Dans toute cette section, X est un complexe cubique CAT(0) et I" est un groupe
d’automorphismes de X.

Avec Dani Wise, nous avons considéré divers types de complexité pour Iaction de I’
sur X.

Définition 11.1 (cf. [47]). Soit w un hyperplan de X. Nous disons que I' a une auto-
intersection en w s’il existe v € T" tel que yw Nw # 0 et yw # w (autrement dit ym et
m se coupent, en notant m le mur correspondant a ’hyperplan w). Nous disons que I" a
une auto-tangence en w s’il existe v € I' tel que yw et w sont tangents.

Soit w, w" deux hyperplans tels que wNw’" # (). Nous disons que I" a une inter-tangence
en (w,w’) ¢'il existe v € T tel que yw' et w sont tangents.

Les notions précédentes ont également un sens pour un groupe I' agissant sur un
espace a murs. Lorsque 1'une des propriétés ci-dessus (auto-intersection, auto-tangence
ou inter-tangence) a lieu pour 'action de I" sur un espace a murs (X, M) alors elle a lieu
pour 'action correspondante de I' sur le complexe cubique C' AT'(0) associé Cub(X, M).

Nous disons que l'action de I' sur X est spéciale si I' n’a pas d’auto-intersection,
pas d’auto-tangence et pas d’inter-tangence. Nous disons que ’action est wvirtuellement
spéciale si I a un sous-groupe d’indice fini qui agit spécialement.

Exemple 11.2. Un groupe de Coxeter a angles droits agit spécialement sur son complexe
de Davis.

Remarque 11.3. Notons que lorsque I' agit sans point fixe sur un complexe cubique
CAT(0) le quotient X est un complexe cubique a courbure < 0 : alors le fait que I'action
de I est spéciale correspond & certaines propriétés sur les hyperplans de X (définis comme
les projetés des hyperplans du revétement universel).

A tout groupe I' agissant sur un complexe cubique CAT'(0) X, nous pouvons associer
un systeme de Coxeter a angles droits (W(I', X), S(I', X)) de la facon suivante. Pour
chaque hyperplan w de X, nous notons [w] 'orbite de w sous I' : soit alors S(I', X) =
{5[w], w un hyperplan de X'} un ensemble en bijection avec 'ensemble des orbites de I
dans ’ensemble de tous les hyperplans de X. En plus des relations d’involution (s[w})2 =
1, imposons une relation de commutation $(,|Sj,] = Spu]S[w) Si et seulement sil existe

~v €T tel que yw coupe w'.
Lemme 11.4. Il existe une et une seule application ¢ : X x X — W(T', X) telle que :
(1) pour trois sommets quelconques x,y,z de X, on a c(x,y) = c(x, z)c(z,y) ;

(2) pour deux sommets x,y adjacents de X séparés par 'hyperplan w, on a c(x,y) =
S[w] 1
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(3) pour tout v € T et tout (z,y) € X° x X%, on a c(yx,vy) = c(x,y).
Pour xzq fizé, Uapplication ¢g, : T — W(T', X) envoyant v sur c(xo,yxo) est un mor-
phisme de groupes. Et Uapplication ¢z, : X¥ — W(T, X) envoyant x sur c(zo,x) s’étend
en une application simpliciale fr, : X1 — 3(W(T, X),S(T, X)) qui est ¢, -Equivariante.

L’intérét des actions spéciales vient du résultat suivant :

Théoréeme 11.5 (cf. [47]). L’action de I' sur X est spéciale si et seulement si l’ap-
plication fr, : X1 — 3(W(T, X),S(, X)) s’étend en un plongement isométrique ¢, -
équivariant fq, : X — 3(W(T, X), ST, X)).

Les groupes de Coxeter & angles droits de type fini sont linéaires sur Z (la représentation
de Tits est fidele, a coefficients entiers, voir [8]). En combinant ce fait avec le Théoréme 6.2,
nous déduisons du théoreme de plongement précédent :

Théoréme 11.6 (cf. [47]). Soit I' un groupe d’automorphismes discret, cocompact et
spécial d’un complexe cubique CAT(0). Alors T' est convexe cocompact dans un groupe
de Coxeter a angles droits. En particulier I' est linéaire (sur Z) et tous ses sous-groupes
combinatoirement quasi-convexes sont des rétracts virtuels - donc sont séparables.

Pour les groupes cubiques hyperboliques, nous obtenons méme une caractérisation :

Théoréme 11.7. [cf. [47]] Soit T' un groupe discret cocompact de X, un compleze cu-
bique CAT(0). Supposons que I est Gromov-hyperbolique. Alors laction de T' sur X est
virtuellement spéciale si et seulement si tous les sous-groupes quasi-convexes de I' sont
séparables. En particulier, si tous les sous-groupes quasi-convezres d’un groupe cubique
hyperbolique T' sont séparables, alors I est linéaire sur Z.

Ainsi, pour les groupes cubiques, le probleme de trouver un groupe hyperbolique
possédant un sous-groupe quasi-convexe non séparable revient a trouver un groupe agis-
sant discretement cocompactement mais non virtuellement spécialement sur un certain
complexe cubique C'AT(0). Par exemple, un groupe hyperbolique cubique non linéaire
doit posséder un sous-groupe quasi-convexe non séparable.

Notons que d’apres le théoreme ci-dessus, le fait pour un groupe hyperbolique cubique
d’admettre une action discrete cocompacte virtuellement spéciale entraine que toutes les
actions discretes cocompactes sont virtuellement spéciales : lorsque cela se produit nous
dirons que le groupe hyperbolique cubique est virtuellement spécial. Pour le moment, et
pour les groupes cubiques non nécessairement hyperboliques, il n’est pas clair que le fait
d’étre virtuellement spécial ne dépende pas de ’action considérée.

Soit I' un groupe discret cocompact d’automorphismes d’un complexe cubique C AT'(0).
Soient A, A’,T" des sous groupes de I', avec IV d’indice fini dans I', A’ = ANT et
A combinatoirement quasi-convexe. Alors A’ est combinatoirement quasi-convexe, et
la séparabilité de A dans I' équivaut & la séparabilité de A’ dans I'. Donc d’apres le
théoreme 11.6, tous les sous-groupes combinatoirement quasi-convexes d’un groupe agis-
sant virtuellement spécialement sur un complexe carré CAT(0) sont séparables. Nous en
déduisons :
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Théoréme 11.8. /[cf. [40], theorem 1.10] Soit T' un groupe agissant sur un compleze
carré CAT(0). Soit d’autre part 1 — F — T — T — 1 une suite exacte ot F est fini.

Si Uaction de I' sur X est virtuellement spéciale, alors un sous-groupe d’indice fini de
T intersecte trivialement F, et donc T est commensurable a T.

Question 11.9. Le théoreme précédent reste t-il valable pour des actions virtuellement
spéciales en dimension supérieure ? Les extensions des groupes de Coxeter a angles droits
par des groupes finis sont-elles virtuellement triviales ?

Question 11.10. Existe t-il des groupes hyperboliques cubiques non virtuellement
spéciaux 7

La réponse a cette question est tres probablement positive, bien que pour le moment
aucun exemple ne soit connu. Signalons que sans la condition “hyperbolique”, la réponse
est connue et assez facile. Par exemple un réseau uniforme d’un produit de deux arbres
localement finis est virtuellement spécial si et seulement s’il est réductible, c’est-a-dire
possede un sous-groupe d’indice fini qui est un produit de réseaux uniformes des facteurs.
Or il existe des réseaux irréductibles dans de nombreux produits de deux arbres (voir
par exemple [13] et [78]).

Il est possible que des méthodes aléatoires a la Gromov permettent de répondre a la
question ci-dessus.

Exemple 11.11 (complexes carrés aléatoires). Soit Cy, ,, 'ensemble des complexes carrés
ayant deux sommets (notés x_,x;), n arétes et m carrés. Si on étiquette les arétes
orientées allant du sommet — au sommet + par ai,...,ay,, on recolle un carré par son
bord le long d’un chemin du type (a;,, (ai,) "%, ay, (a;;) 7). Noter que le link d’un sommet
xe dans un complexe X de Cy, p, est un graphe d’ensemble de sommets {a1,...,an}

Le probleme est d’abord de compter le nombre de complexes dans Cp ,, qui sont a
courbure < 0 et de groupe fondamental hyperbolique. Ensuite d’estimer le nombre de
ces complexes qui de plus sont virtuellement spéciaux. On pense a n fixé tres grand, m
éventuellement variable.

On peut rajouter un parametre pour encadrer cette construction. Soit L™, L™ deux
graphes d’ensemble des sommets {a1,...,a,}. Soit alors C, ,,,. ;.- 1+ 1’ensemble des com-
plexes carrés X de C,, ,,, tel que le link de X en x_ est contenu dans L™, et le link de X
en r, est contenu dans L.

Par exemple si les mailles de L™ et L sont > 4 (resp. 5) alors tous les complexes de
Cpom; L~ 1+ sont & courbure < 0 (resp. < —1).

Si L™, L™ sont bipartites de maille > 5, un résultat remarquable de D. Wise (cf. [79])
assure que tous les complexes de C,, .~ 1+ sont virtuellement spéciaux.

La fréquence des complexes X dans C,, ,,.;,- 1+ qui n’ont qu'un seul hyperplan (ayant
donc beaucoup d’autointersections) est tres elevée, mais il se pourrait qu’en passant a
un revétement fini convenable ce phénomene disparaisse.

Donnons maintenant un critére plus algorithmique que celui du Théoréme 11.7 assu-
rant qu’'une action est spéciale. Rappelons que la topologie profinie sur un groupe I' est
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celle dont les fermés sont les intersections de classes modulo les sous-groupes d’indice
fini.

Théoréme 11.12. Soit I' un réseau uniforme de X, un complezxe cubique C AT(0).

Supposons que l'action de I' soit virtuellement spéciale. Alors pour tout hyperplan h de
X, le stabilisateur T'y, est un sous-groupe séparable. Pour toute paire d’hyperplans hi, ho
qui s’intersectent dans X, la double classe I'y, I'y, est fermée dans la topologie profinie.

Réciproquement, supposons que pour tout hyperplan h de X le stabilisateur 'y, est
un sous-groupe séparable, et pour toute paire d’hyperplans hi, he qui s’intersectent dans
X, la double classe I'y,I'y, est fermée dans la topologie profinie. Alors I' posseéde un
sous-groupe d’indice fini dont l'action est spéciale.

Donnons maintenant quelques applications de ce critere.

Théoréme 11.13. [cf. [48]] Les groupes de Cozeter de type fini sont virtuellement
spéciaux. En particulier les sous-groupes quasi-convexes des groupes de Coxeter hyper-
boliques sont des rétracts virtuels - donc sont séparables.

Notons que ceci est une généralisation importante du théoreme 6.2, qui lui-méme
recouvrait la plupart des résultats de séparabilité connus pour les groupes de Coxeter a
angles droits (voir notamment [70], [1]).

Théoréme 11.14. [cf. [47] et [5]] Les réseauzr uniformes arithmétiques de type simple
de H" sont cubiques et virtuellement spéciau.

(Pour nous, un réseau arithmétique de type simple est le groupe des points entiers
d’une forme quadratique de signature (n,1) & coefficients dans une certaine extension
finie réelle de Q.)

Donnons quelques conséquences du Théoreme 11.14. Le seul fait que pour tout n > 1
lespace hyperbolique H" admette un réseau uniforme arithmétique de type simple (par
les constructions arithmétique classiques, cf. [59]) entraine :

Théoréme 11.15. L’espace hyperbolique réel de dimension n est quasi-isométrique & un
complexe cubique CAT(0) uniformément localement fini. Tout groupe hyperbolique est
quasi-isométrique a un complexe cubique CAT(0) uniformément localement fini, donc se
plonge quasi-isométriqguement dans un produit fini d’arbres.

La derniere assertion découle du résultat de quasi-isométrie en utilisant la Proposi-
tion 10.18. C’est un théoreme que Buyalo et Schroeder avaient déja obtenu par d’autres
méthodes (cf [14]).

Question 11.16. Quels groupes / espaces sont quasi-isométriques a des complexes cu-
biques CAT(0)?

En utilisant les rétractions virtuelles sur les sous-groupes quasi-convexes, nous démon-
trons dans certains cas des conjectures proposées par Nicolas Bergeron (cf. [4]) sur I’ho-
mologie et la cohomologie virtuelle des variétés arithmétiques :
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Théoréme 11.17. [cf. [5]] Soit M™ une variété compacte, hyperbolique, arithmétique de
type simple (autrement dit M™ est le quotient de H™ par un réseau uniforme arithmétique
de type simple sans torsion). Soit N¥ — M™ une immersion isométrique. Alors il existe
un revétement fini M™ — M™ tel que N¥ — M™ se reléve en un plongement isométrique
Nk — M"™ qui induise une injection en homologie et une surjection en cohomologie.

Probablement les deux classes précédentes de groupes (virtuellement) spéciaux (groupes
de Coxeter et réseaux uniformes arithmétiques de type simple) sont des cas particuliers
d’un théoreme général sur les sous-groupes discrets I' < SO(p, ¢) qui préservent certaines
familles localement finies d’hyperplans.

Pour obtenir de tres fortes propriétés algébriques sur un groupe cubique, il suffit
donc de montrer que ce groupe est cubique spécial, au sens ou il admet une action
géométrique et spéciale sur un complexe cubique CAT(0). Les groupes cubiques spéciaux
sont en particulier linéaires sur Z, séparables sur leurs sous-groupes combinatoirement
quasi-convexes, mais aussi indicable (si infinis) et méme larges (si hyperboliques non
élémentaires). Il semble donc important de déterminer si un groupe donné est cubique
spécial : il y a peut-étre beaucoup d’autres exemples au dela des groupes de Coxeter et
des réseaux arithmétiques hyperboliques de type simple. Par exemple :

Question 11.18. Quels groupes d’Artin sont cubiques spéciaux ?

D’autre part tout résultat sur les groupes convexes-cocompacts des groupes de Coxe-
ter a angles droits s’applique aux groupes cubiques spéciaux, donc il semble également
important d’étudier systématiquement les sous-groupes des groupes de Coxeter (& angles
droits).

Dans cette direction, nous avons obtenu avec Pierre-Emmanuel Caprace le résultat
suivant :

Théoréme 11.19 (cf. [15]). Soit (W, S) un systéme de Cozeter et soit T' un sous-groupe
de W préservant une partie combinatoirement convere X du complexe de Davis 3(W,.5),
de sorte que T'\X est fini. Si X contient une partie quasi-isométrique a R", alors T’
contient 7.

Ceci permet de résoudre pour les groupes cubiques spéciaux le probleme de Gromov
sur le lien entre I’absence de Z? et I'hyperbolicité :

Corollaire 11.20. Soit I un groupe cubique spécial. Alors I' est hyperbolique si et seule-
ment si I’ ne contient pas Z°.

12. ESPACES A MURS MESURES, ESPACES MEDIANS.

Dans [21], Chérix, Martin et Valette ont introduit une généralisation naturelle des
espaces & murs (discrets) :

Définition 12.1. Soit X un ensemble. Une structure d’espace & murs mesurés sur X
est la donnée
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(1) d’un ensemble M de murs de X
(2) d’une o-algebre B sur M

(3) et d’'une mesure p sur B telle que pour deux points quelconques z,y € X on a
M(zly) € B et p(M(zly)) < +o0

Alors la formule d(z,y) = u(M(z|y)) définit une pseudo-distance sur X, dite distance
de mur.

Exemple 12.2 (L’espace hyperbolique réel). Il existe sur ’ensemble des demi-espaces
(ouverts ou fermés) de I’espace hyperbolique réel H" une mesure SO(n, 1)-invariante. La
distance de murs associée est un multiple de la distance hyperbolique (cf. [21]).

Ainsi les espaces a murs mesurés donnent une version continue des espaces a murs
discrets. Introduisons maintenant une version continue des complexes cubiques C AT (0).

Définition 12.3. Soit (X,d) un espace métrique. L’intervalle entre deuzx points a,b de
X est 'ensemble I(a,b) = {z € X,d(a,z) + d(z,b) = d(a,b)}. L'espace métrique (X, d)
est dit médian si pour trois points quelconques a, b, ¢ de X V'intersection I(a,b)NI(b,c)N
I(a,c) contient un et un seul point (alors appelé le médian de a, b, c, et noté m(a,b,c)).

Une partie Y C X est dite conveze si pour a,b quelconques dans Y on a I(a,b) C Y.

L’enveloppe convexe d’une partie Y C X est 'intersection des parties convexes conte-
nant Y. Si on suppose (X, d) médian on peut aussi définir 1’enveloppe médiane de Y :
c’est l'intersection des parties médianes de X qui contiennent Y.

Dans les années 1970 est apparue la notion de graphe médian (cf. [55], [54]). Leur
étude s’est poursuivie tout au long des années 1970 et 1980, sans toutefois intéresser
véritablement les géometres : ce n’est que vers la fin des années 1980 que la notion
d’espace métrique médian apparait en tant qu’objet isolé d’étude, mais le cas discret reste
majoritairement considéré (voir par exemple [32] et [65]). Dans [19] Chepoi a montré un
lien essentiel avec la géométrie a la Gromov : les graphes médians sont exactement les
1-squelettes de complexes cubiques C' AT(0).

Dans un travail récent avec 1. Chatterji et C. Drutu (voir [17]), nous entamons une
étude des espaces métriques médians généraux. Pour donner une idée des propriétés
géométriques remarquables des espaces médians, introduisons d’abord une définition :

Définition 12.4. Soit (X,d) un espace métrique, soit a € X un point et B C X
une partie. Notons I(a, B) l'intersection des intervalles I(a,b), lorsque b décrit B (par
exemple a € I(a,B)). Une Li-projection de a sur B est un point de BN I(a, B). Par
inégalité triangulaire il existe toujours au plus une Li-projection de a sur B.

Une partie B C X est dite Li-conveze si tout point a de X admet une Li-projection
sur B, autrement dit si pour tout a € X il existe p € B tel que pour tout b € B on
a d(a,b) = d(a,p) + d(p,b). Lorsque B est Li-convexe, il existe donc une Lj-projection
X — B.

Il est facile de vérifier que L-convexe entraine convexe et fermé, avec une Li-projection
1-Lipschitzienne. Réciproquement :
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Proposition 12.5. Dans un espace métriqgue médian, tout convexe fermé est L1-conveze,
et tout intervalle est Ly-conveze : la Ly-projection sur I(a,b) est justement l’application
x+— m(a,b,x).

Nous montrons qu’il existe une certaine dualité entre espaces & murs mesurés et espaces
métriques médians. Tout d’abord la construction de complexe cubique C' AT (0) associé
a un espace a murs discret se généralise sans difficulté :

Théoréme 12.6. Soit (X, M, B, 1) un espace a murs mesurés. Alors il existe un espace
métrique médian M = M(X, M,B,u) et une isométrie X — M avec les propriétés
sutvantes :

(1) Uenveloppe médiane de l’image de X dans M est dense ;

(2) tout automorphisme de (X, M, B, i) s’étend en un automorphisme de M.

De facon peut-étre plus surprenante, les espaces médians généraux ont des murs
convexes mesurés :

Théoréeme 12.7. Soit (X, d) un espace métrique médian. Alors l'ensemble H des parties
convezes dans X dont le complémentaire est également convere dans X est non vide;
soit M l’ensemble des murs correspondant. Il existe sur la o-algébre B engendrée par les
parties M(z|y) une mesure o-additive p telle que pour deux points quelconques x,y de
X, on ad(z,y) = p(M(z|y)). En particulier la distance d est une distance de murs.

Les propriétés (T) et anti-(T) pour les groupes localement compacts avec une partie
dénombrable dense peuvent s’exprimer en terme d’actions sur des espaces de Hilbert
affines. Nous obtenons une formulation équivalente en terme d’actions sur des espaces
médians :

Théoréme 12.8. Soit G un groupe localement compact avec une partie dénombrable
dense. Alors G a la propriété de Haagerup (anti-(T)) si et seulement si G admet une
action propre par isométries sur un espace médian. Et G a la propriété de (T) de Kazhdan
si et seulement si toute action de G par isométries sur un espace médian admet une orbite
bornée.

Par exemple :

Corollaire 12.9. Le groupe SU(n,1) des isométries de [’espace hyperbolique complexe
Hc™ agit proprement par isométries sur un espace médian. Il admet une structure d’es-
pace & murs mesurés invariante dont la pseudo-métrique de murs est propre (les boules
sont relativement compactes).

Notons qu’a 'heure actuelle aucune structure d’espace & murs mesurés invariante sur
SU(n, 1) n’a été construite explicitement. Personne n’a pu définir des murs géométriques
dans Hc" avec une mesure SU(n, 1)-invariante, de sorte qu’on récupere une structure
d’espace & murs mesurés invariante sur SU(n,1). Méme pour le groupe d’Heisenberg
(cocompact sur une horosphere de H¢") il n’existe pas de belle structure d’espace a murs
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mesurés. Peut-étre est-ce dans la nature des choses : il est fort possible que SU(n, 1)
n’admette aucune action propre sur un espace a murs mesurés (X, M, B, ) qui soit
transitive sur les murs.

Dans le cas de I'espace hyperbolique réel muni de sa structure naturelle d’espace a
murs mesurés ’espace médian associé reste a distance de Haudorff finie :

Théoreme 12.10. Munissons H"™ de sa structure naturelle d’espace a murs mesurés
(cf. Exemple 12.2). Soit H* — M le plongement isométrique dans un espace métrique
médian associé a cette structure comme dans le Théoréeme 12.7. Alors H" est un sous-
espace totalement godsique de M a distance de Hausdorff finie de M et Isom(H") agit
proprement par isométrie sur M avec quotient borné.

Pour I’espace hyperbolique complexe rappelons que les résultats de Delzant et Gromov
impliquent en particulier que les réseaux uniformes de H¢™ ne sont pas cubiques (voir
[28]). De méme, il se pourrait que SU(n, 1) n’agisse jamais par isométrie de fagon propre
et cocompacte sur un espace médian.

L’étude précise des espaces médians et de leurs groupes d’isométrie reste a faire. Na-
turellement comme les espaces médians contiennent les espaces L' pour pouvoir espérer
dégager des propriétés géométriques intéressantes, il faut se restreindre aux actions
propres et (tout d’abord) cocompactes.

Définition 12.11. Soit G un groupe localement compact. Nous dirons que G est médian
si G est un groupe d’isométries propre cocompact d’'un espace médian localement com-
pact (X, d).

Nous donnons ci-dessous une liste de questions naturelles concernant les groupes agis-
sant sur les espaces médians.

Questions 12.12.

Quels groupes de Lie sont médians ?

Si I' est un réseau uniforme d’un groupe localement compact G, est-ce que G est
médian si et seulement si I' médian ?

Soit I un groupe de présentation finie. A quelle condition I’hypothese que I' est médian
implique-t-elle que T" est cubique ?

Peut-on définir, pour une action par isométries d’'un groupe sur un espace médian, le
fait d’étre spéciale, de facon a étendre le cas discret ?

Soit G un groupe localement compact fixé. Que dire du cone convexe des actions
propres par isométries de G sur un espace médian ?
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Partie 4. Géométrie combinatoire de certains complexes simpliciaux.
13. DISTANCE COMBINATOIRE, BOULES, HYPOTHESES DE CONVEXITE.

Dans toute cette section, X désigne un complexe simplicial. Pour z,y deux sommets
de X, nous notons d(z,y) la distance combinatoire entre = et y dans le 1-squelette

X1, Une géodésique combinatoire est donc une suite de sommets (zg,...,z,) tels que
n = d(xg, xn) et x;, ;41 sont liés par une aréte.
Pour tout sommet x, nous notons By(x) = {z} et nous définissons par récurrence

By+1(z) comme 'union des simplexes o de X tels que o N By, (z) # (. Nous appelons
B, (x) la boule (combinatoire) de centre x et de rayon n. Puis pour tout sous-complexe
Y C X, soit B, (Y') 'union des boules B, (z) pour z un sommet de Y. Notons que B, (Y')
n’est pas nécessairement un sous-complexe plein.

Par exemple, I’étoile d’'un sommet x dans X est simplement la boule B;(z). Or I’étoile
de tous les sommets est pleine si et seulement si X est de drapeau. Comme seule la dis-
tance combinatoire nous importe, nous pouvons remplacer X par le complexe simplicial
de drapeaux X ayant le méme l-squelette : le plongement X — X est une isométrie
pour les métriques combinatoires.

A partir de maintenant, nous supposerons donc que X est de drapeau (de sorte que les
boules Bj(x) sont toujours pleines). Notre but est de trouver des conditions combinatoires
sur X qui impliquent un comportement analogue a celui des espaces a courbure < 0
(ou méme < —1). Par exemple, la courbure < 0 est une notion locale qui entraine
la contractilité du revetement universel. Notons a ce propos que la condition “X de
drapeau” empéche la présence de petites spheres (bord de simplexes).

Un phénomene typique de la courbure < 0 est la convexité de la distance sur le
revétement universel, qui entraine par exemple la convexité des boules et de nombreux
autres phénomenes de convexité.

Définition 13.1 (parties convexes). Soit Y C X un sous-complexe. Nous dirons que YV
est convexe dans X si Y est plein et si toute géodésique de X dont les extrémités sont
dans Y a tous ses sommets dans Y.

Plus généralement nous dirons que Y est n-convexe dans X si Y est plein et toute
géodésique de X de longueur < n dont les extrémités sont dans Y a tous ses sommets
dans Y.

Introduisons des conditions naturelles de convexité locale pour un complexe simplicial
(de drapeau) X :

(1) (I11) : pour z,y deux sommets dans X avec d(z,y) = 2 'intersection des étoiles
de x et y est un simplexe,

(2) (I12) : pour z un sommet et a une aréte dans X avec x ¢ Bj(a) l'intersection de
I’étoile de = et de la boule Bj(a) est vide ou un simplexe,

(3) (I22) : pour a,b deux arétes dans X avec bNBj(a) = () 'intersection B;(a)N B (b)
est vide ou un simplexe.
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En termes de convexité, on a les interprétations suivantes (toujours en supposant X de
drapeau) : (I11) signifie que les boules B () sont convexes, (I11) + (I12) signifie que les
boules By () sont convexes et les boules By (a) sont 2-convexes, enfin (I11) + (I12) + (I22)
signifie que les boules Bj(z) sont convexes et les boules Bj(a) sont convexes.

Définition 13.2. Un complexe simplicial X de drapeau satisfaisant (I11) et (I12) est
dit & Keomp < 0 (Iu : combinatoirement & courbure < 0). Un complexe simplicial X de
drapeau satisfaisant (I11), (I12) et ([12) est dit & Kcomp < 0 (lu : combinatoirement &
courbure < 0).

Nous dirons qu’un groupe I' est & Keomp < 0 (resp. & Keomp < 0) s'il agit discrétement
cocompactement sur un complexe simplicial simplement connexe & Keomp < 0 (resp. a
Kcomb < 0)

Notons que tout sous-complexe plein d’un complexe a Keomp < 0 (ou & Keomp < 0) est
lui-méme & Keomp < 0 (ou & Keomp < 0). Il est facile de voir qu'un complexe simplicial
de dimension 2 est & Keomp < 0 (ou & Keomp < 0) si et seulement s'il est CAT(0)
(resp. CAT(—1)) pour une métrique réguliere a courbure K = 0 (rep. K = —1) sur les
triangles. Ainsi il existe de tres nombreux groupes & Keomp < 0 (resp. a Keomp < 0)
en dimension 2, y compris ayant la propriété (7'). Dans des notes non publiées, Wise a
fait remarquer que les groupes a petite simplification C(6) sont & Kcomp < 0, et que les
groupes & petite simplification C’ (%) sont & K.omp < 0.

Cependant l'intérét de la notion K o < 0 est qu’elle fournit des exemples en dimen-
sion arbitrairement grande.

L’énoncé suivant résume les premieres propriétés de la courbure combinatoire < 0 :

Théoréeme 13.3. (voir [39]) Soit X un compleze de drapeau connexe. Alors le revétement
universel X est de drapeau, et X esta Keomb < 0 (resp. a Keomp < 0) si et seulement si
les links des sommets de X sont a Kcomb <0 (resp. 4 Keomp < 0). De plus si X est
Kcomb < 0 alors X est contractile. Si X est & Keomb < 0 alors les bigones géodésiques de
(X) sont 1-fins, donc la distance combinatoire sur le 1-squelette est Gromov-hyperbolique
(voir [60] ).

Ainsi les groupes a Keomp < 0 sont Gromov-hyperboliques.

En considérant un n-simplexe de groupes finis a Kcomp < 0 dont les développements
locaux sont ultra-pavables (i.e. qui peuvent étre pavés par chaque sous-complexe Bj (o)
(pour ¢ un simplexe quelconque), on obtient un groupe fondamental & K.omp < 0
résiduellement fini. Un quotient compact régulier convenable du revétement universel
du simplexe est encore & K omp < 0, et peut servir de modele local pour le développement
d’un (n+1)-simplexe de groupes finis & Komp < 0 admettant & nouveau des développements
locaux ultra-pavables. Par cette méthode, on peut construire des groupes hyperboliques
résiduellement finis de dimension cohomologique virtuelle arbitrairement grande, agissant
sur des complexes simplement connexes a K., < 0. D’autre part cette construction
fournit des complexes compacts X" a K.omp < 0 de dimension n arbitrairement grande
admettant une classe fond amentale (mod. 2) en dimension 7 : on peut alors considérer
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le systeme de Coxeter a angles droits dont le nerf fini est X", et donc de dimension coho-
mologique virtuelle n arbitrairement grande. Lorsque X™ est sans carré (c’est toujours
possible), le groupe de Coxeter & angles droits associé est Gromov-hyperbolique. Ainsi
il existe des groupes de Coxeter a angles droits Gromov-hyperboliques de dimension
cohomologique virtuelle arbitrairement grande (voir aussi [50]).

Ces résultats ont été obtenus indépendamment et simultanément par T. Januszkiewicz
et J. Swi@tkowski. Dans leur article [51] ils obtiennent & peu pres tous les résultats
présents dans [39], et beaucoup d’autres aussi. Pour cette raison, nous n’avons pas jugé
nécessaire de publier notre travail.

14. SEPARABILITE DES SOUS-GROUPES QUASI-CONVEXES DANS CERTAINS GROUPES A
Keomp < 0.

Dans [46] nous avons démontré, avec J. Swi@tkowski, un analogue dans les espaces a
Keomb < 0 du phénomene déja observé dans les complexes cubiques CAT'(0) :

Lemme 14.1. Soit X un complexe simplicial simplement connexe a K.omp < 0 et soit
Y C X° une partie quasi-convexe. Alors il existe un entier k > 0 tel que B(Y) est
(combinatoirement) convexe dans X

En fait si Y est convexe, alors By (Y') est fortement convexe en un sens proche de celui
des complexes cubiques CAT'(0) :

Définition 14.2. Soit X un complexe simplicial simplement connexe a K.omp < 0. Un
sous-complexe Y de X est saillant s’il est plein et pour tout sommet x de X non intérieur
a Y lintersection Bi(x) NY est vide, un simplexe ou de la forme Bj(o) N Bi(x) pour o
un certain simplexe du link de x.

Une action d’un groupe G sur X est ultra-pavable si pour tout sous-complexe Y C X
saillant, il existe un sous-groupe Gy C G pour lequel Y est un domaine fondamental
strict.

Notons que la famille d’exemples de groupes dont la description est esquissée a la fin
de la partie précédente correspond & des actions géométriques ultra-pavables.
En adaptant la méthode de Scott, nous obtenons alors :

Théoreme 14.3. (cf. [46]) Soit X un complexe simplicial simplement connexe ¢ Kcomp <
0 et G < Aut(X) un groupe discret cocompact dont l’action est ultra-pavable. Alors tous
les sous-groupes quasi-convezes de G sont séparables.

Les groupes a Kcomp < 0 sont tres particuliers (par exemple leur bord ne contient
aucun disque D?). Cependant la relative flexibilité des constructions dans cette catégorie
laisse espérer de nouveaux beaux exemples en théorie géométrique des groupes.
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Partie 5. Travaux en cours et projets.

Dans cette partie nous montrons quelques pistes ouvertes dans les domaines abordés
précédemment, et que nous aimerions explorer, ou éventuellement donner comme (em-
bryon de) sujet de these. Nous donnons donc des résultats que nous voudrions obtenir.
Sauf mention explicite du contraire, les énoncés n’ont pas encore de preuve complete -
ou alors seulement dans des cas particuliers - et les hypotheses mémes sous lesquelles ces
résultats seront valables ne sont pas encore claires.

15. AU BORD DES COMPLEXES CUBIQUES C' AT'(0).

Soit X un complexe cubique CAT'(0). Alors X admet toujours un complexe cubique
CAT(0) a linfini, noté Oy, X, dont les sommets sont les familles o de demi-espaces telles
que :

(1) siacoetacCbalorsbe o,
(2) si a est un demi-espace alors a € o ou a® € o, mais on n’a pas {a,a‘} C o,

(3) la différence symétrique de o avec ’ensemble des demi-espaces de X contenant
un sommet fixé est infinie.

Il y a une aréte entre deux sommets o, 0’ de O, X lorsque la différence symétrique o A o’
consiste en une paire de demi-espaces complémentaires.

Ce complexe Oyp X est connu de plusieurs auteurs (dont au moins G. Niblo, M. Sageev,
P.E. Caprace...), jusqu’a présent il n’a pas été particulierement étudié ni utilisé. Les demi-
espaces de X définissent des demi-espaces (9eup X )?, mais on n’obtient pas une structure
d’espace & murs au sens usuel, car deux sommets peuvent étre séparés par un nombre
infini de murs.

15.1. Barycentre combinatoire. Supposons par exemple X hyperbolique au sens de
Gromov. Alors Oqu, X s’identifie au bord visuel de X. Ceci permet la construction sui-
vante :

Proposition 15.1. Soit y une mesure borélienne sur le compact 0X , telle que p(O) > 0
pour tout ouvert O C 0X. Alors i admet un barycentre combinatoire naturel, qui est un
sommet de la premicre subdivision cubique X' de X.

Avec Gilles Courtois nous nous demandons si ce barycentre pourrait intervenir dans
des résultats de rigidité (a la Mostow). En effet un homéomorphisme f : 0X — 9Y
entre les bords de deux complexes cubiques C' AT'(0) hyperboliques induit une bijection
entre mesures de probabilités chargeant tout ouvert. En poussant par f les mesures de
Patterson-Sullivan combinatoires, puis en prenant le barycentre combinatoire, on obtient
une application X° — (Y”)°. Il manque encore une idée vraiment neuve pour retrouver
dans ce cadre les résultats de rigidité a la Mostow obtenu par Marc Bourdon dans le cas
des immeubles fuchsiens & angles droits (cf. [9]).
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Remarque 15.2. Le méme type de barycentre peut étre défini si I’espace de départ X
est un espace a murs mesurés hyperbolique - dans ce cas le barycentre d’une probabilité
sur le bord appartient a l'espace médian associé. De ce point de vue, I'espace médian
associé a ’espace hyperbolique apparait tout naturellement.

Cette idée de barycentre (combinatoire) d’une mesure positive de masse finie fournit
également un procédé pour définir le ¢1-(bary)centre d’une partie finie d’'un complexe
cubique CAT(0). L’intérét du ¢1-centre, c’est qu’il est algorithmiquement déterminable,
contrairement au centre métrique C'AT(0) usuellement considéré, par exemple chez
Billera, Holmes et Vogtmann (voir [7]).

Nous espérons convaincre les biologistes de l'efficacité potentielle d’un algorithme de
type £1 pour la recherche d’ancétres communs a partir d’arbres phylogénétiques.

15.2. Structure conforme et birapport au bord. Supposons & nouveau X cubique
CAT(0), hyperbolique au sens de Gromov. Alors les ensemble limites de demi-espaces
de X° définissent des demi-espaces fermés sur 0X, d’oi1 une structure d’espace a murs
topologiques sur le compact dX. Les points a l'intérieur s’identifient a I’ensemble des
demi-espaces qui les contiennent, et ces demi-espaces ont une trace au bord. Nous en
déduisons donc :

Lemme 15.3. Si un homéomorphisme du bord préserve l’ensemble des moitiés fermées
du bord, alors il est l'extension au bord d’un automorphisme de X - pour peu que X soit
essentiel en un sens convenable (tous les murs sont propres, et deux murs distincts sont
a distance de Hausdorff infinie).

La question est maintenant de trouver une condition pour qu'un homéomorphisme du
bord préserve les demi-espaces fermés de 0.X.

En s’inspirant des travaux de M. Bourdon ([9]), il est naturel d’introduire un birapport
combinatoire au bord. Pour a, b, ¢, d quatre points du bord, notons m(a, b|c, d) le nombre
de murs de 0X séparant {a,b} de {c,d}, puis pour a # b,b # ¢,c # d,d # a, définissons

le birapport combinatoire (ou birapport de murs) [a, b, c,d] € Z par la formule :
la, b, c,d] = m(a,b|c,d) —m(a,d|b,c)
Proposition 15.4. Si un homéomorphisme du bord préserve le birapport sur 0X, alors

il est ’extension au bord d’un automorphisme de X - au moins sous certaines hypotheses
topologiques sur 0X.

L’idée est simplement de retrouver les demi-espaces fermés de 90X a partir du birap-
port, comme dans le travail de Bourdon.
Ceci amene a explorer le probleme suivant :

Probléeme 15.5. Soit [-,, -, ] une fonction “birapport” & valeur entiere au bord d’un
espace métrique hyperbolique Y. A quelles conditions ce birapport permet-il de définir
des moitiés fermées sur 9Y', de sorte que [, -, -, -] soit le birapport associé a cette structure

d’espace a murs topologiques ?
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Le birapport de murs a des symétries évidentes, qui sont les suivantes :
(1) [b,¢c,d,a
(2)

(3) [bya,d,c

(4) [a,b,c,d] + [b,c,a,d] + [c,a,b,d] =0 (“triple rapport” nul).

Un birapport de murs possede une symétrie additionnelle, plus cachée. Pour cinq
points a, b, ¢, d, e au bord deux a deux distincts on a :

(%) [a,b,c,d] = [a,b,e,d] + [e, b, c,d](= [a,b, c,e] + [a, e, c,d])

| = —[a, b, ¢, d] (anti-invariance par permutation cyclique d’ordre 4);
[a,d,c,b] = —[a,b,c,d] (anti-invariance par symétrie diagonale) ;
] =

[a, b, c,d] (invariance par symétrie médiane) ;

Cette relation, ajoutée aux relations évidentes, caractérise t-elle les birapports de
murs ?

Noter que le birapport usuel au bord de l’espace hyperbolique réel, dans sa forme
additive, n’est rien d’autre qu'un birapport d’espace & murs mesurés (par la formule de
Crofton), donc satisfait aussi ().

On aimerait un résultat du type suivant :

Théoréme 15.6. Soit I' un groupe hyperbolique dont l’action au bord préserve un bi-
rapport entier (ou plus généralement : discret) vérifiant (x). Si OU a certaines propriétés
topologiques, alors I' est en fait cubique et le birapport est un birapport de murs.

Combiné avec le théoreme de Sageev sur les groupes de 3-variété agissant sur un com-
plexe cubique CAT(0) (cf. [69]), cela montrerait que certaines 3-variétés hyperboliques
ont des surfaces essentielles immergées.

15.3. Espaces de Menger comme bord. Dans [30], Dymara et Osajda ont montré
que le bord des immeubles hyperboliques a angles droits épais d’appartement un pavage
de ’espace hyperbolique réel de dimension n est M™ !, I'espace “de Menger” universel
de dimension n — 1. En utilisant les produits graphés de groupes finis, ceci fournit des
exemples de groupes hyperboliques de bord M"™. Cependant les pavages par polytopes a
angles droits de H" n’existent que pour n = 1,2,3,4 (voir [63]).

Avec Damian Osajda, nous nous demandons si 'on ne pourrait pas construire des
complexes cubiques CAT(0) contenant des copies de X,,, le complexe cubique C'AT'(0)
d’un réseau uniforme arithmétique de type simple de H", avec une flexibilité suffisante
pour que les arguments de Dymara et Osajda restent valables. Cela fournirait des groupes
hyperboliques de bord M™~! pour tout n. Pour le moment, nous avons déja obtenu &
profusion des groupes hyperboliques cubiques dont le bord est ’adhérence d’une union
tres “branchée” de spheres S*1.

16. COMPLEXES CUBIQUES SPECIAUX : SUITE.

La notion de groupes cubiques spéciaux appelle naturellement divers types de résultats.
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D’une part, il est tres intéressant de montrer que telle vaste classe de groupes cubiques
est en fait constituée de groupes virtuellement spéciaux, puisqu’étre spécial a de tres
fortes conséquences algébriques.

D’autre part, on doit continuer a chercher les propriétés algébriques des sous-groupes
convexes-cocompacts des groupes de Coxeter, puisqu’elles seront valables pour tous les
groupes spéciaux.

Enfin, il serait également tres intéressant de trouver un exemple cubique hyperbolique
non virtuellement spécial. Cette recherche se fera cependant dans un autre état d’esprit :
certes elle donnera un contre-exemple, et probablement immédiatement un exemple de
groupe hyperbolique non-résiduellement fini, mais apres tout cela ne serait qu’une confir-
mation de ce a quoi la plupart des chercheurs croient. De notre point de vue, ce qui est
surprenant, ce n’est pas qu’il existe un groupe hyperbolique non résiduellement fini,
c’est plutot que tant de groupes cubiques hyperboliques soient virtuellement spéciaux.
C’est pourquoi, pour le moment, nous pensons nous concentrer sur les résultats positifs
qu’assure le fait d’étre virtuellement spécial.

16.1. Etude de certains cas particuliers. Certains groupes cubiques remarquables
sont peut-étre virtuellement spéciaux, bien qu’on ne sache méme pas pour le moment s’ils
sont résiduellement finis. C’est le cas par exemple pour les groupes de pseudo-réflexions,
introduits par Davis, Januszkiewicz et Scott ([25]).

Il nous semble raisonnable d’essayer de montrer que ces groupes sont bien virtuelle-
ment spéciaux, peut-étre en commencant par exhiber un sous-groupe d’indice fini pour
lequel les hyperplans n’ont pas d’auto-intersection. Il faudrait sans doute commencer par
considérer le cas de la dimension 2, pour acquérir une bonne intuition géométrique.

Ces groupes ont retenu l'attention de plusieurs géometres, car ils se présentent comme
des versions tordues de groupes de Coxeter a angles droits. Cependant, nous ne pensons
plus que cette “torsion” soit une raison suffisante pour croire qu’ils ne sont pas virtuel-
lement spéciaux. En effet, avec les méthodes du théoreme 16.1, on peut montrer que
le groupe du polyedre de Gromov pavé par hexagones, avec pour links de sommets le
graphe complet sur quatre points, et d’holonomie constamment non triviale, est en fait
virtuellement spécial.

16.2. Amalgames de complexes cubiques spéciaux. Actuellement nous finissons
avec Dani Wise notre troisieme article sur les groupes spéciaux. Nous montrons que
certains graphes de complexes cubiques virtuellement spéciaux restent virtuellement
spéciaux. Plus précisément :

Théoréme 16.1. Soit X un compleze cubique a K < 0 obtenu comme graphe fini de
complexes cubiques compacts virtuellement spéciauzx. Ainsi le complexe cubique a K <0
de chaque aréte s’itmmerge par une isométrie locale dans les complexes des sommets
de Uaréte. Si les groupes fondamentaux des espaces d’arétes sont malnormauz dans les
groupes fondamentauzx des espaces de sommets, alors m1 X est virtuellement spécial -
pour peu qu’il soit Gromov-hyperbolique.
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Cet énoncé apparemment un peu technique aura d’importantes conséquences. En effet
tous les complexes cubiques compacts & K < 0 “connus” jusqu’a maintenant admettent
un revétement fini ou tous les hyperplans sont plongés. Si on suppose de plus les hyper-
plans malnormaux, on voit en utilisant une hiérarchie d’hyperplans qu’on peut appliquer
plusieurs fois le théoreme précédent, et 'on en déduit que X est virtuellement spécial.

16.3. Groupes de surface dans les groupes cubiques spéciaux. Avec Henry Wil-
ton nous essayons de montrer le résultat suivant :

Théoréme 16.2. Soit I' un groupe cubique spécial hyperbolique. Alors ou bien I' est
virtuellement libre, ou bien I' contient un groupe de surface.

La question de savoir si un groupe hyperbolique & un bout contient un groupe de
surface a été posée par Gromov, les réponses sont tres partielles. Le cas de Coxeter a
angles droits semble bien compris, il faudrait maintenant comprendre le cas spécial.

Plus généralement, on peut penser que la classe des groupes cubiques spéciaux est
celle pour laquelle on sait résoudre assez facilement les questions habituelles de la théorie
géométrique des groupes. Avec les groupes cubiques spéciaux, tout devrait “bien se pas-
ser”, la situation se compliquant nettement lorsque on passe a des groupes cubiques non
virtuellement spéciaux (comme par exemple pour le probleme de la finitude résiduelle).

17. GROUPES DE COXETER A ANGLES DROITS.

Question 17.1. Un groupe de Coxeter a angles droits quelconque peut-il étre représenté
de facon discrete, géométriquement finie dans un espace hyperbolique de grande dimen-
sion ?

Si la réponse était oui, alors tous les groupes spéciaux seraient représentables dans
Isom(HN ) - et probablement les groupes spéciaux hyperboliques seraient de la sorte
convexes-cocompacts dans H™. Méme s’il y a des limitations, il serait intéressant de les
trouver. Notons que Misha Kapovich a obtenu un tel résultat de géométrisation des
polygones a angles droits de groupes finis (cf. [52]). Notre résultat engloberait le sien,
car ses groupes sont en fait cubiques spéciaux (hyperboliques).

Pour des groupes de Coxeter non a angles droits mais d’'un type particulier il nous
semble que la représentation de Tits convient : la forme de Tits est alors hyperbolique.
Ces exemples suffisent déja a retrouver un grand nombre de cas couverts par le théoréme
de Kapovich.

Eventuellement la question ci-dessus pourrait devenir un sujet de these, ou une partie
d’un tel sujet.

18. CUBULATIONS.

Le probleme est le suivant. On se donne une certaine géométrie X, avec un groupe
I' d’automorphismes discret cocompact. On cherche a définir un ensemble de murs sur
X qui soit discrete (un nombre fini de murs séparent deux points donnés), et de plus
invariante sous I'.



ASPECTS COMBINATOIRES DE LA THEORIE GEOMETRIQUE DES GROUPES. 53

18.1. Complexes systoliques ultra-pavables de Januszkiewicz-Swiatkowski. Il
nous semble que pour les groupes fondamentaux de simplexes de groupes finis étudiés
dans [51], la condition “ultra-pavable” permet de définir des murs sur ces complexes
simpliciaux. En effet tout voisinage d’aréte dans le complexe X est domaine fondamental
strict pour un sous-groupe d’indice fini de I'. Ainsi un voisinage d’arétes est un rétract
simplicial de X. Or un voisinage d’arétes admet un mur naturel, qu’il suffit de tirer en
arriere par la rétraction. Ceci permet - au moins en dimension deux - de définir une
structure d’espace & mur invariante par un sous-groupe d’indice fini convenable de T'.
Nous pensons donc que :

Théoreme 18.1. Le groupe fondamental d’un simplexe de groupes fini ultra-pavable a
Keomb < 0 considéré par Januszkiewicz-Swigtkowski est cubique. Si le simplexe est a
Keomp < 0 alors le groupe est virtuellement cubique spécial (puisque ses sous-groupes
quasi-convezes sont séparables par [46] ).

Ceci pose un petit probleme. En effet, les seuls exemples de complexes simpliciaux
a Keomp < 0 de grande dimension sont justement obtenus comme développements des
simplexes de groupes finis ultra-pavables. Les réseaux uniformes des complexe simpliciaux
a Keomb < 0 sont- ils donc tous cubiques en grande dimension ?

En fait nous pensons pouvoir construire des exemples en toute dimension qui sont des
extensions de groupes de Kazhdan - et donc ne peuvent étre cubiques. Mais nos exemples
n’ont pas la propriété (7).

Question 18.2. Peut-on construire des groupes & Kcomp < 0 ayant la propriété (T) en
toute dimension (cohomologique virtuelle) ?

18.2. Convexes divisibles de Benoist. Dans [3] Benoist introduit une classe de groupes
hyperboliques linéaires particuliers : ceux qui “divisent” un cone strictement convexe.
La distance sur le projectifié du cone convexe est la distance de Hilbert associée au bi-
rapport projectif. Tous les exemples construits jusqu’a ce jour - méme exotiques - sont
des groupes cubiques.

Nous demandons si tous les groupes hyperboliques de Benoist sont cubiques, ou au
moins ont la propriété de Haagerup.

Il semble que la géométrie de la distance de Hilbert soit beaucoup plus proche de la
géométrie hyperbolique réelle que de la géométrie hyperbolique complexe. Par exemple
dans cette géométrie il y a des murs naturels : les hyperplans linéaires qui coupent
I'intérieur du cone. Et ces hyperplans sont géodésiquement convexes pour la distance de
Hilbert.

Le probleme est de définir une mesure naturelle sur 'ensemble des hyperplans, de
sorte que la mesure des hyperplans séparant deux points soit finie.

18.3. Réseaux uniformes de ’espace hyperbolique réel. Soit I" un réseau uniforme
de I'espace hyperbolique réel H”. On demande si I' est cubique, ou au moins admet une
action non triviale sur un complexe cubique C'AT(0). Le probléeme est donc de passer
d’une action sur un espace & murs mesurés a une action sur un espace & murs discret.
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Parfois I' préserve une famille localement finie d’hypersurfaces totalement géodésiques
(comme dans le cas arithmétique de type simple), mais cette situation semble exception-
nelle. On peut se demander pourtant si I' ne pourrait pas préserver une famille locale-
ment finie d’hypersurfaces quasi-convexes. Il suffirait alors d’appliquer le théoreme de
cubulation des espaces a murs.

La question est déja redoutable en dimension 3. On peut repérer trouver des por-
tions compactes d’hyperplans de H? (des disques ou des polygones), et on peut parfois
méme avoir une regle pour les recoller. Mais qu’est-ce qui pourrait assurer que la surface
immergée ainsi construite se plonge quasi-isométriquement ? Il semble qu’on ait besoin
d’un théoréme assurant que certaines quasi-isométries locales de H? dans H? sont bien
des plongements quasi-isométriques (résultat analogue a celui, classique, sur les quasi-
isométries locales de R = H! dans H?).

Le plongement isométrique de H? dans son espace médian associé permet de définir
des complexes cubiques CAT(0) compacts, correspondant a ’enveloppe médiane d’une
(grande) partie finie d’une orbite de I'. Il s’agirait alors de recoller convenablement ces
morceaux cubiques CAT'(0) pour que les hyperplans naturels immergés du complexe
carré obtenu définissent bien des hyperplans - c’est a dire soient plongés, si possible
quasi-isométriquement.
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