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que I’on pourra donc étudier pour réussir cette épreuve

Correct Y,

Exercice 1. Soit un nombre réel fixé a € R avec a # 0. On se donne deux valeurs initiales ug € Retu; € R, et on
se propose d’étudier la suite numérique (u,, )22, définie par la relation de récurrence linéaire d’ordre deux :
Up+2 = 2QUp41 —a2un (Vn>0).
L’objectif de cet exercice est d’établir la formule générale :
Uy = (oz—i—ﬁn) a” (Yn>0),
ol « et (3 sont des constantes appropriées.
(a) Montrer que le polyndme caractéristique associé X2 — 2a X + a? admet la racine double a.

(b) Montrer que les deux constantes :

Uy
a = ug et b= —ug+ —
a

satisfont bien :
Upg = (Oé+0) 'a’07
u = (a+B-1)-a'.

(c) Vérifier par un calcul direct que la solution :

Up = (U0+(—U0+U1>n>an,
a

satisfait effectivement la relation de récurrence 1, 12 = 2a u, 1 — a? u,, pour tout n > 0.
(d) Conclure.

Exercice 2. Soient maintenant deux nombres réels a, b € R avec b # 0. On se donne a nouveau deux valeurs initiales
uyg € Retu; € R, et on se propose d’étudier la suite numérique wu,, définie par la nouvelle relation de récurrence
linéaire d’ordre deux plus générale :
Upt2 = GUR+1 +Duy, (Vn>0).
On suppose enfin que :
a?+4b # 0.

(a) Montrer par un calcul direct que :

. a—+va+4b ot . a++vVa®+40b
= 5 = 5
sont racines du polyndme caractéristique X2 — a X — b, et justifier que \ # .

(b) Montrer que les deux constantes :

Ug b — U1 U — AU
o= ——— et =
w—A h nw—A
satisfont :
ug = a+ 3,
uy = aX+ B u.

(c) En développant (X — X\)(X — p), montrer que :
a=A+p et b=—-A\pu.
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(d) Montrer que A # 0 et que p # 0.
(e) On introduit la nouvelle suite (v, )22, définie en fonction de (u,, )22, par :

. u"
VUp = V (Vn>0),
Montrer que :
i
Un+2 — Upt+1 = 2\ ('Un-i-l - Un) (Vn2>0).

(f) Pour tout entier n > 0, montrer que :

(g) En utilisant :

montrer que :

n—1 k
U = o + (v1 — o) (g) (Vn2>0).
k=0
(h) Montrer que :
U = U + (v1 — vp) (W_l> (Vn2>0).
(5)—-1
(i) Montrer que :
Mn _ )\’I’L
Up = v A" + (v1 — vg) (“—1) (Vn>0).
X
(j) Montrer que :
Uy = a A" + [/ pu" (Yn>0).

Exercice 3. On admettra que In (1 + =) < « pour tout nombre réel z > —1.
(a) Pour tout entier n > 2, montrer les deux inégalités :

< In(n)—In(n-1).

S|

INn(n+1)—In(n) <

(b) Montrer que 1’on a pour tout entier n > 0 :

2n
S (n(k+1)—In(k) = In (2::11).

k=n-+1

(c) Montrer que I’on a pour tout entier n > 1 :

an (In(k) =In(k—1)) = In (2:)

k=n-+1

(d) Pour tout entier n > 2, montrer les deux inégalités :

2n
2n+1 1 2n
In < E - < In{— ).
(n+1) k <n)

(e) Montrer que :



