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1. OPERATIONS SUR LES VECTEURS.
1.1. Sommes de vecteurs.

Définition 1.1 (somme de deux n-vecteurs). Soit n un entier fixé mais indéterminé, n > 1. Soient
u=(x1,T2,...,Tn) et v = (y1,Yy2,...,Yyn) deux n-vecteurs. Alors u + v est le n-vecteur

(l']_ +?/1,332 +y27-‘° y Im +yn))
autrement dit le n-vecteur dont la k-ieme composante est zx + yr (pour chaque k =1,2,....n).

Exemples : (1,-2) + (=3,5) = (—2,3), (1,2,3) + (3,2,1) = (4,4, 4).
ATTENTION : il est impossible d’ajouter un n-vecteur et un m-vecteur si n # m!

Date: 19 mars 2010.



french ALGEBRE LINEAIRE (I). 2

Proposition 1.2 (quelques propriétés).
(1) L’addition des vecteurs ne dépend pas de lordre : uw+v = v + u. En effet i + yr = yx + .
(2) L’addition du vecteur nul ne change pas le vecteur : u+ (0,...,0) =u
(3) Tout vecteur u admet un opposé, c’est a dire un vecteur u’ tel que u+ v = 0. En effet il est

nécessaire et suffisant de prendre v’ = (x,..., ) avec x), = —x. On notera v' = —u. Par

définition, pour v un autre n-vecteur, la différence v — u est la somme v + u’.

(4) (régle de simplification) St u+v = u+ w alors v = w.

(5) (associativité) (u + v) + w = u + (v + w), qu’on notera donc uw + v + w sans plus préciser
les parenthéses. Plus généralement la somme de k vecteurs ui,...,ur de R™ est bien définie
sans avoir a préciser le parenthésage : uj + -+ + ug (ou Zizlf u; en abrégé) est le vecteur dont
la premiére composante est la somme des premiéres composantes de uq,...,uy, la deuriéme
composante est la somme des deuzriémes composantes de ui,...,ur, et ainsi de suite pour les
autres composantes. Si on veut on peut aussi définir la somme de k vecteurs par récurrence sur
k> 1 :la somme de k vecteurs ayant été définie, on pose uy+- - +ug +ug1 = (u1+---+ug)+
Uk+1-.. L’important c’est qu’on a toujours (uy +- - +ug) + (ug1+ -+ Ugsg) = ur 4+ Ugre.

1.2. Multiplication d’un vecteur par un réel.

Définition 1.3 (multiplication d’un n-vecteur par un réel). Soit n un entier fixé mais indéterminé,
n > 1. Soient u = (x1,x2,...,T,) un n-vecteur et A un réel. Alors \u est le n-vecteur

(Az1, A2, . ..y ATy,
autrement dit dont la k-ieme composante est Axy.
ATTENTION : il est (en général) impossible de multiplier des n-vecteurs entre eux!

Proposition 1.4 (quelques propriétés).

(1) La multiplication par 0 annule le vecteur : Ou = (0,0,...,0).

(2) La multiplication par 1 ne change pas le vecteur : lu = u.

(3) La multiplication par —1 change le vecteur en son opposé : (—1)u = —u.

(4) (régle de simplification) St Au = Av ET XA # 0 alors u = v.

(5) (associativité) (Ap)u = A(pw), qu’on notera donc Apu sans plus préciser les parenthéses.

(6) (distributivité) On a Mu+v) = A+ v et (A + p)u = Au + pu pour u,v € R™ quelconques et

A, i des réels quelconques.
La vérification de ces regles se fait composantes par composantes.
1.3. Combinaisonss linéaires.

Définition 1.5 (combinaisons linéaires). Soit n un entier fixé mais indéterminé, n > 1. On considére

une suite de k vecteurs uq,...,u;r de R™ et une suite de k nombres réels Ay,..., A\;. Alors le vecteur
Aug + -+ + A\gug est appelé combinaison linéaire de la suite de vecteurs (uq,...,uy) (de coefficients
Alyovey Ag)-

Lorsque k£ = 1 la combinaison linéaire est simplement Aju; (pas de sommes de vecteurs, juste une
multiplication par un réel).

Exemple 1.6.
2(1,0,0) +y(0
—4

1,0) + 2(0,0,1) = (z,y, 2).
2(1,2,3,4) 1

(1,1,1,1) +2(1,0,—-1,-2) = (0,0,0,0)
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On remarque que tout n-vecteur u = (z1,...,T,) est combinaison linéaire de la suite de vecteurs
(e1,€9,...,6e,) affectés des coefficients x1,...,z,. En plus on voit que la seule combinaison linéaire de
(e1,€9,...,6e,) qui donne (x1,...,z,), c’'est celle de coefficients x1,...,z,. (On note comme toujours e;

le n-vecteur dont toutes les composantes sont nulles, sauf la i-eme, égale a 1.)

Deux problémes. Une suite de vecteurs (fi, fo, ..., fx) est donnée dans l’espace R™. On se pose les
questions suivantes :

(1) Quels vecteurs peut-on fabriquer a partir de la suite (fi, f2,..., fr) en faisant toutes les combi-
naisons linéaires possibles 7 (c’est a dire en utilisant tous les coefficients possibles)

(2) Un autre n-vecteur u étant donné, quels sont les coefficients (A1, Aa, ..., Ax) des combinaisons
linéaires A1 f1 + -+ + A\ + fr qui donnent u ?

1.4. Utilisation des systémes linéaires pour résoutre une équation vectorielle.

Soit (f1, ..., fr) une suite de vecteurs de R". Soit u un autre vecteur. Alors I’ensemble des coefficients
(A1, A2, ..., Ag) tels que A1f1 + -+ + Apfr = u est exactement ’ensemble des solutions d’un systeme
linéaire aux inconnues Aj, Ag, ..., Ay ayant n équations, dont la i-eme est A\jx;(f1)+- - -+ \gzi(fr) = zi(u)
(en notant x;(v) la i-eme composante du vecteur v).

Par exemple, considérons les vecteurs

fl = (172707 _3)7f2 = (07 _]-7 ]-70)7f3 = (_]-7 ]-7 _17 1)7f4 = (072707 _2)

Pour u = (u1,u2,us,us) on a x1fi + vofo +a3f3 +aafs =u =

T — T3 = u
201 —To+x3+ 214 = us
o — I3 = us
—3x1 + 3 — 214 = Uy

Donc en appliquant simplement la méthode de résolution des systemes linéaires déja vue, on peut
résoutre tous les problemes sur les combinaisons linéaires.

2. SUITES GENERATRICES, SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE.

Définition 2.1 (suite génératrice). Une suite génératrice (de R™) est une suite de vecteurs (fi,..., fk)
telle que tout vecteur de R™ peut s’obtenir comme une certaine combinaison linéaire des f, ..., fi. On
dit aussi que la suite (fi,..., fr) engendre R™.

Ainsi les suites génératrices sont celles pour lesquelles la réponse au probleme (1) est : on peut
fabriquer tous les vecteurs de R".

Exemple 2.2.

Comme on l'a déja remarqué la suite (e, e9,...,e,) engendre R™.

Autre exemple : (f; = (2,0), fo = (—1,5)) est une suite génératrice de R?. Pour fabriquer e; = (1,0)
il suffit de faire e; = %fl. Ensuite pour fabriquer es = (0,1) on voit que ey = %(el + fo) = %fl + %fg.
Enfin comme tout vecteur (x,y) s’écrit (z,y) = xe; + yey on en déduit :

9T +y Y
10 fi+ 5f2

_z Y Ye _
(z,y) = 2f1 + 10f1 + 5f2

et (f1, f2) est génératrice.
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Notation. Soit (fi,..., fx) une suite de vecteurs de R™. Nous noterons Vect(fi, ..., fr) ’ensemble de
toutes les combinaisons linéaires possibles de (f1,..., fi).

Convention lorsque la suite est vide (k = 0, autrement dit il n’y a aucun vecteur dans la suite) : on
pose alors Vect() = {Ogn }.

Avec cette notation, (f1,..., fr) engendre R™ si et seulement si Vect(f1,..., fr) = R™. Remarquons
que Vect(f1,..., fr) contient toujours au moins chaque vecteur fi,..., fi : par exemple f s’écrit comme
la combinaison linéaire f; = 1f; +0fs 4+ --- 4+ 0 f%.

Proposition 2.3. Soit (f1,..., fr) une suite de vecteurs de R™. Alors Vect(f1,..., fr) a les deux pro-
priétés suivantes :

(1) (passe par Ogn) (0,0,...,0) € Vect(f1,..., fx);
(2) (stable par combinaisons linéaires) Si u € Vect(fi,..., fx) et v € Vect(f1,..., fr), si A, p € R

alors la combinaison linéaire Au + pv appartient a Vect(f1, ..., fx).
Démonstration. En considérant la combinaison linéaire 0f1+- - -+0fx on voit que Ogn € Vect(f1,..., fi).
Soient u,v deux éléments de Vect(f1,..., fi), de sorte qu’on a u = z1f1 + -+ + . fr et v =y1 f1 +
-+ -+ yi fr pour certains coefficients réels (x1,...,zx) et (y1,...,yx). Alors en distribuant, en regroupant

et en factorisant :
Au+pv = (Azy + py1) f1 + -+ (Azg + pye) fr

de sorte que \u + pv est bien dans Vect(f1,..., fi)-
]

Définition 2.4 (sous-espace vectoriel, sous-espace vectoriel engendré, suite génératrice).

Un sous-espace vectoriel de R™ est une partie £ C R™ qui vérifie les deux propriétés de la proposi-
tion 2.3 : autrement dit E contient Og» et E contient toutes les combinaisons linéaires de deux de ses
vecteurs.

Soit (f1, ..., fr) une suite de vecteurs de R™. L’ensenble E = Vect(fy,..., fi) s’appelle le sous-espace
vectoriel engendré par (f1,..., fr), et on dit que (f1,..., frx) est une suite génératrice de E.

Exemple 2.5 (exemples de sous-espaces vectoriels).

Le sous-ensemble {Og»} est toujours un sous-espace vectoriel de R™. La partie & un seul élément
{Ogrn} C R™ est un sous-espace vectoriel.

En effet I'élément Orn appartient a la partie {Ogn }. Et pour u,v € {Ogn} et A, u € R, d’abord on doit
avoir u = v = 0, puis A\u + pv = Ogn, donc on a bien A\u + pv € {Ogn}. Les deux axiomes sont vérifiés.

Par exemple la suite & un seul élément (Ogn) engendre {Ogn}. D’ailleurs la suite a trois éléments
(Ogn, Ogn, Ogn) engendre aussi {Ogn }.

Autre exemple : Vect(@) pour @ un vecteur (non nul) de R”. C’est exactement 1’ensemble des multiples
de ii. Par exemple Vect(2,3) = {(2z,3x),z € R}. Si on représente cet ensemble dans R? on obtient une
droite passant par l'origine.

Enfin E = {(z,y,2) € R}, x + 2y — 2 = 0} est également un sous-espace vectoriel.

L’axiome de stabilité par combinaisons linéaires de deux vecteurs pour un sous-espace vectoriel
équivaut en fait a une condition apparemment plus forte :

Lemme 2.6 (stabilité d’un sous-espace vectoriel par combinaisons linéaires quelconques). Soit E un
sous-espace vectoriel de R™. Alors E est stable par combinaisons linéaires d’une suite finie quelconque
de vecteurs, i.e. : si £ est un entier, £ > 1, et si uq,...,up sont dans E alors toute combinaison linéaire
de uy,...,up est dans E.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur ’entier £.

Pour /£ =1 il nous faut démontrer que pour tout vecteur u et tout A € R on Au € E. Posons v = u et
@ = 0. D’une part la combinaison linéaire Au + pv est dans E puisque E est un sous-espace vectoriel,
et d’autre part elle vaut Au.

Remarquons que pour £ = 2 la propriété a démontrer est vraie puisque c’est justement le deuxieme
axiome des sous-espaces vectoriels.

Ensuite pour £ > 1 quelconque supposons avoir déja montré que toute combinaison linéaire de ¢ — 1
vecteurs de F est dans E. On peut alors découper une combinaison linéaire de ¢ vecteurs uq,...,uy de
E en deux morceaux :

AU+ Ap_1Up—q + Apuy = (/\1U1 R )\@,1qu1) + Aoy = u + Apuy
ou 'on a posé u = Ajui +- - -+ Ay_1ug_1. Par récurrence on sait déja que u € E. Alors u+ Apuy est dans
E comme combinaison linéaire de deux vecteurs de E (le coefficient de u est 1, celui de uy est Ag). Et
pour finir Ajuy + -+ + Ap_1up_1 + Mg € E. O

Corollaire 2.7 (Vect est le plus petit qui contient). Soit (f1,..., fr) une suite de vecteurs de R™ et

posons E = Vect(fi1,..., fr). Alors E est un sous-espace vectoriel qui contient chaque vecteur fi, ..., fx.
De plus si un sous-espace vectoriel F' de R™ contient chaque vecteur fi,..., fr, alors E C F.

Autrement dit Vect(fi,..., fr) est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient fi,..., fi.
Démonstration. En effet si F' est un sous-espace vectoriel qui contient f, ..., fi alors d’apres le Lemme 2.6
on sait que toute combinaison linéaire de (fi,..., fx) est dans F. Ceci signifie que chaque vecteur de E
est dans F', autrement dit que £ C F. O
Corollaire 2.8. Soit E le sous-espace vectoriel de R"™ engendré par une suite de vecteurs (fi,..., fx).
Supposons que E contienne des vecteurs uy,...,up. Alors E contient toutes les combinaisons linéaires
de ui,...,up. En d’autres termes :

Vect(uq, . ..,ug) C Vect(f1,..., fr)

Comme application directe de ce corollaire :

Lemme 2.9 (“Vect” est croissant). Soit G une suite finie de vecteurs de R™ et soit F une suite extraite
de G (autrement dit F s’obtient en conservant certains vecteurs de G, et en rejetant certains autres
vecteurs). Alors :

Vect(F) C Vect(G)

Démonstration. En effet le sous-espace vectoriel E = Vect(G) contient chaque vecteur de G, donc chaque
vecteur de F. Alors d’apres le Corollaire 2.8 on a bien Vect(F) C E. O

En particulier :

Corollaire 2.10. Toute suite de vecteurs d’un sous-espace vectoriel E C R™ qui contient une suite
génératrice de E est elle-méme une suite génératrice de E.

Voici aussi une méthode pour prouver qu’une suite engendre R™ :

Lemme 2.11 (critere d’engendrement). Soit (f1,..., fr) une suite de vecteurs de R™. Notons comme
d’habitude (e1,...,ey) les vecteurs e; = (1,0,...,0,0),...,e, = (0,0,...,0,1). Alors (f1,..., fx) en-
gendre R™ si et seulement si chaque vecteur e; est combinaison linéaire de la suite de vecteurs (f1,..., fx).
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Démonstration. Si (f1,..., fr) engendre R™ tous les vecteurs de R™ sont combinaisons linéaires de
(f1,---, fr) donc en particulier les vecteurs e;.
Réciproquement si chaque e; est dans Vect(fi, ..., fx), alors d’apres le Corollaire 2.8 on a
Vect(ey,...,e,) C Vect(fi,..., fx)
autrement dit R™ C Vect(fi, ..., fr). Comme de toute fagon on a toujours Vect(fi,..., fr) C R™ on en
déduit I'égalité Vect(f1,..., fr) = R™ O

Lemme 2.12 (une autre caractérisation des sous-espaces vectoriels). Un ensemble E de vecteurs de R™
est un sous-espace vectoriel si et seulement si :

(1) (passe par Ogn) Ogn € E ;
(2) (stabilité par somme) Pour tout u,v € E on au+v € E;
(3) (stabilité par multiplication par un réel) Pour tout u € E et tout A € R on a Au € E.

Démonstration. Si E est stable par combinaison linéaire alors il est stable par somme et par multipli-
cation par un réel (car ce sont des cas particuliers de combinaisons linéaires).

Réciproquement supposons E stable par somme et par multiplication par un réel, et vérifions que £
est stable par combinaison linéaire. Soit donc u,v € F et A\,u € R. D’abord comme E est stable par
multiplication par un réel les vecteurs v’ = A\u et v' = pv sont dans dans E. Ensuite comme E est stable
par somme v’ + v est dans E. Ceci signifie exactement que A\u + uv € E.

O

3. SUITES LIBRES.

Etant donné une suite (f1,..., fr) de vecteurs de R", on a déja remarqué qu’il est toujours possible
de construire Ogn comme combinaison linéaire de (f1,..., fr) : il suffit de choisir tous les coefficients
de la combinaison linéaire égaux a 0. On peut se demander s’il existe un choix différents de coefficients
(A1, A2, ..., Ag) tels que Ajfi + -+ + A\ fr = Orn : c’est ce qui amene aux notions de suite libre ou liée.

Définition 3.1 (suite libre, suite liée). Une suite (f1,..., fx) de vecteurs de R™ est dite libre si les
seuls coefficients (A1, Az, ..., Ag) tels que A\ f1 + -+ Mo fe = (0,...,0) sont \y =0,y =0,..., A\, =0.
Une suite (fi,..., fr) qui n’est pas libre est dite liée : par définition il existe donc des coefficients réels
A1, A2, ..., A\ qui ne sont pas tous nuls et tels que A\jf; + -+ + A f = (0,...,0) (une telle relation
s’appelle une relation de dépendance linéaire).

Par convention la suite vide () est libre.

Ainsi les suites libres sont celles pour lesquelles la réponse au probleme (2) (avec u = Ogn) est : il y
a une et une seule facon de fabriquer Ogn.

La preuve directe qu’une suite (f1,..., fr) est libre consiste a résoutre I’équation vectorielle A f1 +
<o+ A fr = (0,...,0), aux inconnues Aj, Ag, ..., A\x. Elle commence donc par :

“Soit A1, Ag, ..., A\, des réels tels que A1 fi + -+ + A\ fx = (0,...,0), montrons que nécessairement
AM=Xd=--=X=0.7

11 existe cependant des arguments plus élaborés (utilisant la dimension) qui permettent de montrer
qu’une suite est libre, sans revenir a la définition.

Exemple 3.2.

Comme on I'a déja remarqué la suite (e1, ea,...,ey) est libre.

Autre exemple : la suite (fi = (2,0), f2 = (—1,5)) est libre dans R2. En effet soit A1, Ao deux réels tels
que A1 f1 4+ Aafe = (0,0) : montrons que nécessairement A\; = Ay = 0. Or A1 f1 + Aafa = (2A1 — A2, 5A2),
donc si la combinaison linéaire est nulle alors Ay = 0, puis également \; = 0.
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Mais la suite (f1) avec f; = Ogn n’est pas libre! En effet en prenant A\; = 1, donc Ay # 0, on a
quand méme A f; = Ogn - on a vérifié la définition d’une suite liée.

Plus généralement :

Lemme 3.3. Si l'un des termes f; d’une suite (f1, fa,..., frx) vérifie fi = Orn, alors la suite est liée.

Démonstration. 11 suffit de prendre des coeflicients A\; nuls, sauf \; (par exemple A\; = 1) : alors Ay fi +
-+ + A fr, = Orn et pourtant tous les \; ne sont pas nuls (& cause de \;).
O

Lemme 3.4. Toute suite qui est extraite d’une suite libre est elle-méme libre. Ou encore : toute suite
qui contient une sous-suite liée est liée.

Démonstration. Supposons que S = (f1, fa,..., fi) soit une suite libre. Soit S’ une suite extraite de S.

Supposons qu’une certaine combinaison linéaire des vecteurs de &’ donne Or». Nous avons donc un
coefficient /\;- pour chaque vecteur f]' de &', et chaque vecteur fj’ apparait dans la suite S : donc nous
avons un coefficient déja défini pour les vecteurs de S qui apparaissent dans S’. Pour les vecteurs de S
qui n’apparaissent pas dans la sous-suite S’ prenons le coefficient nul. Alors la combinaison linéaire des
vecteurs de S correspondant a ces choix de coefficients est nulle. Comme S est libre, tous les coefficients

doivent étre nuls, donc chaque coeflicient )\;- est nul.
O

L’intérét des suites libres tient a la propriété suivante :

Proposition 3.5 (unicité de I’écriture des vecteurs engendrés par une suite libre).
Soit (f1,..., fr) une suite libre. Siu € Vect(fi1,..., fr) alors il existe une unique suite (A1, Aa, ..., \g)
de réels tels que A1 f1 + -+ + A\ fr = w.

Autrement dit les suites libres sont celles pour lesquelles la réponse au probleme (2) est : on peut
fabriquer chaque vecteur d’au plus une fagon.

4. PARTIES GENERATRICES, PARTIES LIBRES.

Nous avons défini “génératrice” et “libre” pour des suites de vecteurs, c’est a dire en tenant compte
de l'ordre de ces vecteurs. En fait 'ordre ne compte pas.

Lemme 4.1 (“vect” est indépendant de ’ordre).

Soit A un ensemble (non wvide) de k vecteurs de R™. Soit (f1, fa,..., fx) et (f1,f5 ..., f}) deux
numérotations de A (donc ce sont deux suites de vecteurs qui prennent les mémes valeurs, mais dans
des ordres différents).

Alors Vect(fi, ..., fx) = Vect(f1,..., f.). On notera Vect(A) ce sous-espace vectoriel, appelé le sous-
espace vectoriel engendré par la partie A. Si E' = Vect(A) on dit encore que A est une partie génératrice
de F.

Pour simplifier, lorsque A = {u}, on notera Vect(u) au lieu de Vect({u})...

Démonstration. On sait que Vect(f1, ..., fx) est 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de la
suite (f1,..., fx). Mais toute combinaison linéaire de (f1, ..., fx) est également une combinaison linéaire
de (f1, f3,---, fi) (et réciproquement), puisque les deux suites de vecteurs prennent les mémes valeurs,

simplement dans des ordres différents. Donc Vect(fi,. .., fr) = Vect(f1,..., f1).
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(Par exemple Vect(f1, fo2, f3, f1) = Vect(f] = fa, f4 = fa, [5 = f1, 4 = f3) car chaque combinaison
linéaire afi + bfa + cfs + dfs correspond a afs +bfi +cfy+dfs = bf] +dfs +af;+ cfy, une combinaison
linéaire de f1, f5, f5, f1-)

]

Comme conséquence directe du Corollaire 2.7 nous obtenons :

Proposition 4.2. Soit A une partie finie (non vide) de R™. Soit E = Vect(A) le sous-espace vectoriel
engendré. Alors E est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A - ce qui signifie que E est contenu
dans tout sous-espace vectoriel contenant A.

Ceci justifie la convention suivante : pour A = () on pose Vect(A) = {Orn} (c’est bien le plus petit
sous-espace vectoriel contenant A...).
Et donc :

Corollaire 4.3 (Vect est croissant). Soit A, B deuz parties finies de R™ avec A C B. Alors Vect(A) C
Vect(B).

Par exemple pour toute partie B contenant un vecteur donné u on aura Vect(u) C Vect(B), autrement
dit Vect(B) contient Au, A € R quelconque.

Lemme 4.4 (“libre” est indépendant de I’ordre).

Soit A un ensemble (non vide) de k vecteurs de R™. Soit (fi, fa,..., fx) et (f1,f5 ..., f) deux
numérotations de A.

Alors (f1, fa, ..., fx) est libre ssi (f{, f5,..., f;.) est libre. On dira dans ce cas que la partie A est
libre ou linéairement indépendante. Dans le cas contraire on dira qu’elle est liée (ou linéairement
dépendante ).

Démonstration. Supposons (f1, fy, ..., f},) est liée : alors une certaine combinaison linéaire & coefficients
non tous nuls de la suite (f{, f3,..., f) donne Ogn. Comme (f1, fa,..., fr) n’est qu'une permutation
de (f1, f5, ..., f;,) on en déduit qu'il y a aussi une certaine combinaison linéaire a coefficients non tous
nuls de la suite (f1, fa,..., fx) qui donne Ogn, donc (f1, fa,..., fr) est liée. On a donc montré (par
contraposition) que si (fi, fa,..., fx) est libre alors (f{, f5,..., f;.) est libre. Par symétrie on a aussi
I'implication dans ’autre sens.

Sur un exemple : supposons k = 3, f| = f2, f5 = f3,f5 = fi et fi +2f; + 4f; = Orn, alors en
substituant : fo + 2f3 + 4f1 = Ogn, puis en permutant : 4f; + fo + 2f3 = Orr. Donc une relation de
dépendance linéaire entre f1, f4 et f5 donne une relation de dépendance linéaire entre fi, f et fs.

O
On déduit alors immédiatement du Lemme 3.4 le résultat suivant :
Corollaire 4.5. Soit A, B deux parties finies de R™ avec A C B. Si B est libre alors A est libre.
5. BASES ET COORDONNEES DANS UNE BASE.
Définition 5.1 (bases). Soit (uq,...,ux) une suite de vecteurs de R™. On dit que (uq, ..., ux) est une
base de R si elle est a la fois libre et génératrice de R”.
Plus généralement soit £ C R™ est un sous-espace vectoriel et soit (u1, ..., ux) une suite de vecteurs

de R™. On dit que (uq,...,ux) est une base de E si elle est libre et si elle engendre E.
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Exemple 5.2. Comme on 'a vu, (e1,ea,...,e,) est génératrice dans R™, et elle est libre. C’est donc
une base de R™, appelée base canonique.
Une base de R? (pas trés canhonique) : (u,v) avec u = (2,3),v = (1,2). Montrons générateur (en
appliquant le critere de la derniere fois) . On a 2u — 3v = (1,0), donc e; € Vect(u,v). Et 2v — u = eq,
donc également ey € Vect(u,v). Comme Vect(u,v) contient e, es on a Vect(u,v) = R?, donc (u,v) est
génératrice.

Maintenant vérifions que (u,v) est libre : soit A\, u € R tels que (Ep)Au + pv = Ogn. L’équation
vectorielle (Ey) équivaut a un systeme d’équations sur les composantes :

3A+2u =0 3A+2u =0
Atsp =0

= 1+2u = pn=XA=0
Qu :0L2<—L2—3L1

Donc la seule solution de Au + pv = Ogn est A = u = 0, et la suite (u,v) est libre.

Un autre exemple. Soit E = {(z,y,2) € R® x + 2y — z = 0}. Alors E = Vect((2,-1,0),(1,0,1)), et
(2,—1,0),(1,0,1) est clairement libre. Donc c’est une base de E.

Proposition 5.3 (coordonnées dans une base). Soit E un sous-espace vectoriel, et soit (f1,..., fq) une
base de E. Siu € E alors il existe une unique suite (A1, A, ..., Aq) de réels tels que A1 fi+-- -+ Agfa = u.

Les nombres Ai, \g, ..., Ay s’appellent les coordonnées du vecteur u (€ E) dans la base (fi,..., fq)-
On parlera de la premiere coordonnée, de la i-eme coordonnée etc...

Démonstration. L’existence vient de ce que la suite est génératrice. L’unicité vient de ce qu’elle est

libre. O

Remarque 5.4. Soit B une base d’un sous-espace vectoriel E. Alors deux vecteurs u,u’ de F sont
égaux ssi leurs coordonnées dans B sont identiques.

Attention, quand on change de base, on change de coordonnées!

Par exemple ’ordre des vecteurs d’une base compte pour bien définir la suite des coor-
données. Ainsi les deux bases (e1,e2) et (ea,e1) de R? sont différentes et les coordonnées d'un vecteur
u = (z,y) n’arrivent pas dans le méme ordre dans les deux bases : les coordonnées dans la premiere base
(qui est la base canonique) sont (z,y), tandis que les coordonnées dans la deuxieme base sont (y, ).

Exemple 5.5. (coordonnées dans la base canonique) Les coordonnées de u = (z1,...,x,) dans la base
canonique (e, ..., e,) sont précisément les composantes (x1, ..., 2, ), puisque u = x1(1,0,...,0)+---+
2(0,...,0,1).

Autre exemple : B = ((2,1),(1,—1)) est une base de R? - mais pas du tout la base canonique. Quelles
sont les coordonnées de (1,0) dans cette base? On cherche donc les deux réels x et y tels que (1,0) =
2(2,1) +y(1,—1). Or cette équation entre vecteur de R? est équivalente & un systéme de deux équations
linéaires, qu’on résout :

2 =1 —y =0 —y =0 1
IR SR S e Ty =0 ]
rz—y =0 =1 =1 3

Les coordonnées de (1,0) dans B sont donc (3, 3).
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Proposition 5.6 (changement de base I). Soit E C R™ un sous-espace vectoriel de dimension d, et
soient B = (u1,...,uq), B = (u],...,u))) deuz bases de E. Pour tout vecteur u € E on note (yi,...,Yq)
les coordonnées de u dans B et (y},...,y,) les coordonnées de u dans B' (c’est le méme vecteur, mais
il est vu différemment par les deux bases : une base de E c’est une maniére de regarder les vecteurs de
Alors pour exprimer (Y}, ..., y,) en fonction de (y1, . ..,yaq) (donc (Y1, . ..,yq) sont donnés, et (yy,...,y})
sont inconnues), on commence par traduire composante par composante l’équation vectorielle yju) +
st yhul = yiur + - -+ yqug en un systéme de n équations (aux inconnues (Y, . ..,y,), et de second
membre fonction de yi,...,yq). Puis on résout ce systéme.

ATTENTION : pour le moment nous ne connaissons que la définition des bases, mais nous ne connais-
sons aucune autre propriété, et n’avons pas de procédé pour fabriquer une base d’un sous-espace vectoriel
E, méme lorsque E = Vect(fi,..., fr)! C'est le but du chapitre suivant.

6. L’ALGORITHME DU RANG.

6.1. Suites libres et Vect.

Quand dans une suite (fi,..., fi) il y a une répétition, f; = f;, alors d’une part en retirant f; on
obtient une suite qui engendre le méme sous-espace vectoriel, et d’autre part la suite (fi,..., fr) n’est
jamais libre. Cette remarque se généralise :

Lemme 6.1 (ajout d’'un vecteur & une suite libre). Soit d’une part (uy,...,ux) une suite de vecteurs
de R", et soit d’autre part u € R" un vecteur.

(1) Siu e Vect(uy,...,u) alors (u1,...,ux,u) est liée.

(2) La suite (uq, ..., ug,u) est libre si et seulement si (u1, ..., ug) est libre et de plusu & Vect(uy, ..., ug).
Corollaire 6.2 (critere de liberté). Une suite (u1,us, ..., uy) de vecteurs de R™ est libre ssi : uy # Ogn,

ug & Vect(uy), us & Vect(uy,uz), ... , et up & Vect(ug,ua, ..., up_1)

Démonstration. = Vérifions que si la suite est libre alors u; # Ogn, ug & Vect(uy), ug & Vect(uy, uz), ... ,
et ug & Vect(uy,ug,...,u;—1). Celarevient a montrer la contraposée : si u; = Ogn, ou bien ug € Vect(uy),
ou bien ug € Vect(u1,u2), ... , ou bien uy € Vect(uy,us,...,ur_1), alors la suite est liée.

Or si u; = 0 la suite contient le vecteur nul donc est liée. Et si u; € Vect(uy,ug,...,u;—1) alors la
suite (ug,us,...,u;) est liée d’apres le Lemme 6.1. Donc la suite contient une suite liée, et elle est liée.

P

uy # 0 donc (up) est libre. En effet I'une des composantes x; de u; = (z1,x2,...,x,) est non nulle,
donc I'équation Au = Ogn implique que Az; = 0, donc que A = 0 puisque x; # 0.

ug & Vect(uy) et (up) est libre donc (u1,uz) est libre d’apres le lemme 6.1

us & Vect(ug,ug) et (ur,ug) est libre donc (uy,ug,us) est libre (toujours d’apres le lemme 6.1) ;

... etc ...

finalement wuy, & Vect(u1,ug, ..., ugp—1) et (u1,...,up_1) est libre, donc (uy,ua,...,ux) est libre (tou-
jours d’apres le lemme 6.1).

O

6.2. Extraire une suite libre en conservant le méme sous-espace vectoriel engendré.
Par convention la suite vide () (zéro vecteur de R™) engendre le sous-espace {Ogn }. Et par convention
elle est libre. Donc c’est une suite libre et génératrice de {Orn} : c’est une base de {Ogn }.

Théoréme 6.3 (algorithme du rang).
Soit (uy,us,...,ur) une suite de vecteurs de R™. On considére la sous-suite (vi,va,...,Un) définie
de la facon suivante :
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vy est le premier vecteur non nul de la suite (uy,ug, ..., ug);

vy est le premier vecteur de la suite (uy,us, ..., u) qui n'est pas dans Vect(vy) ;

v3 est le premier vecteur de la suite (u1,us, ..., ur) qui n'est pas dans Vect(vy,ve) ;

vy est le premier vecteur de la suite (uy,ug, ..., ug) qui n'est pas dans Vect(vi,ve,vs) ;

... etc ...

Alors la suite extraite (vi,va, ..., Uy) est libre, et Vect(vy,va,...,vy) = Vect(uy, ug, ..., ug).
Exemple 6.4. Pour (UI,UQ,U3,U4,U5,UG,U7 = ( (0,0 1 2,0),(2,4,0),(0,2,1),(1,-2,-2),(1,0,1),
(1,0,0)) on trouve (vi(= ug2), va(= u4),v ):( ,(0,2,1),(1,0,1)).

Démonstration. La suite (vi,vs,...,v,) est libre :

une application directe du critere de liberté (Corollaire 6.2).
La suite (vy,vs,...,v,) engendre Vect(ui,ug, ..., ug) :

Pour démontrer cela on montre d’abord F' C E, puis E C F', ou l'on a posé E = Vect(uy,ug, ..., ux)
et F' = Vect(vi,v2,...,0p).

F C E : car E est le sous-espace engendré par (uq,...,ux), donc il contient tous les vecteurs u; et
en particulier il contient les vecteurs (vi,vg,...,vy). Comme F est le plus petit sous-espace vectoriel
contenant (v1,v2,...,vy,) on a bien F' C E.

E C F : commencons par montrer que chaque u; est dans F'. Par ’absurde : si un u; n’était pas dans
F, alors le premier de ces u; donnerait un vecteur v,,+; : donc la construction de la suite (vi,va,...)
n’aurait pas été achevée. Absurde.

Ensuite on conclut comme ci-dessus F' contient chaque u;, donc contient Vect(uy,...,ur) = E.

O
Remarque 6.5 ('algorithme du rang extrait une base). Notons que lorsque F = Vect(uq,...,ux)
Palgorithme du rang appliqué a (ug,...,u;) fournit une base de F, puisque le résultat est une suite
libre qui engendre le méme sous-espace vectoriel F.
7. DIMENSION.
7.1. Définition de la dimension.
Théoréme 7.1 (théoreme de la dimension). Soit E = Vect(fi,..., fi) un sous-espace vectoriel de R™

(donné par une partie génératrice).
Alors E admet une base de longueur < k. De plus, toutes les bases de E sont des suites de méme
longueur d (la longueur d’une suite est le nombre de ses termes).

Le nombre d s’appelle la dimension de E et est notée dim F : c’est le nombre le plus important du
cours !

preuve du théoréme de la dimension. D’abord, quitte a appliquer I'algorithme d’extraction a (f1, ..., fx),
on peut supposer que B = (fi,..., fr) est une base de E (qui en admet donc bien une au moins).

Soit (g1,...,g¢) une autre base de E. Pour montrer que k = ¢, il suffit par symétrie de montrer que
{<k.

On rajoute le premier vecteur de la base g; au début de B : soit F; = (g1, B) la suite obtenue. Puis
on applique 'algorithme d’extraction d’une suite libre, soit B; la suite obtenue.

Sans méme rentrer dans le détail de ce que fait 'algorithme a la suite B, d’apres les propriétés
générales de I'algorithme d’extraction, on remarque que B est encore une base de F, car B en était une.
On peut étre plus précis : comme B est génératrice g; est dans I'un des sous-espaces vectoriels engendrés
par une sous-suite (f1, fo,..., fi). Soit i le plus petit indice de {1,..., k} tel que e,, € Vect(f1, fo,..., fi).
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Alors l'algorithme conserve tous les vecteurs fi,..., fi_1, mais rejette f;. En particulier la longueur de
B1 est au plus égale a celle de B.

On recommence la transformation précédente en considérant maintenant Fo = (g2, B1), puis en lui
appliquant ’algorithme d’extraction pour trouver B, a nouveau base de E. On s’apercoit que le (ou
les) vecteur(s) rejeté est (sont) a la fin de By, dans la partie qui provient de la suite de départ.

En continuant ainsi jusqu’a gy on voit qu’on a pu rejeter successivement ¢ vecteurs de B, donc B avait
au moins ¢ vecteurs. D’ou ¢ < k.

O

On pourrait montrer directement qu’a chaque étape ’algorithme ne rejette qu'un seul vecteur.
Nous obtenons la conséquence suivante du théoreme de la dimension :

Corollaire 7.2 (bases de R™). Toutes les bases de R™ sont des suites de longueurs n. La dimension de
R™ est donc n (dim (R™) =n).

Exemple 7.3.
Le seul sous-espace de dimension 0, c’est {Ogn }.

Pour u # 0 le sous-espace Vect(u) admet (u) pour base, donc il est de dimension 1. Réciproquement si
E est un sous-espace vectoriel de dimension 1 et admet pour base (f), alors comme (f) est génératrice
E = Vect(f) et comme (f) est libre f # 0.

Bref les sous-espaces de dimension 1 sont exactement les ensembles de vecteurs de la forme F =
{Au, A € R} pour u un certain vecteur non nul.

Un sous-espace de dimension 1 s’appelle une droite.

D’apres le critere des suites libres, une suite (u,v) est libre ssi u # 0 et v non proportionnel & u (on
dit aussi v non colinéaire a u). Alors le sous-espace Vect(u,v) admet (u,v) pour base, donc il est de
dimension 2. Réciproquement si F est un sous-espace vectoriel de dimension 2 et admet pour base
(f,9), alors comme (f, g) est génératrice E = Vect(f,g) et comme (f,g) est libre on a f # 0 et g non
proportionnel a f.

Bref les sous-espaces de dimension 2 sont exactement les ensembles de vecteurs de la forme F =
{Mu + pw, (A, 1) € R?} pour (u,v) une certaine suite libre.

Un sous-espace de dimension 2 s’appelle une plan.

7.2. Longueur des suites libres ou génératrices.

Définition 7.4 (rang d’une suite de vecteurs). Le rang d’une suite de vecteurs est la dimension du
sous-espace vectoriel que cette suite engendre.

Remarquons que l'algorithme du rang permet justement de déterminer le rang d’une suite de vecteurs.

Théoréme 7.5 (théoreme de la base incomplete). Soit E le sous-espace vectoriel engendré par une

suite (f1,..., fx), et soit (uy,...,u,) une suite libre de E. Alors r < dim(E) et il existe une suite
(Upg1,-..,uq) (extraite de (f1,..., fr) si Uon veut!) telle que (ui, ..., Up, Ups1,...,uq) est une base de
E.

On a donc complété la suite libre (uq,...,u,) en une base de E.

Démonstration. On considere la suite obtenue en mettant bout & bout la suite libre puis la suite
génératrice : (uy,...,ur, f1,..., fr). Comme cette suite de E contient la suite génératrice (fi,..., fx),
elle est elle-méme génératrice. On lui applique ’algorithme du rang : le résultat est donc une base de
E.

Mais comme la suite a laquelle s’applique I’algorithme du rang commence par la suite libre (u1, . .., u,)
la procédure conserve (uq,...,u,), et ensuite elle élimine certains des vecteurs de (fi,..., fx). O
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Les applications de ce théoreme sont trés nombreuses.

Proposition 7.6 (suites génératrices ou libres dans R").
Toute suite génératrice de R™ a au moins n éléments, toute suite libre de R™ a au plus n éléments.
Dans les deux cas st la suite a exactement n éléments alors c’est une base de R™.

Démonstration. On applique 'algorithme du rang a une suite génératrice de R™. Le résultat est une
base de R”, donc possede exactement n éléments. D’autre part cette base est extraite de la suite de
départ, qui est donc nécessairement de longueur > n. Si sa longueur est exactement n alors une suite
extraite stricte n’a pas n éléments donc ne peut étre une base de R™. Ainsi nécessairement ’algorithme
du rang laisse inchangée une suite génératrice de longueur n - qui est donc une base de R”.

Si on a une suite libre (u1,...,u,) de R™ on peut la compléter en une base (uy, ..., U, Upyi, ..., Uy)
de R™ par le Théoreme de la base incompléte (Théoreme 7.5). Il en résulte que r < n. Et si r = n alors
il n’y a pas eu de vecteurs a rajouter : donc (uq, ..., u,) était déja une base. d

Proposition 7.7 (tout sous-espace vectoriel admet une base, donc une dimension). Pour tout sous-
espace vectoriel E de R™ il existe une suite (f1,..., fr) de vecteur de E telle que E = Vect(f1,..., fx)-
Donc tout sous-espace vectoriel admet une base et une dimension.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde. Supposons que pour tout entier k£ > 1, aucune suite (f1, ..., fx)
n’engendre E. Prenons d’abord f; € E, avec f; non nul (possible sinon E serait engendré par le vecteur
nul). Puisque E n’est pas engendré par un seul vecteur, il existe fy dans E mais non contenu dans
Vect(f1). Alors (f1, f2) est libre d’apres le corollaire 6.2. Mais il existe un vecteur f3 de E non contenu
dans Vect(fi, f2).

En continuant ainsi on finit par trouver dans F une suite libre arbitrairement longue - par exemple
de longueur n + 1. Mais c’est impossible puisque toutes les suites libres de R” sont de longueur < n. [

Théoréme 7.8 (suites génératrices ou libres en dimension d).
Soit E un sous-espace vectoriel de R™. Soit d la dimension de E.
Alors d < n. De plus :

(1) Une suite génératrice de E a au moins d éléments; si elle a exactement d éléments alors c’est
une base.

(2) Une suite libre de E' a au plus d éléments ; si elle a exactement d éléments alors c’est une base.

Démonstration. L’inégalité d < n vient de la base incomplete, le reste de 'argument est identique a
celui déja vu dans le cas particulier de £ = R". O

Exemple 7.9. Pour savoir si une suite de 4 vecteurs est bien une base de R?, il suffit de montrer qu’elle
est génératrice - ou libre si I'on veut.

Une autre application de la base incomplete :
Corollaire 7.10 (la dimension est croissante). Soit F, E des sous-espaces vectoriels de R™ avec F' C E.

Alors 0 < dim (F) < dim (E) < n.

Proposition 7.11 ('argument de dimension). Soit F, E des sous-espaces vectoriels de R™ avec F' C E.
Alors F = E ssi dim (F') = dim (E).
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démonstration simultanée du corollaire et de la proposition. Soit (uq,...,u,) une base de F. C’est donc
une suite libre de E, que nous pouvons compléter en une base de E. Cela donne dim (F') < dim (E).
Si de plus dim (F') = dim (FE) alors la base de E qui complete (uq, .. .,u,) ne contient pas d’autre vec-
teur que uq,...,u,. Donc pour finir (u1,...,u,) est une base de E, en particulier une partie génératrice
de E : tout vecteur de E est combinaison linéaire de (uq,...,u,), i.e. tout vecteur de E est dans F.
Ceci montre £ C F, et donc £ = F. [l

Par exemple pour montrer qu'un sous-espace vectoriel £ de R" est en fait égal a R"”, il suffit de
montrer qu’il est de dimension n. Ainsi la suite ((1,—1),(1,2)) est facilement libre (par le critere de
liberté : premier vecteur non nul, et deuxiéme vecteur non multiple du premier), donc le sous-espace
vectoriel engendré par ces deux vecteurs est R? tout entier.

8. INTERSECTION ET SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS.

Exemple 8.1 (intersections). Dans le plan R? soit £ = Vect(1,1) et soit F' = Vect(1,2). Alors E, F
sont deux droites et E N F est constitué des vecteurs (x,y) qui sont simultanément multiples de (1,1)
et de (1,2). Est-il possible de trouver des coefficients de multiplication A, p tels que (A, ) = (p, 2u) ? 11
s’agit de résoutre le systéme A = p, A = 2u : la seule solution est A = u = 0.

Dans I'espace R? soit E = Vect{(1,1,1),(0,1,1)} et soit F' = Vect{(1,2,0),(0,1,0)}. Alors E, F sont
deux plans et ENF est constitué des vecteurs (x,y, z) qui peuvent s’écrire a la fois comme combinaison
linéaire de (1,1,1),(0,1,1), et aussi comme combinaison linéaire de (1,2,0), (0, 1,0). Est-il possible de
trouver des coefficients réels A1, As et u1, uo tels que

A1(1,1,1) + X2(0,1,1) = p1(1,2,0) + p2(0,1,0) (= le vecteur (z,y,2)) ?

Il s’agit de résoutre le systeme

A = 1 A1 — 1 =0 AM—pm =0
S)qA+X =2u+p <= SM+X—2u—p =0 <= M+l =0
M+ =0 A+ Ao =0 2u1 +pu2 =0

On obtient les solutions en fonction de A1 :
SOI(S) = {()\1, —/\1, )\1, —2/\1), Al c R}

Donc les combinaisons linéaires A;(1,1,1) —A1(0,1,1) et A;(1,2,0) —2A;1(0,1,0) définissent des vecteurs
égaux, dans l'intersection ENF, et réciproquement tout vecteur de cette intersection est de cette forme.
Apres simplification la combinaison linéaire donne en fait A;(1,0,0).

Autrement dit l'intersection des deux plans E et F' est la droite engendrée par (1,0,0).

NB : nous verrons plus loin que 'intersection de deux sous-espaces vectoriels se détermine bien en
travaillant avec les systemes d’équations cartésiennes.

Lemme 8.2. Soient E, F deur sous-espaces vectoriels de R™. Alors leur intersection E N F est un
sous-espace vectoriel de R™.

Démonstration. Posons G = EN F et vérifions les axiomes d’un sous-espace vectoriel pour la partie G.
D’abord G est une partie de R™ : elle est constituée des vecteurs qui appartiennent simultanément a E
et a F.

Onal0eFet0€ F,donc0eG=ENF.

Supposons que u, v € G et que A, u € R. Alors u,v € E, donc comme E est un sous-espace vectoriel il
est stable par combinaison linéaire, et donc Au + pv € E. Et on a aussi u,v € F', donc comme F' est un
sous-espace vectoriel il est lui aussi stable par combinaison linéaire, et donc Au + pv € F. Finalement
Au+pv e ENF =G.

O
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Lemme 8.3. Soient E, F' deuz sous-espaces vectoriels de R™. Alors dim (ENF) < min (dim (E), dim (F)).
Si par exemple dim (E N F) = dim (E) alors en fait E C F.

Démonstration.
On a ENF C E. Or la dimension est croissante (d’apres le Corollaire 7.10), donc dim (EN F) <
dim (E). De méme dim (E N F) < dim (F), de sorte que dim (E N F') < min (dim (E), dim (F)).
Si dim (E N F) = dim (E) alors, comme E N F C E, par I'argument de dimension (Proposition 7.11)
ona FENF=E.Donc E=ENFCF.
O

Définition 8.4. Soient F, F' deux sous-espaces vectoriels de R™. On appelle somme de E et F' et on
note E + F ’ensemble de tous les vecteurs de la forme u + v, avec u € E et v € F.

Lemme 8.5 (la somme est le plus petit sous-espace qui contient les deux sous-espaces).
Soient E, F deux sous-espaces vectoriels de R™. Alors E + F est un sous-espace vectoriel de R™ qui
contient E/ et F, et c’est le plus petit des sous-espaces vectoriels contenant a la fois E et F.

Démonstration. Posons H = E + F et vérifions les axiomes d’un sous-espace vectoriel pour la partie H.
D’abord H est une partie de R™ : elle est constituée des sommes de vecteurs appartenant respectivement
aFetalF.

Onal0eFetO0€e F,donc0=0+0€ H.

Supposons que u,u’ € H et que A\, \’ € R. Comme u € E + F, il existe des vecteurs e € E et f € I
dont la somme donne u : u = e+ f. De méme comme v’ € F + F, il existe des vecteurs ¢’ € F et f' € F
dont la somme donne v’ : v’ = €’ + f’. Alors par distributivité :

M+ N =Xe+ )+ N+ f)=e+ Ne + A f+ N f

Comme E est un sous-espace vectoriel on a e + Ne' € E. Et de méme \f + XN f' € F. Finalement
M+ Mo/ s’éerit comme somme de deux vecteurs, le premier dans E, le second dans F. Donc par
définition \u + Nv' €e E+ F = H.

Ainsi E + F est bien un sous-espace vectoriel.

En prenant u € E quelconque et v =0 € F on voit que u+ 0 =u € E+ F pour tout u € E, donc
E C E+ F.Deméme FF C E+ F. Reste a vérifier que E + F est le plus petit sous-espace vectoriel de
R™ contenant F et F.

Soit donc V' un sous-espace vectoriel de R™ et supposons que £ C V,F C V. Soit u € E et v € F.
Comme V est un sous-espace vectoriel contenant u et v il contient toute combinaison linéaire de u et
v, en particulier 1l.u + lv = u 4 v. Donc V' contient toutes les sommes u + v (pour u € E,v € F). Cest
dire que E+ F CV.

O

Exemple 8.6. Dans le plan R? soit £ = Vect(1,1) et soit F' = Vect(1,2).

Par définition u € E <= u = A(1,1) (pour un certain A € R) et v € F <= wu = u(1,2) (pour un
certain p € R).

Donc E + F est I'ensemble des vecteurs de la forme A(1,1) 4+ u(1,2) pour A, u des coefficients quel-
conques. Bref E + F' = Vect((1,1),(1,2)). Or ((1,1),(1,2)) est clairement libre , c’est donc une base
de R? - en particulier la suite ((1,1),(1,2)) engendre R?. Et E 4+ F = R? - le plan est somme de deux
droites.

Dans R? on considere la suite (u = (0,1,2),v = (1,0,1),w = (1,1,1)), puis on pose E = Vect(u,v)
et F' = Vect(w). Donc E est un plan et F' est une droite. Alors E + F' est I’ensemble des vecteurs de
la forme (Au+ pv) + (vw) pour A, u, v des coefficients quelconques. Bref E + F' = Vect(u, v, w). En fait
(u,v,w) est facilement génératrice. Donc E + F = Vect(u, v, w) = R3. L’espace est somme d’un plan et
d’une droite.
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Lemme 8.7 (partie génératrice d’'une somme). Lorsque E = Vect(uy,...,ui) et F = Vect(vy,...,vp)
sont deuz sous-espaces vectoriels de R™ alors E+ F = Vect(uy, ..., ug,v1,...,0p).
En particulier dim (E + F) < dim (E) + dim (F).

Démonstration. Soit G = Vect(uy,...,ug,v1,...,v7). Montrer que E + F = G revient & montrer les
deux inclusions F+ F C Get G C E+ F.

E+ F C G : En effet G est un sous-espace vectoriel et contient par construction uq,...,ux, donc, par le
Lemme 2.6, G contient Vect(uq,...,ur) = E. De méme G contient vy, ..., vy, donc G contient F. Ainsi
G est un sous-espace vectoriel qui contient E et F', donc G contient F + F' par le Lemme 8.5.

G C E+ F : En effet £+ F contient E, donc uq,...,u;. Et E + F contient F, donc vy, ..., vp.
Finalement E + F' est un sous-espace vectoriel qui contient (uy,...,ug,v1,...,v¢), donc E + F contient
aussi le sous-espace vectoriel engendré, c’est a dire G.

En particulier si on considere (ui,...,u;) une base de E et (vi,...,vy) une base de F, on voit que
E + F admet une suite génératrice ayant dim (E) + dim (F') éléments, d’ou I'inégalité dim (E + F') <
dim (EF) + dim (F).

O

Remarque 8.8. Ainsi les suites génératrices sont tres bien adaptées pour décrire les sommes de sous-
espaces vectoriels.

Voir plus loin la formule exacte de dim (E + F') (théoreme 8.14).

Remarquer qu’il est beaucoup moins évident de donner une suite génératrice d’une intersection
Vect(uq,...,ux) N Vect(vy,...,ve) ! On peut s’en sortir avec les équations cartésiennes.

Lemme 8.9. Soient E, F' deuz sous-espaces vectoriels de R". St ENF = {0} alors tout vecteur w de
E + F s’écrit d’'une unique maniere w =u 4+ v, avecu € E et v € F.

Démonstration. Si on a deux écritures w = u +v et w = v’ + v avec u,u’ € E et v,v’ € F, on obtient
tout d’abord u — «' = v/ — v. Ensuite u — v/ est dans E comme différence de deux vecteurs de E. De
méme v’ —v € F. Alors comme v —u' =" —v on en déduit que u —u' € ENF. Et comme ENF = {0}
on obtient u —u' = 0, soit u = v/, puis v/ — v = 0, donc v/ = v.

O

Définition 8.10. Soient F, I’ deux sous-espaces vectoriels de R™. On dit que F et F' sont en somme
directe si E N F = {0}. Dans ce cas on note souvent la somme E @ F'.

Exemple 8.11. Un plan est toujours somme directe de deux de ses droites (distinctes).

Définition 8.12. Soient F, F' deux sous-espaces vectoriels de R"™. On dit que F et F sont supplémentaires
dans R™ lorsque ENF = {0} et £+ F = R" - autrement dit £ ¢ F' = R".

Exemple 8.13. Dans R? le plan horizontal E = {(z,y,z) € R3 2z = 0} et la droite verticale F =
{(a,a,a),a € R} sont supplémentaires.

Théoréme 8.14 (formule de la dimension). Soient E, F deux sous-espaces vectoriels de R™. Alors
dim (E 4+ F) = dim (E) + dim (F) — dim (E N F)

En fait on obtient une base de E + F en complétant une base de E N F en une base de E, puis en une
base de I, et en mettant les trois suites de vecteurs ensemble.

Plus précisément : soit By = (wi,...,w;) une base de E N F, complétons By a l'aide de By =
(Uit1,...,ur) en une base (By,B1) de E, et complétons aussi By a l'aide de By = (vit1,...,v7) en une
base (Bo, B2) de F. Alors (B1, By, Bz2) est une base de E + F.
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Démonstration. 11 s’agit de montrer la deuxieme partie du théoreme, qui entraine facilement la premiere.
1) La suite (wjq1,..., Uk, Wi, ..., W;, Vit1,-..,0) engendre E + F.

En effet la suite (B1, By, B2) engendre le méme sous-espace vectoriel que la suite ou l'on répete By :
(B1, By, By, Ba). Or cette dernieére suite s’obtient en mettant bout a bout de bases de E et de F. Donc
elle engendre F + F' d’apres le Lemme 8.7.

2) La suite (Wjt1,...,Up, W1, ..., Wi, Vit1,...,V) est libre.
Considérons une combinaison linéaire nulle de (wjt1, ..., Uk, W1, .., Wiy Vg1, .., Vp)

(1) prigrwirr + -+ prug + Awy + -+ Nw; + Vig1vipr + -+ vpop =0
Posons u = prip1uit1 + -+ -+ prur + Mwy + -+ Aw; et v = —(nujp1vi01 + -+ vpvg). Alors u € E|
v € F et u=wv. Donc en fait u € EN F et on peut écrire v comme combinaison linéaire des vecteurs
(wla"'awi) :

/ /
u = 1U]1—|——|—)\ZU]2
En comparant les eux expressions de u on obtient

0= pisrttipr + -+ ptr + (A — Nwr + -+ (A = Aw;

Comme la suite (B1, Bp) est libre on en déduit que tous les coefficients ci-dessus sont nuls. En particulier
Wit1 = -+ = ux = 0. En reportant dans (1) on trouve :

(2) Mwr + -+ Nwi F Vi vipr + -+ v =0
Et comme (By, B2) est libre on en déduit que les coefficients qui restent sont nuls, soit \y = -+ = w; =
Vi1 = =1 = 0.
Ceci prouve que la suite est libre.
Vérifions maintenant la formule de la dimension de F + F'. La dimension de F est k, celle de F est /£,
enfin celle de E'N F' est i. Comme on a trouvé une base de F + F on peut calculer dim (£ + F'). On
obtient

dm(E+F)=(k—i)+i+({l—i)=k+{—i=dim(F)+dim(F) —dim(ENF).

Remarque 8.15.
1) La formule ci-dessus est aussi une formule de la dimension de 'intersection :

dim (E N F) =dim (F) + dim (F) — dim (E + F)

2) En particulier on voit que si dim (EF) + dim (F') > n alors nécessairement dim (E N F') > 0, donc
ENF contient au moins un vecteur non nul. La dimension est comme une mesure de la place qu’occupe
le sous-espace vectoriel : si deux sous-espaces vectoriels du méme espace R" occupent trop de place,
alors ils sont forcé d’avoir une partie en commun assez importante.

Ainsi deux plans de Pespace R? doivent se couper au moins selon une droite !

Corollaire 8.16 (dimensions de deux supplémentaires). Si deux sous-espaces vectoriels E, F sont
supplémentaires dans R™ alors dim(E) + dim (F) = n. Et on obtient une base de R™ en concaténant
une base de E avec une base de F'.

Théoreme 8.17.
Soient E, F' deuzr sous-espaces vectoriels de R™. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) E@F=R";
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(2) ENF ={0} et dim(E)+ dim(F) =n;
(3) E4+ F =R" et dim(E)+ dim(F)=n;

(4) On obtient une base de R™ en concaténant (en mettant bout a bout) une base de E avec une base
de F'.

Démonstration. (1) = (2), par la définition de supplémentaire et le corollaire 8.16. De méme (1) = (3).
En appliquant la deuxieme partie de la formule de la dimension (Théoreme 8.14) on voit que (1) = (4).

Montrons maintenant (2) = (1). On a déja E N F = {0}, il suffit d’avoir £ + F' = R™. Or d’apres le
Théoréeme 8.14 on sait que dim (E + F) = dim (E) 4+ dim (F') — dim (E N F'), ce qui, sous les hypotheses
de (2), donne : dim (E + F') = n. Ainsi E + F' est un sous-espace de R™ de dimension n, c’est donc que
E+ F=R".

Montrons de la méme maniere (3) = (1). On a déja E + F = R", il suffit d’avoir EN F = {0}. Or
d’apres le Théoreme 8.14 on sait que dim (F + F) = dim (E) + dim (F') — dim (E'N F'), ce qui, sous les
hypotheses de (2), donne : n =n —dim (E N F). Ainsi dim (E N F) =0 donc EN F = {0}.

Reste a vérifier que si, quand on met des bases B, By de E et F' bout a bout on obtient une base de
R"”, alors £ @& F = R".

Or (B1, B2) est toujours une suite génératrice de E + F'. Si par hypothése on obtient une base de R™,
c’est donc que E + F = R" et dim (F) + dim (F) = n. On a donc vérifié la condition (3), qui entraine

(1).

O
Comme application directe de (4) = (1) dans le théoréme ci-dessus nous avons :
Corollaire 8.18 (tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire).
Soit E un sous-espace vectoriel de R™ et soit (uq,...,uq) une base de E. Complétons cette base de E
en une base (U1, ..., Ug, Ugi1,--.,Uy) de R™ (par exemple avec le théoréme de la base incompléte).
Alors Vect(ugyt, - ., uy) est un supplémentaire de E dans R™.

9. SYSTEMES D’EQUATIONS CARTESIENNES.

Autant Vect est adapté a ’étude des sommes de sous-espaces vectoriels, autant il est peu commode
pour décrire les intersections. Mais on peut utiliser une autre description des sous-espaces vectoriels :
les systemes d’équations cartésiennes.

Proposition 9.1. Soit (S) un systéme linéaire homogene de p équations a n inconnues. Alors E =
Sol(S) est un sous-espace vectoriel de R™. De plus dim (E) > n — p. On dit que (S) est un systéme
d’équations cartésiennes de E.

Démonstration. Comme le systeme est homogene, 0 est solution donc 0 € E. Vérifions ensuite que toute
combinaison linéaire de deux solutions est encore solution. Soient donc u = (s1,...,S,) et v = (t1,...,tn)
deux solutions de (5). Soient A, i deux réels. Alors

A+ v = (AS1 + pt1, ..., ASy + uty)

Et Mu+ puv € E si et seulement si chacune de ses composantes vérifient la ligne correspondante du
systeme (.5). Concentrons-nous sur la premiere ligne (les autres se traitent de la méme fagon), que nous
écrivons :

(L1) a1z1 4 - + anzp =0
Alors :

ay(Asy + pt1) + -+ an(Asp + ptn) = AMai1sy + -+ + ansp) + plarty + -+ apt,) =0+0=0
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Pour la dimension : on sait qu’en utilisant des opérations élémentaires on peut transformer le systeme
en un systéme échelonné équivalent. Certaines lignes ont été annulées dans ce processus, soit p’ < p le
nouveau nombre de lignes. La méthode de résolution de ces systemes donne les solutions en fonction de
d = n — p' parametres. Cette description paramétrique correspond & une partie génératrice de E - dont
on vérifie immédiatement qu’elle est TOUJOURS libre, donc une base de ’espace des solutions E. On
obtient dim (E) =n —p' > n —p.

O

Remarque 9.2. Supposons que (S7) est un systeme d’équations cartésiennes d’un sous-espace vectoriel
E, (donc u € E; <= wu est solution de (51)), et que (S2) est un systeme d’équations cartésiennes d’'un
sous-espace vectoriel Ey (donc u € Ey <= w est solution de (S7)). Alors le sous-espace F1 N Ey admet
pour systeme d’équations cartésiennes le systeme (.S) obtenu en mettant bout a bout (S57) et (S2). En
effet u € E1NEy < u € Fy et u € Fy, donc u € E1 N E5 si et seulement si les composantes de u
sont solutions de (S1) et de (S2).

Proposition 9.3 (tout sous-espace vectoriel admet un systéme d’équations cartésiennes). Soit E un
sous-espace vectoriel de R™ de dimension d. Alors il existe un systéme linéaire homogéne (S) de n — d
équations a n inconnues tel que E = Sol(S) (donc tel que (S) soit un systéme d’équations cartésiennes

de E).

Démonstration. Une méthode systématique :

1) On détermine une base (uq,...,uq) de E;

2) On la complete en une base B de R™ (on a tout intérét a appliquer la méthode du théoréme de la
base incomplete avec la base canonique!)

3) Si(Y1,---sYds Yd+1,---,Yn) sont les coordonnées dans cette base alors u € £ <= yg41 = -+ =

4) Il n’y a plus qu’a traduire le systeme en y; a 1’aide des coordonnées dans la base canonique. Il faut
donc savoir passer des coordonnées dans la base B en fonction des coordonnées dans la base canonique

(et alors les équations Y441 = - - - = y, = 0 donnent le systeme (.59)).

Pour cela on peut résoutre le systéme linéaire traduisant que zie1+- - -+ xpen = y1u1+- - -+ Ynty. Ou
bien on écrit chaque vecteur de la base canonique sur la base B : les coordonnées yy, . . ., y, s’expriment
alors en fonction de (x1,...,x,).

0

10. QUELQUES METHODES (INDICATIVES).

10.1. Pour vérifier qu'une suite de vecteurs est libre, ou bien revenir a la définition (cela revient donc a
résoutre un systeme homogene), ou bien appliquer le critére de liberté, ou bien utiliser qu'une sous-suite
d’une suite libre est libre etc...

10.2. Pour vérifier qu’une suite engendre un sous-espace E, ou bien revenir a la définition (cela revient
donc a résoutre un systéme avec second membre), ou bien vérifier qu'on peut fabriquer a l’aide de cette
suite une suite génératrice déja connue de E.

10.3. Pour vérifier qu’une suite est une base, ou bien revenir & la définition (libre et génératrice), ou bien
faire la moitié du travail en remarquant d’abord que la suite a la longueur attendue, puis en montrant
qu’elle est libre (ou génératrice si on préfere).

Quand on a deux bases B,B’ d’un méme sous-espace vectoriel E, pour exprimer les coordonnées
(Y1,---,yy) d'un vecteur u dans B’ en fonction des coordonnées (y1,...,yq) d'un vecteur u dans B, on
écrit le méme vecteur dans les deux bases, puis on résout le systeme linéaire qui traduit cette équation
vectorielle.
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10.4. Pour vérifier qu’une partie est un sous-espace vectoriel : ou bien revenir a la définition 2.4
et démontrer les deux axiomes, ou bien utiliser (éventuellement plus d’une fois) un des procédés de
construction de sous-espaces vectoriels : Vect, somme de deux sous-espaces vectoriels, intersection de
deux sous-espaces vectoriels, ou ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene.

10.5. Pour trouver une partie génératrice (une base) d’une somme de deux sous-espaces, mettre bout
a bout deux bases des sous-espaces de départ.

Pour trouver une partie génératrice d’un sous-espace donné par un systeme d’équations cartésiennes
(et pas par une partie génératrice), résoutre le systéme par la méthode du pivot : cela donne une partie
génératrice.

Pour trouver une partie génératrice d’une intersection de deux sous-espaces on peut commencer
par déterminer des systemes d’équations cartésiennes pour chacun d’eux : le grand systéeme obtenu en
mettant ensemble ces deux systémes convient.

10.6. Pour calculer le rang d’une suite de vecteurs appliquer l'algorithme du rang. Pour calculer la
dimension d’un sous-espace, d’abord trouver une partie génératrice puis en extraire une base par 'al-
gorithme du rang.

10.7. Pour compléter une suite libre S d’un sous-espace vectoriel en une base de ce sous-espace vectoriel,
appliquer I'algorithme du rang a la suite (S, B), ot B est une base déja connue de E.

10.8. Soit F un sous-espace vectoriel de R™. Pour déterminer un supplémentaire ET un systeme
d’équations cartésiennes de E commencer par déterminer une base B de E. Puis compléter cette base en
une base (B, B’) de R™. Alors Vect(B') est un supplémentaire de E. On obtient un systéme d’équations
cartésiennes de E dans (B,B’) en annulant les coordonnées selon B’. Ensuite en exprimant les co-
ordonnées dans la base (B,B’) en fonction des coordonnées dans la base canonique on en déduit un
systeme d’équations cartésiennes de F.

10.9. Pour montrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires ou bien on revient a la
définition (intersection nulle et somme égale & tout R™), ou bien on fait la moitié du travail en remarquant
d’abord que la somme des dimension est bien n, puis que 'intersection est nulle (ou la somme est égale
a tout R™ si on veut).



