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1
T + rξ

) öüõr��÷Oÿ�B7��ÿrû��.÷Oø
û��=�c�>ö��Q��õ�öüùyøÜû���ÿ�� σ2ξ2

2

�
ú.÷Oÿ�÷�����û���ÿ�õ ÿ��:@}��ÿ���ø=�>�cm�÷��6�=� �>��ø�û���ÿ��>�×õ����=�.���

σ = 0.3, I = 100, N = 1000
iU�Gg`�7i�� iU�GV`k`e

σ = 0.3, I = 600, N = 1000
iU�Gg`�7i�� iU�Gg`���
g

σ = 0.3, I = 600, N = 500
iU�Gg`�7i�� iU�Gg`���=M

σ = 0.3, I = 1000, N = 200
iU�Gg`�7i�� iU�Gg`�`e`k

σ = 0.05, I = 600, N = 500
M`�	�`k7i�� M`�ji�F`g

lE÷�]3���dM`L�t��uõ��3��û�õbù�]Jû�÷Oö�ø=�>��//ö�û��¯÷ ��øJö�û��,�.���.����ø�û�õ����=�.����ý9ùyÿ}ý
�>
��Jö6m�÷�����ø�û��6<pý>÷%�>��ø�û���ÿ��>�Öõ����=�.���
@�ùyÿ�û��=�Ë÷���m7�>��û�öüùyø¯ùyúQ��ÿ�÷Oû�ùyÿR�pl\�=�/ø��3��]Q��ÿ�õ

I
÷Oø=�

N
�3��ø�ùyû���ÿ��uõ�úQ�>��û�ö6m7�.�6<�û��=�/ø��3��]Q��ÿ�ù�@5õ�ú.÷��>�

õ�û���ú�õ�÷Oø=� û��=�Öø��3��]Q��ÿÌù�@Ëû�ö6���Ýõ�û���ú�õR�8��÷��6�=�uõ�ù�@kùyû��=��ÿ�ú.÷Oÿ�÷�����û���ÿ�õRL
S0 = 100

ý
K = 100

ý
r = 0.02

ý
T = 1

�plE÷�]3���%@�ÿ�ù��vE	��H��

Y �.÷Oû'/1�ÝúJÿ�ùyú'ù�õ+�Öû�ù õ�ù��6m7�Ýû��Jöüõ úJÿ�ù�]3���.� öüõ û�ù���õ��Ü÷����.÷Oÿ�÷���û���ÿ�öüõ�û�ö�������û���ù�� CK].÷yõ��>� ùyø
û��=�£õ�ù��6�Jû�öüùyø ù�@ dξ

dt = −1/T
J7ý�û�ù�B7��ûkÿ�ö��Ûù�@bû��=�Bû���ÿ��

1/T
�,l\�Jöüõ����}÷Oø�õËû��.÷Oûo/r�ÓúQ��ÿN@�ùyÿ�� û��=�

���.÷Oø3B7�Óù�@Zm�÷Oÿ�ö�÷�]3���`L
g(t, x) = f(t, x− t/T ).

C i`J
� ø=�c�}÷OøW�}÷yõ�ö6�6<Ýõ���ùO/ û��.÷Oû

g
öüõ�õ�ù��6�Jû�öüùyø×ù�@NL







∂g

∂t
+
σ2(x− t/T )2

2

∂2g

∂x2
− r (x− t/T )

∂g

∂x
= 0,

g(T, x) = φ(x− 1) = (1 − x)+.

C}F7J

�kùyû�ö��>��û��.÷Oûhû��=�bõ�÷����0�>

�.÷Oû�öüùyø��.÷yõ)]Q�>��ø£ù�]Jû�÷Oö�ø=�>�c]�<o�0�>�>��ÿEö�øAE6MR�IH
]�<o��õ�ö�ø3BËõ�ù���� ��ø.÷Oø=��ö�÷��
÷Oÿ�B`�3����ø�û�õR� � �JÿÝ÷OúJúJÿ�ùp÷��+� öüõ2�>ö�����ÿ���ø�ûR� 	.ùyÿq�:9�÷���ú3����ý/ö�ûq�}÷Oø ]#��B7��ø=��ÿ�÷���ö6�R�>� ö�ø ùyÿ��3��ÿÖû�ù
�uù���ú3����û��.�6<�B7��ûÌÿ�ö��ßù�@Åû��=�Û÷���m7�>��û�ö6m7�Ûû���ÿ�� ]�< õ�ù��6mwö�ø3B dξ

dt = −rξ − 1/T
÷Oø=�ßû��=��ÿ��:@�ùyÿ��W]
<

�uùyø�õ�ö��3��ÿ�ö�ø3B�C@ö�øÜû��=���}÷yõ��
r 6= 0

J:L

h(t, y) = f

(

t,
1

rT

(

yer(T−t) − 1
)

)

.
C}k7J

� ø=�c�}÷OøW�}÷yõ�ö6�6<Ýõ���ùO/ û��.÷Oû
h
öüõ/û��=��ø×õ�ù��6�Jû�öüùyøÛù�@�L







∂h

∂t
+
σ2

2

(

y − e−r(T−t)
)2 ∂2h

∂y2
= 0,

h(T, y) = 1
rT (1 − y)+.

CNMR�7J

	�ù��6�üùR//ö�ø3BÛû��=�!õ�÷����?����û���ù���÷yõ%�:9>ú3��÷Oö�ø=�>�8]#�.�üùO/Bý5ùyø=�?�}÷Oø2û��=��øLù�]Jû�÷Oö�ø[�.m7��ø8��ùyÿ���÷��>�.�Jÿ�÷Oû��
ÿ��uõ��3��û�õ�ùyø ÷�B7�uù�����û�ÿ�ö��×õ�ú.÷��>�:f\û�ö6�������uõ�� CK/r�Üÿ��:@}��ÿ�û�ù�EGV�H;@Xùyÿ��3��û�÷Oö6�üõÖ÷Oø=�ßõ�ù����Ýø
�3����ÿ�ö��}÷��

g



ÿ��uõ��3��û�õXJ:��Y[�q�.÷>m7���=��ÿ��Öÿ��uõ�û�ÿ�ö���û��>� ù��Jÿ�õ��.�6m7�uõ û�ùÛû��=�Ýõ�ö6��ú3���2���.÷Oø3B7�Üù�@,m�÷Oÿ�ö�÷�]3����C i`JÓõ�ö�ø=�>�Ìö�û
���}÷��Jõ/û�ù�÷Oø��}÷yõ�ö���ÿ�õ��+�=�.���Åû�ù ö6��ú3���.����ø�ûR� �Àùyû�ö��>�Bû��.÷Oû/û��Jöüõ,�}÷OøÛ÷��üõ�ù?]Q�o�:9>û���ø=�3�>�Üû�ù û��=�%�}÷yõ��
/;�=��øÌû��=�/ö�øwû���ÿ��uõ�û�ÿ�÷Oû��Ëöüõ�÷P59ø�ùR//øA@K�Jø=��û�öüùyø¯ù�@�û�ö6���

r(t)
]
<�õ�ù��6m9ö�ø3B dξ

dt = −r(t)ξ−1/T
��ö�û��=��ÿ

÷Oø.÷��6<wû�ö��}÷��6�6<[CX÷yõ/ö�øÛû��Jöüõ/ú.÷Oú#��ÿXJ/ùyÿ/ø
�3����ÿ�ö��}÷��6�6<7�
l\�=�£þ��o	 C}F7J/õ�÷Oû�öüõ �!�>��]
<

g
öüõËõ��=�+�Ûû��.÷Oûn/;�=��ø×û��=�Ó÷���m7�>��û�ö6m7�£û���ÿ��

r (x− t/T )
öüõËõ��Ì÷��6�\ý

û��=���>ö��#��õ�öüùyø û���ÿ�� σ2(x− t/T )2

2

öüõ�÷��üõ�ù2õ��Ì÷��6� ��l\�=���>ÿ�÷>/;].÷���5 ù�@Ëû��Jöüõ?���.÷Oø3B7�Üù�@�my÷Oÿ�ö�÷�]3���
öüõËû��.÷Oûkû��=� ÷���m7�>��û�ö6m7��÷Oø=�u�>ö��Q��õ�öüùyø2û���ÿ���õÀø�ùO/ �3��úQ��ø=�2ùyø×û�ö6���`L/û��Jöüõo���}÷Oø�õkû��.÷Oû}ý�ùyø=�>�£û��=�
úJÿ�ù�]3���.� öüõ;�>öüõ���ÿ���û�ö6�R�>�0ý.û��=�%�Ì÷Oû�ÿ�ö��>�uõÀ÷Oÿ����uù���ú3�Jû��>�Û÷Oø=�Üö�ø
m7��ÿ�û��>�2÷Oûn�}÷����Ûû�ö6���Bõ�û���ú)�

l\�=�P@\÷���û/û��.÷OûdC�õ��>�hEGF�HKJ
∀ξ ≤ 0

ý

f(t, ξ) =
1

rT
(1 − e−r(T−t)) − ξe−r(T−t) CNM`MOJ

<wö��.���Jõ;@�ùyÿ
g
û��.÷Oû

∀x ≤ t/T
ý

g(t, x) =
1

rT
(1 − e−r(T−t)) − (x− t/T )e−r(T−t).

CNMRV7J

lhù��Jø=�3��ÿ�õ�û�÷Oø=�h@Xùyÿ����3��÷2CNM`MOJZ@�ÿ�ù�� ÷Åþ0�P	�ú'ùyö�øwûrù�@�m9ö��./Býwùyø=�,�}÷OøÖø�ùyû�ö��>��û��.÷Oû
f
B�ö6m7��øq]
<WCNM`MOJ

öüõ�õ�ù��6�Jû�öüùyøàû�ùuCNMOJ1//ö�û��
φ(ξ) = −ξ

ý�÷Oø=�àû��.÷Oû}ý!���=�Åû�ù û��=�P@\÷���û�û��.÷Oû�û��=���>ö��#��õ�öüùyøÛû���ÿ�� öüõ/ø
�3�6�
@�ùyÿ

ξ = 0
÷Oø=�Lû��.÷Oû!û��=�Ö÷���m7�>��û�ö6m7�Öû���ÿ�� öüõÓø=�.B�÷Oû�ö6m7��ý
û��=�Ìõ�ù��6�Jû�öüùyø�û�ùDCNMOJP@�ùyÿ

φ(ξ) = ξ−
ùyø

ξ ≤ 0
öüõ/û��=�Åõ�÷����£÷yõ/û��=�£õ�ù��6�Jû�öüùyøàû�ù�CNMOJr@Xùyÿ

φ(ξ) = −ξ
ùyø

ξ ≤ 0
�

lhù4�>öüõ���ÿ���û�ö6�R��C}F7J7ý;/1����õ��2÷4brÿ�÷Oø35�f �Ëö��uù��üõ�ùyøêû�ö6���2õ����=�.����ýn//ö�û�� ÷[�JøJö�@Xùyÿ�� û�ö6���×õ�û���ú
δt = T/N

C
N

�3��ø�ùyû��uõàû��=�×ø��3��]Q��ÿÛù�@Óû�ö6���uõ�û���ú�õXJ:� Y[��/-÷Oø�ûàû�ù ��õ��2û��=��@\÷���û¯û��.÷Oû
g
öüõ

÷Oø.÷��6<wû�ö��}÷��6�6<459ø�ùR//ø+ùyø
x ≤ t/T

C�õ��>� 	�ùyÿ����3��÷ CNMRV7J�J:� l\�=��ÿ��:@Xùyÿ���ý�ö�øßùyÿ��3��ÿ�û��.÷OûÌû��=�����uõ��
úJÿ�ùyú#��ÿ��6<��>öüõ���ÿ���û�ö6�R�uõËû��=�%]�ùyÿ��3��ÿ

x = t/T
ý3/r�Ó÷��üõ�ùh��õ��

N
õ�ú.÷��>�Bõ�û���ú�õËû�ùh�>öüõ���ÿ���û�ö6�R�Bû��=�£õ�ú.÷��>�

ö�ø�û���ÿ�m�÷��
(0, 1)

C�õ��>� 	cö6B`�Jÿ���MOJ:��l\�=��õ�ú.÷��>�Ìõ�û���úLöüõBû��=��ÿ��:@Xùyÿ��
δx = 1/N

�AY[�Ìû��=��øD�uù���ú3����û��
û��=�o���uõ���]#��÷��3�>ö�ø3B

J
ö�ø�û���ÿ�m�÷��üõ�ùyøÝû��=�kÿ�ö6B`��û\�.÷Oø=�Üõ�ö��3�kù�@

x = 1
ý9õ�ùÓû��.÷Oû

x ∈ (0, xmax)
//ö�û��

xmax = (N + J) δx
�

�kùyû�ö��>��û��.÷Oû!÷OûÅû�ö6���
tn = nδt

ýhû��=��ø
�3�d]#��ÿ ù�@1�Jø359ø�ùR//ø�õÓöüõ
(N + J − n)

�ql\�Jöüõc���}÷Oø�õ
û��.÷Oû-û��=�kõ�ö6�R�uõ/ù�@hû��=�o�Ì÷Oû�ÿ�ö��>�uõ\/r�P]3�Jö6���Ü÷Oø=�¯ö�ø
m7��ÿ�û,�3��úQ��ø=�Üùyø¯û��=�kû�ö6���uõ�û���ú)��Twö�ø=�>��û��=�o���uõ��

xmax

T

t

1 x

N J

N

	cö6B`�Jÿ���M`Lpl\�=�%@K�Jø=��û�öüùyø
g
÷Oø=�Ýö�û�õn�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷����Jù��Ì÷Oö�ø)�

öüõ\�JøJö�@�ùyÿ��àý>ö�û-öüõ-ÿ��}÷��6�6<2�}÷yõ�<Ìû�ù?�>öüõ���ÿ���û�ö6�R��û��=�ÅùyúQ��ÿ�÷Oû�ùyÿ�õ-ö�ø
mpù��6m9ö�ø3BA�3��ÿ�ö6m�÷Oû�ö6m7�uõ/ù�@
x
�^Y �.÷Oû\/r�

��õ���öüõ/û��=�P@Xù��6�üùR//ö�ø3B2�>

�.÷Oû�öüùyø×ùyø
g
ý=�>

�Jö6m�÷�����ø�ûÀû�ù�C}F7J:L







∂g

∂t
+
σ2

2

∂

∂x

(

(x− t/T )2
∂g

∂x

)

− (r + σ2) (x− t/T )
∂g

∂x
= 0,

g(T, x) = φ(x− 1) = (1 − x)+.

CNMRg7J

�



õ�ù û��.÷OûËùyø=�c�}÷Oø���õ+�Åû��=�o@�ù��6�üùO//ö�ø3B¯÷OúJúJÿ�ùR99ö6�Ì÷Oû�öüùyø�õRL
∂

∂x

(

(x− t/T )2
∂g

∂x

)

(t, xi) '

1

δx

(

(xi+1/2 − t/T )2
g(t, xi+1) − g(t, xi)

δx
− (xi−1/2 − t/T )2

g(t, xi) − g(t, xi−1)

δx

)

,

(x− t/T )
∂g

∂x
(t, xi) '

1

2

(

(xi+1/2 − t/T )
g(t, xi+1) − g(t, xi)

δx
+ (xi−1/2 − t/T )

g(t, xi) − g(t, xi−1)

δx

)

,

//ö�û��
xi = i δx

÷Oø=�
xi+1/2 = (i + 1/2) δx

�dl\�=�?�Ì÷Oû�ÿ�ö��>�uõÅù�]Jû�÷Oö�ø=�>�L÷Oÿ�� û�ÿ�ö��>ö�÷�Bpùyø.÷��\ý5õ�ù¯û��.÷Oû
û��=�.<2�}÷OøW]#��ö�ø�m7��ÿ�û��>��//ö�û��W_�� ����û���ùU��//ö�û�����ö�ø=�}÷Oÿn�uù���ú3���:9>ö�û�<7�
ôkõ%@\÷OÿÓ÷yõ%]�ù��Jø=��÷Oÿ�<[�uùyø=�>ö�û�öüùyø�õ!÷Oÿ��q�uùyø=�>��ÿ�ø=�>�0ý�/1����õ��Ö÷��kö�ÿ�ö����3����û']'ù��Jø=��÷Oÿ�<[�uùyø=�>ö�û�öüùyø

ùyø
x = t/T

��õ�ö�ø3BWCNMRV7J/÷Oø=�Û÷��Z÷Oÿ�û�ö��!��ö�÷����c�R��ÿ�ù ���.�3�Ì÷OøJø�]�ù��Jø=��÷Oÿ�<��uùyø=�>ö�û�öüùyøÛùyø
x = xmax

�
	cö�ø.÷��6�6<pýU/r�o��õ���ö�øwû���ÿ�ú'ù���÷Oû�öüùyøàù�@Z�3�.B�ÿ��>�og£ö�ø¯õ�ú.÷��>�Ëû�ù'�uù���ú3�Jû��kû��=�ËúJÿ�ö��>��ýJ÷Oø=�¯ù�@��3�.B�ÿ��>�PV

ö�øàõ�ú.÷��>�Åû�ù��uù���ú3�Jû��Bû��=�c�3�.��û�÷��0l\�=�uõ��c
��.÷Oø�û�ö�û�ö��uõk÷Oÿ��%B�ö6m7��ø�]�<8C�õ��>�%@�ùyÿ��d�3��÷�CK��J�J:L
úJÿ�ö��>�

= S0f

(

0,
K

S0

)

= S0g

(

0,
K

S0

)

,
CNM.��J

�3�.��û�÷
= f

(

0,
K

S0

)

−
K

S0

∂f

∂x

(

0,
K

S0

)

= g

(

0,
K

S0

)

−
K

S0

∂g

∂x

(

0,
K

S0

)

.
CNMRe7J

Y[�%/�ù��3������ö657�Åû�ù��.��ú3�.÷yõ�ö6�R�Bû��.÷OûËù��Jÿ�ø
�3����ÿ�ö��}÷��cõ����=�.���`L

•
�}÷Oø �.÷Oø=�����2ø=�.B�÷Oû�ö6m7�2ùyÿ��R��ÿ�ù�ö�ø�û���ÿ��uõ�ûÝÿ�÷Oû��

r
ý;/;�Jö����êöüõ¯ö6��ú�ùyÿ�û�÷Oø�ûÜö�@£ùyø=�2û�÷�57�uõ¯ö�ø�û�ù

÷��>�uù��JøwûËõ�ù����P�>ö6mwö��3��ø=�Ýÿ�÷Oû��
d
C�õ�ö�ø=�>�Àö�øÜû��Jöüõ;�}÷yõ+��ý

r
öüõ�ÿ���ú3��÷��>�>��]
<

r− d
÷Oø=�A@Xùyÿ����3��÷yõ

CNM.��J/÷Oø=�DCNMRe7Jr@�ùyÿ/úJÿ�ö��>�Ó÷Oø=���3�.��û�÷�÷Oÿ��P���3��û�ö�ú3��ö��>�u]
<
e−dT J7ý

•
�}÷Oø×÷��üõ�ù?�.÷Oø=�����£û��=�%�}÷yõ��Bù�@
û�ö6���:f��3��ú#��ø=�3��øwûËö�øwû���ÿ��uõ�ûËÿ�÷Oû��

r
÷Oø=��mpù���÷Oû�ö6��ö�ûs<

σ
�

_)��û���õÖúJÿ��>��öüõ��2û��Jöüõq��÷yõ�ûÖú�ùyö�ø�ûR� -�@£ùyø=�u�uùyø�õ�ö��3��ÿ�õÜ÷�û�ö6���:f��3��ú#��ø=�3��øwûàö�ø�û���ÿ��uõ�û¯ÿ�÷Oû��
r(t)÷Oø=��mpù���÷Oû�ö6��ö�û�<

σ(t)
ý�ö�û�öüõ��}÷yõ�<�û�ù�õ���ùO/ û��.÷OûÖ÷ õ�ù��6�Jû�öüùyø+û�ù�C}V7Jd//ö�û��

r(t)
÷Oø=�

σ(t)
�}÷Oø�]Q�

ù�]Jû�÷Oö�ø=�>��]
<��uùyø�õ�ö��3��ÿ�ö�ø3B ÷�õ�ù��6�Jû�öüùyø û�ù�CNMOJd//ö�û��
r(t)
÷Oø=�

σ(t)
��a×ùyÿ��uùOm7��ÿ}ý�ö�øßû��=���}÷yõ��Üù�@

÷S�}÷��6�\ý;@�ùyÿ2�:9J÷���ú3����ý'C
φ(ξ) = ξ−

J7ý,/r�u�.÷>m7��÷��üõ�ù ÷Oøê÷Oø.÷��6<9û�ö��}÷��kõ�ù��6�Jû�öüùyø @Xùyÿ
ξ ≤ 0

B�ö6m7��ø
]
<

f(t, ξ) = 1
T

∫ T
t exp(−

∫ T
s ru du) ds − ξ exp(−

∫ T
t rs ds)

�2l\�Jöüõ£õ���ùR/�õÓû��.÷Oû£û��=��ø��3����ÿ�ö��}÷��
����û���ù����3�uõ+��ÿ�ö6]#�>�à÷�]�ùRm7�c�}÷Oø�]Q�P�}÷yõ�ö6�6<¯÷���÷OúJû��>�àû�ù û��=�%�}÷yõ��Åù�@Eû�ö6���:f��3��úQ��ø=�3��ø�ûÀö�ø�û���ÿ��uõ�û�ÿ�÷Oû��
r
÷Oø=��mpù���÷Oû�ö6��ö�ûs<

σ
�

�kùyû�ö��>�/û��.÷Oû�ù��Jÿ0����û���ùU���}÷OøJø�ùyûr÷OúJú3�6< û�ù
(t, S,A)

f��3��ú#��ø=�3��øwû-ö�ø�û���ÿ��uõ�ûbÿ�÷Oû��À÷Oø=�hmpù���÷Oû�ö6��ö�û�<pý
�:9��>��úJûÅö�ø�û��=�h�}÷yõ+��ù�@

σ(t, S,A) = η
(

t, K−tA/T
S

) ÷Oø=�
r(t, S,A) = ρ

(

t, K−tA/T
S

) C�@Xùyÿ �39��>�
õ�û�ÿ�ö657�'�}÷��6�
÷Oø=�×ú3�JûXJ:��-lû�õ��>�.��õËû��.÷Oû�û�ùA�.÷Oø=����� ÷AB7��ø=��ÿ�÷��

(t, S,A)
f��3��úQ��ø=�3��ø=�.<pý5ùyø=�Óø=�>�>�Jõkû�ù

õ�ù��6m7�%�>ö�ÿ��>��û��6<[C}g7J:�

� � "n��� �o&?���^ Q*�( �n�� #� ��&d��� �
ôn�6�0û��=��úJÿ��uõ+��ø�û��>�Üø��3����ÿ�ö��}÷��hÿ��uõ��3��û�õ�÷Oø=�Üû��=�%�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷��Eû�ö6���uõ;�.÷>m7�c]#�>��øÜù�]Jû�÷Oö�ø=�>��//ö�û��
÷ÓúJÿ�ù�B�ÿ�÷�� //ÿ�ö�û�û���øÜö�øWbê÷Oø=�Öÿ��Jøàùyøà÷!þrb �>
��Jö�úJú#�>��//ö�û��Û÷2M�� ���%-�øwû��.�5þ���øwû�ö6�3� -�-�-^��ö���ÿ�ù�f
úJÿ�ù��>�uõ�õ�ùyÿR�

Y[�2�:99úJÿ��uõ�õ
J
C@û��=�Öø
�3�d]#��ÿ�ù�@�ö�ø�û���ÿ�m�÷��üõ ùyø

x ≥ 1
J£÷yõ ÷�@ �Jø=��û�öüùyø ù�@

N
ý�õ��=�+��û��.÷Oû!û��=�

ÿ��uõ��3��û�õ,�Jù ø�ùyû,�+�.÷Oø3B7�c//ö�û�����÷Oÿ�B7��ÿ
J
�pY[�P�.÷>m7�%@�ù��Jø=�[C�õ��>�%lc÷�]3����V7J�û��.÷Oû/û��=�Pm�÷��6�=�

J = N/2öüõ�õ����A��ö���øwûËû�ù?B`�.÷Oÿ�÷Oø�ûs<Üû��=�P@\÷���û/û��.÷Oû�û��=�ÅúJÿ�ö��>�c�JùU�uõ/ø�ùyû,�3��úQ��ø=�àùyøàû��=�Åú�ù�õ�ö�û�öüùyøàù�@
xmax

�

e



J = 50 J = 100 J = 500 J = 1000�3�:@\÷��3��û,my÷��6�=�uõ M`�	�`k7i�V �`�`g�� � M`�	�`k �`F7iUMRk`e`e M`�	�`k �`F7iUMRk`e`e M`�	�`k �`F7iUMRk`e`e
T = 0.25

���ji�� � �`k`g7i��`g ���ji�� � �`k`g7i��`g`F ���ji�� � �`k`g7i��`g`F ���ji�� � �`k`g7i��`g`F
T = 0.25

ý
N = 100

���	� � �`F`g��
k`�7i�e ���	� � �`F`g��
k`�7i�e ���	� � �`F`g��
k`�7i�e ���	� � �`F`g��
k`�7i�e
K = 104

���GV`F�MRV`V7iUM.�`�
g ���GV��
�`�`�`k��=M ���GV��
�`�`�`k`V �`k�M ���GV��
�`�`�`k`V �`k�M
lE÷�]3����V�L�b�ù���ú.÷Oÿ�öüõ�ùyøàù�@Eû��=��ÿ��uõ��3��û�õ1@Xùyÿ;�>ö��Q��ÿ���øwû,my÷��6�=�uõ/ù�@

J
�p�P�:@\÷��3��û;my÷��6�=�uõ/ù�@cú.÷Oÿ�÷�����û���ÿ�õRL

T = 1
ý
σ = 0.05

ý
r = 0.02

ý
S0 = 100

ý
K = 100

ý
N = 1000

�

Y[�'�.÷>m7��÷��üõ�ù¯úQ��ÿN@�ùyÿ����>�L÷Öÿ�÷Oû�� ù�@1�uùyø�m7��ÿ�B7��ø=�>�Ì÷Oø.÷��6<>õ�öüõ�C�õ��>�?lE÷�]3����g7J:��Y[�d�.÷Rm7�'@�ù��Jø=�
û��.÷Oû�]�ùyû��2û��=�£úJÿ�ö��>� ÷Oø=�Ûû��=�'�3�.��û�÷Amy÷��6�=�uõo�uùyø
m7��ÿ�B7�?//ö�û���÷�ÿ�÷Oû��

O
(

1
N2

) �nl\�=��@X÷���ûkû��.÷OûÀû��=�
�3�.��û�÷%�uùyø
m7��ÿ�B7�uõ1//ö�û���û��=�Ëõ�÷����/ÿ�÷Oû��Ë÷yõ�û��=��úJÿ�ö��>��öüõ0
��Jö�û���õ��Jÿ�úJÿ�öüõ�ö�ø3BÓõ�ö�ø=�>�/û��=�,�3�.��û�÷Pm�÷��6�=��C�õ��>�
@�ùyÿ��d�3��÷WCNMRe7J�J\�uùyøwû�÷Oö�ø�õ��3��ÿ�ö6m�÷Oû�ö6m7�£ù�@

g
� �kùyû�ö��>�Bû��.÷OûËö�øWlE÷�]3���'g>ý.÷!úJÿ��>��öüõ�öüùyø×ù�@^�A�>ö6B�ö�û�õn]'ùyû��

@�ùyÿËúJÿ�ö��>�Ó÷Oø=���3�.��û�÷A�}÷Oø�]#�£ù�]Jû�÷Oö�ø=�>�W//ö�û��
N = 800

ý�/;�Jö������uùyÿ�ÿ��uõ�ú'ùyø=�JõËû�ùÖ÷h�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷��
û�ö6���Bù�@0��� �ÌõR�

÷�]�õ�ù��6�Jû��c��ÿ�ÿ�ùyÿËùyø
N = 100 N = 200 N = 400 N = 800úJÿ�ö��>� �G��MRk�M.�`� �G�`��� �`k7i �G�`��M`M �`F �G�`�`�`V`k�M

�3�.��û�÷ �G�`��MRF`V`g�M �G�`�`�`g�MRV`� �G�`�`�`� �`�`g �G�`�`�`��MRV`F
lE÷�]3���Pg�L^tÀ÷Oû��Ëù�@��uùyø�m7��ÿ�B7��ø=�>�`�p��÷��6�=�uõ-ù�@0ú.÷Oÿ�÷�����û���ÿ�õRL

T = 1.
ý
σ = 0.05

ý
r = 0.02

ý
S0 = 100

ý
K = 100

ý
J = N/2

�1Y[�%B�ö6m7�£û��=�£÷�]�õ�ù��6�Jû�����ÿ�ÿ�ùyÿn]#��ûs/r�>��ø2ûN�=�£úJÿ�ö��>�£÷Oø=�W�3�.��û�÷�ù�]Jû�÷Oö�ø=�>�2÷Oø=�
û��=�Åÿ��:@}��ÿ���ø=�>�%my÷��6�=�uõdC

N = 20000
J:L�úJÿ�ö��>�

= 1.697058
ý#�3�.��û�÷

= 0.6334899
�

	cö�ø.÷��6�6<pý3/r�cB�ö6m7��ö�ø�lE÷�]3���%�Ì÷d@}�./��uù���ú.÷Oÿ�öüõ�ùyø�õËù�@cû��=�Åÿ��uõ��3��û�õ�ù�]Jû�÷Oö�ø=�>��//ö�û��àù��Jÿ,����û���ù��
÷Oø=� ùyû��=��ÿ%����û���ù��JõR��l\�=� úJÿ�ö��>�uõ%�>öüõ�ú3��÷><7�>��@XùyÿÅù��Jÿo����û���ùU�L÷Oÿ��?�uùyø
m7��ÿ�B7�>��C@û��=�?�>ö6B�ö�û�õPB�ö6m7��ø
ö�ø�lE÷�]3���?���Jù¯ø�ùyûP�+�.÷Oø3B7�?@Xùyÿ���÷Oÿ�B7��ÿ

N
J:�%Y[��÷��üõ�ù¯ö�ø=�>ö��}÷Oû�� û��=�Óø��3��]Q��ÿ£ù�@�û�ö6����õ�û���ú�õ

N ≥
300
ø=�>�>�3�>� û�ù�ù�]Jû�÷Oö�ø+÷Oû?���}÷yõ�û û��=��e��>ö6B�ö�û�õ�ù�@�÷��>�.�Jÿ�÷��.< B�ö6m7��ø)� l\�=�2�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷��Àû�ö6���uõ

÷Oÿ���B�ö6m7��ø�ö�øDlE÷�]3����e�� �Àùyû�ö��>�Ìû��.÷Oû}ý�÷yõ��:9>ú#�>��û��>�0ýEû��=�A�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷��-û�ö6����öüõ
O(N2)

C�õ�ö�ø=�>�
@�ùyÿ

N
û�ö6���uõ�û���ú�õ}ý^/r�q��õ��

3N/2
õ�ú.÷��>�Öõ�û���ú�õ!÷Oø=��û��=�q�Ì÷Oû�ÿ�ö��>�uõ'�}÷OøD]#�Ìö�ø
m7��ÿ�û��>� //ö�û�� ��ö�ø=�}÷Oÿ

�uù���ú3���:99ö�ûs<3J:�
l\�=��ÿ��uõ��3��û�õ�@@ÿ�ù�����m�÷Oø���û×÷�� ���uù����8@�ÿ�ù�� E6MRVIHqC�õ��>�[lc÷�]3���SV ö�ø E6MRV�HKJ:L û��=��ö�ø=�>ö��}÷Oû��>�

�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷���û�ö6���Ýö�ø=�>ö��}÷Oû��>� ö�ø E6MRVIH/öüõ�÷�]'ù��Jû�V`� õ ùyø+÷��P	rb ôn��ú3�.÷��Dl\�=�Ýÿ��uõ��3��û�õ'@@ÿ�ù��
�0���>���h�uù����A@�ÿ�ù�� E6MR�IH/÷Oø=� ÷Oÿ��Ýù�]Jû�÷Oö�ø=�>� ö�ø ÷�@}�./ õ��>�uùyø=�JõR��l\�=�q�üùR/r��ÿ¯÷Oø=�S�JúJúQ��ÿ?]'ù��Jø=�Jõ
÷Oÿ��àù�]Jû�÷Oö�ø=�>� //ö�û��ßû��=�àþ�ÿ��.��ö�÷�õ�ù�@�û�/�÷Oÿ���@�ù��6�üùO//ö�ø3B�û��=������û���ùU�+ù�@cl\��ù���ú�õ�ùyø C�õ��>��E6Mpý�kIHKJ:L
û��=�A�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷��-û�ö6����öüõ!÷�]'ù��Jû?eàõÓùyø ÷Üþrb �>

�Jö�úJúQ�>�[//ö�û�� ÷�M � �n�q-�øwû��.�rþZ��ø�û�ö6�3� -�-�-
��ö���ÿ�ùyúJÿ�ù��>�uõ�õ�ùyÿR�

� ø=���}÷Oø�õ+�>�'@@ÿ�ù�� û��=�uõ��A�uù���ú.÷Oÿ�öüõ�ùyø�õBû��.÷Oû£ù��Jÿ%����û���ùU��öüõ£÷��>�.�Jÿ�÷Oû��A]'ùyû��8@XùyÿBõ��Ì÷��6�r÷Oø=�
��÷Oÿ�B7��mpù���÷Oû�ö6��ö�û�ö��uõO� 	�ùyÿÅ÷Oø
<�m�÷��6�=�uõkù�@bû��=�£ú.÷Oÿ�÷�����û���ÿ�õo/r�d�.÷>m7�'�uùyø�õ�ö��3��ÿ��>�0ý#/r�d�.÷>m7� ù�]Jû�÷Oö�ø=�>�
÷Oûp���}÷yõ�ûreP�>ö6B�ö�û�õrù�@�úJÿ��>��öüõ�öüùyø�ö�øA���uõ�õ�û��.÷Oø�ùyø=��õ��>�uùyø=���^-lûbõ��>�.��õ�÷��üõ�ù�û��.÷Oûrù��Jÿ0����û���ù�� öüõp@X÷yõ�û���ÿ
û��.÷Oø£û��=�bùyû��=��ÿ}ý�]3�JûEû��Jöüõ)/rù��3�����.÷>m7�rû�ù;]Q�0���=�>�+57�>�d�}÷Oÿ��:@ �3�6�6<Bõ�ö�ø=�>��ö�û��3��úQ��ø=�JõcùyøBû��=���uù���ú3�Jû���ÿ
��õ��>���^Y[�o�}÷OøÝ÷I��ÿ�� û��.÷Oû-ö�ûröüõ-÷Oû\���}÷yõ�ûr@X÷yõ�û���ÿrû��.÷OøÝû��=�n����û���ùU�Ýù�@�l\��ù���ú�õ�ùyø[C�õ��>�dEGk�HKJp].÷yõ��>�
ùyø×÷OúJúJÿ�ù>9>ö6�Ì÷Oû�öüùyø�õ}ý�õ�ö�ø=�>�P/r���.÷>m7�Åû��uõ�û��>��]'ùyû�������û���ùU�JõËùyøÜû��=�Bõ�÷����%�uù���ú3�Jû���ÿR�

Y[���}÷Oø ÷��üõ�ù��uùyø=�.�6�=�3��@@ÿ�ù�� û��=�uõ��W�:99úQ��ÿ�ö6����ø�û�õ�û��.÷Oû}ý/÷yõh�:9>ú#�>��û��>�0ýrû��=�à÷��>�.�Jÿ�÷��.< @�ùyÿÌ÷
B�ö6m7��ø

N
öüõ,]#��û�û���ÿ;@Xùyÿ�õ�û�ÿ�ö657�uõ;���uõ�õ/û��.÷Oø

S0
ý�÷yõ;/1�.�6�c÷yõ\@Xùyÿ;��÷Oÿ�B7�%mpù���÷Oû�ö6��ö�û�ö��uõR�

�



σ K
� �Jÿn����û���ù�� ��m�÷OøW��ûË÷�� � �0���>��� l\��ù���ú�õ�ùyø4CK�üùR/�J l\��ù���ú�õ�ùyø CK�Jú�J

���G�`e k`e M`M`�G�`k��
�`kWC
N = 300

J M`M`�G�`k�� M`M`�G�`k�� M`M`�G�`k��
�`k�� M`M`�G�`k��
�`k �
MR�`� ���ji�k��
gWC

N = 1000
J ���ji�k`g ���ji�k`e ���ji�k��
g`e�� ���ji�k��`� �`e

MR�`e V��jiI�`�`��C
N = 3000

J V��jiI�
F V��jiI�`� V��jiI�`�`�
� � V��jiI�`�
e`F�M
���Gg`� k`� M ���Ge�MRV�C

N = 300
J M ���Ge�M.� M ���Ge�M � M ���Ge�MRV`�`V�� M ���Ge`V`g7i�V`�

MR�`� MR���GV`�`k�C
N = 300

J MR���GV�MR� MR���GV�MRe MR���GV`�`F7i�V�� MR���GV�M.�
�`F`e
M`MR� e��ji�g`����C

N = 1000
J e��ji�V`k e��ji�g � e��ji�V`F�M ��M e��ji�g`e��
F`F

lE÷�]3���h�=Lcb�ù���ú.÷Oÿ�öüõ�ùyø�õÓù�@rû��=� úJÿ�ö��>�uõBù�]Jû�÷Oö�ø=�>�[//ö�û��Lùyû��=��ÿc����û���ù��JõO����÷��6�=�uõBù�@-ú.÷Oÿ�÷�����û���ÿ�õRL
T = 1

ý
r = 0.15

ý
S0 = 100

ý
J = N/2

� 	�ùyÿÅù��Jÿ%����û���ù��0ýQ/1�dB�ö6m7� û��=�!ø��3��]Q��ÿBù�@rû�ö6���uõ�û���ú�õ
N ≥ 300

ø=�>�>�3�>�àû�ù�ù�]Jû�÷Oö�ø2÷Oû;���}÷yõ�û�e?�>ö6B�ö�û�õÀù�@cúJÿ��>��öüõ�öüùyø)�

N
g`�`� MR�`�`� g`�`�`� �`�`�`�

�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷��cû�ö6��� ���G�`e�õ ���Ge ��õ e��GV�õ V7i!õ
lE÷�]3���2e�L'b�ù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø.÷��-û�ö6���uõ%@Xùyÿ£ù��Jÿc����û���ùU��@Xùyÿ£õ�ù����

N
÷Oø=�

J = N/2
C �uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø�õ

�Ì÷��3�Bùyø×÷ þrb �>

�Jö�úJúQ�>��//ö�û��Û÷�M�� ���c-lø�û��.�hþZ��ø�û�ö6�3��-�-�-�J:�

� ��",�'(Z��& ��*�",�
-�ø��uùyø=�.�6��õ�öüùyø5ý�/r���.÷Rm7���3��ÿ�ö6m7�>�ß÷Wm7��ÿ�< ÷��>�.�Jÿ�÷Oû��Û÷Oø=�D@X÷yõ�û!ø��3����ÿ�ö��}÷��,����û���ùU��û�ù�õ�ù��6m7�Öû��=�
tËùU��B7��ÿNf T��Jörþ0�P	,��Y[�¯ù�]Jû�÷Oö�ø5ýEö�øD���uõ�õÓû��.÷Oø�ùyø=�¯õ��>�uùyø=� C�ùyø ÷àþrb �>

�Jö�úJúQ�>�[//ö�û�� ÷[M � �n�
-�øwû��.�ËþZ��ø�û�ö6�3� -�-�-%��ö���ÿ�ùyúJÿ�ùU�>�uõ�õ�ùyÿXJ7ý�÷OûA���}÷yõ�ûqe��>ö6B�ö�û�õÖù�@Å÷��>�.�Jÿ�÷��.<�]�ùyû���@Xùyÿh��÷Oÿ�B7�ÛùyÿÌõ��Ì÷��6�
mpù���÷Oû�ö6��ö�û�ö��uõ�C

σ = 0.05
ùyÿ
σ = 0.30

J�÷Oø=�'@�ùyÿ
ö�ø�f\û��=�:f ��ùyø=�.<�ùyÿbù��JûNf�ù�@Kf\û��=�:f ��ùyø=�.<?�uù���ú3�Jû�÷Oû�öüùyø�õO�
l\�=�Ìÿ��uõ��3��û�õ!÷Oÿ��Ý÷��üõ�ù�m7��ÿ�<�÷��>�.�Jÿ�÷Oû��q@Xùyÿ£û��=�q�3�.��û�÷�� � �Jÿd����û���ù���öüõd�}÷yõ�<�û�ùàö6��ú3���.����ø�ûÌ÷Oø=�
�}÷OøA�.÷Oø=�����Àû�ö6���:f��3��ú#��ø=�3��øwû-ö�ø�û���ÿ��uõ�û�ÿ�÷Oû��uõrùyÿ1mpù���÷Oû�ö6��ö�û�ö��uõR�p-lûr÷��üõ�ù�/rùyÿ�5>õr//ö�û��Öø
�3�6��ùyÿ�ø=�.B�÷Oû�ö6m7�
ö�ø�û���ÿ��uõ�ûËÿ�÷Oû��uõ}ý3/;�Jö����×öüõ�ù�@
ö�ø�û���ÿ��uõ�û�ö�@�ùyø=�Åû�÷�57�uõ/ö�øwû�ùÖ÷��>�uù��JøwûÀõ�ù����%�>ö6m9ö��3��ø=�Üÿ�÷Oû��uõR�
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������������������ l\�=�¯÷��Jû���ùyÿ�õ�/�ù��3���S��ö657��û�ùàû��.÷Oø35��\��ÿ�ø.÷Oÿ��S_h÷OúQ�.<wÿ���@�ùyÿÓõ�û�ö6����f
��÷Oû�ö�ø3B¯÷Oø=����ø3��ö6B`�wû���øJö�ø3B2�>öüõ+�.��õ�õ�öüùyø�õÀ÷Oø=�×÷��üõ�ù � �.÷���ö��W�\��ø.÷��6�üù��W@�ùyÿ;�Jöüõn/rùyÿ�5Û÷yõË÷�õ�û��=�3��ø�ûÀùyø
û��Jöüõ�õ��3] ���>��ûR�

! �#">�^ Q�p�'(�� �
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