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Interpolation de Lagrange

1) Premier exemple.

Pour z € [0, 37|, on pose f(z) = sinz. Pour n entier supérieur ou égal a 1,
on introduit (n + 1) points (x;)o<j<n €équidistants de sorte que zy = 0 et
z, = 37. On note p,f le polynome de degré inférieur ou égal a n tel que

(1) (Puf)(zs) = fz;), 0<ji<n.

Le polynome p,, f est le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points
x;. A l'aide des fonctions “polyfit” et “polyval” du logiciel “Matlab”, pro-
poser une procédure qui calcule (p,f)(x) pour z arbitraire et n quelconque.
Tracer la courbe représentative de la fonction obtenue pour quelques valeurs
de D'entier n.

2) Algorithme de Horner-Newton.
La méthode des différences divisées consiste a poser

2 fly] = flz;), 0<j<n
puis de proche en proche :

(3) f[xj,,xk] _ f[xjﬂ"'axk—l]_f[xj—i-la"'axk]’O§j<k§n
Tj — Tk

jusqu'a flxo,..., Ty
2-a) Construire une procédure qui, pour f et n arbitraires, calcule tous ces
nombres et les stocke dans un tableau.

e Le calcul du polynome p, f s’effectue alors a ’aide de I’algorithme sui-
vant :

(4) qo(x) = flxo,..., o]

®)  g@) = flro, s gyl + (@ —2n—j) gi1(x), 1<j<n
avec a la fin :

(6) qn(z) = (Pnf)(T).

2-b) Construire une procédure qui calcule (p,f)(z) pour x quelconque et n
arbitraire une fois donné le tableau de la question 2-a. La valider dans le cas
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ou la fonction f est un polynome simple. La tester pour ’exemple proposé
a la premiere question. Montrer qu’elle est toujours efficace pour n entier
supérieur ou égal a 20.

3) Etude de lerreur d’interpolation.
Pour f fonction réguliere [a, b] — IR et (p,f) polynome d’interpolation de
Lagrange de f aux points x;, on pose

(7)) En(f) = sup | f(z) = (nf)(2)] .

a<zx<b

3-a) Proposer une valeur expérimentale de FE, (f) pour la fonction f de la
question 1. Comparer avec 'estimation classique (voir par exemple le livre de
J.P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles, Presses Univer-
sitaires de Grenoble, 1996).

® B e ()T

On présentera les résultats dans le plan (n, logarithme des erreurs E,,(f)).

sup | S0 () |

n a<zx<b

3-b) Que constate-t-on pour n =~ 30 ? Expliquer le phénomene observé.

4) Phénomene de Runge.

On change la fonction f pour f(z) avec a = —H et b= +b.

_ 1
= 1427
4-a) Avec des noeuds z; équirépartis, constater la divergence de la suite des
polynomes p, f.
4-b) Avec des nceuds de Tchebycheff, c’est a dire

27 +1 )
2(n+1)
dans le cas présent, montrer expérimentalement que la (nouvelle !) suite p,, f

converge. Tracer le graphe de 'erreur E,(f) obtenue en reprenant I’analyse
proposée a la troisieme question.

(9) xj:5cos( 0<j<n
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