COHOMOLOGIE DE DE RHAM, COHOMOLOGIE CRISTALLINE
ET REPRESENTATIONS p—-ADIQUES

Jean—Marc FONTAINE

Si W est I'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans un corps parfait k
de caractéristique p# 0, si X est un schéma propre et lisse sur W, et si m
est un entier = 0 , on sait depuis la thése de Berthelot que le W-module IﬂgR(X) 1 B
dentifie au m-iéme groupe de cohomologie cristalline de la fibre spéeiale de X , consi-
dérée comme un schéma sur W ; il est donc muni

- d'une part, d'une application & : IHr];lR(X) —- IHII;IR(X) , semi-linéaire par rap-

port au Frobenius absolu, induite par le Frobenius agissant sur la fibre spéciale ;

- d'autre part, d'une filtration décroissante (Fil1 H la filtration de

m
DR(X))i cZ
Hodge.

L'objet de cet article est de passer en revue les relations connues ou conjec-

turales entre l'action de & et la filtration de Hodge et d'en donner deux applications.

0.1. - RELATIONS ENTRE ACTION DE FROBENIUS ET FILTRATION DE HODGE (§1).

Certains W-modules munis d'une action semi-linéaire de & et d'une filtration
peuvent 2tre considérés comme certains des objets d'une catégorie abélienne _M_th
(dont la définition est rappelée plus loin). Si K = Frac W , on conjecture que, quelque
soient X et m , il existe un réseau de IHm (X ) = K@W IHglR(X) qui est un objet

DR K
de MF,

Lorsque tous les Hj(X, Q;{} sont sans torsion, un théoréme di & Mazur ([M1],
[{M2]) dans le cas projectif et 4 Ogus ([BO1], §8) dans le cas général, permet
d'établir cette conjecture dans chacun des trois cas suivanis :

iy m<p,

ii) X est un schéma abélien,

iii) la fibre spéciale de X est une variété ordinaire,

L'hypothése que les H](X, Q;{) sont sans torsion implique que H{SR(}Q est

sans torsion et s'identifie donc 4 un réseau de IH ; dans les cas (i) et (i) ,

m
DR (XK
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(X) est lui-m@&me un objet de MF ME . ; dans le cas (iii) , cela ne semble pas 8&tre
tou]ours vrai,

0.2, - PREMIERE APPLICATION : LA THEORIE DE WINTENBERGER (§2).
On peut donner une autre description de la catégorie Mgtf . De celle-ci ré-

sulte, en particulier que

i) le W-module sous-jacent M 4 un objet de MF_, est muni d'une gradua-

—
tion naturelle qui est un scindage de sa filtration ;

ii) si k est algébriquement clos, il y a une Zp—structure canonique, i.e, M

Z

contient un sous-zp~modu1e bien déterminé 1L tel que M =W g _L .
p

D'oli des conséquences tout i fait surprenantes pour les couples (X,m) qui
satisfont la conjecture ci-dessus : on a un scindage canonique de la filtration de Hodge

m
de ]H K)
DR(XK) ; ces données, qui ne sont pas sans rappeler les structures de Hodge dans

le cas complexe, me semblent tout 3 fait mystérieuses pour le moment, mé&me lorsque

et, si k est algébriquement clos, une Qp—structure canonique sur

X est une variété abélienne,

0.3. - DEUXIEME APPLICATION : CONSTRUCTION DE REPRESENTATIONS GALOI-
SIENNES (§ 3).

Soit K une cldture algébriqgue de K et soit G = Gal(K/K) . Soit DK I'an-

neau des entiers de K . Alors

0 .
Hcris<Dﬁ) = lim H ((Spec(% /an y/W ncris ,faise. struct.)

est muni d'une maniére naturelle d'une action de & et d'une filtration.

Pour tout X et tout m , notons Um(X) l'ensemble des applications W~
linéaires de ]H X) dans gr S(D =) qui commutent & l'action de § et respectent
la filtration, C'est un Zp-module, sans torsion, séparé et complet pour la topologie

p-adique, sur lequel G agit continlment. Je conjecture

Cl) que Um(X) est un Zp—module de rang fini égal an rang sur W de

m X
]IIDR(X) modulo torsion ;

C2) que, si les HJ(X, le) sont sans torsion et si m <p , alors Um(X)

"s'identifie' (& un "grain de sel" prés si m = p-1) au dual de

m s m = n_.
Hét(XK’ zp) =lm H (X Spéc w Spec Ky, » Z/p Z) ;
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C3) que, dans le cas général, Qp ®z Um(X) s'identifie au dual de
m p
% ®zp Hét(XK’ Zp) .

La conjecture C1 est démontrée dans chacun des trois cas signalés au n° 0.1 ;

C2 et C3 le sont aussi lorsque X est un schéma abélien,

Ces résultats sont essentiellement ceux de [FLJ), & ceci prés que l'anneau
ngis(DK) y était remplacé par un certain anneau § . Compte-tenu de [FL], une
démontration possible consiste & prouver que, bien que les anneaux S et ngis(Dﬁ)
soient différents, ils sont suffisamment "voisins'' pour construire les memes représen-
tations de Galois, c'est celle qui est indiquée ici (et constitue la seule partie vérita-
blement originale de cet article) ; elle doit &ire considérée comme une partie d'un tra-
vail en préparation, en collaboration avec Bill Messing que je tiens a4 remercier ici.
L'idée de remplacer 8 par ngis (SK) provient de ce travail et devrait faciliter une

. s . Y
démonstration éventuelle des conjectures €2 et €3 . L'anneau H

oris (SK) semble

avoir au moins deux avantages sur S :

i) le premier est que, & défaut d'etre clairement relié i la cohomologie étale,

il est au moins clairement relié & la cohomologie cristalline !

ii) le second est que cette construction semble pouvoir se faisceautiser ; de
fagon un peu plus précise, on devrait pouvoir associer & chaque triplet (X,m,n) un
faisceau H;(X, Z/pn%) en (Z/an)-modules sur Spec W , pour une topologie conve-
nable, de maniére que

U, (0 = lim (1;_3; H;(X, 2/"Z) Gpec ©))

(ot L parcourt les extensions finies de K contenues dans K et oil QL est I'an-
neau des entiers de L),
Bien sdr, Hz(X,E/pn%) devrait &tre le noyau de la multiplication par pn dans le

schéma d'Albanese de X .

1 - FROBENIUS ET FILTRATION DE HODGE.

1.1, - Dans toute la suite, k est un corps parfait de caractéristique p#0 , W=W(k)
est l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k , K est le corps des frac-
tions de W, Wn = W/an et ¢ est le Frobenius absolu opérant sur k, W, K,

W
n
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Un $-module filtré est un W-module M muni
i) d'une application § : M — M , o-semi-linéaire,
ii) d'une filtration décroissante
M = Fil®™ > Fit'm 5. Fit'm o Ft M o
par des sous-W-modules,

Avec une définition évidente des morphismes, les §-modules filtrés forment une

catégorie additive zp—linéaire Mg .

1.2, - Soit X un schéma (quelconque) sur W . Pour tout entier n=z 0 , on pose
= = X = X} .
Xn XSpéc w Spec Wn et Xk Speé W Spec k ( 1)
i i istalli . X -
Soit (X /Wn) ris (resp. (X, ‘/Wn)cns) le site cristallin de Xn (resp k) re
lativement & Wn et soit S)Xn /Wn (resp. Sxk /Wn) le faisceau structural (cf., par

exemple, [BO1],§5).

Pour tout entier m 2 0 , le W-module

CI‘IS(X /W ) =H" (X /Wn)crls X /Wn)

a une structure naturelle de $-module filtré :

) onaH((X/W) y = H"

n’cris’ X /Wn AN

(X ncris’SXk/Wn) et ¢ estin-

duit par 1'action de Frobenius sur X

K’
ii) si JX /W est le faisceau (d'idéaux & puissances divisées) noyau de la
n n :
[il
e . . . . I
projection canonique de an /Wn sur S et si, pour tout entier 120, Xn /,wn

est sa i-idme puissance divisée, Fll H (X /W ) est 1'image dans Hm. (X /W)

[1] ¢ris n n
de H «x /Wn)crls X /Wn) .

m m X

N A P =BT X /W

Par passage i la limite, on en déduit gue, pour tout m , Hcris(x/w) lim Hcris( n/ 'n)
peut &tre considéré comme un $-module filtré.

Remarques. 1. - 8i X et X' sont deux schémas sur W tels que Xk=Xi{,

alors H:iis (X/W) s'identifie & H:;is(X'/W) en tant que W-module muni de 1'action

de & , mais les filtrations sont en général distinctes.

m m
2. - Si i X/W ‘identifie & et la
8i X est propre et lisse, Hcris( /W) s'identifie & IHDR(X) {

filtration n'est autre que la filtration de Hodge usuelle).
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1.8. - Notons DA@K la sous-catégorie pleine de Mg formée des objets dont le W~

module sous-jacent M et les Fil'M sont des K-espaces vectoriels,

Pour tout schéma X sur W et tout m , H (X):=K® H', X/W) a
cris W cris

une structure évidente d'objet de _M_q>K .

Remarque. Soit Y une variété propre et lisse sur K, qui a bome réduc-
tion, i.e. est telle qu'il existe un schéma propre et lisse X sur W dont la fibre
générique s'identifie & Y ; pour chaque choix d'un tel X , on a une identification na-

m
turelle de K 8w Horis

d'aprés un résultat de Messing (IBO2], n°4.2 et [GM]), cette action est indépendante

m o aspss ; m
(X) avec IHDR(Y) , qui définit une action de & sur ]HDR(Y)’

m
du choix d'un tel X . Ceci justifie, dans ce cas particulier, la notation Hcris(XK)
employée ci-dessus, a priori nettement abusive si l'on considére que XK désigne la

fibre générique de X .
DEFINITIONS. - Soit L un objet de M_@K , de dimension finie en tant que
K-espace vectoriel :

i} on dit qu'un réseau M de D est fortement divisible si @(Ep_lFﬂlM):M
(ot T'on a posé Fil'M = M N Fil'D) ;

ii) on dit que D est faiblement admissible s'il existe un réseau de D qui

est fortement divisible.

Remarques. 1. - La définition de 'faiblement admissible" donnée ici n'est
pas celle donnée dans [F 1] ; mais c'est un résultat de Laffaille que ces deux défini-
tions sont équivalentes ([L1], §3 ; il est facile de vérifier que la définition de "for-

tement divisible" donnée ici équivaut i celle de Laffaille).

2. - Je ne suis pas spécialement fier de cette terminologie ; quand j'ai intro-
duit la notion d'admissibilité faible je ne me suis pas rendu compte immédiatement

qu'elle était 1ie & celle de divisibilité forte introduite plusieurs années auparavant

(Dwork, Katz, vers 1970).

CONJECTURE C(X,m) (cf. [F2], App. n°13). - Soit X un schéma propre

et lisse sur W et soit m un entier = 0 ., Alors H:;iS(XK) est faiblement

admissible,

Supposons que X satisfasse la condition
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{3 les HJ(X, QIX) sont tous sans torsion

(c'est par exemple le cas si X est un schéma abélien ou si X est une intersection

compléte dans un espace projectif). Alors, la suite spectrale

iL,ji _ +
E =
P eely - m e = avw
dégénére en E = chaque Hcris (X/W) est sans torsion et s'identifie donc & un réseaun
de HgiS(XK) . On peut alors démontrer cette conjecture dans certains cas particuliers:
PROPOSITION. - 8i X propre et lisse sur W satisfait (¥ , alors :

i) si m<p ousi X estun schéma abélien, H:;is(X) est fortement di-

visible ;
ii) si la fibre spéciale X de X est ordinaire (.e. s1 tous les HJ(X BX)

k
i 1
sont nuls, on lek désigne l'image de d : Q;k X) , (XK) est

faiblement admissible.

Démonstration. C'est une conséquence facile des résultats de Mazur ([M1],
{M2]) pour X projectif, étendus par Ogus ({BO1], §8) au cas général : supposons
que X satisfasse (¥) , soit m wun entier >0 et soit M = H:;is(x/w) . Pour tout
entier i 20 , posons

i . . b,
= {xeM|éx € p M)} et (i) =inf v (p]/]!) .
j=zi

Alors, pour toute fonction ¢ : IN — IN vérifiant

e(i)-1 = ¢(@i+l) < e@) , pour tout i,

e() - el) s (-1 , si iz7j,
on a ([BO1], 8.25 et 8.41)
) Zpe(l) FillM =3 pe(l}Ml

e Si m<p, en appliquant (% 3

c) = ¢l , pour 0<ism,
0, pour i>m ,

+1 +
on voit que pM = pM + Mmﬂ , Ou encore que m™ T pM, i.e, que M2 =pM ,
d'olt 1'on déduit que @(Mm) = pmM ; et en appliquant (#%) 4
. m-i, pour 0£ism,
el = 3 0 P ;
, pour i>»m ,

on voit que meﬁlFillM = meﬂlM1 =M™ , donc que (2 p-1 FillM) =pwm§(Mm) =M
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d'od l'assertion (i) pour m <p .

e Si X est un schéma abélien, 1'assertion résulte du cas précédent pour
m=1, et le cas général s'en déduit en remarquant que la puissance extérieure m-

igme d'un module fortement divisible est encore fortement divisible.

e Si Xk est ordinaire et si, pour tout i =0, M[i] est le plus grand-sous-

module de M= crls(X/W , stable par & , sur lequel & est divisible par p1 et

15 est bijective, on a ([BGK], prop. 7.3)

m-i i
M[i] H (X,QX) et M = iee;IN M[i]

En appliquant (%) &

W ¢l sl o j<i,
51(3)_%0 si j=2i,
on voit que pM+FﬂM—pM +M = (& pM{ ]}@( }) ; comme Fil'M est un

<i
facteur direct de M de rang égal 3 j

e re H" X 0l) =g M ),
=i W X Whis U

on en déduit qu'il existe un unique W-automorphisme v de M , vérifiant

(v-—l)M[,] C & M[ ] (et méme < ¢ pM,.,) pour tout i, tel que

. 1 ]<1 ] j<i [] ] )

FillM vie M ) ; il est alors trés facile de vérifier que & le . est forte-
]21 [ ] i€IN [1]

ment divisible, d'oi l'assertion (ii) .

2. - LA CATEGORIE MF,. .

Les résultats de ce paragraphe sont dus, pour l'essentiel, & J,P. Wintenberger

(IW]) et sont énoncés ici sans démonstration.

2.1, - Soi égori i :
oit MFf la catégorie suivante

e un objet de Mth

i) d'une f11trat1on (Fll M), iem par des sous- W modules facteurs directs de M , dé-

est un W-module de type fini, muni

croissante (Fﬂ M c F111M) , exhaustive (Fﬂ M = M, pour i< () et séparée

(Fil'M = 0 , pour i 0);
ii) pour chaque entier i ¢ Z , d'une application

cpiv[:FillM—’M,
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o-semi-linéaire, vérifiant
. o .
a) cp;v[(x) = pqo;wl(x) ,si ieZ, xerFil Ty,
i i = 0
b) Zlm CPM M H

e un morphisme 1 : M — N est une application W-linéaire, compatible avec

la filtration (n(Fil'M)c Fil'N) et les o Mooy, = e Mpgping -

Il est clair que est une catégorie additive %p-linéaire ; il n'est pas

M
ME;
difficile de montrer qu'elle est abélienne.

Exemple. Soit M un W-module libre de rang fini, muni d'une filtration

= K&
K KWM,on

(FillM)iez vérifiant (i) . Si on identifie M 2 un réseau de M
voit que se donner des applications CinI vérifiant (ii) revient 4 se donner une appli-

cation O-semi-linéaire § : MK —- MK satisfaisant @(Zp_l FillM) = M . En particulier,

sous les hypothéses du (i) de la proposition du n°1.3, H(I:ris(X/W) a une structure

naturelle d'objet de mtf .

2.2, - Notons maintenant M_Gt la catégorie suivante :

f

e un objet de MGt est un W-module de type fini M , muni

f
i) d'une application o-semi-linéaire, bijective

fM:M—’M,

ii) d'une graduation par des sous-W-modules, indexée par Z ,
M= ¢ Mi ;
icZ
e un morphisme mn : M — N est une application W-linéaire qui commute i f

(nufM = chn) et respecte la graduation (n(Mi) < Ni) .

Il est clair que MG . est une catégorie abélienne Zp-linéaire.

tf

2.3. - On dispose d'un foncteur additif (et m@me Zp—linéaire), exact et fidele

clest celui qui & (M, fM’ (M,).

§ 1EZ) associe le W-module M avec

FilM = ¢ M, ,

. jzi ..

1 171 .

P (2 %)= 2 p f (%) (51 x, €M) .
Mo j=i M I
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2.4, - Notons X I'ensemble des applications périodiques de Z dans lui-m@&me.

Soit M jet de M P t §¢X
i un objet de G our tout & € , posons

i
Mg = %x cM [fiq(x) [+ M%(n) , pour fout n € Ei .

On vérifie facilement que presque tous les M_ sont nuls et que l'application évidente
>

& Mg - M
ZeX é1
est injective. On dit que M est élémentaire si c'est un isomorphisme. On note I\Extf

la sous-catégorie pleine de MG . dont les objets sont ceux qui sont élémentaires. Elle

tf
est stable par sous-objet et quotient et est donc abélienne.

2.5, - Disons qu'un objet M de L_/I_(_}t satisfait la propriété (W1l) si tout sous-

f

quotient simple de M dans -M~qt est €lémentaire (il revient au méme de dire que

{
les quotients successifs d'une suite de composition de M/pM sont élémentaires}.

Tout sous-objet et tout quotient d'un objet de MGf satisfaisant (W1) satis-

fait encore (W1) .

2.6. - Si maintenant M est un objet de mtf et si u est un automorphisme du

W-module sous-jacent, on peut définir un nouvel objet Mm% de _1\_/1__(_3.t de la fagon sui-

f
vante :

i) en tant que W-module gradué, MY =M y

it

ii) on pose fMu u—lch .

Disons qu'un objet M de MG satisfait la propriété (W2) s'il existe

f
u € AutW(M) tel que

iy ona @1M ¢ & M, , pour ftout i€ Z ,

1 . 2 }
i<i

i) M" est élémentaire.

On démontre que, si un tel u existe, il est nécessairement unique, et on en

déduit que tout sous-objet ou tout quotient, dans wtf , d'un objet satisfaisant (W2)
satisfait encore (W2) .

W . < - : s ofas
2.7. - Notons Mtf la sous-catégorie pleine de Mgrtf formée des objets satisfaisant
(W1) et (W2) . Elle est stable par sous-objets et quotients et est donc encore abé-

lienne. Le résultat de Wintenberger peut se formuler ainsi :
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THEOREME. - La restriction q;w de | & IYI__Q‘Z induit une équivalence

P W P
entre la catégorie M(}f et la catégorie B@tf .

Si (M, (FillM)iE%, (mli’l)iéz) est un objet de MF ., le choix d'un scindage
de la filtration (i.e. d'une famille (Mi)ie% de sous~W-modules de M tels que

Fil'M = & Mj , pour tout i) permet de munir M d'une structure d'objet de 1\_/1_(}&:
j=i
elle définit une graduation de M et fM : M — M est défini par
= ol .
fM(x) = cpM(x) , 81 x¢€ Mi .

Le théordme revient alors A dire qu’il existe un et un seul scindage de la filiration de

ainsi obtenu satisfasse les propriétés (W1) et (W2) .

M tel que 1'objet de Mth

t]

notons I\EZV

4 W
2.8, - On peut donner une autre description de la catégorie MG " £

f M
la catégorie suivante :

1

e un objet de 1\&\;

= &1 ' _ R opos ,
N (N,fN, (Ni)iez) de Dﬁtf et d'un W-automorphisme u de N satisfaisant :

est un couple (N,u) formé d'un objet

i) (@-1)N, € @ N, , pour tout i,
7<) )
ii) il existe une suite de composition de N = N/pN (dans l\ﬁffl)

0=FPcfPc | §-R

i i
telle que (u«-l)N(J D c N(]) , pour j = 0,1,2,...,,r-1 ;

e un morphisme est un morphisme de M_(_}ffl qui commute avec u .

1

V'
On montre que la correspondance de I\_/[_G‘; dans Iﬂ}tf qui & M associe

(Mu,u) (o u est uniquement déterminé par la propriété (W2)) est fonctorielle et

induit une équivalence entre ces deux catégories,

W1
2,9. - Remarque, On a sur chacune des catégories 1\__/g_th , Mtf et Mtf des
notions de produit-tensoriel, de "hom interne" et d'objet-unité : les sous-catégories
. W él
pleines I\Etf et M_th de M-gtf

et WW commutent avec elles. Ces structures jouent un rdle essentiel dans la dé-

sont stables par ces opérations et les foncteurs

monstration du théoréme de Wintenberger,

Chacune des cing catégories ci-dessus est alors une catégorie tannakienne neu-

tre sur Zp (au sens de Saavedra, [Sal) et s'identifie 4 la catégorie des représenta-
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tions linéaires de type fini d'un groupe proalgébrique défini sur Z_ . Cette interpré-

tation est particuliérement agréable pour les catégories MG, et MG je vais la

tf By
donner dans le cas particulier od k est algébriguement clos :

a) La catégorie M& s'identifie 4 la catégorie des couples (L,p) ol L

est un Zp—module de type fini et o : Gm = GL(L} est un morphisme défini sur W
(attention toutefois que p ne peut en général 2tre considéré que comme un morphisme
de foncteurs en groupes ; le foncteur en groupes R — GL(L)(R) = AutR(R ®Z L) n'est

représentable sur Zp que si L est libre). Le dictionnaire s'obtient ainsi

M~~—VV®Z L, fM(w®x)=c(w)®x, si wew, xeL,
i) (L,p)+— P

‘Mi = %xgm| p)x = Mx , pour tout X € WX! ;

= {xeM|f,(x) = x},
) OLEL 00), ) -
i si R estune W-algsbre, R®_ L = R& M = & R& M,

i X X )Y
et pA)»x=4AX, si A €R et xéR@WMi

En particulier, si M est un objet de MG sans p-torsion, correspondant

= »

4 un couple (L,p) , la sous-®-catégorie de MG, , engendrée par M et son dual s'i-

f
dentifie & la catégorie des représentations linéaires de type fini sur Zp du plus petit

sous-groupe algébrique H de GL{L} défini sur zp tel que H®W contient I'image
de p .

b) Pour tout entier s =1, soit AS 1'anneau des entiers de l'unique exten-
sion de Qp de degré s contenue dans K et soit TS = ResAs/zp(Em (. e,
TS(R) = (AS ®z R)X , pour toute Zp—algébre R) : c'est done un tore algébrique dé-
p

fini sur Zp , de dimension relative s , qui se déploie sur As , donc a fortiori

sur W .

Si R est une W-algdbre, I'application de A ®Z R dans R%/Sz qui a
P

Z/sZ

a®x associe (o (a)x). identifie Ts(R) i (R } ; pour tout i€ Z/sZ,

i€Z/sZ °’

soit alors %S i 'I’S - Gm le caractére défini par ((y )JQZ/SZ yi - Les SS,I

forment une base du groupe des caractéres XS de TS ; on peut identifier XS au

¥

groupe des applications de Z dans lui-m@me, périodiques de période divisant s en

posant
( 2 ng pm) = (ot m désigne 1'image de m dans Z/SZ) .

n_
icz/sm % m
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#*
(gs,i)ie%/sz
ractéres de T duale de celle des és (> on voit que Ts est le plus petit sous-

]

groupe algébrique de lui-meme, défini sur %, contenant l'image de o = 5: 0 On

en déduit que la catégorie des représentations linéaires de type fini de Ty s'identifie

désigne la base du groupe Ys = Hom(@m,TS) des coca-

5

4 la sous-catégorie pleine de I\Eﬁ. formée des objets élémentaires ''de niveau divi-
sant s' , i.e, des objets M telsque M= & M_.
D
Par passage 4 la limite, y_gi stidentifie & la catégorie des représentations
linéaires de type fini sur Zp du groupe proalgébrique T = lim Tg (ol l'application
de transition de Ts' dans TS , pour s divisant s' , est induite par la norme).
2,10, - Autres remarques. 1. Soit X un schéma propre et lisse sur W satisfai-

sant la condition (¥) du n°1.3 et soit m un entier < p . Le théoréme de
Wintenberger fournit un scindage canonique de la filtration de Hodge de

m om
Hpp® = Ho g

(X/W) , autrement dit nous permet d'identifier HE‘R(X) i

m . :
2 Hm 1(X, QIX) . Il nous fournit aussi un endomorphisme nilpotent canonique, u-1 ,
i=0

vérifiant, avec l'identification précédente et i+j<p ,

@HEE QY C o HEX0) .
T8 =i+
r<i
Il nous donne également, lorsque k est algébriquement clos, deux Zp—struotures

canoniques :

- . m =
e celle définie par fM tie. IHDR(X) W®sz , avec

- m - N R | . m-i i,
L= {x GIHDR(X)HM(X) x} ol fM(x) pix , si x¢€H (X,QX) ;

. m _ é1
i.e. IHDR(X) = W®sz , avec

e celle définie par fMu =u o fM ,

él _ m _
L = {x e]HDR(X)[ fMu(x) =x}.
Enfin, toujours si k est algébriquement clos, il nous fournit une action du pro-tore

T défini dans la remarque précédente.

Toutes ces structures me semblent, pour le moment, tout & fait mystérieuses,
méme lorsque X est un schéma abélien (le cas intéressant étant alors celui ol
m =1) ; la question se pose de savoir si certaines d'entre elles ont une interprétation

géométrique (ou analytique) 'raisonnable',
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2, 8i l'on suppose de plus que la fibre spéciale de X est ordinaire, les ré-
sultats de Wintenberger ne sont pas nouveaux : le scindage provient de ce que la fil-
tration de Hodge et 'la filtration croissante par les pentes', i.e.,, avec les notations de

la fin du §1, la filtration par les sont opposées,

]<1 [ 1
3. La théorie de Wintenberger s'étend sans difficulté aux objets de I\@K
faiblement admissibles (¢f. n°1.3). Autrement dit, si D est un tel module et si on
choisit un réseau M de D fortement divisible, le scindage de Wintenberger de la
filtration de M induit un scindage de la filtration de D qui est indépendant du choix
de M . Autrement dit, pour tout schéma propre et lisse X sur W pour lequel la
conjecture énoncée au n°l.3 est vraie, on a un scindage canonique de la filtration de
Hodge sur la cohomologie de de Rham de la fibre générique... et, sur cette cohomolo-
gie, un endormorphisme nilpotent canonique u-1, et, si k est algébriquement clos,
deux Qp—structures canoniques, ainsi qu'une action de la fibre générique de T sur

1'une d'entre elles.

3. - REPRESENTATIONS p-ADIQUES.

3.1, - Soit K une cldture algébrique de K et soit G = Gal(K/K) . Soit Dﬁ I'an-
neau des entiers de K . Avec les notations de 1.2, on pose

m o,
o HCﬁS(DK,n) = H_ s SPeC (9 /o0, )/W )

cris(sﬁ) = crls(SpecS ) = lim Hcr S(DK n) ’

C'est un W-module topologique (la topologie est celle de la limite projective,
avec la topologie discréte sur les Hznris@f( n)) muni d'une structure de $-module fil-
tré, sur lequel ¢ opére linéairement, continiment et de manire compatible 3 la

structure de &-module filtré,

THEOREME 1, i) On a (D ) = si m=1;
CI‘IS -
. 0 . L . 0
ii) LI'IOS(SK) est_sans p—torswn et la pro;ectlon canomql;e de Hcris(SK)
dans Hcris({)”,n) identifie H (D )/p o ris DK) a cris®ﬁ, n) .

THEOREME 2, Soit X un schéma propre et lisse sur W et soit m un

entier tel que la conjecture C(X,m) est satisfaite. Alors,
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. _ m 0 . -
i) [m(X) I«Ioqu> (HcriS(X),HcriSQK)) est un %p—module libre de rang fini

inférieur ou égal 3 Ia dimension sur K de ng(XK) (qui est égale 4 la

m
X~ «
Hay g %) 5

dimension sur de ®
T, de Q8

ii) on a 1'égalité dans chacun des cas suivants :

by X est un schéma abélien,

c) les Hj(X, O.lx) sont sans torsion et la fibre spéciale de X est ordinaire;

iii) gi X est un schéma abélien, Um(X) s'identifie au dual de ng(XI—(, %p}

si m<p (& un'grain de sel” prés si m =p-1), et Qp ®% Um(X) au dual de
m P

Qp ®%p Hét(XK’ %p) , pour tout m .

(le "'grain de sel” est le suivant : on a un homomorphisme injectif de

Hfé’;l(xﬁ, Zp) dans (L‘p_l(X))* , dont le conoyau est "au pire"” un groupe fini

tué par p sur lequel le groupe d'inertie opére trivialement).

La démonstration est en gros la suivante : dans [FL] , on a construit une
W-algébre § munie d'une structure naturelle de §-module filtré avec action de G -
On commence par construire une injection de é dans Hn(:)ris(DK) , compatible avec
toutes les structures; si, pour tout $-module filtré M , on pose
Uy = HomMg(M, ngis(sﬁ)) et US(M) = Homm (M,8) , on en déduit un homomorphis-
me injectif de US(M) dans U{M) . On montre alors que, si M est fortement divi-

sible, cet homomorphisme
a) est un isomorphisme si Fit’M = o .
b) induit un isomorphisme de Qp ®% Us(M) sur Qp®Z T(M) , meme si

FilPM # 0 . P P

On est donc réduit & prouver 1'analogue du théoréme 2 obtenu en remplagant

m
1 =

partout Lm(X) par US,m(X) Ué(Hcris(X)) .
3.2, - Commengons par calculer les H?ris(ﬁg) . Soit L wune extension finie de K
et soit DL 1'anneau de ses entiers, Choisissons y ¢ L tel que SL = Wlyl (eela
est possible, c¢f.[8], chap.III, prop.12). Pour tout entier n=x 1, soient ZL 0 Wn[YI .
l'anneau des polyndmes en la variable Y & coefficients dans Wn , et Pn I'image

- . ~ - n
dans Wn[Y] du polyndme minimal de y sur W . La W -algébre DL,n—DL/p o

s'identifie (en envoyant Y sur l'image de y) au guotient de la Wn—algébre lisse
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A4 : - . - iz
Wn[Y] par 1'idéal (Pn) . Soit DL,n DZL n((Pn)) I'enveloppe a4 puissances divisées
de V'anneau ZL relativement i 1'idéal (P,) . Alors ([BOL}, th. 7.1),

% ' ces . a . _
Hcris(DL, n) Cris(Spec 0 /W } s'identifie & la cohomologie du complexe de Wn
modules

i
D e — D ® 0
L,n Ln ZLn Ln L,n ZL,n

(oli, si yr(x) désigne la r-igme puissance divisée de x € (Pn) , on a

d(Yj(X) &) = Yj_l(X) @ dx.w + Yj(x)® dw) .

m m .
i 2 = 10 jori = () .
Si m=2, ona QZ " 0, d'ou, a fortiori, Hcris(D ,n) 0 ; par conséquent,
m m’ : :
= K
cris(DK,n) hm Hcrls(DL n) pour L parcourant les extensions finies de

contenues dans K) =0,

Pour m=1, on voit que, si L' désigne une extension de L obtenue en

1 1
- 1
adjoignant une racine p iéme de y , l'image de Hc S(SJL n) dans Hcris(DL‘,n)

i
est nulle et on a donc encore H - )y =906, dlol ul ©z) = 0, ce qui achéve
cris K n [53 ¢ 1s K
la démonstration de l'assertion (i) du théoréme 1.
3.3. - Revenons i H ©, } . Notons J 1'idéal 4 puissances divisées de
cris L,n L,n [i]
D enveloppe de 1'idéal (P ) et, pour tout i € N, J sa i-éme puissance
L,n n L,n
divisée, Alors
i 0 [i]
a'u - )
Fil cris(DL, n) L,n cris(SL,n)
0
faps PP s L1y .
L'action de % sur Hcris(DL,n) peut se définir ainsi : l'annean DL,n est aussi

l'enveloppe i puissances divisées de ZL n relativement 4 1'idéal (p,Pn) , compatibles

avec les puissances divisées naturelles de pZL . si on note & l'unique endomor-

phisme o-semi-linéaire de la Wn—algébre ZL n vérifiant §Y = Yp , on a
. ’ 0
. t A
&{(p, Pn)) o (p,Pn) ; & s'étend donc i DL,n et HcrisQL, n) est stable par § .
Soit SL = QL/pi)L = ZL,n/{p’ Pn) . Soit (ao, al""’an-l) € Wn(ﬁL) ; pour
0<rs<sn-1, notons a_ l'image dans D d'un relévement de a_ dans X ;
n-r r L,n r L,n
T ~p 0 .
alors p a ne dépend pas du choix du relévement ef appartient & chs@L n) H
1'application
w &) —H) . © )
OLL,n L cris L,n" ’
T A n-r
qui & (a 0 1, ,a ~1) associe 2. p ag , est un homorphisme d'anneaux qui ne

r=0
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dépend pas du choix du générateur y de la W-algébre DL .

L'idéal de Wn(ﬁL) formé des (0,a est muni de puissances divi-

y-“)a )
1 n-1 DP
sées naturelles (cf, par exemple, [I], n°0.1.4) ; notons Wn (DL) I'enveloppe A puis-

sances divisées de WnﬁL) , relativement & 1'idéal In(SDL) formé des (aO, al,...,an__l)

tels que a%n =0 , compatibles avec les puissances divisées des (0, al,...,an_l) . Com-

0
‘ ‘4 - . _
L,n(In@L)) ot pDL’ nﬂ Hcris (DL,n) , al,n s'étend en un homomorphisme d'alge

bres & puissances divisées

DP P~ 0
OLL,n ’ Wﬁ (DL) - Hcris(DL, n) ’

me g

On peut munir WSP@L) d'une structure de $-module filtré de la maniére
suivante :
i) la structure de W-module est celle qui est déduite de la structure naturelle

. . -n
par l'extension des scalaires o

i) l'action naturelle de & sur Wn(ﬁL) ,

— PSP P
daga,.,a 1) = @pa..a ),

envoie In(ﬁl) dans lui-m@me et s'étend en un endomorphisme de WSP(SBJL) ;
iii) on a un homomorphisme
9L,n : Wn(}DL) - QL,n ;
n-1 .. np-r -
. PN . ; N o b
c'est celui qui 3 (aO,al,...,an_l) associe ré() o} a , ou, cette fois-ci, ar dési
-~ . i~ I3 =
gne un relévement de a, dans DL,n ; comme GL,n(In(SL)) est contenu dans l'idéal
4 puissances divisées pDL,n de 'OL,n s eL,n induit un homomorphisme
DP DP ~
eL,n ’ Wn (DL) SL,n ’

i DP o~
dont le noyau est un idéal A puissances divisées ; alors }B‘il1 WJ{1 ©. est la i~éme

DP v
puissance divisée du noyau de eL 0

Il est immédiat que agpn est un morphisme de ¢-modules filtrés. En outre,
k] P~
si L/K est galoisienne, Gal(L/K) opére de manidre naturelle sur Wn (DL) et sur
0 DP
- .
cris(DL, n) et ch,n commute & l'action de Galois.

3.4. - PROPOSITION. Supposons que l'indice de ramification de l'extension L/K

soit_divisible par pn . Alors a]ipn est un isomorphisme de $-modules filtrés,
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Démonstration. Il s'agit de vérifier

DP
i) d'une part que ¢

L.n est bijective,

ii) d'autre part, que, pour tout i ,

op _.i_ DP o . 1}
C'“L,n(Fll Wn (SL)) = Fil Hcris(E)L, n) '
Comme le diagramme
DP
a
DP ~ L,n 0
Wn (QL) cris (DL,n)
GDP can,
L,n
DL,n

{ DP~ .
est commutatif et comme FiI1 Wn (SL) (resp. FillH0 )) est la i-éme puissance

ty)
DP cris( L,n
divisée du noyau de SL n (resp. de l'application canonique), la deuxiéme assertion

>
N

résulte de la premiére. Montrons donc la premiére : quitte i remplacer K par l'ex-
tension maximale non ramifiée de K contenue dans L , on peut supposer L/K to-

n
talement ramifiée et choisir pour y une uniformisante de DL : 81 on note ep le

n

degré de l'extension L/K , on a alors (p,Pn) = (p,Yep ) . On en déduit que D,
n

est aussi l'enveloppe i puissances divisées de ZL n relativement a 1'idéal (Y®P') .

)

. 0 _ d 1
Comme ZL,n est lisse, on a Hcris(ZL,n) = Ker(ZL’n_> QZL m) .0On a
n 0 0 ?
€p . ' s i
Y € Hcris(zL,n) ; dans l'homomorphisme canonique de Hcris(ZL,n) dans
0 n
cris(QL n) , Y®P s'envoie dans 1'idéal a puissances divisées noyau de la projection
’ n
0 €p
. a1y i
de Hcris(DL, n) dans 5L ; d'ol un homomorphisme de D 0 - ((Y 7)) dans
0 cris L,n
. L e - .
cris(DL, n) , que l'on vérifie &tre un isomorphisme.
= i ' -
On a ZL,n/p ZL,n kY] et con})me ZL,n est lisse sur Wn , l'homo
morphisme canonique de Wn(k[Y]) sur Hcris(ZL ,) est un isomorphisme ([IrR1],

n
I, prop. 1.4). Il envoie [Y®] = (¥%0,...,0) sur Y®P

n
(Y1) sur D (Y y) .

et induit donc un isomor-

phisme de D 0

w klY])
n cris( L,n

n n-r
Mais, pour O0sr < n-1, l'image de (0,...,0,Y™> ,0,...,0 = p ([¥°1)°
(¥°1) est pT@ Tty W¥®1y)
p

dans [Ye]) = 0 , Donc

D ( D
Wn(k[Y] ) Wn(k[Y] )

s'identifie 3 DWn(k[Y] /(Yepn)((lye] ) .
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On a donc obtenu un isomorphisme

~

DP

e e
O n DWn(k[Y] Jerepty Y1 DWn(k[Y])(([Y I
I
n ~ 0
ep?),
b 0 = (=) Hcris(SL,n .
cris L,n)

n
Mais kIY] /@) = 5L . Comme 1'idéal de Wn(ﬁL) engendré par [Y®] et les

(O,al,...,a ) n'est autre que l'idéal de Wn(ﬁL) formé des (ao,al,...,a tels

n-1 n—l)

e aP =0, D n ([Y®) identifie 2 W-L @) . Il est alors i
qu aO = s Wn(k[Y]/(Yep ))(( )} s'identifie a n (DL) . st alors im

P . . . . DP
médiat que lisomorphisme o,'LDﬁ s'identifie & Gr g -

_ : ""_ - S— _ "‘_ — 13 o
3.5. Soit SK K/pSK . On a Wn(DK) lim Wn(DL) (pour L parcourant les

extensions finies de K contenues dans K). Soit ng(ﬁﬁ) 1'enveloppe a puissances

. . 2 N— s - 14 - N- 2
divisées de Wn(DK) relativement & 1'idéal In(DK) formé des (aO, al,...,an_l) tels
n
que al()) =0 , compatibles avec les puissances divisées naturelles des (O,al,..
WDP
n n
I'indice de ramification est divisible par p  est cofinal dans l'ensemble des extensions

).

.,a
’Tn-1

On a (512) = lim WEP@L) ; comme ['ensemble des extensions L de K dont

finies de K contenues dans K , la proposition 3.4 implique :

DP
COROLLAIRE. - Par passage 3 la limite, les CL g induisent un isomorphis-

s

me de 3-modules filtrés

DP DP ~ 0
% Wn (Dﬁ) Hcris(sﬁ, n) ’

3.6, - Soit DC = lim Qﬁ/anR . Pour tout a €9 on note @ son image dans

c
SC/pDC= K

On munit 'ensemble R des suites (x(n)
M+ @)

)nelN d'éléments de DC vérifiant

(x d'une structure d'anneau commutatif en posant
(n) (n+m) . (n+m) m
= (im &y R

)ne]N M- nelN ’

n
+
hhemw * ¥

(n) () x (n)y(n)

x oG =

nelN )

dnem’ nelN -

o~
)neIN associe (x(n))nEIN identifie R 4 la limite projective

(n)

L'application qui & (x

du diagramme



~ f f f =~ f o~ f
D" - —— DR —y g o fp— SK fm— ‘DIE -—— ...
(ot f(a) = ap } . L'anneau R est parfait de caractéristique p et l'application de k

—n
dans R, qui & ¢ associe ([P 1) (o [al ¢ W est le représentant de

n€IN
Teichmiiller de a ¢ k), identifie k & un sous-corps de R {cf. par exemple, [FL],

n°2. 1),

L'apneau W(R) des vecteurs de Witt & coefficients dans R est donc une W-
algébre sans p-torsion et s'identifie & un sous-anneau de WK(R) = K®WW(R) . L'ap-
plication

0
9 : WR) —*DC >

® .

qui a (xo, xl,...,xn,...) associe 2, pnxr(ln‘) , est un homomorphisme surjectif dont le
n=0

noyau est un idéal principal ([F2], prop. 2.4).

Notons 8' l'enveloppe i puissances divisées (compatibles & celles des
(O’Xl""’xn"”)) de W(R) relativement au noyau de 90 (si §O est un générateur
de ker §° , clest le sous-W(R)-module de WK(R) engendré par les ég/n! , pour
nelN) et WDP(R) le séparé complété de S' pour la topologie p-adique.

La W-algébre WDP(R) a une structure naturelle de ¢ -module filtré avec
action de § : comme $(ker 80) c ker 90 + {p) , V'action naturelie de § sur W(R)
s'étend & S' et WDP(R) ; FiIiWDP(R) est l'adhérence de la i-&me puissance divi-

sée de 1'enveloppe 4 puissances divisées du noyau de 60 , l'action de G est évidente.

3.7. - 81 n=z=1, lapplication

B, : WR —W & ,

N —~ g
qui & (XO’ xl,...) associe (xf)n),xftn),..., x}(;i)l) , est un épimorphisme d'anneaux., L'i-
mage de Ker g0 +pW(R) est 1'idéal In(ﬁk) et Bn induit un homomorphisme
DP DP DP DP -
By, W ORAW ® W @ .

Il est facile de voir que c'est en fait un isomorphisme de &-modules filtrés, compa-

tible avec l'action de ¢ , et que le diagramme

¢DP DP
DP n+l_ DP n+l DP ~ . Zn+#t 0
WE®ATWR) Wn+1 K Hcris K,nﬂ)
DP DP
B DP~ . % 0 |

wre o wPre 2. wE) —— H . ®z )

cris’ K, n
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est commutatif,

L'assertion (ii) du théordme 1 en résulte ainsi que la proposition suivante :

PROPOSITION, - Par passage & la limite, les qﬁpo BEP nous permettent
P 0
dl' i -
identifier WD (R) et Hcris(DK) .
3.8. - Pour tout x € R, soit [x] = (x,0,...,0,...}) € WR) . Comme dans [F2],

§4, pour tout idéal o de R , notons Sa la sous-W-algeébre de WK(R} engendrée

par les p‘l[xl , pour xX€aq, ef SQ son séparé complété pour la topologie p-adique.

03
Soit a (resp. a') 1'idéal des x € R tels que x( )éppD (resp. x( )Ep D)

et soient S = Sa , 8" = Sc" {c'est le m&me anneau S que dans [F2],§2). On vé-

rifie que S C 8'C 8" ., Par passage aux complétions, on en déduit des homomorphismes

§—§ -1 @8
CI'IS

qui, avec des conventions évidentes, sont des morphismes de $-modules filtrés avec

action de @ .

On sait ([F2],prop.4.4) que § — S" est injective ; on en déduit que
8§ — 8' lI'est aussi, et un calcul analogue 2 celui de op. cit. montre qu'il en est de

méme de § — §" .

Pour tout $-module filtré M , posons ’g(M) = Hom (M S) s
M) = Homm(M, crlsm D, S”(M) _(M §m;o0n a des homorphismes in-
jectifs de zp[q] -modules

Us(M) - (M) ——»US"(M) .
Posons aussi S = K& é s HO LK) = K@HO L W=y et §" = K®_ §" . Si,
K w cris cris” K K w
pour tout objet D Ode _M-@K (cf. n°1.3) on poseA”Vé(D) = HomM_Q(D, SK) ,
V(D) = Homm([), Hcris(K)) , Vé,,(D) = Homm(D,SK) , on a des homomorphismes in-

jectifs de QP{QI -modules

V4(D) — V(D) — Vg, (D) .

PROPOSITION. - i) Pour tout objet D de M@ , faiblement admissible,
on a V§(D) = VD) = Vs”(D) .

ii) Pour tout &-module filtré M fortement divisible (i.e. tout réseau forte-

ment divisible d'un objet D de M) vérifiant FllpM—O ona UA(M) UMm).
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Démonstration, D'aprés la remarque (d) du n°5.5 de [F2] , V§(D) et
Vé,,(D) s'identifient tous deux au Qp[q] ~module noté Y;(D) et 1'inclusion de Vé(D)
dans VS”(D) est une égalité ; comme Vé(D) c V(D) Vg”(D) , les trois sont égaux,

drolt (i) .

La seule démonstration de (i) que je connaisse est assez pénible, En voici

les grandes lignes : on montre d'abord que l'on peut supposer k algébriquement clos

et on travaille ensuite par dévissage, ce qui conduit 4 utiliser la catégorie 7F intro-

duite dans [FL] , n°1.11. On munit 8' d'une structure d'objet de MF (en procé-

dant comme pour S dans op. cit.). Il suffit alors de montrer que, pour tout objet

f,p
M de mgtor

Ext &,(M,S‘) est un isomorphisme. Par dévissage, on peut supposer que M est sim-

e

ple. 8i § (resp. S§') désigne le conoyau, dans 7F , de la multiplication par p

{op. cit., §1), la fléche canonique de QS(M) = Ext?l?zsr(M,S) dans

dans 8 (resp. 8" , yS(M) s'identifie & Homm(M,S') et ys,(M) a Homm(M,@).
Il suffit alors de calculer ‘'explicitement" Homm,f (M,S") (le calcul est entidrement
analogue i celui de Hom M,3) fait dans op.cit., §5) et de comparer avec le ré-

nF

sultat du calcul de loc. cit..

Remarque, Il aurait bien sQr été préférable, d'avoir travaillé avec S' au lien
de 8 dans [FL] : tous les résultats de [FL] restent valables en remplagant S
par 8' (et les calculs ne sont qu'd peine plus compliqués) ; on aurait alors pu "oublier"

l'annean S et cela nous aurait évité d'avoir 4 comparer Ué(M) et UM .

3.9. - Indiquons briévement comment la proposition précédente permet de démontrer
le théoréme 2,

Si V est une "représentation p-adique' (i.e. un Qp—espace vectoriel de di-
mension finie muni d'une action linéaire et continue de §) , on a
0

dim_, Hom N Hcris(f{)) < dim_ V et on dit que V est cristalline positive si on
a 1'égalité (avec les notations de [F2], on a (op. cit., rem. d du n°5.5)

KT LG

0 = + . ] . :
Home[Q] (V,HcriS(K)) = Home[Q] (V,B") et une représentation V est cristalline
au sens de [F2] si et seulement sl existe i ¢ IN tel que V(@) = v% Qp(i) est
P .
cristalline positive (ol Qp(i) est la puissance tensorielle i-iéme de Hcm(Qp,p <x3(K))).

p

La catégorie des représentations p-adiques cristallines positives est une sous-

catégorie pleine de celle des représentations p-adiques, stable par sous-objet et quo-
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tient. Un objet D de I\_/I_QK est dit admissible s'il existe V cristalline positive telle

que D = Hom v, HO . (ﬁ)) . Les objets admissibles forment une sous-catégorie
Qp[(}] cris

pleine de la catégorie abélienne des objets de I\EK qui sont faiblement admissibles,

stable par sous-cbjets et quotients {(cf. [F1l, [F2]).

On peut démontrer que, si D est faiblement admissible, alors

dimQ VD) < dimKD , avec 1'égalité si et seulement si D est admissible,
p

L'assertion (@) du théoréme 2 résulte alors de ce que Um(X) est un réseau

m m . s
de V(Hcris(XK)) et que Hcris(XK) est faiblement admissible,

L'assertion (ii) s'obtient ainsi :

a) si m<p, H:ris(xK) est faiblement admissible et vérifie
FﬂpH:;is(XK) = 0 ; c'est le résultat principal de [FL] gque tout D faiblement ad-
missible vérifiant Fil’D = 0 est admissible.

by si X est un schéma abélien, Hclzris(XK) est admissible, d'aprés (a) ;
. m _ ,m_1 . . i T b4
il en est de mé&me de Hcris(XK) = A Hcris(XK} , puisque l'admissibilité est stable

par produit tensoriel et facteur direct ([F1]).

c) lorsque les HJ(X, le) sont sans torsion et la fibre spéciale ordinaire,
alors D = H:;is(XK) est un module filtré faiblement admissible ordinaire (i.e. les

pentes de D sont entiéres et, si D[j] désigne la partie de D de pente j, on a

D=-(& D) Fil'D , pour tout i).
j<i i

On peut démontrer (par récurrence sur la dimension de D) que tout module filtré

faiblement admissible ordinaire est admissible,

Enfin, l'assertion (iii) s'obtient ainsi :

e pour m=1, (Hét(xﬁ, Rp}) est le module de Tate du groupe p-divisible
(X et H1 . (X) en est son module de Dieudonné filtré ; c'est alors un cas par-
pn nelN eris

ticulier d'un résultat plus général sur les groupes p-divisibles (et m@&me sur les sché-

mas en groupes commutatifs finis et plats sur W , voir [FLI], §9) ;

m m_ 1 m,_. 1
— = X-.Z = H .
e pour m>1, on .a Hét(XK’ Zp) A Hét( & p) et Hcris(x) A cris(X)

Le résultat se déduit alors de ce que, si Ml et M2 sont deux modules filtrés for-
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tement divisibles tels que Filp(NI1®M2)= 0, alors (cf. [FL], rem. b du n°6.13) 'ap-
plication évidente de U(M1)®U(M2) dans U(M1® Mz) est un isomorphisme (& un grain
de sel pres si Filp"‘(Ml@Mz)# 0).
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