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Introduction a la Théorie des modéles

Notes complémentaires au cours

1 Introduction

La "théorie des modéles" est une branche de la Logique Mathématique qui est encore
assez mal connue, malgré ses nombreuses applications en algebre et en géométrie.

Nous allons essayer, lors de ces quelques exposés, de donner une introduction aux notions
de base de théorie des modéles en évitant le formalisme général abstrait et en regardant
tout de suite quelques applications a la théorie des corps algébriquement clos.

Notre “but” principal sera de démontrer, en utilisant la théorie des modéles, un théoréme
classique:

Théoréme 1 (Ax 1969) Soit f une application polynomiale de C* dans C", (n > 1). Si
f est injective, f est surjective.

(L’application f est polynomiale c’est-a-dire:

flz,. o xn) = (fi(xy, o zn), o fulz, o 2)
avec, pour chaque i, f; € C[Xy,..., X,].)

On va présenter une démonstration de ce théoréme qui utilise les notions de base de
la théorie des modéles (formules du premier ordre, théoréme de compacité) et passe par
des théorémes de transfert de propriétés d’une classe de corps a une autre.

En fait le théoréme, énoncé ainsi, est seulement un cas particulier du Théoréme d’Ax,
qui considére les endomorphismes des variétés algébriques (et en fait des schémas de type
fini (JAx|)). Le cas particulier de espace affine tout entier, c’est-a-dire C™ avait déja été
remarqué dans [BB-R]. Il y a eu depuis plusieurs autres démonstrations, par exemple
Borel (|Bor|) utilisant la cohomologie et Rudin (|[Rud]) qui donne une nouvelle preuve
pour C".

Aprés avoir vu la démonstration via la théorie des modéles, dans le cas de C", vous
devriez pouvoir refaire vous-méme sans aucune difficulté le cas ot f est une application
polynomiale de V" dans V", avec V un fermé de Zariski dans C*

V={acC:P(a)=Pa)=...= P,(a) =0}
pour Py, ..., P, € C[Xy,..., Xy

On veut utiliser des théorémes de transfert, de fagon a ne démontrer vraiment le
théoréme que dans des cas trés faciles. La premiére question est donc: Quels sont les
corps qui vérifient évidemment le théoreme d’Azx?



1.1 Les corps finis

Soit K un corps fini (K = F,-, pour p premier et r > 1).
Alors si g est n’importe quelle application injective de K™ dans K", g est surjective,
simplement car il s’agit d’une application injective d’un ensemble fini dans lui-méme.

1.2 Les corps localement finis

Un corps K est localement fini si tout sous-corps finiment engendré de K est fini. Un
corps localement fini est donc nécessairement de caractéristique p > 0, car tout corps de
caractéristique zéro contient Q.

Lemme 2 Les corps localement finis satisfont le Théoréeme d’Ax.

Preuve: Soient f = (f1,..., f,) une application polynomiale injective de K™ dans K™,
et a = (ay,...,a,) un élément de K", avec K localement fini. Soit K le sous-corps de
K engendré par {ay,...,a,} et tous les coefficients des polynéomes fi, ..., f, (qui sont en

nombre fini). K étant localement fini, le corps Ky est fini. On peut considérer la restriction
fode fa Ky". Il s’agit de polynomes a coefficients dans Ky, donc 'image de fy est aussi
contenue dans K,". L’application fy est injective de K" dans Ky", K, est fini, donc f
est surjective et il existe ey, ..., e, € K" tels que fo(eq,...,e,) = fler,...,e,) =a. O

1.3 Cloture algébrique de F,

Rappels sur les corps algébriquement clos (voir par exemple |Lal): 1. Un corps K
est algébriquement clos si tout polynéme de K[X]| de degré > 1 a une racine dans K.

2. Soit k£ un corps, il existe un corps algébriquement clos K qui est une extension de k.
3. Soit k un corps, il existe une extension de k qui est algébriquement close et algébrique
sur k, qu'on appellera une cléture algébrique de k et qu’on notera k. Deux clotures
algébriques de k sont isomorphes au-dessus de k.

4. Cas de la caractéristique p: fixons une cloture algébrique du corps fini IF, E. Dans cette
cloture algébrique, I, a une seule extension de degré n, F, < F,». De plus, Fpn < Fym ssi
n divise m, appelons i, ,, ce plongement. On obtient donc E comme limite inductive de
la famille (IF,n),,>1, munie des plongements i, ,,. En particulier, tout sous-corps finiment
engendré de IE‘_p est fini, c’est-a-dire, E est un corps localement fini .

5. Cas de la caractéristique 0: on utilisera une seule propriété qu’on admet: tout corps
algébriquement clos de caractéristique zéro et de cardinalité identique a celle de C (c’est-
a~dire de cardinalité le continu, la cardinalité de P(N)) est isomorphe & C. On s’en servira
un peu plus tard.

Nous avons remarqué dans la section précédente que tout corps localement fini satis-
faisait Ax, donc, pour tout premier p, F, satisfait le théoreme d’Ax.

1.4 Propriétés de transfert

Aprés ces remarques élémentaires, on invoque la théorie des modéles pour conclure di-
rectement car



Théoréme 3 Si une propriété qui s’exprime par un “énoncé du premier ordre” est vraie
dans la cloture algébrique de I, pour tout p premier, elle est vraie dans C.

Dans ce petit cours, nous allons essayer de donner un sens précis a tout cela:

- définir précisément ce qu’est un énoncé du premier ordre et vérifier que ’énoncé
du théoréme d’Ax est bien de ce type.

- démontrer ce théoréme de transfert, en utilisant les ultraproduits.

Ce théoréme est en fait un cas particulier du théoréme fondamental de la logique du
premier ordre le théoréme de compacité que I’on montrera aprés, en utilisant également
les ultraproduits.

Il existe d’autres théorémes de transferts classiques que nous n’aurons pas le temps
de voir ici, en particulier “La complétude de la théorie des corps algébriquement clos de
caractéristique fixée” : tout énoncé du premier ordre qui est vrai dans un corps algébrique-
ment clos est vrai dans tout corps algébriquement clos de méme caractéristique. Ici nous
avons choisi une preuve du théoréme d Ax qui n’utilise pas directement ce second principe
de transfert.

La propriété de complétude de la théorie des corps algébriquement clos de caractéris-
tique fixée est souvent utilisée de maniére un peu informelle en géométrie algébrique sous
le nom de “Principe de Lefshetz” |, par exemple “si on veut montrer “quelque chose” sur
un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, il suffit de le faire pour C”.

Nous n’allons pas donner les définitions dans le cadre général qui est celui de la logique
du premier ordre, ni démontrer le théoréeme de compacité en général. Pour éviter le for-
malisme et surtout pour essayer de faire tout cela dans le temps qui nous est imparti,
nous allons nous placer des le départ dans le cas particulier qui nous intéresse, c¢’est
a dire définir ce que nous appellerons une formule du premier ordre pour la classe des
anneaur commutatifs. Il s’agit la de définitions et d’un cadre “ad hoc” qui permettent
d’admettre sans problemes toute une série de détails techniques qu’il nous faudrait con-
sidérer sérieusement autrement.

2 Les formules du premier ordre pour le langage des
anneaux

2.1 Définition de ’ensemble des formules

Nous allons nous placer dans la classe de tous les anneaux unitaires commutatifs. Nous
avons donc des structures R munies de I’ addition + : R X R — R, de la soustraction
— : R+— R, de la multiplication . : R x R — R et de deux éléments distingués, 0 et 1.

On va définir par induction I'ensemble Form =, F,, des formules du premier ordre
du langage des anneaux, et la satisfaction d’une telle formule dans la classe a laquelle
nous nous somimes restreints, c’est-a-dire les anneaux commutatifs.

On définit tout d’abord ’ensemble des formules basiques ou atomiques, Fj : ce sont
toutes les formules de la forme P(xzq,...,2,) = Q(x1,...,z,) ou P,Q sont des polynoémes
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dans Z[ X1, ..., X,].
Les polynémes peuvent étre de degré zéro par exemple “p = 0”7 est une formule, pour
chaque nombre premier p.

On dira que la variable x; est libre dans la formule ¢, de la forme P(zy,...,z,) =
Q(x1,...,x,) si x; est de degré supérieur ou égal & un dans I'un des deux polynomes P
ou ().

Pour une formule ¢ de Fy, on écrira ¢(zq,...,x,) pour indiquer, quand cela sera
important, que les variables libres dans ¢ sont parmi {z1,...,z,}.

Si R est un anneau commutatif, si ¢(z1, ..., x,) est une formule de la forme “P(x1, ..., x,)
= Q(z1,...,x,)", et si ay,...a, sont des éléments de R, on dira que “R satisfait la for-
mule ¢(ay,...,a,)”, ou que la suite ay,...,a, satisfait la formule ¢(xy,...,z,) dans R,
noté

RE ¢(ay,...,a,),

si, dans R, on a P(ay,...,a,) = Q(a,...,a,).

Il y a des formules atomiques sans variables libres: “p = 07, par exemple. Une telle
formule est vraie ou fausse dans un anneau donné, en 'occurrence celle-ci est vraie ex-
actement dans les anneaux de caractéristique égale a p.

On dira que le sous-ensemble de R*, {(aj,...,ax) € R*: R |= P(ay,...,a;) = 0} est
“défini” ou “définissable” par la formule ¢. Grace aux formules basiques on obtient, pour
chaque anneau R, et pour chaque n, certains fermés de Zariski (de forme particuliérement
simple).

On définit maintenant 7, ;.
Les formules ¢ de F,, 1 sont de 'une des cinq formes suivantes:

- soit ¢ € F,

- soit ¢ est de la forme (¢; A o) (Iu “¢1 et ¢o”, ou aussi ¢; conjonction ¢y), pour
O1, 02 € Fu,

- soit ¢ est de la forme (¢; V ¢2) (lu “¢1 ou ¢”, ou aussi ¢; disjonction ¢9) pour
¢1, 02 € Fu,

- soit ¢ est de la forme —) (lu “non v”, ou aussi négation de 1), pour ¢ € F,,

- s0it ¢ est de la forme Jr ) (1lu “il existe x ¢”, I est le quantificateur existentiel),
pour ¢ € F,

- s0it ¢ est de la forme Vz ¢ (lu “pour tout z 9", ¥ est le quantificateur universel),
pour ¥ € F,,.

On dira que x est une variable libre de (g1 A ¢2) , ou de (¢ V ¢2), si x est une variable

libre de ¢ ou si x est une variable libre de ¢5. On dira que x est une variable libre de =)
si x est une variable libre de 1. On dira que z est une variable libre de 3y, ou de Vyi),
si x est une variable libre de v, mais x n’est jamais une variable libre de Jx, ni de V.
Par exemple , z et z sont les variables libres de la formule “Jy(y® = © A—(2° = x))”, mais
2 est la seule variable libre de la formule “Jz Jy(y> =z A =(2° = x))".
On définit maintenant la satisfaction pour une formule ¢(zq, ..., x,) de F,i1. Il n’y a pas
de surprises, ce sont les définitions que 'on attend. Soit donc R un anneau commutatif,
et ay,...,a, une suite d’éléments de R:

-RE= (g1 ANdo)(ay,...,a,) ssi R ¢r1(a,...,a,) et RE ¢aaq,. .., an).

-RE (1 Vo)ay,...,a,) ssi R ¢1(a,...,a,) ou RE ¢o(a,. .., a,)
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- R = —¢i(ay,...,a,) ssi R ne satisfait pas ¢1(ai,...,a,) , noté R}~ ¢1(ay,...,a,)
-REJyid(y,ai,as,...,a,) ssiil existe b € R tel que R = (b, ay,as,...,a,)
- RE=Yyiu(y,ai,as,...,a,) ssi pour tout élément b de R, on a R = (b, as, ..., a,).

L’ensemble des formules du premier ordre Form := |J, ., F,. C’est donc la cloture
de I’ensemble des formules atomiques par cing opérations: la conjonction, la négation, la
disjonction, la quantification existentielle, la quantification universelle (cette définition est
en fait redondante, il suffit d’avoir la négation, la conjonction et le quantificateur existen-
tiel, grace aux équivalences habituelles qui expriment la disjonction et le quantificateur
universel & partir des trois précédents). Au niveau des sous-ensembles définissables cela
correspond a clore par intersection finie, réunion finie, complémentaire et projection.

Il est important de remarquer que les formules sont obtenues & partir d’un nombre
fini d’opérations, et que pour vérifier la satisfaction d’une formule dans un anneau R, on
remplace les variables par des éléments de R, jamais par des sous-ensembles. Ce sont
ces deux propriétés qui caractérisent la logique du premier ordre.

Il est également important de réaliser que pour que toutes ces définitions marchent
bien, il y aurait un certain nombre de lemmes techniques & vérifier, et de conventions
d’écriture a définir. Ici, on se permet de ne pas le faire car on utilise I'intuition que
nous avons tous de ce qu’est un polynéme dans un anneau commutatif, et les conventions
habituelles de notation sur les indéterminées ou les variables dans ce cas. Mais il faudrait
en particulier vérifier que 'on a bien un lemme de “lecture unique” pour les formules, qui
permet d’assurer qu'une formule ¢ ne peut pas étre obtenue de deux maniéres différentes
dans la construction des F,,. On définit alors la complexité de la formule ¢ comme
I'unique n tel que ¢ € F, et ¢ € F,,, pour m < n. Le lemme de lecture unique nous
assure alors que I'on peut définir des fonctions sur Form par induction sur la complexité
des formules, ou méme, tout simplement, que ’ensemble des variables libres d’une formule
est vraiment bien défini.

Quelques premiers exemples: R £ Jx(z? = —1), mais C = Jz(2? = —1). Un anneau
R satisfait la formule Vz (z = 0) V (Jyzy = 1) si et seulement si R est un corps.

Si p est un nombre premier, R = “p = 0" ssi R est de caractéristique égale a p.

Il est facile de vérifier, par induction sur la complexité des formules, qu’elles sont
préservées par isomorphisme (d’anneau):

Lemme 4 Si f est un isomorphisme (d’anneau) de R sur R, si ¢(x1,...,x,) est une
formule, alors pour tous aq,...,a, € R,

R E ¢lay,...,a,) ssi R E o(f(ar),. .., fla,)).

On introduit quelques notations habituelles:

- on s’autorisera a écrire P(xy, ..., x,) # Q(x1,...,z,) alaplace de =((P(xy, ..., z,) =
Q(xy,...,x,)))

- On note (¢ — ) la formule (—¢ V 1); on note (¢ < ) la formule ((¢p — ) A (¢ —
9))-
Définition: Deux formules, ¢;(x1,...,2,) et ¢o(zq,...,x,) sont équivalentes (pour

la classe des anneaux commutatifs) si, pour tout anneau commutatif R, et toute suite



ai,...,a, d’éléments de R,

R }: ¢1((11, c. ,CLn> ssi R ): ¢2(CL1, C ,an).

On remarque que ¢1(xy,...,x,) et ¢a(x,...,x,) sont équivalentes si et seulement si,
pour tout anneau R,

R ): VCC1V$n (¢1($1,...,xn> — ¢2($1,...,$n)).

Les équivalences dont on a I'habitude sont bien str vraies, par exemple: (¢1 V ¢2) est
équivalente & =(—¢; A —¢s) , Voo est équivalente & =3z —¢ ...

AUTRES LANGAGES: Comme cela a déja été dit plus haut, nous nous sommes placés
dans un cas particulier qu départ, le langage des anneaux. En théorie des modéles on
définit en fait les formules du premier ordre, et la satisfaction pour des langages quelcon-
ques. Un langage est la donnée du “type” d’opérations et de relations que 1’on s’autorise a
utiliser pour construire les formules atomiques. Ensuite ’ensemble de toutes les formules
est construit & partir des formules atomiques exactement comme nous I'avons fait ici.

Par exemple, si la classe de structures que 1'on veut étudier est celle des anneaux
commutatifs ordonnés, en plus des opérations d’addition et de multiplication on utilisera
la relation d’ordre. Les formules atomiques dans ce cas sont les expressions de la forme

P(X1, o Xa) = QX0 X,)
et aussi celles de la forme
P(Xl, . 7Xn) < Q(Xl, .. Xn)

Si l'on s’intéresse aux groupes (non nécessairement commutatifs), on prendra juste la loi
de groupe, I'inverse et I’élément neutre. Les formules atomiques & n variables libres seront
les identités du type

hcicn(z)™ o hcicn(@)™ =1

avec k > 1,ete;; € Z,pour 1 <j<ketl<i<n.

Il doit étre facile d’'imaginer que tous les théorémes généraux que nous allons démontrer
dans la suite (définition des ultraproduits et théoréme de Los, théoréme de compaciteé,
critéres d’élimination des quantificateurs) sont vrais dans le contexte général avec les
mémes démonstrations.

Nous revenons maintenant au langage des anneaux pour la suite.

2.2 Exemples, théories, modéles

Définitions et remarques: Une formule sans variable libre est appelée un énoncé. Un
énoncé est soit vrai, soit faux dans un anneau donné (et pas les deux en méme temps!). Si
I’anneau R satisfait I’énoncé 6, on dira que R est un modéle de 6. Si ¥ est un ensemble



d’énoncés et si R est modéle de chacun des énoncés de X2, on dira que R est modéle de 32,
noté R = ¥.
Un ensemble (éventuellement infini) d’énoncés qui a un modéle sera appelé une théorie.

On dit que 0 est conséquence de Y si tout modéle de X est également modéle de 6,
noté > 6.

Regardons tout de suite quelques exemples qui vont permettre de comprendre ce que
I’on peut exprimer dans la logique du premier ordre et ce que 'on ne peut pas exprimer.

Les modéles de I'énoncé O, := Vz (z = 0) V (Jyz.y = 1) sont exactement les anneaux
commutatifs qui sont des corps.

Si p est un nombre premier, les modeles de I’énoncé o, := “p = 0” sont exactement les
anneaux commutatifs de caractéristique p.

Les modéles de 3 := {6.,0,} (ou de 'énoncé “(6. A g,)” sont exactement les corps de
caractéristique p.

Peut-on trouver un énoncé (du premier ordre) dont les modéles soient exactement
tous les anneaux de caractéristique zéro? Sil’ on essaye, on voit qu’on ne trouve pas. En
revanche on peut trouver un ensemble infini d’énoncés qui fait I'affaire:

Yo = {—o, : p premier }.

Un anneau R est de caractéristique zéro si et seulement si, pour chaque p, R = “p # 07
noté R ): 20.

Pour dire qu'un anneau est de caractéristique zéro, on dit donc qu’il n’est de car-
actéristique p pour aucun nombre premier p. Et on va voir bientdét que le théoréme de
compacité prouve que effectivement il ne peut pas exister un énoncé (ou un nombre
fini d’énonceés, ce qui est la méme chose) pour dire qu’un anneau est de caractéristique
zéro. D’ailleurs le théoréme de transfert que nous allons utiliser (Théoréme 3) ne pourrait
étre vrai s’ il existait un énoncé F' disant “étre de caractéristique zéro”. En effet alors —F
serait vrai dans tous les IﬁTp et par le théoréme devrait étre vrai dans C.

Le méme probléme se pose si 'on cherche un énoncé dont les modéles seraient ex-
actement tous les anneaux finis. En revanche on peut facilement dire, pour n > 2, R a
exactement n éléments:

Gn = 333'1, e Elxn[</>(\1§i<j§n ZT; 7é .I'j) A (Vy \X/lgigny = Il)]

F, =3y, ... 3o, (Mi<ici<n T # ).

Un anneau R est de cardinalité égale a n si et seulement si il satisfait ’énoncé G,,. Un
anneau R est de cardinalité supérieure ou égale a n si et seulement si il satisfait ’énoncé
F,.

Un anneau R sera infini si et seulement si, pour tout n, R | F),. A nouveau, le
théoréme de compacité nous dira que 'on ne peut pas remplacer cet ensemble infini
d’énoncés par un nombre fini.

Intuitivement, pour dire que R est fini, on aurait envie de dire “il existe un entier n
tel que F),”, mais ceci n’est PAS un énoncé du premier ordre. Dire “il existe un entier n
tel que F,” revient a faire une disjonction infinie W, >, F,,. Ceci n’est pas un énoncé du
premier ordre.



2.3 Théorie des corps algébriquement clos, théoréme d’Ax

Il existe une théorie, ¢’est-a-dire un ensemble (infini) d’énoncés, dont les modéles sont
exactement les corps algébriquement clos.

Soit n > 1 un entier fixé, on peut écrire un énoncé, 0,,, dont les modéles sont exactement
les anneaux R tels que tout polynéme unitaire de degré n & coefficients dans R a une
solution dans R:

Les corps algébriquement clos sont alors exactement les modéles de la théorie
TC’AC = {90} U {Hn,n Z 1}

Pour p premier, on note Tcac, la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique
p, c'est-a-dire Toac U {o,}. Et Toac, sera la théorie des corps algébriquement clos de
caractéristique zéro, c’est-a-dire Toac U {0, : p premier}.

Enfin, il nous faut vérifier que le théoréme d’Ax s’énonce par une infinité d’énoncés
du premier ordre.
Ce que I'on peut dire, par une formule J, 4, c’est que, pour n et d fixés, toute application
polynomiale de R™ dans R", de degré inférieur ou égal a d, qui est injective, est surjective.
Comme au-dessus, il va falloir quantifier sur les coefficients des polynémes, pour dire “pour
tout polynome de degré < d”, c’est donc un peu fastidieux a écrire. Je I’écris ici dans un
cas simple f = (fi, f2), application de degré < 2 de C? dans C2.
On a fl(flfl,l‘g) = Ei—i—j:Q yijﬂfliflfgj et fg(ﬂfl,l'g) = Ei—i—jz? Zijl‘lil’gj.

Soit I(y, z) la formule :

Vi VooV Vs [(Big =2 yijan ' @o” = Sigjmg yijah'ah’) A

(Sipjmz 22107 = Sipjma 22y '7h’)) — (w1 = 2} A g = b)),

Alors R = 1((y, 2) ssi f est injective.
Soit S(y, z) la formule

YoVw ElZElElIQ((EH_j:Q yijxlixgj = U) VAN (2i+j:2 Zij$1i$2j = U}))

Alors R = S(y, z) ssi f est surjective.
Maintenant soit
‘]2,2 = (‘V’QVE (I(gv 2) - S(yu 2)))

Alors R = Jy 5 si et seulement si toute application polynomiale de degré inférieur ou égal
a 2, de R? dans R?, qui est injective, est surjective.



3 Ultraproduits et démonstration du théoréme de com-
pacité

3.1 Théoréme de compacité et conséquences

Nous allons donner la démonstration du théoréme de compacité grace aux ultraproduits
un peu plus loin, mais regardons ce qu’il dit et démontrons les premiéres conséquences
que j’ai mentionnées plus haut:

Théoréme 5 (Théoréme de compacité 1) Soit X un ensemble d’énoncés tel que tout sous
ensemble fini de ¥ a un modéle. Alors ¥ a un modéle.

Voyons tout de suite une formulation équivalente :

Théoréme 6 (Théoréme de compacité 2) Soit X un ensemble d’énoncés, et 0 un énoncé.
Si1 X F 0, il existe un sous-ensemble fini F' de X tel que F' = 0.

Montrons que les deux formulations sont équivalentes:

Preuve: 2 — 1 : Supposons par contradiction que ¥ n’a pas de modéle. Alors pour
tout énoncé 6, il est vrai que X F 0. Par exemple X - 1 # 1. Par 2., il existe F fini
sous-ensemble de X tel que F' = 1 # 1. Mais alors, F' ne peut pas avoir de modéle non
plus, car 1 # 1 n’en a pas.

1 — 2 : A nouveau par contradiction, supposons que X - # mais que pour chaque F' fini,
F C ¥, il existe un anneau Rp, tel que Rp est modéle de F' mais Ry n’est pas modéle de 6,
c’est-a-dire, Rp est modeéle de F'U{—6}. Par 1., il existe donc un modéle R de I'ensemble
d’énoncés X U {—6}. Cela contredit 'hypothése: tout modéle de 3 est également modéle
de 6. O

Corollaire 7 1. SiT est une théorie qui a des modéles finis de cardinalité arbitrairement
grande (c’est-a-dire telle que, pour chaque n < 1, T a un modéle fini de cardinalité
supérieure a n), alors T a un modéle infini.

Preuve: Considérons I'énoncé F), := 3xy,... 32, Mi<icj<n i # x;. Un modeéle de F), est
de cardinalité au moins n. Soit 77 := T U{F, : n > 2}. Un modéle de 7", s'il en existe,
est un modéle de T de cardinalité supérieure & n pour chaque n, donc infini. Si F est
un sous-ensemble fini de 77, alors il existe k tel que FF C TU{F, : 2 <n < k}. Par
hypothése, T" a un modéle de cardinalité au moins égale a k, Rj. Celui-ci est un modéle
de TU{F, : 2 <n <k} et doncde F. Le théoréme de compacité entraine bien que 7"
a un modele. a

Corollaire 8 Si o est vrai dans tous les corps de caractéristique zéro, alors il existe un
nombre premier q tel que o est vrai dans tous les corps de caractéristique supérieure ou
égale a q.



Preuve: Soit T'= {0.} U{p # 0 : p premier}. Les modéles de T" sont tous les corps de
caractéristique 0. Si o est vrai dans tous les corps de caractéristique 0, alors T+ o. Par
le théoréme de compacité 2, il existe F' fini, ' C T, tel que F' I ¢. Puisque F est fini, il
existe un nombre premier ¢ tel que F C {0.} U{p # 0 : p < ¢}. Si K est un corps de
caractéristique > ¢ , K est modéle de F', et donc aussi modéle de o. O

Remarque: Le corollaire précédent s’énonce aussi de maniére équivalente: si o est un
énonceé qui est vrai dans des corps de caractéristique p, pour p arbitrairement grand, alors
il existe un corps de caractéristique zéro dans lequel o est vrat.

3.2 Produits cartésiens d’anneaux

Rappelons quelques définitions et fixons quelques notations.

Si (A;)ies est une famille d’ensembles non vides, on note I1;c;A;, le produit cartésien
de la famille, qui est égal a I'ensemble des applications a de I dans la réunion | J,.; A;,
telles que, pour chaque i € I, a(i) € I. Nous noterons donc un élément a de I,/ A;,
a = (a(i))ier-

Si chacun des A; est un anneau commutatif, on définit, coordonnée par coordonnée,
une addition et une multiplication sur IT;c;A;, en posant

(a+b)(i) = a(d) + b(i) et (a.b)(i) := a(d).b(i).

Si P(Xyq,...,X,) € Z[Xy,...,X,], alors pour chaque i, et chaque ay,...,a, € Iic/A;,

P(ay,...,a,)(i) = P(ay(i),...,a,(7)).

En revanche, méme si les A; sont des corps, 'anneau Il;c;A; ne sera jamais intégre
dés que I contient au moins deux éléments distincts i1 et is: en effet si on prend, a, b tels
que a(iy) = 1 et a(j) = 0 pour j # i1, et b(i1) = 0 et b(j) = 1 pour j # iy, on voit que
a.b=0.

Pour éviter cela, si I est infini, on va quotienter de maniére a identifier a 0 les uples a
tels que a(i) est égal & zéro “presque partout”.

3.3 Filtres et ultrafiltres

Définitions: Soit I un ensemble non vide, un filtre F sur I est un sous-ensemble de
P(I) (I'ensemble des parties de I), tel que :

-leF, 0¢gF

-si X, Y e F,alors XNY € F

-siXeFetXCZCI, alors Z € F.
Exemples: 1. Si ) # Xog C I, Fx, ={Y C I: Xy, C Y}. Un tel filtre est appelé filtre
principal.
2. Si I est infini, ’ensemble des parties cofinies de X, FR = {X C I; I\ X est fini }, est
un filtre, appelé le filtre de Frechet, qui n’est jamais principal. En effet, soit Y quelconque
dans FR, et a € Y, alors Y \ {a} est encore dans FR, mais ne contient pas Y.
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On dit qu'un ensemble non vide de parties de I, A, a la propriété de I’intersection
finie si, pour tous X;,..., X, € A, X;N...NX, #0.

Lemme 9 Si A C I est non vide et a la propriété de l'intersection finie, [’ensemble des
parties de I qui contiennent une intersection finie d’éléments de A est un filtre, qu’on
appelle le filtre engendré par A. Tout filtre a la propriété de lintersection finie.

Preuve: Clair O

Un ultrafiltre est un filtre maximal pour l'inclusion (remarquez que d’aprés notre défi-
nition, tout filtre est propre, c¢’est-a-dire différent de P(I)).

Proposition 10 1. Un filtre F est un ultrafiltre si et seulement si, pour tout X C I,
X eF oubienI\X eF.
2. Tout filtre est contenu dans un ultrafiltre.

Preuve: 1. Si F est un filtre et que A ¢ F alors F U {A} a la propriété de I'intersection
finie ssi I \ A n ’est pas dans F: SiI\Ae F, An(I\A) =0. Si FU{A} n’a pas la
propriété de l'intersection finie, il existe By N...N B, € F tels que BN ... B, NA =0,
c’est-a-dire, By N...N B, CI\ A, et donc [\ A e F.

2. Par le lemme de Zorn': Soit F un filtre, on considére I’ensemble de tous les filtres sur [
qui contiennent F, ordonné par l'inclusion. Si (F;);es est une chaine de tels filtres, alors
UjesF; est un filtre qui contient chaque F; et majore donc tout élément de la chaine. On
peut appliquer Zorn, il existe donc un filtre maximal pour I'inclusion qui contient 7. O

Exemples importants: Un filtre principal F est un ultrafiltre si et seulement si il existe
ipeltelque F={X CI:{i} CX}.

Si 1 est infini, un ultrafiltre de I est non principal si seulement si il contient le filtre de
Frechet.

3.4 Ultraproduits
3.4.1 Cas général

Soit (A;)ser une famille d’ensembles non vides, A = Il;c;A;. Soit F un filtre sur I, et =
la relation suivante sur A:

a=rbssi{iel;ali)=0b(i)} € F.

On vérifie facilement que =# est une relation d’équivalence. On notera ar la classe de a.
L’ensemble quotient, I1;c;A;/F = {ar : a € ll;c;A;} est appelé le produit réduit des A;
(par F). Si F est un ultrafiltre on appelle I1;c; A; /F, I'ultraproduit des A; (par F). Dans
ce cas, si a et b sont équivalents pour la relation =z, on dira qu’ils sont égaux presque
partout.

Le lemme suivant sur les cardinalités nous sera utile:

!Lemme de Zorn: Soit A un ensemble ordonné tel que tout sous-ensemble totalement ordonné a un
majorant. Alors A a un élément maximal
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Lemme 11 Soit (A;)ien une famille d’ensembles non vides, dénombrables infinis. Soit U
un ultrafiltre non principal sur N. Alors ;1 A;/F est de cardinalité égale o NN = |P(N].).

Preuve: On commence par construire un ensemble F d’applications de N dans N, de
cardinalité |[P(N)| et tel que si f,g € E, et f # g, alors {i € N : f(i) = g(i)} est fini.
Pour chaque application § de 2% (6 : N+ {0, 1}), on définit une application f5 de N dans
N en posant

fé(n) = Yim<n 6(m>2m

La famille £ = {f5 : § € 2V} a la propriété requise. Maintenant, pour chaque i € N, on
fixe une énumération de A; = (€;,)nen-

Ensuite, pour chaque f € E, on définit un élément ay dans Il;enA;: af(i) == e; p(s).
Alorssi f #¢g, {i € N : ay(i) =b,(4)} = {t € N : f(i) = g(4)} est fini et n’est donc pas
dans U, ultrafiltre non principal. Donc, si f # g, (ay),, # (bf),,- O

Remarque: la famille d’applications E construite dans la preuve ci-dessus a également
la propriété que, pour toute f € E, et pour tout n, f(n) < 2". On peut en déduire de
maniére trés semblable: soit (A;);ey une famille d’ensembles finis, mais de cardinalités
non bornées, c¢’est-a-dire tels que, pour chaque n, {i € N : |A;| < n} est fini, et soit & un
ultrafiltre non principal sur N. Alors Il;c;A; /U est de cardinalité égale a |P(N)|.

Nous allons maintenant repasser au cas des anneaux.

3.4.2 Produits réduits et ultraproduits d’anneaux

Soit (R;)ie; une famille d’anneaux commutatifs. On a vu plus haut que, si 'on définit
sur le produit cartésien de la famille, R := Il;c;R;, une addition et une multiplication
coordonnée par coordonnée, R est un anneau commutatif.

Soit F un filtre sur I et R/F le produit réduit correspondant. On définit une addition et
une multiplication sur R/F de maniére compatible:

ar +br=crssi{i€l:a(i)+0b0G)=cli)} eF

ar.br:=crssi{iel:a(i)b(i)=c(i)}eF.

On peut vérifier que les deux opérations sont bien définies, c’est-a-dire, ne dépendent
pas des représentants des classes d’équivalence, et que R/F est toujours une anneau
commutatif. Mais dans le cas des anneaux, on peut regarder les choses tout de suite de
maniére plus algébrique. Considérons

J={a€llig/R; : telsque {i € [;a; =0} € F}.

Lemme 12 1. J est un idéal de R et pour tous a,b € R, ar = br si et seulement si
a—beJ.

2. 8i pour chaque i, R; est un corps, et si F est un ultrafiltre, alors J est un idéal
mazimal.
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Preuve: 1. Sia,be J, {i € [;a(i) =0} € Fet {i € I;b(i) =0} € F. F, étant un filtre,
est stable par intersection finie, donc {i € I;a(i) = b(i) = 0} € F et est contenu dans
{iel :a(i)+bi)=0} Donca+be J. SiceR,aec J, {i€lc(i)a(i) =0} D{i €
I;a(7) = 0} et, toujours par les propriétés de filtres, est aussi dans F, donc ca € J.

2. Supposons que les R; sont des corps et que F est un ultrafiltre. Soit b ¢ J, alors
{i;b(i) = 0} ¢ F, mais par maximalité de F, {i;b(i) # 0} € F. Soit a tel que a(i) =1
si b((7) =0, et a(i) = 0si b(i) # 0. Alors a € J. Soit ¢ tel que ¢(i) = 0 si b(i) = 0 et
c(i) = 1/b(7) sinon. Alors a + ¢b = 1. O

Théoréme 13 (Théoréme de F.os pour le cas des anneaux commutatifs) Soit (R;);cr une
famille d’anneaur commutatifs et U un ultrafiltre sur I. Soit ¢(z1,...,x,) une formule,
et ay,...,a, € ll;c;R; =R. Alors

R/U = dlary, .- an,) ssi {i€l: R = ¢(ar(i),...,a,(3))} € U.

Preuve: On va vérifier que cela est vrai par induction sur la complexité des formules.

Pour les formules de complexité zéro, c’est-a-dire les formules atomiques, c’est immé-
diat si 'on se souvient qu’elles sont de la forme “P(zy,...,2,) = Q(x1,...x,)" et que
P(ay,...,a,)(i) = P(ai(i),...,a,(i)). On a donc P(ay,,...,an,) = (Pla,...,an))u =
(Qay,...,apn))ussi{i €I : [Play,...,a,)](i) = [Q(ay,...,a,)]|(?)} €U, est-a-dire, ssi

{iel: Plai(i),...,a,(1)) = Q(ay(7),...,a,(i))} €U

ssi, par définition de la satisfaction pour les formules atomiques,

Giel: Rk (Plai),... a00) = Qar(i),... an(0))} € U.

On suppose maintenant que cela est vrai pour les formules de complexité k, et soit
¢(x1,...,x,) une formule de complexité k + 1. On doit considérer cing cas:

(i) ¢ = ), avec ¥ de complexité k. Alors

R/U = ¢(ay,, ..., an,)

ssi, par définition de la négation,

R/u % w<a1u7 s 7&%{)

ssi, par hypothése d’induction,

{Z el: Rz ’: ¢(a1<i)7 ce ,an(z))} gu

ssi, puisque U est un ultrafiltre, le complémentaire est dans U, c¢’est-a-dire

{iel:R; EY(ar(i),...,a,(0)} €U

ssi, par définition de la négation & nouveau,
{iel:R;E¢(ar(i),...,a,(i))} €U.
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(i) ¢ = (@1 A ¢a), avec ¢q, o de complexité inférieure ou égale a k.
R/U = ¢(ay,, ..., an,) ssi, par définition de la conjonction,

R/u ): QZ51(CL1M, c. ,CLnM) et R/U ’: ¢2<alua s 7anu)

ssi, par hypothése d’'induction, S; := {i € I : R; = ¢j(a1(i),...,a,(?))} € U, pour
Jj =1,2. Ceci, si et seulement si S; NSy € U, (car U est un filtre) et

SiNSy={iel: R Eé(ar(i),...,a,(i))} €U.

(iil) ¢(z1, ..., 20) = Jy(y, z1,...,x,), avec ¥ de complexité égale a k.
Si R/ U = ¢(ay,, ..., ay,), par définition du quantificateur existentiel, il existe b € R tel
que

R/U = (by,ay,, ..., an,)-

Par hypothése d’induction,
S={iel: R Ey(03i),a(i),...,a,(i))} € U.

Mais, si ¢ € S, alors R; = Jyv(y,a1(i),...,a,(i)), c'est-a-dire R; = ¢(a1(i),. .., a,(7)).
Donc, Pensemble {i € I : R; | ¢(ai(i),...,a,(i)} contient un élément de U et U étant
un filtre est donc aussi dans U.

Réciproquement, supposons que S = {i € I : R; = ¢(a1(i),...,a,(:))} € U. Pour chaque
i€ S, il existe b; € R; tel que R; = (b, a:1(i),...,a,(i)). Soit b € R tel que, pour i € S,
b(i) = b;, et pour i € S, b(7) = 0. Alors par hypothése d’induction, puisque S € U,

R/U E Y(by,ary,, ... an,),

c’est-a-dire, par définition de 4,

R/U = d(ary,, .-, an,).

On laisse le lecteur vérifier les deux cas restants, disjonction et quantification uni-
verselle. On peut remarquer que I’hypothése de maximalité sur U n’a été utilisée que
pour le cas de la négation. a

Remarque: Si [ est infini et si U est un ultrafiltre principal sur I, U est engendré
par {ig}. Alors on peut vérifier que R est isomorphe & I'anneau R;,, par I'application
a € R;, — by, ot b est tel que b(iy) = a et b(j) = 0, pour j # io. .

On peut maintenant montrer directement le théoréme dont on a besoin:
Preuve du Théoréme 3: On considére P l’ensemble des nombres premiers et ¢ un
ultrafiltre non principal sur P. On a remarqué (3.3) que U doit alors contenir le filtre
de Frechet sur P, donc tout ensemble de complémentaire fini. Soit K, := ]F_p et I :=
ILepK,/U. Quelles sont les propriétés du corps 7

1. K est de caractéristique zéro: en effet, soit p un premier, alors {q € P: K, = p # 0}
est de complémentaire fini, donc est un élément du filtre de Frechet, donc de . Par Los,
il suit que K |= p # 0 aussi, et cela pour chaque p.

2. K est algébriquement clos. En effet on a vu (section 2.3 qu’ un corps est algébrique-
ment clos si et seulement si, pour chaque n > 1, il satisfait un certain énoncé 6,,. Par
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hypothese, pour chaque p, K, est algébriquement clos, donc satisfait 6,,; I'ensemble P est
un élément de U, donc par Los, I est modéle de 6,,.

3. Quelle est la cardinalité de K7 Par le lemme 11, il est de la puissance du continu,
c’est & dire a le méme cardinal que P(N) | qui est aussi la cardinalité de R et de C. Nous
avons admis (section 1.3) que, & isomorphisme prés, il y a un unique corps algébriquement
clos de caractéristique zéro et de méme cardinalité que C.

Maintenant soit o un énoncé qui est vrai dans tous les K, alors, par Los, il est vrai
dans I qui est isomorphe a C, donc il est vrai dans C. O

Cela nous donne donc bien le théoréme d’Ax.

3.5 Démonstration du théoréme de compacité

Théoréme 14 Théoréme de compacité pour la classe des anneaux commutatifs Soit X
un ensemble d’énoncés tel que tout sous ensemble fini de ¥ a un modéle. Alors ¥ a un
modeéle.

Preuve: Soit ¥ un ensemble infini d’énoncés, tel que tout sous-ensemble fini F' de ¥ a
un modéle Rpr. Soit I 'ensemble de toutes les parties finies de ¥. Pour chaque énoncé
0 de X, soit V(0) := {F € I;0 € F}. On remarque que si F' € V(0), Rp = 6. La
famille {V'(0);0 € ¥} a la propriété de 'intersection finie: 1’ensemble fini {6,,...,0,} €
V() N...NnV(6,). Elle est contenue dans un filtre et donc dans un ultrafiltre ¢. On
vérifie que (Ilpe;Rp)/U, Vultraproduit des Rp, est, par le théoréme de Los, un modéle
de X. En effet, soit § € X, alors {F € I; Rp |= 0} D V(0), comme nous 'avons remarqué
au-dessus. Cet ensemble contenant un élément de U, est aussi un élément de U. O

Nous allons démontrer une deuxiéme version du théoréme de compacité qui nous sera
utile pour montrer que la théorie des corps algébriquement clos élimine les quantificateurs,
dans la section suivante. La preuve est la méme que la précédente, mais nous ne pouvons
la déduire de la version précédente a cause des restrictions particuliéres que nous avons
choisies d’imposer dans la définition de ’ensemble des formules, limité au “pur” langage
des anneaux).

Théoréme 15 (Théoréme de compacité avec paramétres) Soient T une théorie, ¥ un

ensemble de formules a variables libres parmi {xy, ..., x,}, et ¢(x1,...,x,) une formule.
Supposons qu’ il n’existe pas de modéle R de T et de suite aq,...,a, dans R telle que
-REé(ar, ... an)
-REo(ay,...,a,) pour chaque formule o(xy, ..., x,) de 3.
Alors il existe o1, ...,0, € X telles que

T+ \Vlel .. \V/ZEn (/X\ISjSk O'Z‘(Z'l, ce l’n) — ﬁgb([['l, c ,.Z’n))

Preuve: Supposons que la conclusion n’est pas vraie. Alors pour tout sous-ensemble fini
F C ¥, on peut trouver Rp et une suite a(F)y,...,a(F), € Rp telle que

- RF }: T;

- Rp = o(a(F),...a(F),) pour chaque o € F,

- Rr E¢(a(F)1,...a(F)y,).
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Soit I I'ensemble de toutes les parties finies de X. Pour chaque formule o de X, soit
V(o) :={F € I,o € F}. On remarque que si F' € V(0), Rp = o(a(F)y,...a(F),). La
famille {V(0);0 € £} a la propriété de Uintersection finie. Elle est donc contenue dans
un ultrafiltre U.

Soit R I'ultraproduit des Rp, on applique le Théoréme de Fos (13): R est un modéle
de la théorie T, car R est modéle de T' pour chaque F' € I, et [ € U,

Soit a; = (a(F);)per, pour 1 < i < n. Alors pour 0 € X, l'ensemble {F € I :
Rr = o(a(F)i,...a(F),)} contient V(o) et est donc un élément de U. Il suit que R |=
(@i, - Qny)-

Pour chaque F', Rp = ¢(a(F)1,...a(F),)), donc on a aussi R = ¢(aiy, - -, Gny)-

On a ainsi trouvé un modéle de T, R, et une suite d’éléments de R, ayy, ..., Gy, qui
contredisent nos hypothéses. a

4 Suppléments : élimination des quantificateurs et com-
plétude de la théorie des corps algébriquement clos
de caractéristique fixée

On considére qu’on maitrise bien une théorie, ou une classe de structures, si I’on controle
bien la forme de ses ensembles définissables, par exemple si toute formule est équivalente
a une formule sans quantificateurs.

Nous allons montrer que c’est le cas pour la classe des corps algébriquement clos. Il
y a de trés nombreuses maniéres de démonter ce résultat, qui est connu, coté géométrie
algébrique, sous le nom de théoréme de Chevalley (“I'image d’un ensemble constructible
par une application polynomiale est un ensemble constructible”).

La démonstration choisie ici n’utilise que des notions de théorie des modéles déja
introduites, et en ce qui concerne I'algébre, n’utilise que 1'unicité de la cloture algébrique
a isomorphisme prés, fait que nous avons admis précédemment.

Nous commengons par quelques définitions , et un critére “local” (formule par formule)
d’élimination des quantificateurs qui est trés utile.

4.1 Définitions et Critére d’élimination

On dit qu’une formule est sans quantificateur si elle ne contient ni le symbole 3, ni
le symbole V. On remarque que I’ensemble des formules sans quantificateurs peut étre
obtenu par induction: c’est la cloture, a 'intérieur de ’ensemble de toutes les formules,
de Pensemble des formules atomiques par la négation, la conjonction (et la disjonction).

On dit qu’une théorie T admet 1’élimination des quantificateurs si, pour toute
formule ¢(xq,...,x,), il existe une formule sans quantificateur, 0(xy,...,z,) qui lui est
équivalente modulo T, c’est-a-dire telle que:

TEVzy .. Ve, [(d(xy, ..., x,) « O(xy,...,2,)]

Remarque: La notation ¢(xy,...,x,) indique que les variables libres de ¢ sont parmi
{z1,...,2,}. Et ce que dit la définition de I'élimination des quantificateurs que nous
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avons choisie, c’est qu’ on peut trouver une formule équivalente 6, sans quantificateur,
qui n’a pas plus de variables libres que ¢. En particulier, si ¢ est un énoncé, alors ¢ sera
équivalent (modulo la théorie T') & un énoncé sans quantificateur.

Si Ry est un sous-anneau de Ry, si ¢(x1,...,x,) est une formule, et si ay,...,a, € Ry,
il n’y a aucune raison que R; | ¢(aq,...,a,) si et seulement si Ry = ¢(aq,...,a,), ni
dans un sens ni dans 'autre.

Par exemple, prenons ¢(x) = Jyy? = x. Alors C = ¢(—1), R | =¢(—1), et R = ¢(2),
alors que Q = —¢(2) ....

Mais la formule ¢ de 'exemple comporte un quantificateur. En effet:

Lemme 16 Soit ¢(x1,...,x,) une formule sans quantificateur, Ry un anneau commu-
tatif, et R1 < Ry, sous-anneau de Ry. Pour tous ay,...,a, € Ry,

Ry E ¢ay, ..., ay,) ssi Ry = ¢lay, ... ay).

Preuve: Par induction sur la complexité des formules sans quantificateur. C’est clairement
vrai pour les formules atomiques, qui sont des égalités de polynomes. Ensuite il suffit de

vérifier que cela reste vrai par conjonction, par négation (et par disjonction). O
Lemme 17 Soient Ry, Ry deux anneauxr commutatifs. Soient ay,...,a, € Ry, etby,... b, €
Ry. Supposons que pour toute formule sans quantificateurs ¢(xq,...,x,),

Ry = ¢(ay, ... ay,) ssi Ry = ¢(by, ..., by).

Soit S le sous-anneau de Ry engendré par ay ..., a, et Sy le sous-anneau de Ry engendré
par by, ..., b,. Alors si on pose f(a;) = b;, pour 1 <i <mn, f se prolonge en un (unique)
isomorphisme de Sy sur Ss.

Preuve: L’hypothése nous dit que pour tout polynéome P € Z[ Xy, ..., X,] ,
P(al,...,an) = 0 ssi P(bl,bn) =0.

Il suit bien que Z[ay, ..., a,] et Z[by,. .., b,] sont isomorphes. O

Le critére suivant est une sorte de réciproque du lemme 16:

Proposition 18 Soit ¢(yi,...,yx) une formule, et T' une théorie. Sont équivalents:
(i) Il existe une formule sans quantificateurs 0(ys, ..., y,) telle que

THYy .. . Yye (0(y1, - uk) < O(yr, ..o uk))-

(ii) Pour tous les anneaur commutatifs S; < Ry et Sy < Ry, tout isomorphisme d’anneau
f de Sy sur Sy et pour tous ay,...ay € Sy,

R | ¢lay, ... ax) ssi Ry = ¢(f(ar), ..., flax)).
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Preuve:

(i) implique (ii): Par I'hypothése (i) nous pouvons supposer que la formule ¢ elle-méme
est sans quantificateurs. Si Ry = ¢(aq,...,ax), par le lemme 16, S; = ¢(aq,...,ax).
Par isomorphisme (Lemme 4), Sy = ¢(f(a1)..., f(ax)) et par le lemme 16 & nouveau,

Ry = o(f(ar), - -, flax))-

(ii) implique (i): Considérons I’ensemble de formules suivant

A={0(y1,...yk) T ENy .. . Yyr (d(y1, - ye) = (Y1, -+ Yk))

On va montrer
Claim : Tl n’existe pas de modéle R de T et de suite aq,...a; dans R telle que :

-R ): _'qb((ll, . ..Clk)
- RE=d(ay,...,ax) pour chaque 6(yi,...,yx) € A.

Avant de montrer ce Claim, vérifions qu’il nous permet de terminer la démonstration.
On applique le théoréme de compacité avec paramétres (Théoréme 15). Il existe donc un
sous-ensemble fini 0y, ..., d,, de formules de A, telles que

T+ vyl .. Vyk [/X\ISZSTVL 5’i(y17 cee >yk> - ¢(y17 cee ayk’)]

Posons 0(y1,...,yx) = Mi<i<m 0i(y1,...,yk). La formule 0(y;,...,yx) est bien sans
quantificateur et on a

TFYy .. Yyelo(yr, .o uk) < 0(y1, -, yk)]-

Il ne reste donc plus qu’a prouver le Claim, en utilisant a nouveau la compacité.

Preuve du Claim: Supposons, par ’absurde, qu’il existe un tel modéle R et une telle suite
ai,...,a; € R.
Soit I" "ensemble de toutes les formules sans quantificateur qui sont satisfaites par (aq, . .., ax)
dans R,

F'={y(y1...,yx) : RE="(ai,...,ax), v sans quantificateur }.
Par hypotheése, I' O A. Nous disons qu’il existe aussi un anneau R;, modéle de la théorie
T, et une suite by, ..., b, dans Ry telle que Ry = ¢(by,...,b), et Ry = y(by,...,bx) pour
chaque v € T'.
Sinon, par la compacité avec paramétres (Proposition 15), il existerait un sous-ensemble
fini {71,..., 7.} de I tel que

TEYy . Vye [Ma<icn Yy, - 06) — 201, -5 )]
Par contraposition,

Ty ... Yy [¢(y17 ce JJk:) — Wi<i<n _"Yi(yla .- ?/k)]

Mais alors,
(Wicicn ™Y1, -5 Yi))
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est une formule de A, donc

R ): (\X/lgzgn _"yi(alv s ,Clk)),

c’est-a dire, il existe un indice i tel que R = —y;(aq, ..., ax), ce qui contredit la définition
de I.

On a donc d’un coté (R, ay,...,ax), de autre (R, by,...,b;) et pour toute formule sans
quantificateurs v, R = y(a,...,a) ssi Ry = v(by...,b;). Par le lemme 17, le sous-
anneau engendré par by, ..., b, dans R; et le sous-anneau engendré par aq,...,a, dans R
sont isomorphes, par un isomorphisme qui envoie aq, ..., ax sur by, ..., by. Par hypothése
on a donc

R ): gb(al,...,ak) ssi R1 ’: ¢(b1,,bk)

Ceci est une contradiction et on a donc montré le Claim.
O

Enfin, un dernier lemme facile qui dit que pour éliminer les quantificateurs il suffit de
le faire quantificateur par quantificateur:

Lemme 19 Soit T une théorie telle que, pour toute formule ¢(x,y1,...,yn), sans quan-
tificateur, il existe une formule sans quantificateur 0(yy, ..., y,) telle que

Alors T admet ’élimination des quantificateurs.

Preuve: On montre, par induction sur la complexité des formules, que pour toute formule
(Y1, ..., Yyn) il existe une formule sans quantificateur qui lui est équivalente.

Si ¢(x,y1...,ys) est de complexité zéro, c’est-a-dire atomique, elle est déja elle-méme
sans quantificateur.

On suppose que c’est vrai pour toutes les formules de complexité inférieure ou égale a
k, et on considére (y,. .., y,) de complexité égale a k + 1.

(i) ¥ = —¢, avec ¢ de complexité k. Par hypothése d’induction, il existe v(y1, ..., Yn),
formule sans quantificateur telle que T' = Yy; .. . Yy, (6(Y1,- -+, Yn) < Y(Y1...,Yn)). Alors
la formule =y(y1,...,y,) est encore sans quantificateur et

THEYy .. Yy (20(y1, - Yn) = YW1, Yn))-

(i) ¥ = (¢1 A ¢o) avec ¢p et ¢o de complexité < k. Alors, par induction, ¢; (resp.
¢2) est équivalente a une formule sans quantificateur y; (resp. 7). Clairement ¢ est alors
équivalente & (1 A 72) qui reste sans quantificateur.

(i) Y(y1, - yn) = Fx (X, Y1, - - -, Yn), avec ¢ de complexité égale a k. Par induction,
il existe vy(z,y1, ..., y,) sans quantificateur telle que

T+ vxvylvyn (¢(5L’>?/1,--->Z/n) — 7($7y17yn))

Il est alors évident que
THYy .. Yy, G oz, y1,- ., Yn) < V(T 91, -, Yn))-
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On peut appliquer ’hypothése du lemme a la formule 3z ~y(x,y,...,y,), qui est donc
équivalente a une formule sans quantificateurs 0(yi, ..., y,), qui est également équivalente

a dr ¢($»yl7 s ayn)
(iv) Pour la disjonction, on utilise le fait que

(¢1V @2) = —(—d1 A ).

(v) Pour le quantificateur universel, on utilise le fait que

(Veop(x,y1,- - yn)) < —(EBx—d(x, Y1, -+, Yn))-

4.2 Corps algébriquement clos

On va appliquer les résultats de la section précédente a la théorie Tx 4 dont les modéles
sont exactement tous les corps algébriquement clos. Le fait algébrique que nous admettons
est 'unicité, a isomorphisme prés, de la cloture algébrique (voir section 1.3).

On montre que Te ¢ satisfait les hypothéses du Lemme 19.

Théoréme 20 Soit Toac la théorie des corps algébriquement clos et ¢(x,y1, ..., Y,) une
formule sans quantificateur. Alors il existe une formule 6(y1, ..., yn), sans quantificateur,
telle que

Toeac E Yy Yy (Fx (@, y1 ... yn) < O0(Y1, - Yn))-

Preuve: On va utiliser le critére d’élimination “local” prouvé dans la Proposition 18.
La formule ¢(x,y1,...,y,) est sans quantificateur. Il n’est pas difficile de vérifier
qu’elle est équivalente & une disjonction finie de formules du type

(mlﬁiﬁm Pi(gjvyla ce vyn) = 0) A (Q(xvyla ce >yn) 7é 0)7

avec P, Q € Z[X,Y1,...,Y,]. On peut donc supposer que en fait ¢ est égale a 'une de
ces conjonctions.

Soient K et K5 deux corps algébriquement clos, R;, Ry deux sous-anneaux respec-
tivement de K; et K5, et un isomorphisme f de R; sur R,. Soit 77 < K, corps de
fractions de Ry, et L; = T} < K, cloture algébrique de T} dans K. L’isomorphisme f
se prolonge alors en un isomorphisme de L; sur Ly < K5, Lo une cloture algébrique du
corps de fractions de Rs.

Par symétrie, il nous suffit de vérifier que siay, ..., a, € Ry etsi Ky E Jzo(x,aq,. .., a,),
alors Ky =3z é(x, f(a1), ..., f(an))-

On suppose donc que dans K il y a un élément b tel que pour chaque i, 1 <17 < m,
Pi(b,ay,...,a,) =0et Q(b,ay,...,a,) #0.

1. Si pour chaque i les polynémes P;(X, ay,...,a,) sont égaux au polynéome nul, il en
est de méme, par isomorphisme, des polynomes P;(X, f(ai),..., f(a,)). Il reste juste la
condition Q(b,ay,...,a,) # 0. Considérons le polynéome Q(X, f(a1),..., f(a,)) € Ra[X].
Par isomorphisme, il n’est pas égal au polyndéme nul. Il a donc dans K5 un nombre
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fini de racines. K, étant infini,il existe ¢ € K5 qui ne I'annule pas, et on a bien Ky =
3$¢(I, f(ah R >f<an))

2. Si l'un au moins des P;(X,aq,...,a,) n’est pas nul, alors b est algébrique sur
Ry, et donc b € L;. Par isomorphisme entre L; et Lo, on aura que pour chaque ¢,

Pi(f(b), f(a1),.., f(an)) = 0 et que Q(f(b), f(a1),.. ., f(an)) # 0. O

On en déduit donc par le lemme 19:

Corollaire 21 La théorie des corps algébriqguement clos admet [’élimination des quantifi-
cateurs dans le langage des anneaux ({+,—,.,0,1}).

Avoir I’élimination des quantificateurs dans le langage des anneaux est une propriété
trés forte, et caractérise les corps algébriquement clos parmi les corps.

Théoréme 22 |Mac| Soit K un corps infini tel que, pour toute formule ¢(x1, ..., x,), il
existe une formule sans quantificateur 6(x, ..., x,) telle que

K EYr) .. Yo, (¢ ... x,) < 0(xy,...,2,)).
Alors K est algébriquement clos.

Nous n’allons pas donner la démonstration de ce théoréme mais pour donner une idée
de pourquoi il est vrai, regardons deux exemples. Une formule sans quantificateur en
une variable libre, dans le langage des anneaux, définit dans K un sous-ensemble qui est
soit fini soit de complémentaire fini (cofini): en effet un tel sous-ensemble de K est une
combinaison booléenne finie de fermés de Zariski de K, et un fermé de Zariski de K est
I'ensemble des racines dans K d’un nombre fini de polynémes (& une seule variable!).

1. Considérons le corps R, le sous-ensemble suivant P = {z € R : Jyy* = x} (les nom-
bres positifs dans R), n’est ni fini ni cofini. Pour obtenir I’élimination des quantificateurs
pour les réels, il faut agrandir le langage en rajoutant 'ordre par exemple. Cela consiste
a agrandir I’ensemble des formules atomiques et & autoriser aussi les formules du type
P(zy,...,x,) < Q(z1,...,2,) o0 P,Q € Z[X4,...,X,]. On définit ensuite I'ensemble de
toutes les formules a partir des formules atomiques comme nous ’avons fait.

2. Soit K un corps infini de caractéristique p > 0, non parfait, c’est-a-dire tel que
K? # K (il existe un élément a dans K tel que b? # a , pour tout b € K). Alors K? est
infini et de complémentaire infini (c’est un sous-groupe du groupe additif de K qui est
d’indice infini dans K'). Par exemple, soit ¢ un élément transcendant sur I, et K = IF,(¢).
Dans KPily atP, ... t?" ... et dans K \ KP, il y a {t9;q premier & p}.

Nous terminerons par la complétude des corps algébriquement clos de caractéristique
fixée, qui se déduit rapidement de I’élimination des quantificateurs:

Définition: Deux anneaux commutatifs R, et Ry sont élémentairement équivalents
si, pour tout énoncé o,

Ry Eo ssi Ry =o.

Une théorie est compléte si tous ses modéles sont élémentairement équivalents.

Proposition 23 Deux corps algébriquement clos sont élémentairement équivalents st et
seulement st ils ont méme caractéristique.
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Preuve: Dans un sens si Ky et Ky sont élémentairement équivalents, ils doivent étre de
méme caractéristique puisque il y a un énoncé p = 0 dont les modéles sont exactement les
anneaux de caractéristique p. Dans I'autre sens: soient K; et Ky de méme caractéristique,
alors chacun contient une copie du corps premier kg de la bonne caractéristique. Soit o
un énoncé tel que K |= 0. Par élimination des quantificateurs pour la théorie des corps
algébriquement clos, Toac, il existe un énoncé 6 sans quantificateur tel que Toac F (0 <
6). Par le lemme 16,

Ky Eossi Ky E0ssiky=0ssi Ky |=0ssi Ky = o.

Quelques suggestions de lecture

Pour ceux qui maintenant ou dans le futur souhaiteraient aller regarder un peu plus de
théorie des modéles, quelques références:

Un livre récent de théorie des modeéles, dont je me suis trés largement inspirée pour la
derniére section, qui part de presque zéro et arrive a parler a la fin des interactions entre
théorie des modéles et géométrie. Egalement plein d’exercices et d’exemples intéressants
(attention quelques erreurs dans la premiére édition): Model Theory: an introduction
de D. Marker, Graduate Texts in Mathematics 217, Springer, 2002.

Si I'on est curieux des applications récentes de la théorie des modéles, il est possible
d’aller regarder des articles d’exposition. Par exemple, il y a un volume de Proceedings
d’'un colloque au MSRI de Berkeley en 1998, en ouverture d’un semestre "Théorie des
modeéles des corps et applications", colloque destiné a présenter la théorie des modéles
aux géometres et un peu de géométrie aux théoriciens des modéles: Model theory,
algebra, and geometry, D. Haskell, A. Pillay and C. Steinhorn (Ed.), Mathematical
Sciences Research Institute Publications, 39, Cambridge University Press, 2000.
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