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Introduction à la Théorie des modèles (version
préliminaire 1 - couvrant la seconde moitié de la séance du 15 mars et la séance du 22

mars 07)

1 Quelques dé�nitions

Si φ est une formule close ou énoncé, , c'est à dire sans aucune variable libre, la valeur de
vérité de φ dansM ne dépend pas du n-uple auquel on l'applique: la formule est toujours
soit vraie, soit fausse dans M. Donc on écrira simplement M |= φ et on dira que M est
un modèle de φ.

• Connecteurs supplémentaires:
On utilisera les notations suivantes, si φ, ψ sont des formules:

� (φ→ ψ) pour la formule (¬φ ∨ ψ)
� (φ↔ ψ) pour la formule ((φ→ ψ) ∧ (ψ → φ))

Une formule close φ du langage L est dite universellement valide si elle est satisfaite
par toute L-structure.
• Équivalence, conséquence sémantique
Deux formules φ(v0, . . . , vn) et ψ(v0, . . . , vn) sont dites équivalentes si la formule

∀v0 . . . ∀vn(φ(v0, . . . , vn) ↔ ψ(v0? . . . , vn))

est universellement valide. Cela revient à dire que, dans toute L-structure M, pour
tout n + 1-uple (a0, . . . , an) ∈ |M|n, on a M |= φ(a0, . . . , an si et seulement si M |=
ψ(a0, . . . , an).

Soit Σ un ensemble d'énoncés de L. On dit qu'une L-structure M est un modèle de
Σ si M est modèle de chaque énoncé φ de l'ensemble Σ et on écrit M |= Σ.

On dit que un énoncé φ est conséquence sémantique (ou, plus simplement, conséquence)
de Σ si tout modèle de Σ satisfait φ. La notation est Σ ` F . Un énoncé φ est universelle-
ment valide si et seulement si il est conséquence de ∅, donc noté ` φ.

• Quelques équivalences habituelles

On peut véri�er que l'on a bien les équivalences habituelles, quelles que soient les
formules φ, ψ:

� φ ∨ ψ équivaut à ¬(¬φ ∧ ¬ψ);

1



� ∃v (φ ∨ ψ) équivaut à (∃v φ ∨ ∃v ψ);
� ∀v (φ ∧ ψ) équivaut à (∀v φ ∧ ∀v ψ)
� Qv (φ ∗ψ) équivaut à (Qv φ) ∗ψ) si la variable v n'est pas libre dans ψ; quand Q est

soit ∀, soit ∃, et ∗ est soit ∧, soit ∨;
� ∀v ∀w φ équivaut à ∀w ∀v φ;
� ∃v∃w φ équivaut à ∃v ∃w φ;
� ∃v φ équivaut à ¬∀v ¬φ.

En particulier, on voit que toute formule est équivalente à une formule qui ne contient
que les connecteurs ¬ et ∧ et le quanti�cateur ∃, ou plus généralement que l'on peut se
contenter pour dé�nir l'ensemble des formules de deux connecteurs {¬,∧} ou bien {¬,∨}
et d'un seul quanti�cateur, ∃ ou bien ∀.

2 Élémentaire équivalence - Théories complètes

On appelle ici théorie de L un ensemble d'énoncés de L qui a un modèle.
Dé�nition: Soient L un langage, M et N deux L-structures. On dit que M et N sont
élémentairement équivalents, noté M ≡L N , si M et N satisfont exactement les
mêmes énoncés (= formules sans variables libres) de L, c'est-à-dire si, pour tout énoncé
σ de L,

M |= σ si et seulement si N |= σ.

Dé�nition: Soient L un langage et T une théorie de L. On dit que la théorie T est
complète si, pour tous modèlesM etN de T ,M etN sont élémentairement équivalents.

Proposition 1 (Exercice) Soit T une théorie de L, alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

1. T est complète,

2. pour tout énoncé σ de L, T ` σ si et seulement si il existe un modèle de T qui
satisfait σ,

3. pour tout énoncé σ de L, T ` σ ou bien T ` ¬σ.

Si M est une L-structure, alors la théorie suivante, appelée Théorie de la structure
M est complète:

Th(M) = {σ;σ énoncé de L tel que M |= σ}.

2.1 Exemples de théories

2.1.1 Les groupes libres �niment engendrés
On considère le langage des groupes L = {., −1, 1}.
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Il est facile de voir que si n 6= m, le groupe commutatif libre sur n générateurs Zn et le
groupe commutatif libre sur m générateurs Zm ne sont pas élémentairement équivalents
dans L: on remarque que Zn/2Zn est de cardinalité égale à 2n et que cela peut se �dire�.

La situation est beaucoup plus compliquée pour les groupes libres non commutatifs.
La question suivante avait été posée par (ou bien est traditionnellement attribuée à) A.
Tarski vers 1945: pour chaque n ≥ 2 on appelle Fn le groupe (non commutatif ) libre sur
n générateurs. Si n 6= m, les groupes Fn et Fm sont-ils élémentairement équivalents dans
L?

On a montré assez rapidement que pour tout n,m, Fn et Fm satisfont les mêmes
énoncés universels de L. Puis les mêmes énoncés positifs (1966), puis les mêmes énoncés
à deux alternances de quanti�cateurs (annoncé en 1973).

Mais la question générale restait ouverte. Récemment une réponse positive à la ques-
tion de Tarski a été annoncée de deux sources di�érentes: première annonce datée de 1998
de O. Kharlampovich et A. Myasnikov, deuxième annonce (2000), avec des méthodes dif-
férentes, de Z. Sela. (Dans les deux cas, le résultat est le point culminant d'une série de
5 ou 6 articles, dont les derniers ont je crois été en�n publiés il y a un ou deux ans.)

Le travail de Z. Sela ( � Diophantine geometry over groups�) en particulier fait bien
plus que répondre à la question initiale. Il montre que le plongement canonique de Fn

dans Fm, pour n ≤ m est un plongement élémentaire (voir section 6) et surtout donne une
caractérisation de tous les groupes �niment engendrés qui sont élémentairement équiva-
lents à cette classe de groupes (voir l'exposé n◦ 922 du Séminaire Bourbaki, Juin 2003,
�Sur la théorie élémentaire des groupes libres [d'après Sela]�, par F. Paulin).

3 Énoncé du théorème de compacité

Nous allons donner la démonstration du théorème de compacité grâce aux ultraproduits un
peu plus loin, mais regardons ce qu'il dit et donnons deux premiers exemples d'applications
immédiates.
Théorème 2 (Théorème de compacité 1) Soit Σ un ensemble d'énoncés tel que tout sous
ensemble �ni de Σ a un modèle. Alors Σ a un modèle.

Voyons tout de suite une formulation équivalente :
Théorème 3 (Théorème de compacité 2) Soit Σ un ensemble d'énoncés, et θ un énoncé.
Si Σ ` θ, il existe un sous-ensemble �ni F de Σ tel que F ` θ.

Montrons que les deux formulations sont équivalentes:
Preuve: 2 → 1 : Supposons par contradiction que Σ n'a pas de modèle. Alors pour tout
énoncé θ, il est vrai que Σ ` θ. Par exemple Σ ` (∀x x 6= x). Par 2., il existe F �ni
sous-ensemble de Σ tel que F ` (∀x x 6= x. Mais alors, F ne peut pas avoir de modèle
non plus, car ∀x x 6= x n'en a pas.
1 → 2 : A nouveau par contradiction, supposons que Σ ` θ mais que pour chaque F
�ni, F ⊂ Σ, il existe un modèle de F , MF , qui n'est pas modèle de θ, c'est-à-dire, MF

est modèle de F ∪ {¬θ}. Par 1., il existe donc un modèle M de l'ensemble d'énoncés
Σ ∪ {¬θ}. Cela contredit l'hypothèse: tout modèle de Σ est également modèle de θ. 2
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Corollaire 4 1. Si T est une théorie qui a des modèles �nis de cardinalité arbitrairement
grande (c'est-à-dire telle que, pour chaque n ≥ 1, T a un modèle �ni de cardinalité
supérieure à n), alors T a un modèle in�ni.

Preuve: Considérons l'énoncé Fn := ∃x1, . . .∃xn ∧∧1≤i<j≤n xi 6= xj. Un modèle de Fn est
de cardinalité au moins n. Soit T ′ := T ∪ {Fn : n ≥ 2}. Un modèle de T ′, s'il en existe,
est un modèle de T de cardinalité supérieure à n pour chaque n, donc in�ni. Si F est
un sous-ensemble �ni de T ′, alors il existe k tel que F ⊂ T ∪ {Fn : 2 ≤ n ≤ k}. Par
hypothèse, T a un modèle de cardinalité au moins égale à k, Mk. Celui-ci est un modèle
de T ∪ {Fn : 2 ≤ n ≤ k} et donc de F . Le théorème de compacité entraîne bien que T ′
a un modèle. 2

Corollaire 5 Si σ est un énoncé du langage des anneaux qui est vrai dans tous les corps
de caractéristique zéro, alors il existe un nombre premier q tel que σ est vrai dans tous
les corps de caractéristique supérieure ou égale à q.

Preuve: Soit θc l'ensemble �ni d'énoncés du langage des anneaux dont les modèles sont ex-
actement tous les corps commutatifs, et T = {θc}∪{p 6= 0 : p premier}. Les modèles de T
sont tous les corps de caractéristique 0. Si σ est vrai dans tous les corps de caractéristique
0, alors T ` σ. Par le théorème de compacité 2, il existe F �ni, F ⊂ T , tel que F ` σ.
Puisque F est �ni, il existe un nombre premier q tel que F ⊂ {θc} ∪ {p 6= 0 : p < q}. Si
K est un corps de caractéristique ≥ q , K est modèle de F , et donc aussi modèle de σ.
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Remarque: Le corollaire précédent s'énonce aussi de manière équivalente: si σ est un
énoncé qui est vrai dans des corps de caractéristique p, pour p arbitrairement grand, alors
il existe un corps de caractéristique zéro dans lequel σ est vrai.

4 Produits réduits, ultraproduits et démonstration du
théorème de compacité

4.1 Filtres et ultra�ltres

Dé�nitions: Soit I un ensemble non vide, un �ltre F sur I est un sous-ensemble de
P(I) (l'ensemble des parties de I), tel que :

- I ∈ F , ∅ 6∈ F
- si X,Y ∈ F , alors X ∩ Y ∈ F
- si X ∈ F et X ⊂ Z ⊂ I, alors Z ∈ F .

Exemples: 1. Si ∅ 6= X0 ⊂ I, FX0 = {Y ⊂ I : X0 ⊂ Y }. Un tel �ltre est appelé �ltre
principal.
2. Si I est in�ni, l'ensemble des parties co�nies de X, FR = {X ⊂ I ; I \X est �ni }, est
un �ltre, appelé le �ltre de Frechet, qui n'est jamais principal. En e�et, soit Y quelconque
dans FR, et a ∈ Y , alors Y \ {a} est encore dans FR, mais ne contient pas Y .
On dit qu'un ensemble non vide de parties de I, A, a la propriété de l'intersection
�nie si, pour tous X1, . . . , Xn ∈ A, X1 ∩ . . . ∩Xn 6= ∅.
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Lemme 6 Si A ⊂ I est non vide et a la propriété de l'intersection �nie, l'ensemble des
parties de I qui contiennent une intersection �nie d'éléments de A est un �ltre, qu'on
appelle le �ltre engendré par A. Tout �ltre a la propriété de l'intersection �nie.

Preuve: Clair 2

Un ultra�ltre est un �ltre maximal pour l'inclusion (remarquez que d'après notre dé�-
nition, tout �ltre est propre, c'est-à-dire di�érent de P(I)).

Proposition 7 1. Un �ltre F est un ultra�ltre si et seulement si, pour tout X ⊂ I,
X ∈ F ou bien I \X ∈ F .
2. Tout �ltre est contenu dans un ultra�ltre.

Preuve: 1. Si F est un �ltre et que A 6∈ F alors F ∪ {A} a la propriété de l'intersection
�nie ssi I \ A n'est pas dans F : Si I \ A ∈ F , A ∩ (I \ A) = ∅. Si F ∪ {A} n'a pas la
propriété de l'intersection �nie, il existe B1 ∩ . . . ∩ Bn ∈ F tels que B1 ∩ . . . Bn ∩ A = ∅,
c'est-à-dire, B1 ∩ . . . ∩Bn ⊂ I \ A, et donc I \ A ∈ F .
2. Par le lemme de Zorn1: Soit F un �ltre, on considère l'ensemble de tous les �ltres sur I
qui contiennent F , ordonné par l'inclusion. Si (Fj)j∈J est une chaîne de tels �ltres, alors
∪j∈JFj est un �ltre qui contient chaque Fj et majore donc tout élément de la chaîne. On
peut appliquer Zorn, il existe donc un �ltre maximal pour l'inclusion qui contient F . 2

Exemples importants: Un �ltre principal F est un ultra�ltre si et seulement si il existe
i0 ∈ I tel que F = {X ⊂ I : {i0} ⊂ X}.
Si I est in�ni, un ultra�ltre de I est non principal si seulement si il contient le �ltre de
Frechet.

4.2 Produits réduits, ultraproduits

4.2.1 Produits réduits et ultraproduits d'ensembles
Soit (Ai)i∈I une famille d'ensembles non vides, A = Πi∈IAi. Soit F un �ltre sur I, et ≡F
la relation suivante sur A:

a ≡F b ssi {i ∈ I; a(i) = b(i)} ∈ F .

On véri�e facilement que ≡F est une relation d'équivalence. On notera aF la classe de a.
L'ensemble quotient, Πi∈IAi/F = {aF : a ∈ Πi∈IAi} est appelé le produit réduit des
Ai (par F). Si F est un ultra�ltre on appelle Πi∈IAi/F , l'ultraproduit des Ai (par
F). Dans ce cas, si a et b sont équivalents pour la relation ≡F , on dira qu'ils sont égaux
presque partout.

Le lemme suivant sur les cardinalités nous sera utile:

Lemme 8 Soit (Ai)i∈N une famille d'ensembles non vides, dénombrables in�nis. Soit U
un ultra�ltre non principal sur N. Alors Πi∈IAi/F est de cardinalité égale à NN = |P(N|.).

1Lemme de Zorn: Soit A un ensemble ordonné tel que tout sous-ensemble totalement ordonné a un

majorant. Alors A a un élément maximal
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Preuve: On commence par construire un ensemble E d'applications de N dans N, de
cardinalité |P(N)| et tel que si f, g ∈ E, et f 6= g, alors {i ∈ N : f(i) = g(i)} est �ni.
Pour chaque application δ de 2N (δ : N 7→ {0, 1}), on dé�nit une application fδ de N dans
N en posant

fδ(n) = Σm<n δ(m)2m.

La famille E = {fδ : δ ∈ 2N} a la propriété requise. Maintenant, pour chaque i ∈ N, on
�xe une énumération de Ai = (ei,n)n∈N.

Ensuite, pour chaque f ∈ E, on dé�nit un élément af dans Πi∈NAi: af (i) := ei,f(i).
Alors si f 6= g, {i ∈ N : af (i) = bg(i)} = {i ∈ N : f(i) = g(i)} est �ni et n'est donc pas
dans U , ultra�ltre non principal. Donc, si f 6= g, (af )U 6= (bf )U . 2

En fait, on a plus généralement:
Lemme 9 Soit (Ai)i∈N une famille d'ensembles non vides �nis, mais de cardinalités non
bornées, c'est-à-dire tels que, pour chaque n, {i ∈ N : |Ai| ≤ n} est �ni, et soit U un
ultra�ltre non principal sur N. Alors Πi∈IAi/U est de cardinalité égale à |P(N)|.

Preuve: On reprend la famille d'applications E construite dans la preuve ci-dessus. Elle
a également la propriété que, pour toute f ∈ E, et pour tout n, f(n) < 2n. Pour
chaque i ∈ N, on dé�nit n(i) comme le plus grand entier tel que card(Ai) ≥ 2n(i). Pour
chaque i on peut donc trouver dans Ai une suite d'éléments distincts (ei,k)k<2n(i) . Pour
chaque f ∈ E, on dé�nit af dans Πi∈NAi: af (i) := ei,f(n(i). Comme au-dessus, si f 6= g,
{i ∈ N : af (i) = bg(i)} = {i ∈ N : f(n(i)) = g(n(i))} est �ni et n'est donc pas dans U ,
ultra�ltre non principal. 2

4.2.2 Produits cartésiens de L-structures
Si (Ai)i∈I est une famille d'ensembles non vides, on note A := Πi∈IAi, le produit cartésien
de la famille, qui est égal à l'ensemble des applications a de I dans la réunion ⋃

i∈I Ai,
telles que, pour chaque i ∈ I, a(i) ∈ Ai. Nous noterons donc un élément a de Πi∈IAi,
a = (a(i))i∈I .

Soit L un langage du premier ordre à une seule sorte. Si chacun des Mi est une L-
structure, on dé�nit une L-structure sur le produit cartésien, M := Πi∈I |Mi|i, �coordonnée
par coordonnée�:

� Si c est un symbole de constante dans L, on pose cM := (cMi)i∈I ;
� Si f est un symbole de fonction d'arité n de L, on dé�nit la fonction fM en posant,

si (a1, . . . , an) ∈ M,
fM(a1, . . . , an)(i) := fMi(a1(i), . . . , an(i));

� Si R est un symbole de relation d'arité n, on pose
(a1, . . . , an) ∈ RM ssi pout tout i ∈ I, (a1(i), . . . , an(i)) ∈ RMi .

Exemples : 1. Si chacun des Mi est un groupe, alors M est un groupe.
2. Si chacun des Mi est un anneau commutatif, noté Ai, on dé�nit, coordonnée par

coordonnée, une addition et une multiplication sur Πi∈IAi, en posant
(a+ b)(i) := a(i) + b(i) et (a.b)(i) := a(i).b(i).
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Muni de ces deux opérations Πi∈IAi est un anneau commutatif, avec 0 = (0, ....., 0, ....) et
1 = (1, ....., 1, ....).
Si P (X1, . . . , Xn) ∈ Z[X1, . . . , Xn], alors pour chaque i, et chaque a1, . . . , an ∈ Πi∈IAi,

P (a1, . . . , an)(i) = P (a1(i), . . . , an(i)).

En revanche, même si les Ai sont des corps, l'anneau Πi∈IAi ne sera jamais intègre dès que
I contient au moins deux éléments distincts: en e�et si on prend, a, b tels que a(i1) = 1
et a(j) = 0 pour j 6= i1, et b(i1) = 0 et b(j) = 1 pour j 6= i1, on voit que a.b = 0.

Pour éviter cela, si I est in�ni, on va quotienter de manière à identi�er à 0 les uples a
tels que a(i) est égal à zéro �presque partout�.

4.2.3 Produits réduits et ultraproduits de L-structures
Soit L un langage à une seule sorte, (Mi)i∈I une famille de L-structures et F un �ltre sur
I. On va dé�nir une L-structure sur le produit réduitM := Πi∈IMi/F . On rappelle que
si a, b ∈ Πi∈IMi, a et b seront égaux dans M , noté a =F b ssi {i ∈ I : a(i) = b(i)} ∈ F .
On note la classe de a = (a(i))i∈I , aF .

Il faut donner une interprétation pour chaque symbole du langage, compatible avec le
quotient:

� si c est un symbole de constante, cM est la classe d'équivalence de (cMi)i∈I ,
� si R est un symbole de relation d'arité n, si ((a1)F , . . . , (an)F) ∈M,

((a1)F , . . . , (an)F) ∈ RM i� {i ∈ I : Mi |= R(a1(i), . . . , an(i))} ∈ F ,
� si f est un symbole de fonction d'arité n, si ((a1)F , . . . , (an)F) ∈M, on pose

fM((a1)F , . . . , (an)F)) := (fMi(a1(i), . . . , an(i)))i∈I .

On véri�e facilement que ces dé�ntions sont indépendantes du choix des représentants
pour les (aj)F .

On remarque également que lorsque l'on a dé�ni la relation d'équivalence =F , on a
bien dé�ni l'interprétation dans M du symbole de relation distingué R=.

4.2.4 Cas des langages à plusieurs sortes
Si L est un langage à plusieurs sortes, (Sj)j∈J , on veut que M, le produit réduit, soit la
réunion disjointe des sortes Sj

M. Donc si (Mi)i∈I est une famille de L-structures, et F
est un �ltre sur I, on dé�nit la L-structure M de la façon suivante: l'ensemble de base
|M| sera la réunion disjointe des ensembles Sj

M, où
Sj
M := Πi∈ISj

Mi/F .
Autrement dit Sj

M est le quotient de {(a ∈ Πi∈I |Mi| : a(i) ∈ Sj
M
i pour tout i ∈ I} par

la relation d'équivalence =j,F , où a =j,F b ssi {i ∈ I : a(i) = b(i)} ∈ F . La relation =j,F

induit la relation d'égalité attachée à la sorte Sj dans M.
Ensuite on dé�nit l'interprétation des autres symboles du langage L dans M comme

plus haut, en quotientant sorte par sorte à chaque fois par la relation d'équivalence
adéquate.

Pour uni�er la notation on se permettra d'écrire quand même dans ce cas aussi que
M = Πi∈IMi/F .
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4.2.5 Le théorème de �os
On va maintenant montrer le théorème fondamental de préservation des formules du
premier ordre:

Théorème 10 (Théorème de �os) Soient L un langage, (Mi)i∈I une famille de L-structures,
U un ultra�ltre sur I etM = Πi∈IMi/U . Soit φ(x1, . . . , xn) une formule, et a1U , . . . , anU ∈
M. Alors

M |= φ(a1U , . . . , anU ) ssi {i ∈ I : Mi |= φ(a1(i), . . . , an(i))} ∈ U .

Preuve: La preuve est identique pour le cas à une ou plusieurs sortes.
On véri�e (immédiat, par induction sur l'ensemble des termes du langage) que tout se

passe bien pour les termes de L, c'est-à-dire que si t(v1, . . . , vn) est un terme de L, alors
pour tout ((a1)U , . . . , (an)U) ∈M,

tM(((a1)U , . . . , (an)U)) = [(tMi(a1(i), . . . , an(i)), . . . , an(i)))i∈I ]U .

On fait maintenant la démonstration par induction sur l'ensemble des formules de L.
Pour les formules de complexité zéro, c'est-à-dire les formules atomiques, c'est vrai par

la dé�nition que l'on a donnée de l'interprétation des symboles de relation dans M: une
formule atomique est de la forme R(t1(x1, . . . , xk), . . . , tn(x1, . . . , xk)), pour R symbole de
relation de L d'arité n, et les tj termes en (au plus) k variables.

Par dé�nition de la L-structure mise sur M, et de la satisfaction pour les formules
atomiques, on aura

M |= R(t1(a1U , . . . , akU ), . . . , tn(a1U , . . . , akU ))

ssi
(t1

M(a1U , . . . , akU ), . . . , tn
M(a1U , . . . , akU )) ∈ RM

ssi
{i ∈ I : (t1

Mi(a1(i), . . . , ak(i)), . . . , tn
Mi(a1(i), . . . , ak(i)) ∈ RMi} ∈ I

ssi
{i ∈ I : Mi |= (t1(a1(i), . . . , ak(i)) . . . , tn(a1(i), . . . , ak(i))} ∈ F .

Par induction, on doit maintenant considérer trois cas:
(i) φ = ¬ψ, Alors

M |= φ(a1U , . . . , anU )

ssi, par dé�nition de la négation,

M 6|= ψ(a1U , . . . , anU )

ssi, par hypothèse d'induction,

{i ∈ I : Mi |= ψ(a1(i), . . . , an(i))} 6∈ U

ssi, puisque U est un ultra�ltre, le complémentaire est dans U , c'est-à-dire

{i ∈ I : Mi 6|= ψ(a1(i), . . . , an(i))} ∈ U

8



ssi, par dé�nition de la négation à nouveau,
{i ∈ I : Mi |= φ(a1(i), . . . , an(i))} ∈ U .

(ii) φ = (φ1 ∧ φ2),
M |= φ(a1U , . . . , anU ) ssi, par dé�nition de la conjonction,

M |= φ1(a1U , . . . , anU ) et M |= φ2(a1U , . . . , anU )

ssi, par hypothèse d'induction, Xj := {i ∈ I : Ri |= φj(a1(i), . . . , an(i))} ∈ U , pour
j = 1, 2. Ceci, si et seulement si X1 ∩X2 ∈ U , (car U est un �ltre) et

X1 ∩X2 = {i ∈ I : Mi |= φ(a1(i), . . . , an(i))} ∈ U .
(iii) φ(x1, . . . , xn) = ∃y ψ(y, x1, . . . , xn).
Si M |= φ(a1U , . . . , anU ), par dé�nition du quanti�cateur existentiel, il existe b ∈ M tel
que

M |= ψ(bU , a1U , . . . , anU ).

Par hypothèse d'induction,
X = {i ∈ I : Mi |= ψ(b(i), a1(i), . . . , an(i))} ∈ U .

Mais, si i ∈ X, alorsMi |= ∃y ψ(y, a1(i), . . . , an(i)), c'est-à-direMi |= φ(a1(i), . . . , an(i)).
Donc, l'ensemble {i ∈ I : Mi |= φ(a1(i), . . . , an(i)} contient un élément de U et U étant
un �ltre, est donc aussi dans U .
Réciproquement, supposons que X = {i ∈ I : Mi |= φ(a1(i), . . . , an(i))} ∈ U . Pour
chaque i ∈ X, il existe bi ∈ Mi tel que Mi |= ψ(bi, a1(i), . . . , an(i)). Soit b ∈ M tel que,
pour i ∈ X, b(i) = bi, et pour i 6∈ X, b(i) est un élément quelqconque de Mi. Alors par
hypothèse d'induction, puisque X ∈ U ,

M |= ψ(bU , a1U , . . . , anU ),

c'est-à-dire, par dé�nition de ∃,
M |= φ(a1U , . . . , anU ).

2

On peut remarquer que l'hypothèse de maximalité sur U n'a été utilisée que pour le cas
de la négation.

Remarque: Si I est in�ni et si U est un ultra�ltre principal sur I, U est engendré par
{i0}. Alors on peut véri�er que, pour toute formule φ(v1, . . . , vn),M |= φ(a1U , . . . , anU ) si
et seulement siMi0 |= φ(a1(i0), . . . , an(i0). En fait si g est l'application : a ∈Mi0 7→ bU ,
où b est tel que b(i0) = a et b(j) est égal à n'importe quel élément de Mj, pour j 6= i0, g
est une bijection et

Mi0 |= φ(a1, . . . , an) ssi M |= φ(g(a1), . . . , g(an)).

L'application g est ce qu'on applelle un L-isomorphisme (voir section 6).
Ultrapuissance et plongement diagonal: Si pour chaque i ∈ I, Mi = N , alors on
note N U := Πi∈IMi/U = N I/U et on l'appelle l'ultra puissance de N . Si on dé�nit
l'application d de N dans NU , par d(a) := (aI)U , on appelle d le plongement diagonal.
On véri�e facilement que l'image de N par d, d(N ), est une L-sous-structure de NU . En
fait d est un L-plongement élémentaire (voir section 6).
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4.3 Démonstration du théorème de compacité

On rappelle l'énoncé du théorème de compacité (voir section 3)

Théorème 11 (Théorème de compacité) Soit L un langage et soit Σ un ensemble d'énoncés
de L tel que tout sous ensemble �ni de Σ a un modèle. Alors Σ a un modèle.

Preuve: Par hypothèse, tout sous-ensemble �ni F de Σ a un modèleMF . Soit I l'ensemble
de toutes les parties �nies de Σ. Pour chaque énoncé θ de Σ, soit V (θ) := {F ∈ I; θ ∈ F}.
On remarque que si F ∈ V (θ), MF |= θ. La famille {V (θ); θ ∈ Σ} a la propriété de
l'intersection �nie: l'ensemble �ni {θ1, . . . , θn} ∈ V (θ1) ∩ . . . ∩ V (θn). Elle est contenue
dans un �ltre et donc dans un ultra�ltre U . On véri�e que (ΠF∈IMF )/U , l'ultraproduit
des MF , est, par le théorème de �os, un modèle de Σ. En e�et, soit θ ∈ Σ, alors
{F ∈ I;MF |= θ} ⊃ V (θ), comme nous l'avons remarqué au-dessus. Cet ensemble
contenant un élément de U , est aussi un élément de U . 2

5 Applications algébriques des ultraproduits

5.1 Les corps algébriquement clos

Rappels algébriques sur les corps algébriquement clos (voir par exemple [La]):
1. Un corps K est algébriquement clos si tout polynôme de K[X] de degré ≥ 1 a une
racine dans K.
2. Soit k un corps, il existe un corps algébriquement clos K qui est une extension de k.
3. Soit k un corps, il existe une extension de k qui est algébriquement close et algébrique
sur k, qu'on appellera une clôture algébrique de k et qu'on notera k̄. Deux clôtures
algébriques de k sont isomorphes au-dessus de k.
4. Cas de la caractéristique p: �xons une clôture algébrique du corps �ni F, Fp. Dans cette
clôture algébrique, Fp a une seule extension de degré n, Fp < Fpn . De plus, Fpn < Fpm ssi
n divise m, appelons in,m ce plongement. On obtient donc Fp comme limite inductive de
la famille (Fpn)n≥1, munie des plongements in,m. En particulier, tout sous-corps �niment
engendré de Fp est �ni, c'est-à-dire, Fp est un corps localement �ni .
5. Cas de la caractéristique 0. On utilisera une seule propriété qu'on admet: tout corps
algébriquement clos de caractéristique zéro et de cardinalité identique à celle de C (c'est-
à-dire de cardinalité le continu, la cardinalité de P(N)) est isomorphe à C.

Théorie des corps algébriquement clos On travaille avec le langage des anneaux,
Lann = {+,−, ., 0, 1}. Soit θc l'énoncé (ou le nombre �ni d'énoncés) du langage des
anneaux dont les modèles sont exactement les corps et soit σp l'énoncé p = 0, pour p un
nombre premier (p est la notation pour 1 + . . .+ 1 p fois).

Il existe une théorie, c'est-à-dire un ensemble d'énoncés, dont les modèles sont exacte-
ment les corps algébriquement clos.
Soit n ≥ 1 un entier �xé, on peut écrire un énoncé, θn, tel que un corps K satisa�t θn ssi
tout polynôme unitaire de degré n à coe�cients dans R a une solution dans R:

∀y0 . . . ∀yn−1∃x (xn + Σn−1
i=0 yi.x

i ) = 0.
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Les corps algébriquement clos sont alors exactement les modèles de la théorie

TCAC := {θc} ∪ {θn;n ≥ 1}.

Pour p premier, on note TCACp la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique
p, c'est-à-dire TCAC ∪ {σp}. Et TCAC0 sera la théorie des corps algébriquement clos de
caractéristique zéro, c'est-à-dire TCAC ∪ {¬σp : p premier}.

Les ultraproduits permettent de montrer que la théorie de C est la �limite� de celle
des Fp quand p tend vers l'in�ni, dans un sens très précis:

Proposition 12 Soit S un ensemble in�ni de nombres premiers et U un ultra�ltre non
principal sur S. Soit K := Πp∈SFp/U , l'ultraproduit de la famille des clôtures algébriques
de Fp, pour p ∈ S. Alors K est isomorphe à C.

Preuve: Notons Kp := Fp. Rappellons (4.1) que U doit contenir le �ltre de Frechet sur S,
donc tout sous-ensemble de S de complémentaire �ni.
1. K est de caractéristique zéro: en e�et, soit p un premier, alors {q ∈ S : Kq |= p 6= 0}
est de complémentaire �ni, donc est un élément du �ltre de Frechet, donc de U . Par �os,
il suit que K |= p 6= 0 aussi, et cela pour chaque p.

2. K est un corps algébriquement clos. En e�et on vient de voir qu' une LANN -
structure est un corps algébriquement clos ssi elle est modèle de TCAC . Pour chaque
p ∈ S, Kp est modèles de TCAC , donc Par �os, K aussi

3. Quelle est la cardinalité de K? Par le lemme 8, il est de la puissance du continu, c'est
à dire a le même cardinal que P(N) , qui est aussi la cardinalité de C. Nous avons admis
que, à isomorphisme près, il y a un unique corps algébriquement clos de caractéristique
zéro et de même cardinalité que C. 2

Corollaire 13 Si un énoncé du premier ordre du langage des anneaux Lann est vrai dans
la clôture algébrique de Fp pour une in�nité de premiers p, il est vrai dans C.

Preuve: Soit S l'ensemble in�ni des nombres premiers p tels que Fp est modèle de σ. Par
la proposition précédente, C est isomorphe au corps K, ultraproduit des Fp pour p ∈ S.
Par �os, C est donc modèle de σ. 2

On va donner deux exemples d'applications directes de ce résultat de transfert.

5.1.1 Le théorème d'Ax sur les applications polynomiales
L'une des premières applications de ce type:

Théorème 14 (Ax 1969) Soit f une application polynomiale de Cn dans Cn, (n ≥ 1).
Si f est injective, f est surjective.

(L'application f est polynomiale c'est-à-dire: f(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . fn(x1, . . . , xn))
avec, pour chaque i, fi ∈ C[X1, . . . , Xn].)

En fait le théorème, énoncé ainsi, est seulement un cas particulier du Théorème d'Ax,
qui considère les endomorphismes des variétés algébriques (et en fait des schémas de type
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�ni ([Ax])). Le cas particulier de l'espace a�ne tout entier, c'est-à-dire Cn avait déjà été
remarqué dans [BB-R]. Il y a eu depuis plusieurs autres démonstrations, par exemple
Borel ([Bor]) utilisant la cohomologie et Rudin ([Rud]) qui donne une nouvelle preuve
pour Cn.

Après avoir vu la démonstration via la théorie des modèles, dans le cas de Cn, le lecteur
devrait pouvoir refaire sans aucune di�culté le cas où f est une application polynomiale
de V n dans V n, avec V un fermé de Zariski dans Ck

V = {a ∈ Ck : P1(a) = P2(a) = . . . = Pm(a) = 0}

pour P1, . . . , Pm ∈ C[X1, . . . , Xk].

On veut utiliser le théorème de transfert, de façon à ne démontrer vraiment le théorème
que dans des cas très faciles. La première question est donc: Quels sont les corps qui véri-
�ent évidemment le théorème d'Ax?

Les corps �nis
Soit K un corps �ni (K = Fpr , pour p premier et r ≥ 1).
Alors si g est n'importe quelle application injective de Kn dans Kn, g est surjective, sim-
plement car il s'agit d'une application injective d'un ensemble �ni dans lui-même.

Les corps localement �nis
Un corps K est localement �ni si tout sous-corps �niment engendré de K est �ni.

Un corps localement �ni est donc nécessairement de caractéristique p > 0, car tout corps
de caractéristique zéro contient Q.

Lemme 15 Les corps localement �nis satisfont le Théorème d'Ax.

Preuve: Soient f = (f1, . . . , fn) une application polynomiale injective de Kn dans Kn,
et a = (a1, . . . , an) un élément de Kn, avec K localement �ni. Soit K0 le sous-corps de
K engendré par {a1, . . . , an} et tous les coe�cients des polynômes f1, . . . , fn (qui sont en
nombre �ni). K étant localement �ni, le corpsK0 est �ni. On peut considérer la restriction
f0 de f à K0

n. Il s'agit de polynômes à coe�cients dans K0, donc l'image de f0 est aussi
contenue dans K0

n. L'application f0 est injective de K0
n dans K0

n, K0 est �ni, donc f0

est surjective et il existe e1, . . . , en ∈ K0
n tels que f0(e1, . . . , en) = f(e1, . . . , en) = a. 2

En particulier, pour tout premier p, Fp satisfait le théorème d'Ax.

En�n, il nous faut véri�er que le théorème d'Ax s'énonce par une in�nité d'énoncés du
premier ordre. Ce que l'on peut dire, par une formule Jn,d, c'est que, si K est un corps,
pour n et d �xés, toute application polynomiale de Kn dans Kn, de degré inférieur ou
égal à d, qui est injective, est surjective. Comme toujours, il va falloir quanti�er sur les
coe�cients des polynômes, pour dire �pour tout polynôme de degré ≤ d�, c'est donc un
peu fastidieux à écrire. Je l'écris ici dans un cas simple f = (f1, f2), application de degré
≤ 2 de K2 dans K2.
On a f1(x1, x2) = Σi+j=2 yijx1

ix2
j et f2(x1, x2) = Σi+j=2 zijx1

ix2
j.

Soit I(ȳ, z̄) la formule :

∀x1∀x2∀x′1∀x′2[((Σi+j=2 yijx1
ix2

j = Σi+j=2 yijx
′
1
i
x′2

j
)∧
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(Σi+j=2 zijx1
ix2

j = Σi+j=2 zijx
′
1
i
x′2

j
)) → (x1 = x′1 ∧ x2 = x′2)].

Alors K |= I((ȳ, z̄) ssi f est injective.
Soit S(ȳ, z̄) la formule

∀v∀w ∃x1∃x2((Σi+j=2 yijx1
ix2

j = v) ∧ (Σi+j=2 zijx1
ix2

j = w)).

Alors K |= S(ȳ, z̄) ssi f est surjective.
Maintenant soit

J2,2 := (∀ȳ ∀z̄ (I(ȳ, z̄) → S(ȳ, z̄))).

Alors K |= J2,2 si et seulement si toute application polynomiale de degré inférieur ou égal
à 2, de K2 dans K2, qui est injective, est surjective.
Pour chaque p premier , et chaque n, d, Fp est modèle de l'énoncé Jn,d. Par le corollaire
13, C l'est aussi et satisfait donc bien le théorème d'Ax.

5.1.2 Une deuxième application: Action algébrique d'un groupe �ni d'ordre
pm sur Cn

On peut exactement de la même manière que pour le théorème d'Ax, démontrer à peu de
frais le résultat classique suivant [Be]:

Théorème 16 Soit G un groupe �ni d'ordre pm, pour p premier, et γ une action al-
gébrique de G sur Cn. Alors l'action γ a un point �xe.

On �xe donc un groupe G d'ordre pm L'action γ est algébrique veut dire que

γ : G× Cn 7→ Cn

et pour chaque g ∈ G, il existe fg1, . . . , fgn ∈ C[X1, . . . , Xn], tels que pour tout (x1, . . . , xn) ∈
Cn,

γ(g, (x1, . . . , xn) = g.(x1, . . . , xn) = (fg1(x1, . . . , xn), . . . , fgn(x1, . . . , xn).

On dira que l'action est de degré inférieur ou égal à d si chacun des polynômes fgi
est de

degré inférieur ou égal à d.
Maintenant, une famille de polynômes (fgi)g∈G,1≤i≤n dans C[X1, . . . , Xn], dé�nira une

action (algébrique) de G sur Cn si et seulement si: (on note x = (x1, . . . , xn))
� ∀x fei(x) = x, pour e l'identité de G et 1 ≤ i ≤ n,
� ∀x fg′i

(fg1(x), . . . , fgn(x)) = fhi(x) pour h, g, g′ ∈ G tels que h = g′g et 1 ≤ i ≤ n.
En quanti�ant, comme dans l'application précédente, sur les coe�cients des polynômes,
on voit qu'il existe , pour chaque entier d une formule ψ(d,n)(y du langage des anneaux tel
que, si K est un corps, K |= ψ(d,n)(a) si et seulement si il existe une suite de polynômes
(fgi)g∈G,1≤i≤n dans K[X1, . . . , Xn] , de degré inférieur ou égal à d, dont les a sont les
coe�cients, et qui dé�nit une action algébrique de G sur Kn.

Toujours par une formule du premier ordre sur les coe�cients des polynômes, on peut
également dire que cette action a un point �xe: G étant �ni, il su�t de considérer la
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formule φ(y) , disjonction �nie, sur les éléments g de G di�érents de l'élément neutre ,
des formules

∃x (fg1(x), . . . , fgn(x)) = x.

Donc il existe un énoncé du premier ordre:

θn,d := ∀y(ψ(d,n)(y → φ(y)

tel que si K est un corps, K |= theta si et seulement si toute action algébrique de G sur
Kn, de degré inférieur ou égal à d, a un point �xe.

Par le corollaire 13, pour véri�er que C |= θn,d, il su�t de véri�er que pour un nombre
in�ni de nombres premiers q, Kq := Fq |= θn,d, c'est-à-dire que toute action algébrique de
G (de degré au plus d) sur Kq = Fq a un point �xe.

Cela est facile à véri�er: si le groupe G est d'ordre pn, soit q un nombre premier
di�érent de p. Soit k sous corps de Kq engendré par les coe�cients des polynômes qui
dé�nissent l'action algébrique de G sur Kq

n. Alors l'action de G restreinte aux éléments
de k dé�nit une action de G sur k. Le corps k étant �niment engendré dans Kq est
un sous-corps corps �ni donc isomorphe à un Fqr . C�est un simple calcul sur le nombre
d'orbites de véri�er que si un groupe G de cardinalité pm agit sur un ensemble �ni de
cardinalité qr, avec q et p premiers distincts, alors il doit y avoir un point �xe.

5.2 Rapport avec les constructions algébriques habituelles

1. Si on a une famille (Gi)i∈I de groupes, si on note G := Πi∈IGi, le produit cartésien
des Gi, pour g ∈ G, on appelle Z(g) l'ensemble des i dans I tels que g(i) = ei, où ei est
l'élément neutre du groupe Gi. Alors si g, h ∈ G, Z(g−1) = Z(g) et Z(gh) ⊃ Z(g)∩Z(h).
Il est alors facile de véri�er que si F est un �ltre sur I et si N = {g ∈ G : tels que Z(g) ∈
F}, N est un sous-groupe normal et que si g, h ∈ G, gF = hF si et seulement si h−1g ∈ N .
On véri�e immédiatemment que G/F est isomorphe au groupe G/N .
2. Soit (Ri)i∈I une famille d'anneaux commutatifs. Considérons

JF := {a ∈ Πi∈IRi : tels que Z(a)(:= {i ∈ I; ai = 0}) ∈ F }.

Lemme 17 1. JF est un idéal de R et pour tous a, b ∈ R, aF = bF si et seulement si
a− b ∈ J .

3. Si pour chaque i, Ri est un corps, F est un ultra�ltre ssi JF est un idéal maximal.

Preuve: 1. Si a, b ∈ JF , {i ∈ I; a(i) = 0} ∈ F et {i ∈ I; b(i) = 0} ∈ F . F , étant un �ltre,
est stable par intersection �nie, donc {i ∈ I; a(i) = b(i) = 0} ∈ F et est contenu dans
{i ∈ I : a(i) + b(i) = 0}. Donc a+ b ∈ JF . Si c ∈ R, a ∈ JF , {i ∈ I; c(i)a(i) = 0} ⊃ {i ∈
I; a(i) = 0} et, toujours par les propriétés des �ltres, est aussi dans F , donc ca ∈ JF .
2. Supposons que les Ri sont des corps et que F est un ultra�ltre. Soit b 6∈ JF , alors
{i; b(i) = 0} 6∈ F , mais par maximalité de F , {i; b(i) 6= 0} ∈ F . Soit a tel que a(i) = 1
si b((i) = 0, et a(i) = 0 si b(i) 6= 0. Alors a ∈ JF . Soit c tel que c(i) = 0 si b(i) = 0 et
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c(i) = 1/b(i) sinon. Alors a + cb = 1, donc JF est bien maximal. Réciproquement si JF
est maximal, soit X ⊂ I tel que X 6∈ F . Soit a ∈ R tel que Z(a) = X. Donc, a 6∈ JF .
Par maximalité, il existe c tel que 1− ca ∈ JF et Z(1− ca) ⊂ I \X, donc (I \X) ∈ F .

2

Si F est un ultra�ltre, R/F est isomorphe au corps R/JF . On pourrait véri�er �à
la main� que si F est un ultra�ltre non principal, et si les caractéristiques des Ri sont
�nies non bornées, alors R/F est de caractéristique 0, ou alors que si tous les Ri sont
algébriquement clos, alors R/F est aussi algébriquement clos, mais ce sont là juste des
cas particuliers du fait général que le passage à un ultraproduit de L-structures �préserve�
tous les énoncés du premier ordre qui sont vrais �presque partout�.

6 Morphismes et Extensions élémentaires

6.1 Premières dé�nitions

Soient L un langage, M et N deux L-structures et h une application de |M| dans |N |.
L'application h est un L-homomorphisme de M dans N si h véri�e:

� (0) pour toute sorte S de L, h(SM) ⊂ SN ,
� (1) pour tout symbole c de constante de L, h(cM) = cN ,
� (2) pour tout symbole f de fonction de L, d'arité k, pour tout (m1, . . . ,mk) ∈ |M |k,

h(fM(m1, . . . ,mk)) = fN (h(m1), . . . , h(mk)).
� (3) pour tout symbole R de relation de L, d'arité k, pour tout (m1, . . . ,mk) ∈ |M |k,

si (m1, . . . ,mk) ∈ RM, alors (h(m1), . . . , h(mk)) ∈ RN .

L'application h est un L-plongement de M dans N si h est un L-homomorphisme
et satisfait en plus que pour tout symbole R de relation de L, d'arité k, pour tout
(m1, . . . ,mk) ∈Mk, (m1, . . . ,mk) ∈ RM, si et seulement si (h(m1), . . . , h(mk)) ∈ RN .

En particulier, dans le cas de langages et de structures égalitaires, un L-plongement
est injectif.
Un L-plongement surjectif est appelé un L-isomorphisme. Un L-isomorphisme de M
dans M est appelé un L-automorphisme de M.
Remarque: un L-homomorphisme injectif n'est pas forcément un L-plongement. C'est le
cas si le langage L ne comprend pas de symbole de relation (autre que l'égalité), mais
si on considère par exemple le langage L d'une relation binaire, et les deux L-structures
M1 = < Z,≡6> et M2 =< Z,≡3> , où ≡n est la congruence modulo n, alors l'identité
est un L-homomorphisme bijectif de M1 dans M2 mais n'est pas un L-plongement.

On voit que M est une L-sous-structure de N si et seulement si l'inclusion est un
L-plongement.
On peut caractériser les morphismes par le type de formules qu'ils préservent:

On dit qu'une formule est sans quanti�cateur si elle ne contient ni le symbole ∃, ni
le symbole ∀. On véri�e facilement que l'ensemble des formules sans quanti�cateurs peut
être dé�ni par induction: c'est la clôture, à l'intérieur de l'ensemble de toutes les formules,
de l'ensemble des formules atomiques par la négation, la conjonction (et la disjonction).
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Proposition 18 Soit h une application de |M| dans |N |.
L'application h est un L-plongement de M dans N si et seulement si, pour toute

formule φ(v1, . . . , vn) de L, sans quanti�cateurs, pour tout
(m1, . . . ,mn) ∈ |M|n, M |= φ(m1, . . . ,mn) ssi N |= φ(h(m1), . . . , h(mn)).

Preuve: Dans un sens supposons que l'application h préserve toutes les formules sans
quanti�cateurs. Soit c un symbole de constante du langage, et φ(v) la formule (sans
quanti�cateurs) �v = c�. Alors pour tout a ∈ M, M |= φ(a) ssi a = cM ssi N |= h(a)
ssi h(a) = cN , donc h(cM) = cN . Si f est un symbole de fonction d'arité n, alors
M |= f(a1, . . . , an) = b (formule sans quanti�cateurs), ssi N |= f(h(a1), . . . , h(an) = h(b).
Donc h◦fM = fN ◦h. Si R est un symbole de fonction d'arité n alorsM |= R(a1, . . . , an))
(formule sans quanti�cateurs), ssi N |= R(h(a1), . . . , h(an)). L'application h est bien un
L-plongement.

Dans l'autre sens supposons que h est un L-plongement. On véri�e facilement que,
plus généralement si h est un L-homomorphisme, alors h commute avec tous les tM,
c'est-à-dire, pour t(v1, . . . , vn) un terme de L, pour a ∈ Mn, h(tM(a)) = tNh(a)) (par
induction sur l'ensemble des termes de L).

Ensuite, induction sur l'ensemble des formules sans quanti�cateurs. Vrai immédiate-
ment pour les formules atomiques par dé�nition d'un plongement.
Si φ = ¬Ψ(v1, . . . , vn), avec ψ sans quanti�cateurs,M |= φ(a1, . . . , an) ssiM 6|= ψ(a1, . . . , an)
ssi, par hypothèse d'induction, N 6|= ψ(h(a1, . . . , h(an)).
Si φ = (φ1 ∧ φ2)(v1, . . . , vn), avec φ1 et φ2 sans quanti�cateurs. M |= φ(a1, . . . , an) ssi

M |= φ1(a1, . . . , an) et M |= φ2(a1, . . . , an)

ssi par hypothèse d'induction pour φ1 et pour φ2,

N |= φ1(h(a1), . . . , h(an)) et M |= φ2(h(a1), . . . , h(an)

ssi
N |= φ(h(a1), . . . , h(an)).

2

Dé�nition L'application h est un L-plongement élémentaire si pour toute formule
ψ(v1, . . . , vn) de L, et pour tout (m1, . . . ,mn) ∈ |M|n,

M |= ψ(m1, . . . ,mn) ssi N |= ψ(h(m1), . . . , h(mn)).

On écrit M�L N .

Si |M| ⊂ |N | on dit que M est une sous-structure élémentaire de N (ou que N est
une extension élémentaire deM) si l'inclusion est un L-plongement élémentaire (noté
M <L N ).
Exemple: Considérons les deux structures M =< N \ {0},≤ > et N =< N,≤ > dans
le langage L avec un symbole de relation binaire.

L'identité i : N \ {0} 7→ N est un L-plongement mais n'est pas un L-plongement
élémentaire: en e�et les conditions de la dé�nition d'un L-plongement sont satisfaites,
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il faut et il su�t que i préserve l'égalité et la relation d'ordre. Mais si on considère la
formule ψ(v) = ∀w v ≤ w, on a:

M |= ψ(1) mais N |= ¬ψ(1).

En revanche si on considère h : N \ {0} 7→ N, dé�nie par h(n) = n − 1, alors pour la
formule ψ(v) donnée au-dessus on a bien que:

M |= ψ(1) et N |= ψ(h(1)).

En fait ce deuxième plongement h est, lui, élémentaire, comme le dit la proposition
suivante:

Proposition 19 Soit h un L-plongement de M dans N qui est surjectif, alors h est un
plongement élémentaire.

Preuve: Par induction on montre que si φ(v1, . . . , vn) est une formule et a1, . . . , an ∈M,

M |= φ(a1, . . . , an) ssi N |= φ(h(a1) . . . , h(an)).

Vrai pour les formules atomiques car h est un plongement.
Si φ = ¬ψ ou φ = φ1 ∧ φ2, vrai directement par l'hypothèse d'induction et les dé�ntions
respectives de ¬ et de ∧.
Si φ = ∃v ψ(v, v1, . . . , vn),M |= φ(a1, . . . , an) ssi il existe b ∈M tel queM |= ψ(b, a1, . . . , an).
Par induction sur ψ, ssi N |= ψ(h(b), h(a1), . . . , h(an). Si h est surjective cela est équiva-
lent à N |= ∃v ψ(v, h(a1), . . . , h(an)). 2

Quelques remarques
Si M et N sont L-isomorphes, alors M et N sont élémentairement équivalents. Plus

généralement s'il existe un L-plongement élémentaire de M dans N , alors M et N sont
élémentairement équivalents. Mais il ne su�t pas d'avoir M ⊂L N et M ≡L N , pour
que M soit une sous-structure élémentaire de N : dans l'exemple donné plus haut de
M =< N \ {0},≤> et N =< N,≤>, on a bien M⊂L N , M et N sont élémentairement
équivalentes pusiqu'on a pu construire un L-isomorphisme entre elles, mais M n'est pas
sous-structure élémentaire de N .

Comme on le verra un peu plus loin, dès que M est in�nie, il existe N qui lui est
élémentairement équivalente mais qui ne lui est pas isomorphe. Ce n'est en revanche pas
le cas pour les structures �nies :

Proposition 20 (Exercice) Soit L un langage �ni, M et N deux L-structures élémen-
tairement équivalentes. Si M , l'ensemble de base de M est �ni, alors M et N sont
L-isomorphes.
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6.2 Critère de Tarski-Vaught

Proposition 21 (Tarski-Vaught) Soit N une L-structure et A ⊂ |N | tel que pour toute
formule φ(v0, . . . , vn−1, vn) de L, pour tous a0, . . . , an−1 ∈ A,

si N |= ∃vn φ(a0, . . . , an−1, vn), il existe b ∈ A tel que N |= φ(a0, . . . , an−1, b).

Alors, A est l'ensemble de base d'une L-sous-structure élémentaire de N .

Preuve: On véri�e d'abord que A est l'ensemble de base d'une L-sous-structure, c'est-à-
dire que A contient les interprétations des constantes dans N et est clos pour les fonctions
de L, et dans le cas d'un langage à plusieurs sortes, que pour chaque sorte S, SN ∩A 6= ∅.
Soit S une sorte, et v une variable de sorte S. Alors N |= ∃v (v =S v), avec v une variable
de sorte S, donc il existe b ∈ A ∩ SN (tel que b =S b). Soit c un symbole de constante,
et φ(v0) la formule v0 = c. Alors N |= ∃v φ(v). Par la propriété de A, il existe a ∈ A tel
que N |= φ(a), c'est-à-dire, tel que dans |N |, on a = cN .
Si f est un symbole de fonction d'arité k, soient a1, . . . ak ∈ A. Soit ψ(v1, . . . , vk, w) la
formule f(v1, . . . , vk) = w. Alors N |= ∃wψ(a1, . . . , ak, w). Par hypothèse il doit donc
exister b ∈ A tel que N |= ψ(a1, . . . , ak, b), c'est-à-dire fN (a1, . . . , ak) = b.

Maintenant on montre que la L-sous-structure A est une sous-structure élémentaire,
c'est-à-dire que pour toute formule φ(v1, . . . , vn) et pour tous a1, . . . , an ∈ A

A |= φ(a1, . . . , an) ssi M |= φ(a1, . . . , an).

Par induction sur l'ensemble des formules:
- si φ(v1, . . . , vn) est une formule atomique c'est vrai parceque A est une L-sous-

structure (l'inclusion est donc un L-plongement).
- si φ = ¬ψ ou φ = φ1 ∧ φ2 cela découle directement de l'hypothèse d'induction.
- si φ = ∃v ψ(v, v1, . . . , vn); si A |= φ(a1, . . . , an), par dé�nition, il existe b ∈ A tel que

A |= ψ(b, a1, . . . , an). Par induction, M |= ψ(b, a1, . . . , an) et donc M |= φ(a1, . . . , an).
Réciproquement, siM |= φ(a1, . . . , an) c'est à direM |= ∃v ψ(v, a1, . . . , an), par l'hypothèse,
il existe b ∈ A tel que M |= ψ(b, a1, . . . , an). Par hypothèse d'induction sur ψ, alors
A |= ψ(b, a1, . . . , an), et donc A |= φ(a1, . . . , an). 2

Remarque: Soit M une L-structure. Soit φ(v1, . . . , vn, w1, . . . wk)) une formule, et
a1, . . . , ak des éléments dand M. On note φ(M) := {(b1, . . . , bn) ∈ |M|n : M |=
φ(b1, . . . , bn, a1, . . . ak).
Soent M ⊂L N . Alors, par dé�nition, M est une sous-structure élémentaire de N si et
seulement si pour toute formule φ(v1, . . . , vn, w1, . . . wk)) et toute suite a1, . . . , ak ∈M,

φ(M) = φ(N ) ∩ |M |n.

Le critère de Tarski-vaught nous dit que la condition suivante, apparement plus faible est
en fait équivalente: tout sous-ensemble non vide de |N |, dé�nissable à paramètres dans
M, a un point dans |M|.
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7 Petit supplément �culturel�, un exemple �classique�
de théorie du premier ordre: la théorie des ensembles

La théorie axiomatique des ensembles dite de Zermelo Frankel est une théorie dans un
langage égalitaire du premier ordre. Le langage est celui d'une relation binaire, Nous
notons cette relation ∈ et le langage L∈ = {∈}. Nous considérons des L∈-structures,
U =< U,∈>, qu'on appelle univers.

Un élément de la L∈-structure U est appelé un ensemble.
La relation binaire ∈ met donc en relation deux ensembles, nous l'écrirons x ∈ y, lu

�l'ensemble x appartient à l'ensemble y� ou �l'ensemble x est élément de l'ensemble y�.
Les axiomes habituels sont les suivants:

AX(1) L'axiome d'extensionnalité

∀x ∀y (∀z (z ∈ x↔ z ∈ y)) → (x = y)

Si U |= AX(1), alors deux ensembles dans U sont égaux si et seulement si ils ont les
mêmes éléments.

AX(2) L'axiome de la paire

∀x ∀y ∃z ∀u (u ∈ z ↔ (u = x ∨ u = y)

C'est-à-dire, si U |= AX(1) ∧ AX(2), pour tous a, b ensembles de U , il existe un
(unique) ensemble c qui a comme seuls éléments les ensembles a et b. On l'appelle la
paire {a, b}. Si a = b, on l'appelle le singleton {a}.

AX(3) L'axiome de la réunion

∀x ∃y ∀z (z ∈ y ↔ ∃t(t ∈ x ∧ z ∈ t)

C'est-à-dire, si U |= AX(1)∧AX(3), pour tout ensemble a, il existe un (unique) ensemble,
noté ⋃

a, ou ⋃
x∈a x, appelé réunion de a, dont les éléments sont exactement les éléments

des éléments de a.

AX(4) L'axiome de l'ensemble des parties
Si a, b sont des ensembles, on écrit a ⊂ b pour la formule ∀x (x ∈ a → x ∈ b), lu �a

est un sous-ensemble de b�.

∀x ∃y ∀z (z ∈ y ↔ z ⊂ x)

C'est-à-dire, si a est un ensemble, il existe un ensemble, noté P(a) dont les éléments
sont exactement les sous-ensembles de a.
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SC Schéma de compréhension

Pour chaque formule φ(x,w1, . . . , wk) de L∈, on a l'énoncé suivant:

∀w1, . . .∀wk∀t∃y∀x (x ∈ y ↔ (x ∈ t ∧ φ(x,w1, . . . , wk)).

C'est-à-dire, si a1, . . . , an sont des ensembles, si t est un ensemble, alors la collection
des ensembles x de U , qui sont éléments de t et qui sont tels que U |= φ(x, a1, . . . , an)
forme un ensemble c, qu'on note c = {x ∈ t ; U |= φ(x, a1, . . . , an)}.

On ne peut pas supprimer l'ensemble t (paradoxe de Russel): la collection S des
ensembles x dans U tels que U |= x 6∈ x ne forme pas un ensemble. Sinon, soit c cet
ensemble alors U |= c 6∈ c si et seulement si U |= c ∈ c, ce qui est impossible.

Cela entraine que l'univers U lui-même ne forme pas un ensemble, c'est-à-dire, il
n'existe pas d'ensemble c dans U telque ∀x x ∈ c: sinon, on pourrait, par le schéma de
compréhension appliqué à cet ensemble c, déduire que la collection S au-dessus est un
ensemble.

SR Schéma de remplacement ou de substitution

Pour chaque formule φ(x, y, w1, . . . , wk) de L∈, on a l'énoncé:

∀w1, . . . wk (∀x∀y∀z(φ(x, y, w1, . . . , wk) ∧ φ(x, z, w1, . . . , wk) → y = z)

→ (∀t ∃u∀y (y ∈ u↔ ∃x(x ∈ t ∧ φ(x, y, w1, . . . , wk)))).

C'est-à-dire, si a1, . . . , ak sont des ensembles, si la formule φ(x, y, a1, . . . , ak) dé�nit
une relation fonctionelle (pour chaque x, il existe au plus un y tel que φ(x, y, a1, . . . , ak)),
alors, si b est un ensemble, la collection des ensembles y qui sont image d'un élément x
de b forme un ensemble.

Lemme 22 Le schéma de remplacement implique le schéma de compréhension.

Preuve: Soit φ(x,w1, . . . , wk) une formule de L∈. On applique le schéma de remplacement
à la formule ψ(x, y, w1, . . . , wk) = φ(x,w1, . . . , wk) ∧ x = y, qui est bien fonctionelle.

On appelle ZF− la théorie formée des Axiomes 1 à 4 et du Schéma de Remplacement.

Si U est un modèle de ZF−, alors il existe un (unique) ensemble qui n'a auncun élément,
qu'on note ∅: soit a un ensemble quelconque dans U , alors

∅ = {x ∈ a ; x 6= x}.

En�n, la théorie ZF est formée de ZF− et du dernier axiome, l'axiome de l'in�ni,
AI :

∃x (∅ ∈ x ∧ ∀y (y ∈ x→ y ∪ {y} ∈ x)).
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Certains auteurs incluent dans ZF , un axiome supplémentaire, l'axiome de fonda-
tion, AF.

∀x (x 6= ∅ → ∃y(y ∈ x ∧ y ∩ x = ∅)).

En travaillant un peu plus, on voit que l'axiome du choix , AC, est également un
énoncé du premier ordre du langage.

Le fait que l'axiome du choix soit �indépendant de ZF � signi�e que ZF 6` AC et que
ZF 6` ¬AC, autrement dit qu'il y a un modèle de ZF qui véri�e l'axiome du choix et
un autre modèle de ZF qui ne véri�e pas l'axiome du choix. De même, l'hypothèse du
continu, HC, s'exprime par un énoncé du premier ordre, ZFC (= ZF + AC) 6` HC et
ZFC 6` ¬HC. (On suppose pour tout ceci qu'il y a un modèle de ZF )
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